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TOPOS CO-EVANESCENTS ET GENERALISATIONS

AHMED ABBES ET MICHEL GROS

REsuME. Cet article est consacré a I’étude d’un topos introduit par Faltings pour les besoins de la
théorie de Hodge p-adique. Nous en présentons une nouvelle approche basée sur une généralisation
des topos co-évanescents de Deligne. Chemin faisant, nous corrigeons la définition originelle de
Faltings.

This article is devoted to studying a topos introduced by Faltings for the purpose of p-adic
Hodge theory. We present a new approach based on a generalisation of Deligne’s co-vanishing
topos. Along the way, we correct Faltings’ original definition.
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1. INTRODUCTION

1.1. Le but de cet article est de consolider les fondements topologiques nécessaires & ’approche
de Faltings en théorie de Hodge p-adique [8, 9, 10]. Sa genése est directement motivée par notre
travail en cours sur la correspondance de Simpson p-adique [2, 3]. L’approche de Faltings se com-
pose schématiquement de deux étapes. La premiére, de nature locale, est une généralisation des
techniques galoisiennes de Tate, Sen et Fontaine a certains schémas affines au-dessus de corps
locaux p-adiques. Elle utilise d’'une fagon essentielle sa théorie des extensions presque-étales. La
seconde étape, de nature plus globale, relie la cohomologie étale p-adique de certains schémas sur
des corps locaux p-adiques & la cohomologie galoisienne étudiée dans la premiére étape. Pour ce
faire, Faltings utilise d’une part la notion de schémas K (7, 1) [8], et d’autre part un nouveau topos
[9]. Ce dernier n’a été explicitement défini qu’assez tardivement par rapport au reste de la théorie
([9] page 214), et ne nous semble pas avoir re¢u attention qu’il mérite.
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1.2. Pour poursuivre la construction de la correspondance de Simpson p-adique, nous avons donc
naturellement été amenés & étudier ce topos. Au départ, nous avons bénéficié d’une lettre de Deligne
a Mlusie [7] (antérieure & [9]) et de notes d’Illusie [17]. Dans cette lettre, Deligne suggére que le
topos dont a besoin Faltings devrait étre en réalité un topos co-évanescent, autrement dit, un cas
particulier du produit orienté de topos qu’il avait introduit pour développer le formalisme des cycles
évanescents en dimensions supérieures [16]. Le premier auteur du présent article a remarqué en
2008 que la topologie co-évanescente de Deligne différe en général de celle considérée par Faltings
dans ([9] page 214); toutefois, ce dernier utilise une caractérisation des faisceaux qui vaut pour
les topos co-évanescents (cf. 1.5).1 Il s’avére que cette caractérisation n’est pas en général vérifiée
par le topos considéré initialement par Faltings (cf. 10.2 pour un contre exemple). En fait, 'un
des principaux faisceaux utilisés par Faltings, a savoir le faisceau structural, n’est pas un faisceau
pour la topologie qu’il a définie dans (|9] page 214); mais c’est un faisceau pour la topologie
co-évanescente (cf. [3]). Nous nous proposons dans cet article de corriger la définition du topos
introduit par Faltings et de le développer suivant la suggestion de Deligne. C’est ce nouveau topos
que nous appellerons topos de Faltings; celui introduit dans ([9] page 214) semble avoir trés peu
d’intérét.

1.3. Les résultats de cet article étant de nature assez technique, nous allons maintenant en pré-
senter un résumé détaillé. Commencgons par rappeler la définition des produits orientés de topos
due & Deligne. Soient f: X — S et g: Y — S deux morphismes de U-topos, ott U est un univers

~ ~
fixé. Le produit orienté X x5 Y est un U-topos muni de deux morphismes
~ = o~ ~ ~ =~ ~
(1.3.1) pr: X xg¥V =X et pa: X xg¥V =Y
et d’'un 2-morphisme
(1.32) 7: gp2 — fp1,

tels que le quadruplet ()? ;g }7, P1, P2, 7) soit universel dans la 2-catégorie des U-topos. On peut
lui construire explicitement un site sous-jacent C' a partir de la donnée de U-sites X, Y et .S sous-
jacents & X, Y et S, respectivement, dans lesquels les limites projectives finies sont représentables,
et de deux foncteurs continus et exacts a gauche fT: S — X et g7: S — Y définissant f et g (cf.

3.1 et 3.7). Suivant Illusie, nous appelons X ;g S le topos évanescent de f, et S <>?§ Y le topos
co-évanescent de g. Le premier topos a été utilisé par Deligne pour développer le formalisme des
cycles évanescents de f, et a été étudié par Gabber, Illusie [16], Laumon [19] et Orgogozo [20]. Le
second topos est le prototype du topos de Faltings. On peut lui construire explicitement un autre
site sous-jacent D, plus simple que C, que nous appelons site co-évanescent de g* (cf. 4.1 et 4.10).

1.4. A proprement parler, le topos de Faltings n’est en fait pas un topos co-évanescent, mais un cas
particulier d’une notion plus générale que nous développons dans cet article, et que nous baptisons
topos co-évanescent généralisé. Soient I un U-site, I le topos des faisceaux de U-ensembles sur I,

(1.4.1) mE—1

une catégorie fibrée, clivée et normalisée au-dessus de la catégorie sous-jacente a I. On suppose les
conditions suivantes satisfaites :
(i) Les produits fibrés sont représentables dans I.

1. Ce probléme ne semble pas avoir été observé antérieurement.
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(ii) Pour tout ¢ € Ob([), la catégorie fibre F; de E au-dessus de 4 est munie d’une topologie
faisant de celle-ci un U-site, et les limites projectives finies sont représentables dans F;. On
note El le topos des faisceaux de U-ensembles sur F;.

(iii) Pour tout morphisme f: i — j de I, le foncteur image inverse f*: E; — E; est continu
et exact & gauche. Il définit donc un morphisme de topos que l'on note aussi (abusivement)
fi EZ — Ej.

Le foncteur 7 est en fait un U-site fibré (cf. 5.1). On appelle topologie co-évanescente de E la
topologie engendrée par les familles de recouvrements (V;, — V), ecx des deux types suivants :

(v) Tl existe i € Ob(I) tel que (V;, = V),ex soit une famille couvrante de F;.

(c) 1l existe une famille couvrante de morphismes (f,,: i, — @)nex de I telle que V;, soit iso-
morphe & f(V) pour tout n € X.

Les recouvrements du type (v) sont dits verticauz, et ceux du type (c) sont dits cartésiens. Le site
ainsi défini est appelé site co-évanescent associé au site fibré m; c¢’est un U-site. On appelle topos
co-évanescent associé au site fibré m, et I'on note E, le topos des faisceaux de U-ensembles sur
E (cf. 5.3). Lorsque I est munie de la topologie chaotique, c’est a dire de la topologie la moins
fine parmi toutes les topologies de I, on retrouve la topologie totale sur E relative au site fibré =
(cf. 5.4).

1.5. On montre (5.8) que la donnée d’un faisceau F sur E est équivalente a la donnée pour tout
objet i de I d’un faisceau F; sur E; et pour tout morphisme f:i — j de I d’un morphisme
F; — f.«(F;), ces morphismes étant soumis & des relations de compatibilité, tels que pour toute
famille couvrante (f,,: in — i)nex, de I, si pour tout (m,n) € X2, on pose i,y = im X in et on
note fiun: tmn — ¢ le morphisme canonique, la suite de morphismes de faisceaux sur F;

(1.5.1) Fi— [[(fa)F) = I (Fn)s(Fi)

nex (m,n)ex?

soit exacte. On identifiera dans la suite F' au foncteur {i — F;} qui lui est associé.

On étudie la fonctorialité des sites et topos co-évanescents par rapport au foncteur fibrant 7 (5.16
et 5.34) et par changement de base (5.18). On établit aussi quelques propriétés de cohérence. On
montre (5.26), entre autres, que s'’il existe une sous-catégorie pleine, U-petite et topologiquement
génératrice I' de I, formée d’objets quasi-compacts, stable par produits fibrés, telle que pour tout
i € Ob(I'), le topos E; soit cohérent et que pour tout morphisme f: i — j de I’, le morphisme de
topos f: E; — Ej soit cohérent, alors le topos E est localement cohérent. Si de plus, la catégorie
I admet un objet final qui appartient a I’, alors le topos E est cohérent.

1.6. Le lien avec le topos co-évanescent de Deligne se fait de la fagon suivante. Soient X et Y deux
U-sites dans lesquels les limites projectives finies sont représentables, fT: X — Y un foncteur
continu et exact a gauche. On note X et Y les topos des faisceaux de U-ensembles sur X et Y,
respectivement, et f: Y = X le morphisme de topos défini par fT. Considérons la catégorie F1(Y)
des morphismes de Y, et le “foncteur but”

(1.6.1) FI(Y) =Y,
qui fait de FI(Y') une catégorie fibrée, clivée et normalisée au-dessus de Y'; la catégorie fibre au-
dessus de tout V' € Ob(Y’) est canoniquement équivalente & la catégorie Y,y,. Munissant chaque

fibre Yy, de la topologie induite par celle de Y, FI(Y)/Y devient un U-site fibré, vérifiant les
conditions de (1.4). Soit

(1.6.2) m E—= X
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le site fibré déduit de F1(Y)/Y par changement de base par le foncteur fT. Le site co-évanescent E
associé a 7 (1.4) est canoniquement équivalent au site co-évanescent D associé au foncteur f* (1.3);
d’ott la terminologie. Le topos co-évanescent E associé & 7 est donc canoniquement équivalent au

~ ~
topos co-évanescent X x ¢ Y associé a f (cf. 5.5).

1.7. Conservons les hypothéses de (1.4), et supposons, de plus, que les limites projectives finies
soient représentables dans T ; compte tenu de 1.4(i), il revient au méme de demander que I admette
un objet final ¢, que nous supposons fixé dans la suite. On peut alors définir pour E des analogues
des projections canoniques du produit orienté (1.3.1). D’une part, le foncteur d’injection canonique
a,: B, — E est continu et exact a gauche (cf. 5.30). Il définit donc un morphisme de topos

(1.7.1) B:E— E,,

analogue de la seconde projection p2 (1.3.1). D’autre part, on se donne un objet final e de E,, qui
existe d’aprés 1.4(ii) et que nous supposons fixé dans la suite. Il existe alors essentiellement une
unique section cartésienne de 7 (1.4.1)

(1.7.2) ot I—E

telle que o+ (1) = e. Pour tout i € Ob(I), o* (i) est un objet final de E;. On vérifie facilement que
o™ est continu et exact a gauche (cf. 5.30). Il définit donc un morphisme de topos

(1.7.3) o E—1,
analogue de la premiére projection p; (1.3.1).

1.8. Conservons les hypothéses de (1.7), et soient, de plus, V' un objet de E, ¢ = 7w(V),
(181) w: E/V *)I/C

le foncteur induit par 7. Pour tout morphisme f: i — ¢ de I, la catégorie fibre de w au-dessus
de I'objet (i, f) de I, est canoniquement équivalente a la catégorie (E;), s+ (vy. Munissant I/, de
la topologie induite par celle de I, et chaque fibre (E;), ¢+ vy de la topologie induite par celle de
E;, w devient un site fibré vérifiant les conditions de (1.4). On montre (5.36) que la topologie
co-évanescente de E/y est induite par celle de E2 au moyen du foncteur canonique £,y — E. En
particulier, le topos des faisceaux de U-ensembles sur le site co-évanescent Fy est canoniquement

équivalent a E Je(v), ou el B — E est le foncteur canonique.

1.9. Une des principales caractéristiques du topos co-évanescent de Deligne est l'existence d’un
morphisme de cycles co-proches (cf. 4.13). Celle-ci s’étend aussi au topos co-évanescent généralisé
introduit dans (1.4). Conservons les hypothéses de (1.7) et considérons, de plus, un U-site X et
un foncteur continu et exact & gauche ¥*: E — X. On désigne par X le topos des faisceaux de
U-ensembles sur X et par

(1.9.1) U:X 5 FE
le morphisme de topos associé¢ & ¥T. On pose ut =¥ T ooT: I — X et
(1.9.2) u=0U: X - 1.

Pour tout i € Ob(I), le foncteur U induit un foncteur W} : E; — X /,+(;). Munissant X /,.+(;) de
la topologie induite par celle de X, \IJ;" est exact & gauche et continu (cf. 6.1). Il définit donc un
morphisme de topos
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Le morphisme W, n’est autre que le composé SV : X — E‘L. De la relation ¥*g* = U¥, on déduit
par adjonction un morphisme

(1.9.4) B = W, T,

Généralisant une propriété importante du topos co-évanescent de Deligne, on montre (6.3) que
si pour tout ¢ € Ob([), le morphisme d’adjonction id — ¥, ¥¥ est un isomorphisme, alors les
morphismes d’adjonction id — 8.5* et §* — W, U sont des isomorphismes.

1.10. Conservons les hypothéses de (1.9), supposons de plus que les limites projectives finies soient
représentables dans X. On note w: D — I le site fibré associé au foncteur u*: I — X défini dans
(1.6), et on munit D de la topologie co-évanescente relative & w. On obtient ainsi le site co-

~ ~
évanescent associé au foncteur u* (1.3), dont le topos des faisceaux de U-ensembles est I x7 X.

D’aprés la propriété universelle des produits orientés, les morphismes w: X — I et idg et le
2-morphisme id,, définissent un morphisme de topos, dit morphisme de cycles co-proches (cf. 4.13)

(1.10.1) Up: X =1 x7 X.

D’autre part, les foncteurs ¥} pour tout i € Ob([) définissent un I-foncteur cartésien p*: E — D.
Celui-ci est continu et exact a gauche (cf. 6.4). II définit donc un morphisme de topos

(1.10.2) p:Ix: X - E.
On vérifie aussitot que les carrés du diagramme
(1.10.3) f~—T%X—=%
lp v,
~ o ~ B ~
1 E E,
et le diagramme
(1.10.4) X275 X
\ ip
\11
E

sont commutatifs & isomorphismes canoniques prés.

On montre (6.6) que si pour tout ¢ € Ob( ), le morphisme d’adjonction id — ¥;, U} est un
isomorphisme, alors le foncteur p* cE— 1T >< X est pleinement fidele. On en déduit (6.7) que si
de plus, les topos X et I sont cohérents, alors la famille des points de Ei images par p des points
de I ;7 X , est conservative. On notera que la donnée d’un point de I §1~ X est équivalente a la
donnée d’une paire de points i de I et 2 de X et d’un 2-morphisme u(z) — i (3.11).

1.11. Conservons les hypothéses de (1.7) et soit R un anneau de E; il revient au méme de se
donner, pour tout ¢ € Ob(I), un anneau R; de E’i, et pour tout morphisme f:7 — j de I, un
homomorphisme d’anneaux R; — fi(R;), ces homomorphismes étant soumis a des relations de
compatibilité et de recollement (1.5.1). Nous développons dans § 8 quelques sorites sur la catégorie
des R-modules de E , en particulier, sur le produit tensoriel (8.9), le faisceau des morphismes (8.10)
et les R-modules projectifs de type fini (8.13). Nous étudions aussi des invariants cohomologiques
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élémentaires du topos annelé (E,R). Pour ce faire, nous reprenons dans § 7 le formalisme des
topos totaux annelés ([4] VI 8.6) qui nous servent d’intermédiaire. Supposons pour simplifier que
la catégorie I soit U-petite (cf. 8.4 pour le cas général). On désigne par Top(F) le topos total
associé au site fibré , c’est-a-dire le topos des faisceaux de U-ensembles sur le site total E (cf.
7.1). On a alors un plongement canonique de topos (5.14.1)

(1.11.1) §: E — Top(E)

tel que le foncteur J, soit le foncteur d’inclusion canonique de E dans Top(E). On le considére
comme un morphisme de topos annelés (respectivement, par R et d,(R)), et on calcule dans 8.5 les
foncteurs dérivés du foncteur d,. La suite spectrale de Cartan-Leray associée & ¢ fournit alors une
suite spectrale qui calcule les images directes supérieures d’un morphisme de topos co-évanescents
généralisés annelés (8.8). On notera que la suite spectrale de Cartan-Leray associée & 6 qui calcule
la cohomologie d’'un R-module de E est la méme que celle associée a 3 (8.6).

1.12. Le reste de 'article est consacré a I’étude d’un cas particulier du topos co-évanescent géné-
ralisé, & savoir le topos de Faltings. En préambule, on développe dans § 9 quelques sorites sur le
topos fini étale que nous n’avons pu trouver dans la littérature. Pour tout schéma X, on désigne
par Et /x son site étale, c’est & dire la catégorie des schémas étales au-dessus de X (éléments de U),
munie de la topologie étale, et par Xg; le topos des faisceaux de U-ensembles sur Et /x- On appelle
site fini étale de X et I'on note Etf /x la sous-catégorie pleine de Et /x formée des revétements
étales de X (c’est-a-dire, des schémas étales finis sur X), munie de la topologie induite par celle
de Et /x- On appelle topos fini étale de X et I'on note X¢g; le topos des faisceaux de U-ensembles
sur Etf /x - Le foncteur d’injection canonique Etf /X = Et ,x induit un morphisme de sites

(1.12.1) pPX: Xet — Xgst-

On montre (9.15) que si X est un schéma cohérent, ayant un nombre fini de composantes connexes,
alors le morphisme d’adjonction id — px.p% est un isomorphisme; en particulier, le foncteur
P Xeey — X est pleinement fidéle. Son image essentielle est formée des limites inductives
filtrantes de faisceaux localement constants et constructibles (9.17); on établit aussi une variante
pour les faisceaux abéliens de torsion.

On désigne par Sch la catégorie des schémas éléments de U, par & la catégorie des revétements
étales (i.e., la sous-catégorie pleine de la catégorie des morphismes de Sch, formée des revétements
étales) et par

(1.12.2) % — Sch

le “foncteur but”, qui fait de % une catégorie fibrée clivée et normalisée au-dessus de Sch : la
catégorie fibre au-dessus de tout schéma X est canoniquement équivalente a la catégorie Etg, x.
On considére #Z/Sch comme un U-site fibré en munissant chaque fibre de la topologie étale.

1.13. Soit f: Y — X un morphisme de schémas. On appelle site fibré de Faltings associé a f le
U-site fibré

(1.13.1) T B — Et)x
déduit de Z/Sch (1.12.2) par changement de base par le foncteur
(1.13.2) Et)x —Sch, U UxxY.

On peut décrire explicitement la catégorie E de la fagon suivante (cf. 10.1). Les objets de E sont
les morphismes de schémas V — U au-dessus de f: Y — X tels que le morphisme U — X soit
étale et que le morphisme V' — Uy = U xx Y soit étale fini. Soient (V' — U’), (V — U) deux
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objets de E. Un morphisme de (V' — U’) dans (V — U) est la donnée d’'un X-morphisme U’ — U
et d’'un Y-morphisme V' — V tels que le diagramme

(1.13.3) V' ——U'

L

V—U

soit commutatif. Le foncteur 7 est alors défini pour tout (V' — U) € Ob(E), par n(V - U) =U.
Celui-ci vérifie clairement les conditions de (1.4) et (1.7). On peut donc lui appliquer les construc-
tions développées plus haut. On munit F de la topologie co-évanescente relative a mw. Le site
co-évanescent ainsi défini est appelé site de Faltings associé a f; c¢’est un U-site. On appelle topos
de Faltings associé a f et 'on note F le topos des faisceaux de U-ensembles sur E. En fait, Faltings
se limite au cas suivant : soient K un corps de valuation discréte complet de caractéristique 0,
de corps résiduel parfait de caractéristique p > 0, O I'anneau de valuation de K, K une cléture
algébrique de K, X un Ok-schéma séparé de type fini, X° un ouvert de X. Faltings considére
exclusivement le cas ou f est le morphisme canonique X% — X.

De nombreux résultats sur les site et topos de Faltings dans § 10 sont des applications directes
de ceux établis dans §§ 5 et 6 pour les sites et topos co-évanescents généralisés. On y trouve en
particulier une étude de la fonctorialité par rapport a f (10.12), et de la localisation par rapport a
un objet cartésien de E (10.14). On résume dans la suite de cette introduction d’autres propriétés
plus spécifiques.

1.14. Conservons les hypothéses de (1.13), et supposons de plus X quasi-séparé. On désigne par
Etcoh /x (resp. Etscoh /x ) la sous-catégorie pleine de Et /x formée des schémas étales de présentation
finie sur X (resp. étales, séparés et de présentation finie sur X ), munie de la topologie induite par
celle de Et /x ; ce sont des sites U-petits. Notons par x 'un des deux symboles “coh” ou “scoh”.
On rappelle que le foncteur de restriction de X dans le topos des faisceaux de U-ensembles sur
Et* /x est une équivalence de catégories. On désigne par

(1.14.1) T By — Bty x
le site fibré déduit de m par changement de base par le foncteur d’injection canonique
(1.14.2) Et, x — Etx,

et par ®: E, — FE la projection canonique. On montre (5.19) que si 'on munit E, de la topologie
co-évanescente définie par 7, et si I'on note E* le topos des faiscgaux dg U-ensembles sur F,, le
foncteur ® induit par restriction une équivalence de catégories E = E,. De plus, la topologie
co-évanescente de E, est induite par celle de E au moyen du foncteur @ (5.20).

La sous-catégorie F., permet d’appliquer les résultats de cohérence établis précédemment au
topos de Faltings. On montre (10.5) par exemple que si X et Y sont cohérents, alors le topos E est
cohérent ; en particulier, il a suffisamment de points. Nous verrons plus loin I'intérét d’introduire
la sous-catégorie Fgcon (1.17).

1.15. Conservons les hypothéses de (1.13), et munissons Et/x de T'objet final X et E de l'objet
final (Y — X). Les foncteurs ax; et o introduits dans 1.7 sont explicitement définis par
(1.15.1) axi: Etyy = B, Vi (V= X),

(1.15.2) ot Bty - E, Uw (Uy = U).
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Ceux-ci sont exacts a gauche et continus. Ils définissent donc deux morphismes de topos

(1.15.3) B: E — Yig,

(1.15.4) o E — Xe.

D’autre part, le foncteur

(1.15.5) Ut E—Ety, (VU -V

est continu et exact a gauche (10.7) ; il définit donc un morphisme de topos
(1.15.6) U: Yy — E.

On a fs = oV. Pour tout objet U de Et /x, on peut identifier le morphisme Wy défini dans
(1.9.3) au morphisme canonique py, : (Uy)et — (Uy)ser (1.12.1); en particulier, on a S = py-.
De I'isomorphisme ¥*3* = p3., on déduit par adjonction un morphisme

(1.15.7) B8 = U,.py.

Supposons de plus X quasi-séparé et Y cohérent et étale-localement connexe (i.e., pour tout
morphisme étale X’ — X, toute composante connexe de X’ est un ensemble ouvert dans X’). On
montre (10.9) que les morphismes d’adjonction id — B.5* et 8* — U, p} sont des isomorphismes.

1.16. Conservons les hypothéses de (1.13). On note w: D — Et/X le site fibré associé au foncteur
image inverse f*: Et/x — Et/y défini dans 1.6, et 'on munit D de la topologie co-évanescente
associée & w. On obtient ainsi le site co-évanescent associé au foncteur fT, dont le topos des
faisceaux de U-ensembles est X ; X Ysr. Tout objet de E est naturellement un objet de D. On
a donc un foncteur pleinement fidéle et exact a gauche p*: E — D, qui n’est autre que le foncteur
portant le méme nom défini dans le cadre plus général de (1.10). Celui-ci étant continu et exact a
gauche, il définit un morphisme de topos

(1.16.1) p: Xey Xx,, Yoo — E.

On renvoie a 10.15 pour plus de détails. On montre (10.16) que si X est quasi-séparé et Y est
cohérent et étale-localement connexe, alors le foncteur

(1.16.2) p* B = Xeo Xx0, Yar

est pleinement fidéle. On en déduit (10.17) que si X et Y sont cohérents et Y est étale-localement
connexe, alors la famille des points de E images par p des points de X ; X, Yer est conservative.

-
On rappelle que la donnée d’un point de Xg X x,, Ysr est équivalente a la donnée d’une paire de
points géométriques T de X et 7 de Y et d’une fleche de spécialisation de f(y) vers T, c’est-a-dire,
d'un X-morphisme § — X z), ot X(z) désigne le localisé strict de X en 7 (cf. 10.19).

1.17. Conservons les hypotheses de (1.13), supposons de plus X strictement local, de point fermé
x. Pour tout X-schéma étale, séparé et de présentation finie U, on désigne par Uf la somme disjointe
des localisés stricts de U en les points de U, ; c’est un sous-schéma ouvert et fermé de U, qui est
fini sur X (cf. 10.21). Considérons le site fibré

(1.17.1) Tscoh : Fscon — Etscoh/X

défini dans (1.14.1), et munissons Fg.o, de la topologie co-évanescente associée & Tgcon. Pour tout
objet (V — U) de Eycon, V xy Uf =V xp, UL est un revétement étale de Y. On obtient ainsi un
foncteur

(1.17.2) 0" Egon = Ety)y, (V—=U)=V xyU.
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Celui-ci est continu et exact a gauche (10.22). 11 définit donc un morphisme de topos
(1.17.3) 0: Yier — E,

que l'on étudie suivant Papproche introduite dans (1.9) (cf. 10.23). On a un isomorphisme canonique
B0 = idy,,,, qui induit un morphisme de changement de base

(1.17.4) By — 6*.
On montre (10.25) que pour tout faisceau F' de E et tout point géométrique 7 de Y, application

(1.17.5) (BuF) py ) = (07F) py )

induite par ce morphisme de changement de base est bijective.

Supposons de plus que ’ensemble des composantes connexes de Y soit localement fini. On en
déduit que le morphisme de changement de base 5, — 6* est un isomorphisme ; en particulier, le
foncteur S, est exact (10.26). On en déduit aussi (10.27) que pour tout faisceau F de E‘, I'application
canonique

(1.17.6) [(E,F) — I'(Yie, 0°F)
est bijective, et que pour tout faisceau abélien F' de E7 I’application canonique
(1.17.7) H'(E,F) — H'(Yie, 0% F)

est bijective pour tout ¢ > 0.

1.18. Conservons les hypothéses de (1.13), supposons de plus X localement noethérien et f de
type fini. Soient T un point géométrique de X, X le localisé strict de X en T, ¥ = Y xx X,
f:Y — X la projection canonique. On désigne par E le site de Faltings associé & f, par E le topos
des faisceaux de U-ensembles sur E et par B

(1.18.1) 0: Y — E

le morphisme de topos défini dans (1.17.3). Le foncteur

(1.18.2) Ot E—-E (V-oU) = (VxyY —UxxX)

étant continu et exact & gauche (cf. 10.12), il définit un morphisme de topos

(1.18.3) ®:E— E.

On montre (10.29) que pour tout faisceau F' de E, on a un isomorphisme canonique fonctoriel
(1.18.4) 0 (F)z = T(Ye, 0" (7 F));

et pour tout faisceau abélien F' de E et tout entier i > 0, on a un isomorphisme canonique fonctoriel
(1.18.5) Rio.(F)z = H (Ygg,, 07 (D*F)).

La preuve de ce résultat repose sur le calcul d’une limite projective de topos de Faltings (11.3) et
ses conséquences cohomologiques (11.6).
On donne dans 10.33 une variante globale de I'isomorphisme (1.18.5).
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1.19. Signalons enfin que le topos co-évanescent généralisé est susceptible d’autres applications,
dont des variantes rigide et hensélienne du topos de Faltings. Nous tenons a remercier L. Illusie de
nous avoir communiqué la lettre de Deligne [7], ses notes [17] et son article [16] qui ont été la source
principale d’inspiration de ce travail. Aprés que nous lui ayons communiqué une premiére version
de ce travail, O. Gabber nous a transmis une copie d’un courrier électronique qu’il avait adressé
a L. Illusie en 2006 dans lequel il définit la topologie co-évanescente pour un site fibré au-dessus
d’un site et esquisse des énoncés qui recoupent certains de nos résultats. Nous lui sommes trés
reconnaissants pour cet échange et les perspectives de développements ainsi offertes. Une grande
partie de cet article a été écrite lors d’un séjour du premier auteur (A.A.) a 'Université de Tokyo
pendant 'automne 2010 et ’hiver 2011. Il souhaite remercier cette Université pour son hospitalité.

2. NOTATIONS ET CONVENTIONS

Tous les anneaux considérés dans cet article possédent un élément unité ; les homomorphismes
d’anneauzx sont toujours supposés transformer l’élément unité en [’élément unité.

2.1. Dans tout cet article, on fixe un univers U possédant un élément de cardinal infini. On appelle
catégorie des U-ensembles et ’on note Ens, la catégorie des ensembles qui se trouvent dans U. C’est
un U-topos ponctuel que 'on note Pt ([4] IV 2.2). Sauf mention explicite du contraire, il sera sous-
entendu que les schémas envisagés dans cet article sont éléments de 1'univers U. On désigne par
Sch la catégorie des schémas éléments de U.

2.2. Pour une catégorie €, nous notons Ob(%’) 'ensemble de ses objets, €° la catégorie opposée,
et pour X,Y € Ob(%), Hom¢(X,Y) (ou Hom(X,Y) lorsqu’il n’y a aucune ambiguité) ’ensemble
des morphismes de X dans Y.

Si € et €’ sont deux catégories, nous désignons par Hom (%, ¢”) ’ensemble des foncteurs de ¢
dans €’, et par Hom(%, ") la catégorie des foncteurs de ¢ dans ¢”.

Soient I une catégorie, € et ¢’ deux catégories sur I ([12] VI 2). Nous notons Hom;(%,%”)
I'ensemble des I-foncteurs de ¢ dans ¢’ et Hom,/7(%,%”) 'ensemble des foncteurs cartésiens
([12] VI 5.2). Nous désignons par Hom;(%,%”) la catégorie des I-foncteurs de € dans ¢” et par
Hom,,/;(¢,¢") la sous-catégorie pleine formée des foncteurs cartésiens.

2.3. Si (&, R) est un topos annelé, on note Mod(R) ou Mod(R, &) la catégorie des R-modules?
de &, D(R) sa catégorie dérivée, D~ (R), D*(R) et DP(R) les sous-catégories pleines de D(R)
formées des complexes & cohomologie bornée supérieurement, inférieurement et des deux cotés,
respectivement.

Définition 2.4 ([5] I 1.3.1). Soient X un topos, R un anneau de X. On dit qu’'un R-module M
est projectif de type fini si les conditions équivalentes suivantes sont satisfaites :
(i) M est de type fini et le foncteur SZomp(M,-) est exact;
(ii) M est de type fini et tout épimorphisme de R-modules N — M admet localement une
section ;
(iii) M est localement facteur direct d’'un R-module libre de type fini.

Nous notons Proj(R) ou Proj(R, X) la sous-catégorie pleine de Mod(R) formée des R-modules
projectifs de type fini. Nous préférons cette notation a la notation LocLib(R) introduite dans ([5]
I 2.0), adaptée plutot aux topos de Zariski, et qui peut induire & des confusions.

2.5. Suivant les conventions de ([4] VI), nous utilisons I'adjectif cohérent comme synonyme de
quasi-compact et quasi-séparé.

2. Pour fixer les idées, nous prendrons les modules & gauche.
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3. PRODUITS ORIENTES DE TOPOS

La notion de produit orienté de topos, rappelée si-dessous, est due & Deligne. Elle a été étudiée
par Gabber, Illusie, Laumon et Orgogozo [16, 19, 20].

3.1. Dans cette section, X, Y et S désignent des U-sites ([4] II 3.0.2) dans lesquels les limites
projectives finies sont représentables,

(3.1.1) ff:9=X et ¢gr:S—Y

deux foncteurs continus et exacts & gauche. On désigne par X , Y et S les topos de faisceaux de
U-ensembles sur X, Y et S, respectivement, par

(3.1.2) f:X—>S et g:Y S

les morphismes de topos définis par f* et g™ (J4] IV 4.9.2), respectivement, et par ex: X — X,
ey:Y 5 Y et €g: S — S les foncteurs canoniques. Soient ey, ey et eg des objets finaux de X,
Y et S, respectivement, qui existent par hypothése. Comme les foncteurs canoniques sont exacts
a gauche, ex(ex), ey (ey) et eg(es) sont des objets finaux de X Y et S respectivement.

On désigne par C' la catégorie des triplets

(WU = fT(W),V = g™ (W),

ou W est un objet de S, U — f+(W) est un morphisme de X et V — g™ (W) est un morphisme de
Y ; un tel objet sera noté (U — W « V). Soient (U — W « V) et (U’ — W' + V') deux objets
de C. Un morphisme de (U" — W' «+ V') dans (U — W < V) est la donnée de trois morphismes
U—-U,V >V etW—=W de X,Y et S, respectivement, tels que les diagrammes

(3.1.3) Uj — (W) I] —g (W)
U——= fH(W) V——g"(W)

soient commutatifs.

11 résulte aussitdt de la définition et du fait que les foncteurs f et g™ sont exacts a gauche que
les limites projectives finies dans C' sont représentables.

On munit C' de la topologie engendrée par les recouvrements

{Ui =W, < V;) = (U—=>W <+ V)}licr

des trois types suivants :

(a) Vi=V, W; =W pour tout i € I, et (U; = U);er est une famille couvrante.

(b) U; =U, W; =W pour tout i € I, et (V; = V);cr est une famille couvrante.

(¢) I ={}, U =U et le morphisme V' = V X1y g7 (W') est un isomorphisme (il n’y a

aucune condition sur le morphisme W/ — W).

On notera que chacune de ces familles est stable par changement de base. On désigne par Cle
topos des faisceaux de U-ensembles sur C'. Si F' est un préfaisceau de C, on note F'* le faisceau
associé.

Lemme 3.2. Pour qu’un préfaisceau F sur C soit un faisceau, il faut et il suffit que les conditions
sutvantes soient remplies :
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(i) Pour tout famille couvrante (Z; — Z)ier de C' du type (a) ou (b), la suite

(3.2.1) Fz)y—=][Fz)y= (] FZxz2)
i€l (i,§)eIxJ
est exacte.
(ii) Pour tout recouvrement (U — W' «+ V') = (U - W « V) du type (c), lapplication
(3.2.2) FU—=SW+V)=SFU—-W «V)

est bijective.

En effet, quitte a élargir 'univers U, on peut supposer les catégories X et Y petites ([4] II
2.7(2)). Pour tout recouvrement (U — W' «+ V') — (U — W « V) du type (c), le morphisme
diagonal

(U—-W V)= U-—=>W xywW «V xy, V)
est un recouvrement du type (c) qui égalise les deux projections canoniques
U =W xy W V' xy V)= (U= W « V).
La proposition résulte donc de ([4] IT 2.3, I 3.5 et I 2.12).
Remarque 3.3. Il résulte de 3.2 que le morphisme de faisceaux associé & un recouvrement du

type (c) est un isomorphisme; en particulier, la topologie de C' n’est pas toujours moins fine que
la topologie canonique.

3.4. Les foncteurs
(3.4.1) X — C U~ (U—=ez<ey),
(3.4.2) pi:Y — C, Vi(ex wez V),

sont exacts a gauche et continus ([4] III 1.6). Ils définissent donc deux morphismes de topos ([4]
IV 4.9.2)

(3.4.3) pi:C — X,
(3.4.4) pp: C — Y.
Par ailleurs, on a un 2-morphisme

(3.4.5) T: gp2 — [p1,

donné par le morphisme de foncteurs (gp2)« — (fp1)« suivant : pour tout faisceau F' sur C et tout
W e Ob(S),

(3.4.6) Gx(P2+(F))(W) = fu(p1(F))(W)
est application composée
Flex w ez +gt(W)) = F(fT(W) =W < gt (W)) = F(fH(W) — ez + ey)

ou la premiére fleche est le morphisme canonique et la seconde fléche est 'inverse de 'isomorphisme
(3.2.2).

Remarque 3.5. Pour tout W € Ob(S), le morphisme 7: (fp1)*(W) — (gp2)*(W) (3.4.5) est le
morphisme
(35.1) (P (FEW))* = (p3 (97 W))°
composé de
(fTW = ez +ey) = (fTW =W« gt W)* = (ex — ez + g W)?,
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ou la premiére fleche est l'inverse de l'isomorphisme canonique (3.3) et la seconde fleche est le
morphisme canonique.

Lemme 3.6. Pour tout objet Z = (U — W < V) de C, on a un diagramme cartésien
(3.6.1) ZJ/“ p3(V)
pi(U) —— (gp2)" (W)

ot les fleches non libellées sont les morphismes canoniques et i est le composé du morphisme
pi(U) = (fp1)*(W) et du morphisme 7: (fp1)*(W) — (gp2)*(W) (3.4.5).

On a un diagramme canonique commutatif a carrés cartésiens de C

(3.6.2) Z—————([TWoaWV)———pfV

| | |

(U—=WgtW) — (ffW = W « gt W) ——pJ (¢t W)

| !

py U pi (fTW)

D’autre part, u® est un isomorphisme (3.3) et 7: (fp1)*W — (gp2)*W est égal 4 v%o (u®)~! (3.5).
Comme le foncteur canonique C' — C' est exact a gauche, on en déduit que le diagramme (3.6.1)
est cartésien.

Théoréme 3.7. Soient T un U-topos, a: T — )~(, b: T — Y deux morphismes de topos, t: gb — fa
un 2-morphisme. Alors il existe un triplet

(h: T—C,a:p1h > a,B: p2h = b),

unique & isomorphisme unique pres, formé d’un morphisme de topos h et de deux isomorphismes
de morphismes de topos « et B, tel que le diagramme

(3.7.1) gpah —""> fpih
g*ﬁl J/f*a
gb —t s fa
soit commutatif.

L’unicité de (h, o, B) est claire. En effet, d’aprés 3.6, la “restriction” h*: C' — T du foncteur h*
a C est nécessairement donnée, pour un objet Z = (U - W « V) de C, par

ot le morphisme a*(U) — (gb)*(W) est le composé
a"(U) = (fa)" (W) = (gb)" (W).

Montrons que le foncteur h* ainsi défini est un morphisme de sites et que le morphisme de topos
associé répond a la question. Le foncteur A est clairement exact & gauche et transforme les familles
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couvrantes de C' du type (a) ou (b) en familles couvrantes de T'. D’autre part, si
U—-W V)= (U-—=W<+V)

est un recouvrement de C' du type (c), le carré

(3.7.3) bV bV

| |

b (gt W) ——=b*(g* W)

est cartésien, et par suite le morphisme
(3.7.4) (U =W V")) = ht (U =W V)

est un isomorphisme. Donc le foncteur AT est continu en vertu de 3.2. On en déduit que A est un
morphisme de sites ([4] IV 4.9.4) ; il définit donc un morphisme de topos h: T — C.

On a des isomorphismes canoniques a: a* = h*p} et B: b* = h*p} dont les “restrictions” & X et
Y, respectivement, sont les isomorphismes tautologiques. Pour vérifier que le diagramme (3.7.1) est
commutatif, il suffit de montrer que sa “restriction” a S l’est. Pour tout W € Ob(S), considérons
le diagramme

(3.7.5) RH((FYW = W gt W) —— (fa)* (W) — = (gb)* (W)

la(f*W) iﬁ(g*W)
WH(fFW = W gt W) —m B ((fp1)* W) % b ((gp2) W)

ol u est la projection déduite de la formule (3.7.2) et v est le morphisme canonique. Par définition,
on a v = a(f*W) ou. D’autre part, v’ = t o u est la projection déduite de la formule (3.7.2), et
v' = h*(7) o v est le morphisme canonique. Par définition, on a v’ = B(¢*W) o v/. Comme u et v
sont des isomorphismes, on en déduit que le carré de droite dans (3.7.5) est commutatif. Donc le
diagramme (3.7.1) est commutatif.

3.8. Soient X', Y’, S trois U-sites dans lesquels les limites projectives finies sont représentables,
T8 = X', g't: 8" — Y’ deux foncteurs continus et exacts & gauche. On note X’, Y’ et S’ les
topos de faisceaux de U-ensembles sur X', Y’ et S’, respectivement, et

(3.8.1) X =58 et gV =8

les morphismes de topos définis par f'T et ¢’t. On désigne par O’ le site associé¢ aux foncteurs
(f'*,g'") défini dans (3.1), par C’ le topos des faisceaux de U-ensembles sur C’, par pj: C' — X’
et ph: C" = Y’ les projections canoniques et par 7’: ¢'p, — f'p} le 2-morphisme canonique (3.4).
Considérons un diagramme de morphismes de topos

’ ’

(3.8.2) vl e<L

fiv f l g l
X——=§~—Y

et deux 2-morphismes

(3.8.3) a:wf — fu et b:gv— wg.
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D’aprés 3.7, les morphismes de topos up : C'— X et vpYy C' > Yetle 2-morphisme composé t

’
bxpy

P hxt’ axp)
(3.8.4) guph, —> wg'phy = w f'py — fup} ,

définissent un morphisme de topos
(3.8.5) h:C' = C

et des 2-isomorphismes a: p1h = up) et B: pah — vp) rendant commutatif le diagramme

(3.8.6) gp2h L fpyh

o

t
gvpy — fup)

Corollaire 3.9. Sous les hypothéses de (3.8), si u, v et w sont des équivalences de topos et si a
et b sont des 2-isomorphismes, alors h est une équivalence de topos.

Cela résulte de 3.7.

Il résulte de 3.9 que le topos C ne dépend que du couple de morphismes de topos (f,g), a
équivalence canonique preés. Ceci justifie la terminologie et la notation suivantes :

~ ~ ~ ~ <
Définition 3.10. Le topos C est appelé produit orienté de X et Y au-dessus de S, et noté X xg Y.

Sous les hypothéses de (3.8), on note le morphisme & (3.8.5) par
— ~ = o~ ~ 4 ~
(3.10.1) uXyv: X' x5 Y =X xzY.

~ ~
Corollaire 3.11. La donnée d’un point de X Xxg Y est équivalente a la donnée d’une paire de
points x: Pt — X et y: Pt = Y et d’un 2-morphisme u: gy — fx.

Cela résulte de 3.7.

~ 4~ ~

Définition 3.12 ([16] 4.1). Le topos X ;g S est appelé topos évanescent de f, et le topos S x5 YV
est appelé topos co-évanescent de g.

Nous donnerons dans (4.10) une description plus simple de S % g Y due a Deligne ([16] 4.6).

3.13. Considérons X , Y et S comme des U-sites munis des topologies canoniques; les U-topos
associés s’identifient alors a X, Y et g, respectivement ([4] IV 1.2). Par ailleurs, les foncteurs
f*: S X et g*: S — Y sont clairement continus et exacts & gauche. On peut donc considérer
le site CT associé a (f*, g*) défini dans (3.1). Notons provisoirement CT le topos des faisceaux de

U-ensembles sur CT, 77 : X — Ct et 7} : ¥ — CT les foncteurs définis dans (3.4.1) et (3.4.2),
(3.13.1) m:Ct = X,
(3.13.2) m:CT = v,

les morphismes de topos associés, et v: gma — fm le 2-morphisme défini dans (3.4.5).
Les foncteurs canoniques ex, €y et £g induisent un foncteur exact a gauche

(3.13.3) et —Ct.
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Celui-ci transforme les recouvrements de C' du type (a) (resp. (b), resp. (c¢)) en des recouvrements
de CT du méme type. Il résulte alors de 3.2 que pour tout faisceau F sur Ct, F o™ est un faisceau
sur C. Par suite, ¢ est continu. Il définit donc un morphisme de topos

(3.13.4) o: CT = C.

On a des isomorphismes canoniques

<p+0pfi>ﬂfosx et <p+0p3':>ﬂ';'oey.

On en déduit des isomorphismes
(3.13.5) T Py et m = pap.

De plus, il résulte aussitot de la définition (3.4.5) que 7 * ¢ s’identifie & v. Par suite, ¢ est une
équivalence de topos en vertu de 3.7. En fait, ¢ est le morphisme de topos (3.8.5) défini dans (3.8)
en prenant pour u, v et w les morphismes identité de X, Y et S, respectivement. Nous identifions

~ ~ =~
dans la suite CT au topos X x 5 Y au moyen de 'équivalence ¢, le morphisme m; (resp. 72) & p;
(resp. p2) et le 2-morphisme v a 7.

3.14. Soit (F — H < G) un objet de C'' (3.13). Rappelons ([4] IV 5.1) que la categorle X/F est
un U-topos, dit topos induit sur F' par X et qu’on a un morphisme canonique jp: X JF X dit
morphlsme de localisation de X en F. De méme, on a des morphismes de localisation jq: Y/G —Y

et jy: S/H — S. Notons /' le morphisme composé

frg  ~

ou la premiére fleche est le morphisme de localisation de )?/f-*(H) en F — f*(H) ([4] IV 5.5), et
la seconde fléche est le morphisme déduit de f ([4] IV 5.10). On définit de méme le morphisme

g SN//G -~ S /1 Les carrés du diagramme

(3.14.2) Xpp =5y <tV
jFi in ijc

~ f ~ g ~

X S Y

~ — ~
sont commutatifs a isomorphismes canoniques prés. On désigne par X,p X3, Y)a le produit

orienté de X /F et ?/G au-dessus de S /i~ Le diagramme (3.14.2) induit alors un morphisme cano-
nique (3.10.1)

— ~
(3143) IF X Jja: X/F XS/ Y/G —)X Y

On désigne par F ><H G le faisceau de X >< Y associé a (F — H + @) (cf. 3.13). D’aprés 3.6,
on a un isomorphisme canonique

= ~ * *
(3144) F XH G = pl(F) X(gpg)*(H) pQ(G),

o le morphisme pj(F) — (gp2)*(H) est le composé du morphisme pf(F) — (fp1)*(H) et du
morphisme 7: (fp1)*(H) — (gp2)*(H) (3.4.5). On note
(3.14.5) i (X Xg X XY

FxuG’ )/(F>< Q)
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~ ~ P
le morphisme de localisation de X XgYenF xpg G.
Par des constructions analogues a (3.14.1), les morphismes p; et ps induisent des morphismes

(3.14.6) 0 (X Xz V) - X/p,

J(FX @)

(3.14.7) @ (X x5 7) — Ve,

J(FX @)

qui s’insérent dans un diagramme a carrés commutatifs & isomorphismes canoniques prés

fad q1 >t o q2 ad
(3.14.8) X/F D (X ><§ Y)/(F;HG) e Y/G
JFL ]F<;HG’ lJG
~ P1 ~ ~ P2
X X ><§ Y Y

Le 2-morphisme 7: gps — fp1 (3.4.5) et le diagramme commutatif

(3.14.9) FxyG P’

| |

piF ——pi(f*H) ——p3(9*H)
induisent, pour tout L € Ob(§ /i), un morphisme fonctoriel

— —
(31410) pT(f*L) pr(fo) (F X H G) — p;(g*L) ng‘(g*H) (F XH G)
Comme pj et ps sont exacts & gauche, on obtient un 2-morphisme
(3.14.11) T dp = fa

tel que jpr* 7' =T % Jes o D’aprés 3.7, q1, g2 et 7/ définissent un morphisme
H

~ —  ~ ~ — ~
(3.14.12) m: (X X3 Y)/(F;HG) — X/F X§/H Y/G-
Proposition 3.15. Le morphisme m est une équivalence de topos, et on a un isomorphisme
canonique
. \ . ~ .

(3151) (]F Xig _jg) om — jF;HG.

On notera d’abord que 'isomorphisme (3.15.1) résulte de 3.7, compte tenu de (3.14.8) et de la
relation jg * 7/ = 7 % Jo o Notons

H

(3.15.2) J(FsHeG): C}(FHHHG) - Cf

le foncteur canonique, .7 la topologie de CT (3.13) et .73 la topologie de C’;(F_>H<_G) induite par
T via jrH«c). Une famille (L; — L);c; de morphismes de C}L(FHHHG) est couvrante pour
T si et seulement si son image par jp_, g« est couvrante dans C' pour .7 ([4] 11T 5.2(1)). En

vertu de ([4] III 5.4), (X % 3 Y) est canoniquement équivalent au topos des faisceaux de

J(FX @)
U-ensembles sur le site (C;(FHHFG), T).
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~ < ~ ~ ~ ~
Pour définir un site sous-jacent au topos X,p X S/u Y)q, nous considérons X, p, Y/q et S/g
comme des U-sites munis des topologies canoniques (cf. 3.13). Pour tous F' € Ob(X /p) et H' €
Ob(g/H), se donngr un morphisme F’ — f™(H') de X,p revient a se donner un morphisme
F' — f*(H') de X au-dessus de F' — f*(H). Par suite, le site associé au couple de foncteurs
J*: Sy — X,p et g*: Syg — Y,g défini dans (3.1), s’identifie canoniquement a la catégorie
C}L( FoHG) munie d’'une topologie 7, qui est a priori moins fine que la topologie 7;. Le foncteur

identique de C’} définit alors un morphisme de sites

(F—~H+«G)

(3.15.3) id: (Cf p ey ) = (Clipo ey o)
Montrons que m est le morphisme de topos associé a (3.15.3).
11 résulte de la preuve de 3.7, en particulier de (3.7.2), que la restriction

(3.15.4) m*: Ol

~ e o~
Jromea) — (X XzY)

J(FXuG)

du foncteur m* est donnée, pour tout objet (F' — H' + G’) de C}L( par

F—H<+G)’
(3.15.5) mT((F' = H' « G") = ¢{(F") X (gg2)- 1) 6 (G'),

ou le morphisme ¢} (F’) — (¢'q2)*(H') est le composé du morphisme ¢} (F') — (f'q1)*(H') et du
morphisme 7": (f'¢}))*(H') — (¢'q2)*(H') (3.14.11). On a des isomorphismes canoniques

.
(3.15.6) G (F') =~ pi(F") Xpr(r) (F Xg G),
—
(3.15.7) (G =~ pi(G) X p3 (@) (F xpg G),
.
(3.15.8) (¢'02)"(H') = (gp2)" (H') X (gpoy- ity (F 11 G).

De plus, compte tenu de (3.14.9), le morphisme ¢;(F’) — (¢'q2)*(H') provient du morphisme
composé

pi(E") = (fp1)"(H') = (gp2)* (H").
On en déduit un isomorphisme ([4] I 2.5.0)
(3159) m+((F’ — H « GI)) ~ pik(F,) X (gp2)* (H") p;(G/)

Par suite, en vertu de 3.6 et ([4] III 5.5), le diagramme

_ - - m ~ 4 ~
(3.15.10) X/F X3 Yiq > (X %3 Y)/(F§HG)
/(F=H«Q) /(F=H<G)

ou les fléches verticales sont les foncteurs canoniques, est commutatif. Donc m est le morphisme
de topos associé a (3.15.3).

Pour montrer que m est une équivalence de topos, il suffit de montrer que %, = 95, ou que 7
est moins fine que 9, ou encore que le foncteur canonique

(3.15.11) J(F=sHeG): (C}‘(F*}HHG)7 T2) — (CTv T)
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est cocontinu ([4] III 2.1). Le foncteur j p_, i) est un adjoint a gauche du foncteur

(3.15.12) irmmea: CLT) = (Clppia B,
L — Lx(F— H<+G).

On rappelle que les limites projectives finies sont représentables dans C't. On montre comme plus
haut que le diagramme

-« ~ Urxjgic)" =~
(3.15.13) XxgV ———= Xy Xs/H Ve
j(+F‘~>H<—G) -‘— T
ct Clirmnea)
ou les fleches verticales sont les foncteurs canoniques, est commutatif. Par suite, j(+F SHeq) ©st

continu en vertu de ([4] III 1.6), et donc j p_ g ) est cocontinu d’apres ([4] IIT 2.5).

4. TOPOS CO-EVANESCENTS

4.1. Dans cette section, X et Y désignent deux U-sites dans lesquels les limites projectives finies
sont représentables, et f7: X — Y un foncteur continu et exact a gauche. On désigne par X et V'
les topos de U-ensembles associés a X et V', respectivement, par f: Y = X le morphisme de topos
associé & fT et parex: X — X et ey: Y — Y les foncteurs canoniques. Soient ex et ey des objets
finaux de X et Y, respectivement, qui existent par hypothése. Comme les foncteurs canoniques
sont exacts & gauche, ex(ex) et ey (ey) sont des objets finaux de X et Y respectivement.

On désigne par D la catégorie des paires (U, V — fT(U)), ou U est un objet de X et V. — fT(U)
est un morphisme de Y ; un tel objet sera noté (V — U). Soient (V — U), (V' — U’) deux objets
de D. Un morphisme de (V' — U’) dans (V — U) est la donnée de deux morphismes V' — V de
Y et U — U de X, tels que le diagramme

VI — (U

|

vV —=f"(U)

soit commutatif. Il résulte aussitot de la définition et du fait que le foncteur f* est exact & gauche,
que les limites projectives finies dans D sont représentables.
On appelle topologie co-évanescente de D la topologie engendrée par les recouvrements

{Vi = Ui) = (V= U)lier

des deux types suivants :

(o) Uy =U pour tout ¢ € I, et (V; = V);er est une famille couvrante.

(8) (U; = U);er est une famille couvrante, et pour tout ¢ € I, le morphisme canonique V; —

V X g+ f(U;) est un isomorphisme.

On notera que chacune de ces familles est stable par changement de base. Le site ainsi défini est
appelé site co-évanescent associé au foncteur fT; c’est un U-site. On désigne par D (resp. D) la
catégorie des préfaisceaux (resp. le topos des faisceaux) de U-ensembles sur D. On dit que D est le
topos co-évanescent associé au foncteur f*. Nous montrerons dans (4.10) que cette terminologie



20 AHMED ABBES ET MICHEL GROS

n’induit aucune confusion avec celle introduite dans (3.12). Si F' est un préfaisceau sur D, on note
F® le faisceau associé.

Remarque 4.2. La topologie de D est engendrée par les recouvrements
{(Vij = Ui) = (V= Ul

vérifiant les conditions suivantes :

(i) La famille (U; — U); est couvrante.

(ii) Pour tout 7, la famille (Vi; = V X p+ ) f7(U;)); est couvrante.
On prendra garde que la famille de ces recouvrements n’est pas en général stable par composition,
et donc ne forme pas une prétopologie.

4.3. On désigne par Y la catégorie des préfaisceaux de U-ensembles sur Y, et par 2 la catégorie
scindée des préfaisceaux de U-ensembles sur Y ([11] I 2.6.1), c’est-a-dire, la catégorie fibrée sur Y
obtenue en associant a tout V' € Ob(Y') la catégorie (Yy)" = Yy, et a tout morphisme h: V' — V
de Y le foncteur h*: }A//V — }A//V/ défini par composition avec le foncteur Yy, : Yy, — Y. On
notera que h* est aussi le changement de base dans Y par h. Comme les produits fibrés sont
représentables dans Y, h* admet un adjoint & droite, a savoir le foncteur “restriction de Weil”
hy: Y,y — Yy, défini, pour tous F' € Ob(Y)y~) et W € Ob(Y)y/), par

(4.3.1) he(FYW) = F(W xy V).

On désigne par 2V la catégorie fibrée clivée et normalisée au-dessus de Y°, obtenue en associant &
tout V' € Ob(Y') la catégorie Y,y et & tout morphisme h: V' — V de Y le foncteur h, ([1] 1.1.2),
et par

(4.3.2) 7 - X

(4.3.3) 2V - X°

les catégories fibrées déduites de 2 et 2V, respectivement, par changement de base par le foncteur
ft: X =Y. Dapres (|[12] VI 12; cf. aussi [1] 1.1.2), on a une équivalence de catégories

~

(4.3.4) D 5 Homyxo(X°, 2V)
F — {Uw~ Iy},
définie, pour tout (V — U) € Ob(D), par la relation
(4.3.5) Fy(V)=F(V = U).
On identifiera dans la suite F' a la section {U — Fy} qui lui est associé par cette équivalence.
Proposition 4.4. Pour qu’un préfaisceau F = {U +— Fy} sur D soit un faisceau, il faut et il
suffit que les conditions suivantes soient remplies :
(i) Pour tout U € Ob(X), Fy est un faisceau sur Y+ .
(ii) Pour toute famille couwvrante (U; — U);er de X, si pour (i,j) € 12, on pose U;; = U; xy U;
et on note h;: fH(U;) = fH(U) et hij: fT(Ui;) = fH(U) les morphismes structurauz, alors
la suite de morphismes de faisceauz sur'Y, s+ (v

(4.4.1) Fy = [Jhi-(Fo) = [ hije(For,)
el (i,5)€I?
est exacte.

En effet, quitte a élargir 'univers U, on peut supposer la catégorie X petite ([4] II 2.7(2)). La
proposition résulte alors de ([4] 1T 2.3, 1 3.5, T 2.12 et 1T 4.1(3)).
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Remarque 4.5. La condition 4.4(ii) revient a dire que, pour tout (V' — U) € Ob(D), si 'on pose
Vi=V Xy fH(Us) et Vij =V Xy @y fT(Uis), la suite d’applications d’ensembles

el (i,5)€I?

est exacte.

Remarques 4.6. (i) Pour tout objet (V — U) de D, le diagramme

(4.6.1) (V-=0U0)" (V—ex)”

l |

(fHU) = U)* —= (f*(U) = ex)*

est cartésien dans D. En effet, le foncteur canonique D — D est exact & gauche.

(ii) Soient W un objet de X, F = {U + Fy} le préfaisceau sur D défini par (f+(W) — W).
Pour tout U € Ob(X), Fy est le préfaisceau constant de valeur Homx (U, W) sur Y, 4+ ). En
particulier, la topologie de D n’est pas en général moins fine que la topologie canonique.

(iii) Soient V un objet de Y, F = {U — Fy} le préfaisceau sur D défini par (V — ex). Pour
tout U € Ob(X), Fy est le préfaisceau V x f(U) sur Y+ (). Si les topologies de X et Y’
sont moins fines que les topologies canoniques, F' est un faisceau sur D en vertu de 4.4.

4.7. Notons C le site associé au couple de foncteurs (idx, f+) défini dans (3.1), et considérons les
foncteurs

(4.7.1) iD= O, (V=sU)—= (U—U+V),
(4.7.2) 77:C = D, (U=W <+ V)= (Ve fT(U)—=U).

11 est clair que ¢ est un adjoint & gauche de 3, que le morphisme d’adjonction id — 3% o ¢t est
un isomorphisme (i.e., t* est pleinement fidéle), et que ¢ et 57 sont exacts a gauche.

Proposition 4.8. (i) Les foncteurs 1T et 3* sont continus.
(ii) La topologie de D est induite par celle de C au moyen du foncteur v*.

(i) Le foncteur +* transforme les familles couvrantes de D du type () en familles couvrantes
de C du type (b), et les familles couvrantes de D du type (f) en familles couvrantes de C' :

Lol b ] e
V—U Uy —U<~——V

L

U——U<—V
Soient G un préfaisceau sur C, F' = {U +— Fy} = Go.". Pour tout (V — U) € Ob(D), on a
(4.8.2) Fy(V)=GU - U<« V).

Par suite, si G est un faisceau sur C, F est un faisceau sur D en vertu de 3.2, 4.4 et (4.8.1); donc
+T est continu.
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Le foncteur 5 transforme les recouvrements de C' de type (a) (resp. (b)) en recouvrements de
D de type (8) (resp. (a)), et les recouvrements de C' de type (c) en isomorphismes. Par suite, pour
tout faisceau I sur D, F o 51 est un faisceau sur C en vertu de 3.2 ; donc 5t est continu.

(ii) On sait que la topologie de D est induite par la topologie canonique de D ([4] III 3.5),
autrement dit, la topologie de D est la plus fine telle que tout F' € Ob(D) soit un faisceau. D’apreés
(i), on peut considérer les foncteurs
(4.8.3) 1s:C = D, G~ Gout,

(4.8.4) 135D — C, Fe Foy".
L’isomorphisme d’adjonction id = 7% o +* induit un isomorphisme ¢ o 3, — id. Le foncteur ¢,
est donc essentiellement surjectif. Par suite, la topologie de D est la plus fine telle que, pour tout

G € Ob(C), ts(G) soit un faisceau sur D ; d’ou la proposition.

4.9. Les foncteurs ¢ T et 57 étant continus et exacts a gauche (4.8), ils définissent des morphismes
de topos ([4] IV 4.9.2)

(4.9.1) t:C — D,
(4.9.2) 72D — C.

Les morphismes d’adjonction id — 37 ot* et ¢ 0 377 — id induisent des morphismes ¢, 0 7, — id
et id — 74 o ¢, qui font de ¢, un adjoint & droite de j,.

Proposition 4.10. Les morphismes d’adjonction vy o 3. — id et id — 4 o 1, sont des isomor-
phismes. En particulier, ¢ (4.9.1) et 5 (4.9.2) sont des équivalences de topos quasi-inverses ['une de
lautre.

En effet, comme le morphisme d’adjonction id — 5% o +* est un isomorphisme, ¢, o 7, — id est
un isomorphisme. D’autre part, le morphisme d’adjonction ¢* o 37 — id est défini, pour tout objet
(U —= W « V) de C, par le morphisme canonique

(4.10.1) (U—=U+VxXpeuy fTU) = (U—=W V),

qui est un recouvrement de type (c¢). Comme le morphisme de faisceaux associé a (4.10.1) est un
isomorphisme dans C' (3.3), id — 74 o ¢, est un isomorphisme.

4.11. Les foncteurs

(4.11.1) pf: X — D, U~ (ff(U)—=U),

(4.11.2) p;:Y — D, Ve (V—oex),

sont exacts & gauche et continus ([4] IIT 1.6). Ils définissent donc deux morphismes de topos ([4]
IV 4.9.2)

(4.11.3) pi:D — X,
(4.11.4) pa: D — Y.

Pour tout U € Ob(X), le morphisme (U — U «+ fT(U))* = (U — ex < ey)® est un isomor-
phisme de C' (3.3). Les morphismes p; o ¢ et pg o ¢ s’identifient donc aux morphismes p;: C — X
et pa: C' — Y définis dans (3.4), d’ou la terminologie. Le 2-morphisme (3.4.5)

(4.11.5) T: fp2 = p1



TOPOS CO-EVANESCENTS ET GENERALISATIONS 23

est alors défini par le morphisme de foncteurs (fpa). — p1s« suivant : pour tout faisceau F' sur D
et tout U € Ob(X),

(4.11.6) fe(P2:(F))(U) = p1(F)(U)
est I’application canonique

F(ff(U) = ex) = F(f*(U) = U).
Le 2-morphisme 7 induit un morphisme de changement de base
(4.11.7) fs = p1ap3

composé de

" T*p5 "
fx — fuD2+P5 — DP1+D3 ,
ot le premier morphisme est déduit du morphisme d’adjonction. Pour tout anneau A, le morphisme
(4.11.7) induit un morphisme de foncteurs de D (Y, A) dans DT (X, A)

(4.11.8) Rf« — Rp1.ps-

Proposition 4.12. (i) Pour tout faisceau F sur X, pi(F) est le faisceau associé au préfaisceau
{Uw~ FU)} sur D (4.3.4), ot pour tout U € Ob(X), F(U) est le préfaisceau constant sur
Y, p+ ) de valeur F(U).
(ii) Pour tout faisceau F sur'Y, p3(F) est le faisceau {U — F x f*(U)}.
(iii) Pour tout faisceau F sur X, le morphisme 7: pi(F) — (fp2)*(F) (4.11.5) est induit par
le morphisme de préfaisceauz sur D défini, pour tout U € Ob(X), par le morphisme de
préfaisceauz sur f+(U)

(4.12.1) FU)—= f*(FxU)
donné, pour tout (V — U) € Ob(D), par le composé
(4.12.2) FU) = (f*F)(ftU) — (f*F)(V).

(iv) Le morphisme d’adjonction id — pa.p3 est un isomorphisme.

En effet, quitte & élargir U, on peut supposer que les catégories X et Y sont U-petites ([4] II 3.6
et IIT 1.5).

(i) D’aprés ([4] I 5.1 et IIT 1.3), le faisceau pi(F) est le faisceau sur D associé au préfaisceau G
défini pour (V — U) € Ob(D) par

(4.12.3) GV —>U)= lim F(P),

-
(P’u>EI?V~>U)

ott Iy _,py est la catégorie des couples (P, u) formés d'un objet P de X et d'un morphisme u: (V' —
U) = (fT(P) — P) de D. Cette catégorie admet comme objet initial le couple formé de U et du
morphisme canonique (V — U) — (fT(U) — U). On a donc G(V — U) = F(U).

(ii) Le faisceau p3(F) est le faisceau sur D associé au préfaisceau H défini pour (V — U) €
Ob(D) par
(4.12.4) HV -U)= lim F(Q),

(Q’U)ET(O}VHU)

ot Jy .y est la catégorie des couples (Q, v) formés d'un objet @ de Y et d’'un morphisme v: (V —
U) - (Q — ex) de D. Cette catégorie admet comme objet initial le couple formé de V et

du morphisme canonique (V' — U) — (V — ex). On a donc H(V — U) = F(V). Par suite,
H={U— F x f*(U)}, qui est en fait un faisceau sur D en vertu de 4.4.
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(iii) Notons G le préfaisceau sur D associé a F' défini dans (4.12.3) et H le faisceau sur D associé
a f*(F) défini dans (4.12.4). Pour tout objet (V — U) de D, on a un foncteur

(4.12.5) Iv ooy = Jv oo,
défini par (P,u) — (f*(P),v), ot v est le morphisme composé
(V= U) = (fH(P) = P) = (fT(P) = ex).
Alors 'application composée
lim FP lim *F)(ftP lim *F
L FRIS b (RETS m (RQ)

ou la premiére fleche est I’application canonique et la seconde fléche est induite par le foncteur
(4.12.5), est égale a I'application

(4.12.6) GV —=U)—>HV =U)
définie dans (4.12.2). Par suite, le morphisme de faisceaux pj(F) — (fp2)*(F) associé a (4.12.6)
est ’adjoint du morphisme (4.11.6), d’ou la proposition.
(iv) En effet, pour tout faisceau F' sur Y et tout V € Ob(Y), le morphisme d’adjonction
F(V) = (p3F)(V — ex) s’identifie au morphisme identique de F(V') en vertu de (ii).
4.13. Le foncteur
(4.13.1) vt:D-Y, (VoU)=V
est clairement exact a gauche. Pour tout faisceau F sur Y, on a
(4.13.2) FoVUt ={Uw F|fT(U)},
ou pour tout morphisme g: U’ — U de X, si 'on pose h = f*(g), le morphisme de transition
(4.13.3) FIfT(U) = ho(FIfH(U"))

est Padjoint de l'isomorphisme canonique h*(F|fT(U)) = F|fT(U’). Il résulte de 4.4 que F o ¥+
est un faisceau sur D. Par suite, ¥ est continu. Il définit donc un morphisme de topos

(4.13.4) U:Y =D
tel que pyV = f, po¥ =idy et 7% WU =idy, ot 7 est le 2-morphisme (4.11.5). Par suite, j¥ est le

morphisme défini par les morphismes f: Y = X et idg et le 2-morphisme idy, compte tenu de la
propriété universelle des produits orientés (3.7) :

(4.13.5) Y

Le morphisme ¥ (ou y¥) est appelé morphisme de cycles co-proches. De la relation p, V¥, = idg,
on obtient par adjonction un morphisme

(4.13.6) pi— W,
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Proposition 4.14. Le morphisme p5 — U, (4.13.6) est un isomorphisme, en particulier, le fonc-
teur W, est exact.

En effet, pour tout faisceau F sur Y et tout (V — U) € Ob(D), on a un diagramme commutatif

(4.14.1) P5(F)YV = ex) —= U, (F)(V = ex)

l l

ps(F)YV =2 U) ——= U, (F)(V—=>U)

ot les fleches horizontales sont les applications (4.13.6) et les fleches verticales sont les applica-
tions canoniques. Ces derniers sont des isomorphismes en vertu de 4.12(ii). D’autre part, la fléeche
horizontale supérieure est induite par le morphisme

(4.14.2) P2:D5 — D2s P

déduit de (4.13.6). Le composé de (4.14.2) avec le morphisme d’adjonction id — pao.p5 est l'iso-
morphisme canonique id =% po,V,. Il résulte alors de 4.12(iv) que (4.14.2) est un isomorphisme.
Par suite, la fleche horizontale inférieure de (4.14.1) est un isomorphisme, d’out la proposition.

Proposition 4.15. (i) Pour tout faisceau d’ensembles F' sur'Y, le morphisme (4.11.7)
(4.15.1) fo(F) = prap3(F)

est un isomorphisme. B
(ii) Soit A un anneau. Pour tout compleze F de DY(Y,A), le morphisme (4.11.8)

(4.15.2) Rf«(F) — Rp1.p5(F)
est un tsomorphisme.

(i) Considérons le diagramme commutatif

*

* T*P, *
(4.15.3) fe —"> fuD2.P5 —> P1.D3

Nk

f*P2*‘I/* I pl*\:[l*

ol a est induit par le morphisme d’adjonction et b et ¢ sont induits par (4.13.6). Comme d = boa
est I'isomorphisme déduit de la relation po¥ = idy, (7 * ¥,) o d s’identifie & 'isomorphisme déduit
de la relation p1 U = f (4.13). D’autre part, ¢ est un isomorphisme en vertu de 4.14, d’ou la
proposition.

(ii) Soit 7: Rf.Rpasx — Rp1« le morphisme induit par 7 (4.11.5). Comme ¥, est exact en vertu
de 4.14, le diagramme (4.15.3) induit un diagramme commutatif

(4154> Rf* 4&> Rf*RPQ*pS &) Rpl*p§

RN .

D’autre part, ¥, étant exact, 0 est I'isomorphisme déduit de la relation po¥ = idg, et par suite
(T % U,) o0 s’identifie & I'isomorphisme déduit de la relation p1 ¥ = f (4.13). Comme ~ est un
isomorphisme en vertu de 4.14, la proposition s’ensuit.
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Remarque 4.16. La proposition 4.15 et sa preuve sont dues & Gabber ([16] 4.9). C’est un cas
particulier d’un théoréme de changement de base pour les topos orientés ([16] 2.4), qui requiert
par contre des hypothéses de cohérence plus restrictives.

4.17. Soit (B — A) un objet de D. On note ja: X4 — X et jp: Yp — Y les foncteurs
canoniques, et on munit X,4 et Y,z des topologies induites par celles de X et Y via les foncteurs
ja et jp, respectivement. Notons (X,4)~ le topos des faisceaux de U-ensembles sur X, 4. D’aprés
([4] III 5.2), le foncteur ja est continu et cocontinu. Il induit donc une suite de trois foncteurs
adjoints :

(4.17.1) Jart (Xya)™ = X, ja: X = (X4)7, jae: (Xja)” = X

dans le sens que pour deux foncteurs consécutifs de la suite, celui de droite est adjoint a droite de
I'autre. Le foncteur ja; se factorise & travers une équivalence de catégories (X,4)~ 5 X /Aa, OU

A% =ex(A) (4] IV 5.4), et le couple (5%, jas) définit un morphisme de topos j4a : )N(/Aa — X, dit
morphisme de localisation de X en A%; et de méme pour jp.
Les limites projectives finies sont représentables dans X,4 et Y,p. D’autre part, le foncteur

(4.17.2) T XA =Y, Uws fH(U) xpea) B

est exact a gauche et continu en vertu de ([4] IIT 1.6 et 5.2(1)). Le morphisme de topos
(4.17.3) F Y e = X)pa

associé a f't s’identifie au morphisme composé

~ ~ f/Aa ~
Yipe == Ypea) = Xyae

ol la premiére fléche est le morphisme de localisation de }N//f*(A) en B® — f*(A) ([4] IV 5.5), et la
seconde fleche est le morphisme déduit de f ([4] IV 5.10).

On désigne par D’ (resp. D') le site (resp. topos) co-évanescent associé au foncteur f+. Les
foncteurs j4 et jp induisent un foncteur

(4174) .j(B—>A) D' — D,
qui se factorise & travers une équivalence de catégories
(4175) n: D/ :) D/(B—)A)'

Proposition 4.18. Sous les hypotheses de (4.17), la topologie co-évanescente de D’ est induite par
la topologie co-évanescente de D au moyen du foncteur jp_ 4y (4.17.4) ; en particulier, n (4.17.5)
induit une équivalence de topos

(4.18.1) m: D/paya 3 D

~ ~ ~ ~ ~ — ~
Identifions les topos D et X x5 Y et les topos D’ et X 0 S Y/pa par les équivalences
(4.9.1). D’apres 3.15, on a une équivalence de topos

~ ~ ~ o~ — ~
(4182) m: (X X5 Y)/(B%A)a — X/Aa X)?/Aa 1/73@.

A priori, la topologie co-évanescente de D’ est moins fine que la topologie induite par la topo-
logie co-évanescente de D au moyen du foncteur jp_, 4). Mais il résulte de la preuve de 3.15, en
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particulier de (3.15.10), que le diagramme

~ < ~ * ~ ~
(4.18.3) Xjne x5 Yipe = (X x5 Y) posay
D’ . D24

o les fleches verticales sont les foncteurs canoniques, est commutatif. On en déduit, par ([4] 11T 3.5),
que la topologie co-évanescente de D’ est induite par la topologie co-évanescente de D au moyen
du foncteur jp_, ). On notera que I’équivalence (4.18.1) induite par n s’identifie & I’équivalence
(4.18.2) en vertu de (4.18.3), d’ou la notation.

Remarque 4.19. Nous pouvons donner une preuve directe de 4.18 qui ne passe pas par 3.15, mais
qui utilise les mémes arguments. La preuve devient particuliérement simple lorsque B = fT(A).
Nous traiterons directement ce cas dans un cadre plus général (5.36).

4.20. Rappelons (3.11) que la donnée d’un point de X % 5 Y est équivalente & la donnée d’une
paire de points 2: Pt — X et y: Pt — Y et d’'un 2-morphisme u: f(y) — z. Un tel point sera

noté (y — ), ou encore (u: y — z). Pour tous F € Ob(X) et G € Ob(Y), on a des isomorphismes
canoniques fonctoriels

(4.20.1) PiF)yosay — Fu,
(4.20.2) P3G yoa) = Gy
D’aprés 3.7, 'application

(4.20.3) (PIF) (y—a) = (P27 F)) (y—a)

induite par 7 (4.11.5), s’identifie canoniquement au morphisme de spécialisation I, — Fj(, défini

~ ~ ~
par u. Identifions les topos D et X x ¢ Y par I'équivalence (4.9.2). Les isomorphismes (4.13.6) et
(4.20.2) induisent un isomorphisme canonique fonctoriel

(4.20.4) (U.G)(yosa) =+ Gy

11 résulte 3.7 et (4.13.5) qu’on a un isomorphisme canonique fonctoriel de points de X ; 5 Y
(4.20.5) (y) = (y = f(y)-

D’aprés 4.6(i), pour tout (V — U) € Ob(D), on a un isomorphisme canonique fonctoriel
(4.20.6) (V= U)yoa) = Us XU,y Vs

o Papplication V;, — Uy, est induite par le morphisme structural V- — f*(U), et Papplication
Ur — Uy(y) est le morphisme de spécialisation défini par u.

5. TOPOS CO-EVANESCENTS GENERALISES
5.1. Dans cette section, I désigne un U-site, Ile topos des faisceaux de U-ensembles sur I et

(5.1.1) m E—1T

une catégorie fibrée, clivée et normalisée au-dessus de la catégorie sous-jacente a I ([12] VI 7.1).
On suppose les conditions suivantes satisfaites :
(i) Les produits fibrés sont représentables dans I.
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(ii) Pour tout ¢ € Ob([), la catégorie fibre E; de E au-dessus de 4 est munie d’une topologie
faisant de celle-ci un U-site, et les limites projectives finies sont représentables dans F;. On
note El le topos des faisceaux de U-ensembles sur F;.

(iii) Pour tout morphisme f: i — j de I, le foncteur image inverse f*: E; — E; est continu
et exact & gauche. Il définit donc un morphisme de topos que l'on note aussi (abusivement)
[ Ei— E; (J4] IV 4.9.2).

La condition (i) sera renforcée a partir de 5.30. Pour tout ¢ € Ob([), on note

(5'1'2) ap: B, - F

le foncteur d’inclusion canonique.
Le foncteur 7 est en fait un U-site fibré ([4] VI 7.2.1 et 7.2.4). On désigne par

(5.1.3) F 1

le U-topos fibré associé & 7 ([4] VI 7.2.6). La catégorie fibre de % au-dessus de tout i € Ob(I) est
canoniquement équivalente au topos E;, et le fgnctelir image inverse par tout morphisme f L=
de I s’identifie au foncteur image inverse f*: E; — F; par le morphisme de topos f: E; — E;. On
note

(5.1.4) FV = I°

la catégorie fibrée obtenue en associant a tout ¢ € Ob(I) la catégorie E;, et & tout morphisme
f+i—j del le foncteur f,: F; — E; image directe par le morphisme de topos f: E; — E;. On
note

(5.1.5) PV I

la catégorie fibrée obtenue en associant a tout ¢ € Ob(I) la catégorie E des préfaisceaux de U-
ensembles sur F;, et & tout morphisme f: ¢ — j de I le foncteur f,: EZ — Ej obtenu en composant
avec le foncteur image inverse f*: E; — E;. Cette convention de notation ne suit pas celle de ([4]
I 5.0); elle est faite de sorte que le I°-foncteur canonique #V — £V devient compatible aux
foncteurs images inverses.

5.2. On note que E est une U-catégorie. On désigne par Ela catégorie des préfaisceaux de U-
ensembles sur F. On observera que la catégorie E nétant pas naturellement fibrée au-dessus de I,
la notation E\Z des fibres de &V au-dessus de I° n’induit aucune confusion.

D’aprés ([12] VI 12; cf. aussi [1] 1.1.2) et avec les notations de (2.2), on a une équivalence de
catégories

(5.2.1) E 5 Homp(I°,2V)
F — {i—~Foay},

o oy est le foncteur (5.1.2). On identifiera dans la suite F' a la section {i — F o ;1 } qui lui est
associée par cette équivalence.

5.3. On appelle topologie co-évanescente de E la topologie engendrée par les familles de recouvre-
ments (V;, = V)pex des deux types suivants :
(v) Il existe i € Ob(I) tel que (V;, = V),ex soit une famille couvrante de E;.
(c¢) Il existe une famille couvrante de morphismes (f,: i, — @)nex de I telle que V,, soit iso-
morphe & f(V) pour tout n € X.
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Les recouvrements du type (v) sont dits verticauz, et ceux du type (c) sont dits cartésiens. Le site
ainsi défini est appelé site co-évanescent associé au site fibré 7 (5.1.1) ; c’est un U-site. On appelle
topos co-évanescent associé au site fibré m, et 'on note E, le topos des faisceaux de U-ensembles
sur E. On désigne par

(5.3.1) e:E—E

le foncteur canonique.

Exemple 5.4. Supposons que I soit munie de la topologie grossiére ou chaotique, c’est-a-dire de
la topologie la moins fine parmi toutes les topologies de I ([4] IT 1.1.4). On notera que sous cette
hypothése, il revient au méme de demander que [ soit un U-site ou que I soit équivalente a une
U-petite catégorie. La topologie totale sur E relative au site fibré 7 ([4] VI 7.4.1) est engendrée
par les recouvrements verticaux, en vertu de ([4] VI 7.4.2(1)). Elle est donc égale a la topologie
co-évanescente sur E .

Exemple 5.5. Soient X et Y deux U-sites dans lesquels les limites projectives finies sont repré-
sentables, f*: X — Y un foncteur continu et exact & gauche. On associe & f* un U-site fibré

(5.5.1) T EFE—X

vérifiant les conditions de (5.1) de la fagon suivante. Considérons la catégorie F1(Y") des morphismes
de Y, et le “foncteur but”

(5.5.2) FI(Y) - Y,

qui fait de FI(Y) une catégorie fibrée, clivée et normalisée au-dessus de Y : la catégorie fibre
au-dessus de tout objet V' de Y est canoniquement équivalente a la catégorie Y,y, et pour tout
morphisme h: V' — V de Y, le foncteur image inverse h*: Y,y — Yy n’est autre que le foncteur
de changement de base par h. Munissant chaque fibre Y,y de la topologie induite par celle de Y,
F1(Y)/Y devient un U-site fibré, vérifiant les conditions de (5.1). On prend alors pour 7 le site fibré
déduit de F1I(Y)/Y par changement de base par le foncteur f*. Le site co-évanescent E associé
au site fibré 7 (5.3) est canoniquement équivalent au site co-évanescent D associé au foncteur f+
(4.1) en vertu de ([4] 11T 5.2(1)), d’out la terminologie.

Lemme 5.6. (i) Les produits fibrés sont représentables dans E.
(ii) Les foncteurs w et ayy (5.1.2), pour tout i € Ob(I), commutent auzx produits fibrés.
(iil) La famille des recouvrements verticauz (resp. cartésiens) de E est stable par changement
de base.

(i) Considérons un diagramme commutatif de E

(5.6.1) X——=V
|
U——sW
||

U —w

au-dessus d’un diagramme commutatif de I
(5.6.2)

R

Alors u X, v est représentable dans I. Notons U’, V/ et W’ les images inverses de U, V et W
au-dessus de u X, v, par les morphismes canoniques de u X, v dans u, v et w, respectivement.
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Alors U’ xy+ V' est représentable dans E, . Comme les foncteurs image inverse de 7 sont exacts
a gauche (5.1(iii)), le diagramme (5.6.1) détermine uniquement un morphisme X — U’ xy» V’
au-dessus du morphisme canonique x — u X, v. Par suite, U’ xy V' représente le produit fibré
U xw V dans FE.

(ii) & (iii) Ceux-ci résultent aussitot de la preuve de (i).

Remarque 5.7. On vérifie aisément que la famille des recouvrements verticaux (resp. horizontaux)
forme une prétopologie (5.6). Ce n’est pas le cas de leur union, ce qui est a l'origine de beaucoup
de difficultés.

Proposition 5.8. Pour qu’un préfaisceau F = {i — F;} sur E soit un faisceau, il faut et il suffit
que les conditions suivantes soient remplies :
(i) Pour tout i € Ob(I), F; est un faisceau sur E;.
(ii) Pour toute famille couvrante (fn: in — i)nex de I, si pour tout (m,n) € 2, on pose
Imn = tm Xilp €t 0N note fon: imn — @ le morphisme canonique, alors la suite de morphismes
de faisceaux sur E;

(5.8.1) Fi— [[(fa)F) = I (Fn)s(Fi)
nex (m,n)ex?

est exacte.

En effet, quitte a élargir 'univers U, on peut supposer la catégorie I petite ([4] II 2.7(2)). La
proposition résulte alors de 5.6 et ([4] II 2.3, 1 3.5, I 2.12 et II 4.1(3)).

Corollaire 5.9. Le foncteur (5.2.1) induit une équivalence de catégories entre E et la sous-
catégorie pleine de Homyo (I°,.FV) formée des sections {i — F;} telles que pour toute famille
couvrante (fn: in — i)nex de I, si pour tout (m,n) € X2, on pose imn = im Xi in et on note
fmn: imn — 1 le morphisme canonique, la suite de faisceaux sur E;

(5.9.1) Fi= [[FE) = T Fon)s(Fi)
nex (m,n)ex?

soit exacte.
Corollaire 5.10. Pour tout i € Ob(I), le foncteur oy : E; — E (5.1.2) est continu.

Remarque 5.11. La condition 5.8(ii) est équivalente & la condition suivante :
(ii”) Pour tout ¢ € Ob(I) et pour tout crible couvrant R de ¢ dans I, le morphisme canonique

(5.11.1) Fi— lim u.(Fy),

(i, u) EMO

ot u: ¢ — i désigne le morphisme structural, est un isomorphisme.
En effet, quitte a élargir 'univers U, on peut supposer la catégorie I petite. L’assertion résulte
alors de ([4] I 2.12) appliqué au foncteur R° — E;, (i, u) — u.(Fy).

Remarque 5.12. Supposons que tout objet de I soit quasi-compact. Alors la proposition 5.8 reste
vraie si 'on se limite dans (ii) aux familles couvrantes finies (fy,: in, — i)nex de I. En effet, tout
recouvrement cartésien de F admet une sous-famille couvrante finie. Par suite, la topologie de E
est engendrée par les recouvrements cartésiens finis et les recouvrements verticaux, d’ot ’assertion.

Remarque 5.13. Pour que les foncteurs «; soient cocontinus pour tout i € Ob(I), il faut et il
suffit que la topologie co-évanescente de E soit égale a sa topologie totale relative a 7 (5.4). En
effet, cette derniére est par définition la topologie la moins fine qui rend continus les foncteurs «;
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pour tout ¢ € Ob(I) ([4] VI 7.4.1), et est aussi la topologie la plus fine qui rend cocontinus les
foncteurs oy pour tout i € Ob([I) ([4] VI 7.4.3(2)). L’assertion résulte donc de 5.10. On notera que
les topologies co-évanescente et totale de E ne sont pas en général égales, compte tenu de 5.8.

5.14. Supposons que I soit équivalente a une U-petite catégorie. Il résulte de 5.8 et ([4] VI 7.4.7)
que le foncteur identique idg : E — E est continu lorsque 1’on munit la source de la topologie totale
relative au site fibré w (5.4) et le but de la topologie co-évanescente. Notons Top(F) le topos total
associé au site fibré w, c’est-a-dire le topos des faisceaux de U-ensembles sur le site total £. On a
donc un morphisme canonique de topos ([4] IV 4.9.2)

(5.14.1) §: E — Top(E)

tel que le foncteur J, soit le foncteur d’inclusion canonique de E dans Top(E) ; c’est un plongement
([4] IV 9.1.1). On notera que le diagramme

(5.14.2) i

o] T~

Top(E) —~— Homy. (I°,.7")

ou la fleche horizontale est 1'équivalence canonique de catégories ([4] VI 7.4.7) et la fléche oblique est
induite par le foncteur (5.2.1), est commutatif & isomorphisme canonique prés. D’autre part, pour
tout objet F' de Top(E), 6*(F) est canoniquement isomorphe au faisceau associé au préfaisceau
F sur le site co-évanescent F. En effet, quitte & élargir U, on peut supposer que la catégorie E est
U-petite ([4] IT 3.6 et III 1.5), auquel cas lassertion résulte de ([4] I 5.1 et IIT 1.3).

Lemme 5.15. Soit F' = {i — F;} un préfaisceau sur E. Pour chaque i € Ob(I), notons F?
le faisceau de E; associé a F;. Alors {i — F} est un préfaisceau sur E et on a un morphisme
canonique {i — F;} — {i — F} de E, induisant un isomorphisme entre les faisceauz associés.

Pour tout morphisme f: i — 4 de I, notons ~;: F; — f.(Fi) le morphisme de transition de
F associé a f (5.2.1). Le morphisme canonique F;; — F}} induit un morphisme f,(Fy) — f.(F}).
Comme f,(Ff) est un faisceau de E;, v induit un morphisme

(5.15.1) Ve FE = [ (FS).

Les morphismes +; satisfont des relations de cocycles du type ([1] (1.1.2.2)), déduites de la com-
position des morphismes dans I. Celles-ci induisent des relations de cocycles analogues pour les
morphismes 7. Par suite, {i = F?} est une section de la catégorie fibrée 2V, et est donc un
préfaisceau sur E (5.2.1) (cf. [12] VI 12 ou [1] 1.1.2). De plus, on a un morphisme canonique

(5.15.2) {i— F} = {i— F}.

Soit G = {i — G;} un faisceau sur E. Pour tout i € Ob(I), G; est un faisceau de E; en vertu de
5.8. On en déduit aussitot que I'application

(5.15.3) Hom g ({i - F}, {i > Gi}) — Homg({i — Fi}, {i = Gi})

induite par (5.15.2) est un isomorphisme. Par suite, le morphisme (5.15.2) induit un isomorphisme
entre les faisceaux associés.
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5.16. Soient 7’: E/ — I un U-site fibré, clivé et normalisé vérifiant les conditions de (5.1),
(5.16.1) . E > E

un [-foncteur cartésien (2.2). On munit E’ de la topologie co-évanescente définie par 7', et on
note E’ le topos des faisceaux de U-ensembles sur E’. On associe a 7’ des objets analogues a ceux
associés a 7, et on les note par les mémes lettres affectées d’un prime ’. Pour tout ¢ € Ob(I), on
note ®;: E] — E; le foncteur induit par ® sur les catégories fibres en i, et :13;‘ : Ei — EZ’ le foncteur
obtenu en composant avec ®;. Pour tout morphisme f: j — i de I, on a un isomorphisme de
foncteurs

(5.16.2) D0 ft S frod,,

ou f} et ff sont les foncteurs image inverse de E et E’, respectivement. Il induit un isomorphisme
de foncteurs

(5.16.3) O 0 frp. > fpra o @,

ol fg. et fpr. sont les foncteurs image inverse de 2V et &'V, respectivement (5.1.5). Les isomor-
phismes (5.16.2) vérifient une relation de cocycle du type ([1] (1.1.2.2)), qui induit une relation

analogue pour les isomorphismes (5.16.3). D’aprés ([12] VI 12; cf. aussi [1] 1.1.2), les foncteurs 2152‘
définissent donc un I°-foncteur cartésien

(5.16.4) PV — P,
On vérifie aussitot que le diagramme de foncteurs

(5.16.5) F —— Homj-(I°, 2V)

B’ ——= Homy. (I°, 2")

ot ®* est le foncteur défini par la composition avec @, la fleche verticale de droite est définie par
la composition avec (5.16.4), et les fleches horizontales sont les équivalences de catégories (5.2.1),
est commutatif & isomorphisme canonique prés. Par suite, pour tout préfaisceau F = {i — F;} sur
FE,ona

(5.16.6) *(F) = {i — O (F,)}.
Supposons que pour tout ¢ € Ob(I), le foncteur ®; soit continu. Alors le foncteur &)2‘ induit

un foncteur ®; ,: E; — E!, qui commute aux limites projectives ([4] III 1.2). Il résulte de 5.8 et

(5.16.5) que pour tout faisceau F sur F, CTD*(F) est un faisceau sur E’, et par suite, que ¥ est
continu pour les topologies co-évanescentes de E et E’. Il induit donc un foncteur ([4] 11T 1.1.1)

(5.16.7) i E— E.

Si de plus, pour tout ¢ € Ob(I), le foncteur ®; 4: EZ — E{ est une équivalence de catégories, alors
®, est une équivalence de catégories en vertu de 5.9.

Remarque 5.17. Considérons le topos fibré % /I (5.1.3) comme un U-site fibré, en munissant
chaque fibre de la topologie canonique. Celui-ci vérifie clairement les conditions (5.1). Notons

(5.17.1) er B~ F
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le I-foncteur cartésien canonique, qui induit sur les fibres les foncteurs canoniques ¢;: E; — EE
([4] VI (7.2.6.7)). Il résulte de 5.16 que £; induit une équivalence entre les topos co-évanescents
associés & E/T et F /1.

5.18. Soient I’ un U-site dans lequel les produits fibrés sont représentables, ¢: I’ — I un foncteur
continu, qui commute aux produits fibrés. On désigne par

(5.18.1) B =TI
le changement de base de 7 (5.1.1) par ¢, et par
(5.18.2) . F S E

la projection canonique ([12] VI § 3). Alors E’/I’ est un site fibré vérifiant les conditions de (5.1).
Le U-topos fibré %’ — I’ associé a ©’ est canoniquement I’-équivalent au topos fibré déduit de
Z /I par changement de base par ¢. On note

(5.18.3) FV T,
(5.18.4) 7N L

les catégories fibrées associées a 7/, définies dans (5.1.4) et (5.1.5), respectivement. Elles sont ca-
noniquement I’°-équivalentes aux catégories fibrées déduites de .V /I° et £V /I° par changement
de base par ¢°.

On note E’ la catégorie des préfaisceaux de U-ensembles sur E’. On vérifie aussitot que le
diagramme de foncteurs

(5.18.5) E———Hom,.(I°, 2")

E’ —— Homj (IIO, t@/\/)

ou les fleches horizontales sont les équivalences de catégories (5.2.1), ®* est le foncteur défini par
la composition avec ® et la fleche verticale de droite est le foncteur canonique ([12] VI § 3), est
commutatif & isomorphisme canonique prés. Par suite, pour tout préfaisceau F = {i — F;} sur F,
on a

(5.18.6) O (F) = {i' = Foun},

ot pour tout i’ € Ob(I"), on a identifi¢ les catégories fibres Ej, et E ).
On munit E’ de la topologie co-évanescente associée au site fibré 7/, et on note E’ le topos des
faisceaux de U-ensembles sur E’. Il résulte aussitot de 5.8 et (5.18.5) que pour tout faisceau F

sur F, </IS*(F ) est un faisceau sur E’, et par suite, que le foncteur @ est continu. Il induit donc un
foncteur ([4] III 1.1.1)

(5.18.7) i E— E.

Proposition 5.19. Conservons les hypothéses de (5.18), supposons de plus les conditions suivantes
satisfaites :

(i) La catégorie I' est U-petite et le foncteur ¢ est pleinement fidéle.

(ii) La topologie de I' est induite par celle de I au moyen du foncteur ¢.

(iii) Tout objet de I peut étre recouvert par des objets provenants de I'.
Alors le foncteur ®5: E — E' (5.18.7) est une équivalence de catégories.
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Pour tout objet ¢ de I, on désigne par I;i la catégorie des couples (i',u), ou i’ € Ob(I’) et
u: ¢(i’) — i est un morphisme de I. Soient (i',u), (i, v) deux objets de I7,. Un morphisme de
(i',u) dans (¢”,v) est un morphisme w: i’ — i de I' tel que v = v o p(w). On notera que le
foncteur 1), — 1/;, (', u) = ((i’), u) est pleinement fidele.

Mountrons d’abord que pour tout objet F' = {i — F;} de E et tout objet ¢ de I, le morphisme
de faisceaux sur E;

(5.19.1) Fi—  lim u(Fyary)
(i’,u)ef;%

est un isomorphisme. En effet, il résulte de 5.8 et des hypothéses que la suite

F; — H U (Fpin) = H H W (Fiu(s))

(i u) €01} ) (70, 0) €OD(T},)? (Gw)€OB(T) 1 i)

est exacte. D’autre part, le morphisme canonique

(i’,u)el’/(;

ker H U*(ng(i/)) = H H w*(Fcp(j))

(i w)€Ob(I7,) (), (7 0) €0b(I,)2 (G)€Ob(T] (1 )
est un monomorphisme d’aprés ([4] IT 4.1(3)), d’ou Passertion.

L’isomorphisme (5.19.1) montre que le foncteur ®, est pleinement fidéle. Montrons que ®; est
essentiellement surjectif. Soit F’ = {¢' — F},} un faisceau de E’. Pour tout ¢ € Ob([), la catégorie
I; étant U-petite, on définit le faisceau F; de E; par la formule ([4] IT 4.1)

3

o /
(5.19.2) I, = l<£n ux(Fy).

(i’,u)e]ﬁ

Pour tout morphisme f: 7 — i de I, le foncteur f,: Ej — Ez commute aux limites projectives.
On en déduit que {i — F;} est une section de la catégorie fibrée &2V /I° (5.1.5) et est donc un
préfaisceau sur E (5.2.1). On a clairement un isomorphisme canonique ®*(F) = F’ (5.18.6). 1l
suffit donc de montrer que F' est un faisceau sur F, ou encore d’aprés 5.8 et 5.11, que pour tout
i € Ob(I) et tout crible couvrant R de ¢ dans I, le morphisme canonique

P
(G,v)ERC

ol v: j — i désigne le morphisme structural, est un isomorphisme. Pour tout j € Ob(I), notons
J; la sous-catégorie pleine de I;j formée des couples (5, v) tels que ¢(j') soit un objet de R. On
aJ,;=1 ;j si j € Ob(R). Comme les foncteurs u, commutent aux limites projectives, il suffit de
montrer que le morphisme canonique

(5.19.4) F,— lim  u.(F))

K2

—
(i’,zA,)eJ;’i
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est un isomorphisme. Pour tout (i,u) € Ob(I},), J/(i) est un crible couvrant de " dans I” ([4]
III 1.6). Par suite, le morphisme canonique

(5.19.5) = lim wl(F))

[¢H u)<:7°
’ /o)

est un isomorphisme (5.11.1). Appliquant le foncteur u. et prenant la limite projective suivant la
catégorie [ ;‘;, on en déduit que le morphisme canonique

(5.19.6) lim us(F))) — lim v (F})
G wers (@’ v)eJss,;

est un isomorphisme, et par suite que (5.19.4) est un isomorphisme.

Proposition 5.20. Les hypothéses étant celles de (5.19), supposons de plus que, pour tout i’ €
Ob(I"), la catégorie E!, soit U-petite. Alors la topologie co-évanescente de E' est induite par celle
de E au moyen du foncteur ® (5.18.2).

Le foncteur @, (5.18.7) admet un adjoint a gauche ®* qui prolonge ®, i.e., qui s’'insére dans un
diagramme commutatif & isomorphisme preés

(5.20.1) E——F

E ——

ot les fléches horizontales sont les foncteurs canoniques ([4] III 1.2). Comme @, est une équivalence
de catégories en vertu de 5.19, ®° est un quasi-inverse de ®5;. On en déduit un isomorphisme
g/ 5 ®,0e0®. Par suite, la topologie co-évanescente de E’ est induite par la topologie canonique
de E au moyen du foncteur ¢ o ® ([4] III 3.5).

D’autre part, il résulte des hypothéses que la catégorie E’ est U-petite et que le foncteur @ est
pleinement fidéle. Donc en vertu du lemme de comparaison ([4] III 4.1), si Pon munit E’ de la
topologie induite par celle de E, le foncteur de restriction de E dans la catégorie des faisceaux
de U-ensembles sur E’ est une équivalence de catégories. Le raisonnement précédent montre alors
que la topologie de E’ induite par celle de E est aussi induite par la topologie canonique de E au
moyen du foncteur € o @, d’ou la proposition.

Remarque 5.21. Les hypothéses étant celles de (5.19), supposons de plus que, pour tout i’ €
Ob(I'), la catégorie EI, soit U-petite. On peut alors déduire 5.19 de 5.20 et ([4] III 4.1), bien que
nous ayons procédé inversement.

Lemme 5.22. A toute U-petite catégorie J et tout foncteur
(5.22.1) ¢:J = E, j Fj={i— F;;},

sont canoniquement associés les données suivantes :
(1) un faisceau {i — lim F};} sur E, et un isomorphisme canonique
(5.22.2) {i — lim F;;} = lim ¢;
Sea T

JjEJ
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(i) un préfaisceau {i — lUm F};} sur E, ou les limites sont prises dans E;, et un isomorphisme
—
jeJ
canonique

(5.22.3) h7n>1 ¢ —{i— ll?n;l F;;}e,

ot le terme de droite est le faisceau sur E associé au préfaisceau {i — lim F;;}.
jes
En particulier, pour tout i € I, le foncteur canonique

(5.22.4) E—E;, {i—F}—F
commute aux U-limites projectives.

11 résulte aussitot de (5.2.1) et de ([4] I 3.1) que le foncteur
(5.22.5) E—E;, {i—Gi}—G;

commute aux U-limites projectives et inductives. De plus, & toute U-petite catégorie J et tout
foncteur

(5.22.6) Y:J =B, je Gy ={i— G,
sont canoniquement associés deux préfaisceaux {i — lim G;;} et {i — lim G, ;} sur E, et deux
JEJ jeJ

morphismes canoniques

JjEJ J
J j€J

Ces derniers sont donc des isomorphismes.
Supposons que % soit induit par un foncteur ¢ comme dans (5.22.1). D’aprés ([4] 1T 4.1(3)),
I'isomorphisme (5.22.7) induit 'isomorphisme (5.22.2) ; en particulier, {¢ — lim G, ;} est un fais-
—
JjEJ
ceau sur E. D’autre part, en vertu de 5.15 et ([4] IT 4.1), {i + lim Fj;} est un préfaisceau sur E,
—
JjeJ

et 'isomorphisme (5.22.8) induit l'isomorphisme (5.22.3).

Proposition 5.23. Supposons les conditions suivantes satisfaites :
(i) Tout objet de I est quasi-compact.
(i) Pour tout objet i de I, le topos E; est algébrique ([4] VI 2.3).
(iil) Pour tout morphisme f:i — j de I, le morphisme de topos f: E; — Ej est cohérent ([4]

VI 3.1).

Alors pour toute U-petite catégorie filtrante J et tout foncteur

(5.23.1) ¢:J = E, j Fj={i— F;;},

{i = lim F};} est un faisceau sur E, et on a un isomorphisme canonique
—_—
JjeJ

(5.23.2) hﬁr}n o= {i— hj}l F;;}.

J JEJ

En particulier, pour tout i € I, le foncteur canonique

(5.23.3) E—E;, {i—~F}—F
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commute aux U-limites inductives filtrantes.
Compte tenu de 5.22(ii), il suffit de montrer que {i — lim F};} est un faisceau sur E. Soit
—
JjeJ
(fn: in — i)nes une famille couvrante finie de I. Pour tout (m,n) € X2, on pose im, = im X in
et on note fy,n: 9my — ¢ le morphisme canonique. Pour tout j € J, la suite

(5.23.4) Fio—= [T1U)Fa) = T o) Fria)
nexy (m,n)ex?
est exacte. Comme X est fini, on en déduit par passage a la limite inductive sur J que la suite
(5.23.5) lim Fj; — H lim (fu)e(Fji) =[] i (fun) e (Fin)
JEI nex J€7 (m,n)ex? JGI

est exacte ([4] II 4.3(4)). Comme les foncteurs (f,)« €t (fimn)« commutent aux limites inductives
filtrantes de faisceaux d’ensembles en vertu de ([4] VI 5.1 et VII 5.14), on en déduit que la suite

(5.23.6) lim Fj; — ] (f)«( (lim Fj,) = I (fmn)e (lim Fjg,,,,)
B nex JEI (m,n)ex? 167

est exacte. L’assertion recherchée s’ensuit compte tenu de 5.12.

Corollaire 5.24. Les hypothéses étant celles de (5.23), soient, de plus, V un objet de E, v son
image dans I. Alors pour que V soit quasi-compact dans E, il faut et il suffit qu’il le soit dans E,,.

Il résulte aussitot de la définition de la topologie co-évanescente (5.3) que si V' est quasi-compact
dans F, il l'est aussi dans FE,. Montrons I'implication inverse. Notons ¢,: FE, — FE, le foncteur
canonique. D’aprés 5.23, pour toute U-petite catégorie filtrante J et tout foncteur

(5.24.1) J—=E, jeF={i—F,},
on peut identifier les applications canoniques
(5.24.2) 1£>n Homgz(e(V), Fj) — HomE(g(V),li_> F;),
JjeJ JjeJ
(5.24.3) h_r)n Homg (e,(V), Fj») — Homg (eo(V), gl Fj.).
JjeJ JjeJ

Si V est quasi-compact dans E,,, Papplication (5.24.3) est injective d’aprés ([4] VI 1.2 et 1.23(i)).
Il en est donc de méme de application (5.24.2). Par suite, V' est quasi-compact dans F en vertu
de ([4] VI 1.23(i)).

Proposition 5.25. Supposons que tout objet de I soit quasi-compact et que pour tout i € Ob(I),
tout objet de E; soit quasi-compact. Alors :
(i) Pour tout objet i de I, le topos E; est cohérent.
(ii) Pour tout morphisme f: i — j de I, le morphisme de topos f: E; — E est cohérent.
(iii) Pour tout objet V de E, (V') est un objet cohérent de E: en particulier, le topos E est
localement cohérent. _
(iv) Si, de plus, la catégorie E admet un objet final e, alors le topos E est cohérent.

(i) Notons &; : E; — E; le foncteur canonique. Pour tout U € Ob(E;), £;(U) est un objet cohérent
de E; en vertu de 5.1(ii) et ([4] VI 2.1). D’autre part, E; admet un objet final ¢; (5.1(ii)). Comme
e; est exact a gauche, £;(e;) est objet final de E;. Pour tout U € Ob(E;), le morphisme diagonal
0:ei(U) = €i(U) X¢,(e,) €:(U) est I'image par €; du morphisme diagonal U — U X, U. Donc § est
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quasi-compact puisque sa source et son but sont cohérents, autrement dit, ¢;(U) est quasi-séparé
sur e;(e;). Par suite, le topos E; est cohérent ([4] VI 2.3).

(ii) Cela résulte de ([4] VI 3.3).

(iil) I1 résulte alors de (i), (ii) et 5.24 que tout objet de F est quasi-compact. Comme les produits
fibrés sont représentables dans E (5.6), la proposition résulte de ([4] VI 2.1).

(iv) Comme le foncteur canonique e: F — E est exact & gauche, e(e) est 'objet final de E.
Pour tout V' € Ob(E), le morphisme diagonal 0: e(V) — &(V) x () e(V) est I'image par ¢ du
morphisme diagonal V' — V x. V (5.6). Donc § est quasi-compact puisque sa source et son but
sont cohérents d’aprés (iii), autrement dit, €(V') est quasi-séparé sur €(e). La proposition s’ensuit
compte tenu de (iii).

Proposition 5.26. Supposons les conditions suivantes satisfaites :

(i) Il existe une sous-catégorie pleine, U-petite et topologiquement génératrice I' de I, formée

d’objets quasi-compacts, et stable par produits fibrés.

(ii) Pour tout objet i de I', le topos E; est cohérent.

(iii) Pour tout morphisme f: i — j de I', le morphisme de topos f: E; — Ej est cohérent.
Alors le topos E est localement cohérent. Si, de plus, la catégorie I admet un objet final qui appar-
tient a I, alors le topos E est cohérent.

D’aprés 5.19, on peut se borner au cas ou I = I’. En vertu de 5.17, il suffit de montrer la
proposition analogue pour le site fibré % /1. Notons % la sous-catégorie pleine de .% formeée des
objets qui sont cohérents dans leurs fibres. D’aprés la condition (iii), le foncteur structural € — T
fait de €’ /I une catégorie fibrée, clivée et normalisée. La fibre €; de € au-dessus d’un objet i de I
s’identifie a la sous-catégorie pleine de E; formée des objets cohérents de E;. Celle-ci est génératrice
dans EZ, et est stable par produits fibrés d’aprés ([4] VI 2.2). Comme l'objet final de E; est un
objet de %, par hypotheése, les limites projectives finies sont représentables dans %; ([4] I 2.3.1).
Munissant chaque fibre %; de la topologie induite par la topologie canonique de E‘i, % /I devient
un site fibré vérifiant les conditions de (5.1). Les topos co-évanescents associés a € /I et % /I sont
équivalents d’aprés 5.16. D’autre part, si I admet un objet final ¢, alors I’objet final e de %, qui
existe d’apres 5.1(ii), est un objet final de € (cela résulte facilement de 5.1(iii) ; cf. 5.30 ci-dessous).
On se réduit ainsi & I’énoncé de la proposition 5.25.

Corollaire 5.27. Sous les hypothéses de (5.26), le topos Ea suffisamment de points.
Cela résulte de ([4] VI § 9).

Corollaire 5.28. Soient )N(, Y deux U-topos cohérents, f: Y = X un morphisme cohérent. Alors
le produit orienté X §X Y est cohérent. En particulier, il a suffisamment de points.

D’aprés 5.29 ci-dessous, il existe une sous-catégorie pleine, U-petite et génératrice X (resp. V)
de X (resp. 17), formée d’objets cohérents de X (resp. }7) et stable par limites projectives finies,
telles que pour tout U € Ob(X), f*(U) appartienne & Y. Le produit orienté X % 5 Y est équivalent
au topos co-évanescent associé au foncteur f*: X — Y (4.10). Par ailleurs, pour tout objet V' de
Y, le topos }7/‘/ est cohérent ([4] VI 2.4.2), et pour tout morphisme V' — V de Y, le morphisme
de localisation ?/V/ — ?/V est cohérent ([4] VI 3.3). La proposition résulte donc de 5.5 et 5.26.

Lemme 5.29. Pour tout morphisme de U-topos f: Y — X il existe une sous-catégorie pleine,
U-petite et génératrice X (resp. Y) de X (resp. Y), stable par limites projectives finies telles que
pour tout U € Ob(X), f*(U) appartienne ¢ Y. Si, de plus, X et Y sont cohérents et si f est
cohérent, on peut supposer X (resp. Y ) formée d’objets cohérents.
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En effet, il existe une sous-catégorie pleine, U-petite et génératrice X (resp. Y) de X (resp. }7)
telle que pour tout U € Ob(X), f*(U) appartienne a Y. D’aprés le premier argument de ([4] IV
1.2.3), quitte & augmenter X, puis Y, on peut les supposer stables par limites projectives finies.

Supposons ensuite X et Y cohérents et f cohérent. D’aprés ([4] VI 2.1), il existe une sous-
catégorie pleine, U-petite et génératrice X (resp. V) de X (resp. SN/), formée d’objets cohérents,
telle que pour tout U € Ob(X), f*(U) appartienne a Y. Par ailleurs, la sous-catégorie pleine de X
(resp. Y) formée des objets cohérents de X (resp. Y) est stable par limites projectives finies ([4]
VI 2.4.4). L’argument de ([4] IV 1.2.3) montre alors que quitte & augmenter X puis Y, on peut les
supposer stables par limites projectives finies.

5.30. Dans la suite de cette section, en plus des hypothéses faites dans 5.1, nous supposons la
condition suivante satisfaite :

(i’) Les limites projectives finies sont représentables dans I.
Compte tenu de 5.1(i), il revient au méme de demander que I admette un objet final ([4] I 2.3.1).
On se donne un objet final ¢ de I et un objet final e de E, (qui existe d’aprés 5.1(ii)), que nous
supposouns fixés dans la suite. Pour tout ¢ € Ob(I), on note

(5'30'1) firi—

le morphisme canonique. D’aprés 5.1(iii), f;"(e) est un objet final de E;. Par suite, e est un objet
final de E, et les limites projectives finies sont représentables dans E d’apres 5.6(i) et ([4] I 2.3.1).

Le foncteur d’injection canonique «,: E, — E commute aux produits fibrés (5.6), et transforme
objet final en objet final; il est donc exact & gauche. Par ailleurs, il est continu (5.10). Il définit
alors un morphisme de topos ([4] IV 4.9.2)

(5.30.2) B:E—E,.
Pour tout faisceau F' = {i — F;} sur E, on a un isomorphisme canonique
(5.30.3) B«(F) > F,.

Il existe essentiellement une unique section cartésienne de = (5.1.1)
(5.30.4) ot: I - E

telle que ot (1) = e. Elle est définie, compte tenu de ([1] 1.1.2), pour tout objet i de I, par
o7 (i) = f;"(e) et pour tout morphisme f: j — i de I par I'isomorphisme canonique

(5.30.5) o (j) = fH(o™ ().
Pour tout i € Ob(I), o7 (i) est un objet final de F;, et on a un morphisme canonique de foncteurs
(5.30.6) idg — ot o

11 résulte aussitot de la preuve de 5.6 que o™ commute aux produits fibrés, et est donc exact a
gauche. D’autre part, o est continu en vertu de ([4] IIT 1.6). Il définit donc un morphisme de
topos

(5.30.7) c:FE—1.

Remarque 5.31. Les morphismes S (5.30.2) et o (5.30.7) s’identifient canoniquement & ceux
définis & partir du site fibré .7 /I (5.17).
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Lemme 5.32. (i) Pour tout faisccau F de EL, B*(F) est le faisceau associé au préfaisceau
{i = ffF} sur E, ot pour tout morphisme f: j — i de I, le morphisme de transition

(5.32.1) fIF = f(f F)

est ladjoint de l’isomorphisme canonique f*(ff F) = [;F. De plus, le morphisme d’adjonc-
tion F — B.(B*F) se factorise a travers le morphisme de préfaisceauz sur E,

(5.32.2) F—{i— ffF}oa,

défini par lidentité de F.
(ii) Pour tout faisceau F de I, o*(F') est le faisceau associé au préfaisceau {i — F(i)} sur E,
ot pour tout i € Ob(I), on a noté F(i) le préfaisceau constant sur E; de valeur F(i).

En effet, quitte a élargir U, on peut supposer que les catégories I et E, sont U-petites ([4] IT 3.6
et IIT 1.5).

(i) D’apres ([4] I 5.1 et III 1.3), 5*(F') est le faisceau associé au préfaisceau G sur E défini, pour
tout V € Ob(E), par

(5.32.3) G(V)= lim F(U),

—
(U,u)eAS,

ou Ay est la catégorie des couples (U, u) formés d’un objet U de E, et d’'un morphisme u: V — U
de E. Si i désigne l'image de V dans I, Ay s’identifie a la catégorie des couples (U, u) formeés d’un
objet U de E, et d'un morphisme u: V — f;7(U) de E;. Il résulte alors de 5.15 que B*(F) est le
faisceau associé au préfaisceau {i — fFF} sur E défini par les morphismes de transition (5.32.1).
La derniére assertion résulte aussitot de ce qui précede.

(ii) En effet, o*(F') est le faisceau associé au préfaisceau H sur F défini, pour tout V € Ob(E),
par

(5.32.4) H(V)= lim F(i),

o
(i,u)EBY,

ol By est la catégorie des couples (i, u) formés d’un objet i de I et d’un morphisme u: V — o+ (i) de
E. Cette catégorie admet comme objet initial le couple formé de 7(V') et du morphisme canonique
V = o (x(V)) (5.30.6). On a donc H(V) = F(n(V)).

Proposition 5.33. Supposons les conditions suivantes satisfaites :
(i) Il existe une sous-catégorie pleine, U-petite et topologiquement génératrice I' de I, formée
d’objets quasi-compacts, et stable par limites projectives finies.
(ii) Pour tout objet i de I, le topos E; est cohérent.
(iii) Pour tout morphisme f: i — j de I', le morphisme de topos f: EZ — Ej est cohérent.
Alors les morphismes B (5.30.2) et o (5.30.7) sont cohérents.

Compte tenu de 5.31, procédant comme dans la preuve de 5.26, on peut se réduire au cas ou
tout objet de I est quasi-compact et pour tout ¢ € Ob(I), tout objet de E; est quasi-compact. Par
suite, tout objet de E est quasi-compact en vertu de 5.25. La proposition résulte alors de ([4] VI
3.3).

5.34. Soient 7’: E/ — I un U-site fibré, clivé et normalisé vérifiant les conditions de (5.1),
(5.34.1) T E S E

un I-foncteur cartésien. On munit £’ de la topologie co-évanescente définie par 7/, et on note E’ le
topos des faisceaux de U-ensembles sur E’. On associe a 7’ des objets analogues a ceux associés a
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m, et on les note par les mémes lettres affectées d’un prime ’. Supposons que pour tout i € Ob(I), le
foncteur @ : E! — E;, induit par ®* sur les catégories fibres en 4, soit continu et exact & gauche.
Celui-ci définit alors un morphisme de topos

(5.34.2) ®;: B; — E,

caractérisé par ®;.(F) = Fo®; et ®} prolonge ®; ([4] IV 4.9.4). On sait (5.16) que le foncteur &+
est continu pour les topologies co-évanescentes de E et E’. Par ailleurs, il commute aux produits
fibrés (cf. la preuve de 5.6(i)), et ®*(e) = ® (e) est un objet final de E! et donc de E’ (5.30). Par
suite, ®T est exact & gauche. Il définit donc un morphisme de topos

(5.34.3) ®:E—FE

caractérisé par @, (F) = Fod* et &* prolonge &+. D’aprés (5.16.6), pour tout faisceau F = {i —
F;} sur E, on a

(5.34.4) D, (F)={i— ®.(F))}.
5.35. Soient V un objet de E, ¢ = w(V'). On désigne par
(5.35.1) w: By — 1),

le foncteur induit par =, et par

(5.35.2) w:Ey —E

le foncteur canonique. Pour tout morphisme f: ¢ — ¢ de I, la catégorie fibre de w au-dessus de
I'objet (i, f) de I, est canoniquement équivalente a la catégorie (E;),s+(v). Munissant ;. de la
topologie induite par celle de I, et chaque fibre (E;),f+(y) de la topologie induite par celle de
E;, w devient un site fibré vérifiant les conditions de (5.1). On munit alors £,y de la topologie
co-évanescente relative a w.

Proposition 5.36. Sous les hypotheses de (5.35), la topologie co-évanescente de Ey est induite
par celle de E au moyen du foncteur yv. En particulier, le topos des faisceaur de U-ensembles
sur By est canoniquement équivalent a E;.(vy. Le foncteur restriction a E/.(y) est isomorphe au
foncteur

(5.36.1) E = Ejevy, {i= i} = {6, f) = Fix £ (V)},
ot (i, f) désigne un objet de I,., autrement dit, f: i — c est un morphisme de I.

Soit F' = {i + F;} un faisceau sur E. D’apres ([4] IIT 5.4), on a un isomorphisme canonique de
préfaisceaux sur E/y

(5.36.2) Foryy = {(i, f) = Fi x f*(V)}.

Pour tout morphisme g: (4, f) — (j,h) de I, le diagramme de morphismes de topos

(5.36.3) (B g+ vy === (B5) e (v

| |

E; ng

oll g et g désignent les morphismes de topos associés & g par w et m, respectivement, et les
fleches verticales sont les morphismes de localisation, est commutatif & isomorphisme canonique
prés ([4] IV 5.10). Le morphisme de transition

(5.36.4) Fj x h* (V) = g (F; x f*(V))
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du préfaisceau F' o vy est le composé
(5.36.5) Fi x B*(V) = gas(Fy) X B (V) 5 gowu(F5 x f5(V)),

ou la premiére fleche est induite par le morphisme de transition de F', et la seconde fléche est
le morphisme de changement de base relativement a (5.36.3) ([1] (1.2.2.2)), qui est en fait un
isomorphisme.

Soient (4, f) un objet de I/¢, (gn: in — i)nes une famille couvrante de I. Pour tout (m,n) € ¥2,
ON POSE Ipp = tm X4 in €6 on note gmn: tmn — @ le morphisme canonique. Posons f, = f o g,
et finn = f © gmn. Comme le foncteur restriction E; — (Ez) /f+(v) admet un adjoint & gauche, il
commute aux limites projectives. Par suite, compte tenu de (5.36.5), la suite exacte de morphismes
de faisceaux sur F;

(5366) F — H gn 7T* zn) j H gmn T Zmn)
nex (m,n)ex?

induit une suite exacte de morphismes de faisceaux sur (EZ) JF+(V)

(5.36.7) Fyx f* (V) = [T o)en(Foy x £:0V) = T (9mn)ee(Fip X fran (V).

ney (m,n)ex?

On en déduit que F' o7y est un faisceau pour la topologie co-évanescente de E,i,. Donc vy est
continu, autrement dit, la topologie co-évanescente de E,y est moins fine que sa topologie induite
par celle de E. Pour montrer la premiére proposition, il suffit donc de montrer que 7y est cocontinu
([4] 111 2.1).

Le foncteur vy est un adjoint & gauche du foncteur

(5.36.8) Ot EEy, WeWxV.

Soit G = {(i, f) = G(;,5)} un faisceau sur E,y (ou (4, f) € Ob(I,.)). Pour tout i € Ob(I), on note
piriXc—cetqgiit >< ¢ — 1 les projections canoniques, et

(5.36.9) 6;: (Bixe) pprv) = B
le morphisme composé
(EiXC)/p;(V) — Eixc o Ei,
ou la premiére fléche est le morphisme de localisation. On a alors un isomorphisme canonique
(5.36.10) Godt ~ {i— ¢.(Gixe)}
Pour tout morphisme f: j — i de I, le morphisme de transition

(5-36'11) qg*(Gch) — fW*(Q;'*(GjXC))
est le composé

qg*(GiXC) — qi*((f X idc)w*(ijc)) = fn*(q;-*(ijc)),
ou la premiére fleche provient du morphisme de transition de F' et la seconde fléche est 1'isomor-
phisme canonique (5.36.3). Soit (i, — @)nex une famille couvrante de I. Comme le foncteur ¢,
commute aux limites projectives, la relation de recollement (5.8.1) pour G relativement au recou-
vrement (i, X ¢ — i X ¢)pex de I, implique la relation analogue pour G o &1 relativement au
recouvrement (i, — i)nes. On en déduit que G o ®T est un faisceau sur F d’aprés 5.8 ; donc &+
est continu. Par suite, 7y est cocontinu en vertu de ([4] III 2.5), d’ou la premiére proposition. La
deuxiéme proposition s’ensuit en vertu de ([4] III 5.4). La derniére proposition résulte de ce qui
précéde, en particulier de (5.36.2).
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5.37. Soient ¢ un objet de I, e, = ot (c) = fF(e) (5.30.1). Le site fibré
(5.37.1) w . E/ec — I/C

est déduit du site fibré 7 par changement de base par le foncteur canonique I, — I. Munissant I,
de la topologie induite par celle de I, le site fibré w vérifie alors les conditions de (5.1). En vertu de
5.36, la topologie co-évanescente de F/ est induite par celle de ' au moyen du foncteur canonique
Ye: Eje, — E. En particulier, le topos des faisceaux de U-ensembles sur /. est canoniquement

équivalent a E o+ (c)- L'objet final id. de I, définit alors un morphisme de topos (5.30.2)

(5.37.2) Be: Ejge(e) = Ee
Notons encore
(5.37.3) Ye: Ejgeiey = E

le morphisme de localisation de E en o*(c). D’aprés 5.36 et (5.30.3), pour tout faisceau F = {i —
F;} sur E, on a un isomorphisme canonique

(5.37.4) Bun(r2({i = 1)) S F.

6. MORPHISMES A VALEURS DANS UN TOPOS CO-EVANESCENT GENERALISE

6.1. Les notations et conventions du § 5, en particulier, celles introduites dans 5.30, sont en
vigueur dans cette section. Plus précisément, I désigne un U-site, et 7: F — I un U-site fibré, clivé
et normalisé, tels que les conditions suivantes soient satisfaites :

(i) Les limites projectives finies sont représentables dans I.

(ii) Pour tout i € Ob(I), les limites projectives finies sont représentables dans F;.

(iii) Pour tout morphisme f: i — j de I, le foncteur image inverse f: E; — E; est continu et

exact a gauche.

On munit E de la topologie co-évanescente définie par 7, et on note Ele topos des faisceaux de
U-ensembles sur E. On se donne, de plus, un U-site X et un foncteur continu et exact & gauche

(6.1.1) Ut B — X,

On désigne par X le topos des faisceaux de U-ensembles sur X et par

(6.1.2) U:X 5 F

le morphisme de topos associé & UT ([4] IV 4.9.2). On pose

(6.1.3) ut =0 oot T = X,

ou ¢ est le foncteur défini dans (5.30.4). Le foncteur u™ étant continu et exact a gauche, on note
(6.1.4) u=0U: X =1

le morphisme de topos associé.
Soit i un objet de I. Comme o (i) est un objet final de F;, ¥* induit un foncteur

(6.1.5) \IJ;L E;, — X/u*(z’)~

Celui-ci commute aux produits fibrés (5.6) et transforme objet final en objet final; il est donc
exact a gauche. D’autre part, lorsque 'on munit X ,,+ ;) de la topologie induite par celle de X, \Il;Ir
transforme famille couvrante en famille couvrante d’apres ([4] IIT 1.6 et 5.2); il est donc continu.
On désigne par
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le morphisme de topos défini par \I/j', et par

le morphisme de localisation de X en u*(i) ([4] IV 5.1). Pour tout morphisme f: i’ — i de I, on
note

le morphisme de localisation associé a u™(f): u™t (i) — ut () ([4] IV 5.5).
Rappelons que nous avons fixé un objet final « de I (5.30). Comme u*(¢) est un objet final de
X, U, n’est autre que le morphisme composé

(6.1.9) U, =BY: X - E,.

Pour tout ¢ € Ob(I), on note f;: i — ¢ est le morphisme canonique (5.30.1). On identifie j; et jy,.
Des relations U*o* = u* et U*3* = UY, on obtient par adjonction des morphismes

(6.1.10) o* = Ut
(6.1.11) g = U,
Lemme 6.2. (i) Pour tout morphisme f: i — i de I, le diagramme de morphismes de topos

~ w,, ~

1]

Xjury = By

est commutatif & un isomorphisme canonique pres

(6.2.2) Wigp = [0,
(ii) Pour tout objet F de )?, on a un isomorphisme canonique de E

(6.2.3) U.(F) S {i— Y. F)},

ot pour tout morphisme f: i — i de I, le morphisme de transition
(6.2.4) Ui (i F) = fo(Win (G F))

est le composé
(6.2.5) Vin(5; F) = O (070707 F))) = Wir 02 (05 F)) = fu(Wiri (05 F)),

dans lequel le premier morphisme provient du morphisme d’adjonction id — DfJFs le second
morphisme est l'isomorphisme canonique et le dernier morphisme provient de (6.2.2).

(iii) Pour tout faisceau F de E,, le morphisme d’adjonction 8*(F) — W, (U*F) (6.1.11) est
induit par le morphisme de préfaisceaux sur E

(6.2.6) {i= fiF} = {i= Wi (57 (V] F))}
défini, pour tout i € Ob(I), par le morphisme de E;

(6.2.7) JiF = Wi (i (Y F))
adjoint de lisomorphisme (6.2.2).
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(i) Pour tout objet V de E;, on a un isomorphisme canonique dans F
(6.2.8) f5V) SV ey ot ().
Comme U™ est exact & gauche, on en déduit que le diagramme de morphismes de foncteurs

+

A
(6.2.9) By —— Xjut (i)

i J{ﬁ
v,

Ei/ Hl- X/'u,+ ('L/)

ot ]}" est le foncteur de changement de base par ™ (f), est commutatif & isomorphisme canonique
prés. La proposition s’ensuit compte tenu de l'interprétation du foncteur ]; comme un foncteur de
changement de base par le morphisme «*(f) ([4] 1IT 5.4).

(ii) Cela résulte aussitot des définitions.

(iii) Posons f*(F) = {i — G;}. D’apres (ii), le morphisme *(F) — U, (UFF) (6.1.11) est défini,

pour tout ¢ € Ob(I), par un morphisme de F;

(6.2.10) si: Gy = UL (F(UFF)).
En vertu de 5.32(i), on a un morphisme canonique de préfaisceaux sur E
(6.2.11) {i— ffF} = {i— G},
défini, pour tout ¢ € Ob(I), par un morphisme ¢;: f¥F — G; de E;. Le diagramme
(6.2.12) 1P — s (G s (W)
G; Wi (97 (P71 F))

ou les fleches verticales sont les adjoints des morphismes de transition, est commutatif. D’une part,
s, s’identifie au morphisme
(6.2.13) Bu(B*F) = Bu(Wu (P F))

induit par (6.1.11). D’autre part, ¢, s’identifie au morphisme d’adjonction F' — 5.(8*F') en vertu
de 5.32(i). Par suite, compte tenu de la définition de (6.1.11), s, ot, est le morphisme d’adjonction
F — U, (U*F). Il résulte alors de (ii) et (6.2.12) que le morphisme s; o t; est le composé

(6.2.14) JiF = [T (W (VF)) = W55 (V] F)),
ou la premiére fléche provient du morphisme d’adjonction id — ¥,, U et la seconde fléche est le

morphisme de changement de base relativement au diagramme (6.2.1) (pour f = f;). D’aprés ([4]
XVII 2.1.3), Padjoint de s; o t; est le composé

(6.2.15) U (fiF) = U (fi (L (U7 F))) — 5 (U7 (0, (T F))) = g5 (U] F),

ou la premiére fléche provient du morphisme d’adjonction id — W, ¥, la seconde fleche est
l’isomorphisme (6.2.2) et la troisiéme fléche provient du morphisme d’adjonction ¥'¥,, — id.
Ce morphisme composé est égal au composé

(6.2.16) VI (ffF) = 5i (U7 F) = 5; (V] (Vo (W7 F))) — 5 (T} F),

ot la premiére fleche est 'isomorphisme (6.2.2), u provient du morphisme d’adjonction id — ¥, U
et v du morphisme d’adjonction ¥;¥,, — id. Comme v o u est l'identité, la proposition s’ensuit.
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Proposition 6.3. Supposons que, pour tout i € Ob(I), le morphisme d’adjonction id — U, U}
soit un isomorphisme. Alors :

(i) Pour tout faisceau F de E,, 5*(F) est le faisceau sur E défini par {i — f7F}.

(ii) Le morphisme d’adjonction id — B.8* est un isomorphisme.

(iii) Le morphisme d’adjonction * — U, ¥* (6.1.11) est un isomorphisme.

(i) En effet, pour tout ¢ € Ob(I), le morphisme
(6.3.1) [iF = Wi (97 (V) F))
défini dans (6.2.7), est le composé
FIF = (U (fiF)) = Ui (9] (U] F)),

ot le premier morphisme provient du morphisme d’adjonction id — ¥, ¥, et le second de (6.2.2).
C’est donc un isomorphisme. Par suite, le morphisme (6.2.6) est un isomorphisme de E

(6.3.2) {im fiF} S {i— U (gF(VFF)}.

Comme le but de ce morphisme est un faisceau sur E (6.2.3), il en est de méme de sa source. La
proposition résulte alors de 5.32(i).

(ii) Cela résulte aussitot de (i) et 5.32(i).

(iii) Cela résulte de 6.2(iii) et de la preuve de (i).

6.4. Dans la suite de cette section, en plus des hypothéses générales faites dans (6.1), on suppose
que les limites projectives finies sont représentables dans X. On désigne par

(6.4.1) w:D—1T

le U-site fibré associé au foncteur u™: I — X (6.1.3) défini dans 5.5 : la fibre de D au-dessus de
tout objet i de I est la catégorie X /,+(;), et pour tout morphisme f: 1" — i de I, le foncteur image
inverse ];E: X jut iy = Xyt (i) est le foncteur de changement de base par ut(f). On munit D de
la topologie co-évanescente associée & w. On obtient ainsi le site co-évanescent associé au foncteur

u™ défini dans (4.1), dont le topos des faisceaux de U-ensembles est f:; X (4.10).
D’aprés ([12] VI 12; cf. aussi [1] 1.1.2), les foncteurs ¥} (6.1.5) pour tout i € Ob(I) et les
isomorphismes (6.2.2) définissent un I-foncteur cartésien

(6.4.2) pt: E— D.

Pour tout V' € Ob(FE), le morphisme canonique V +— o (w(V)) (5.30.6) induit un morphisme
UH(V) = ut(n(V)), et on a

(6.4.3) pT(V) = (TH(V) = 7(V)).

Le foncteur p* transforme objet final en objet final et commute aux produits fibrés; il est donc
exact a gauche. Il est d’autre part continu en vertu de 5.16. Il définit donc un morphisme de topos
([4] IV 4.9.2)

(6.4.4) p: f?;)? —~ E.
Pour tout faisceau F' = {i — F;} sur D, on a
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Il résulte aussitdt des définitions que les carrés du diagramme

(6.4.6) [<—T%;X—>%
T
A
I E E,
et le diagramme
~ v ~ ~
(6.4.7) X—>Tx: X
\ p
E

ot Up est le morphisme (4.13.4), sont commutatifs & isomorphismes canoniques preés.

Lemme 6.5. Pour tout faiscecau F = {i — F;} de E, p*(F) est le faisceau sur D défini par
{i — Wi (F;)}, ot pour tout morphisme f: i — i de I, le morphisme de transition
est l'adjoint du morphisme composé
T (U E) = U5 (f F), = ¥ Fi,

ot la premiére fleche est lisomorphisme (6.2.2), et la seconde fleche est induite par le morphisme
de transition de F. De plus, compte tenu de (6.4.5), le morphisme d’adjonction F — p.(p*F) est
défini, pour tout i € Ob(I), par le morphisme d’adjonction F; — U, (¥ F;) dans E;.

En effet, quitte a élargir U, on peut supposer que la catégorie E est U-petite ([4] II 3.6 et et III

1.5). D’aprés ([4] I 5.1 et IIT 1.3), le faisceau p*(F') est le faisceau sur D associé au préfaisceau G
défini, pour tout U € Ob(D), par

(6.5.2) GU)= lm F(V),

o
(V,u)e Ay,

ou Ay est la catégorie des couples (V,u) formés d’un objet V' de E et d’un morphisme u: U —
p* (V) de D. Posons i = w(U), considérons U comme un objet de X /,+(;), et notons By la catégorie
des couples (W, v) formés d'un objet W de E; et d’'un u* (i)-morphisme v: U — ¥ (W) de X. Les
catégories Ay et By sont clairement cofiltrantes. Tout objet (W, v) de By peut étre naturellement
considéré comme un objet de Ay. On définit ainsi un foncteur pleinement fidéle

@: By — AU.

Pour tout objet (V,u) de Ay, u induit un morphisme f: ¢ — 7(V) de I et un w*(i)-morphisme
v: U — VI (V) de X, se sorte que (f*(V),v) est un objet de By. De plus, on a un morphisme
canonique p((f(V),v)) — (V,u) de Apy. Il résulte alors de ([4] I 8.1.3(c)) que le foncteur ¢° est
cofinal. Par suite, ¢ induit un isomorphisme

(6.5.3) GU)=~ lim  F(W).

)
(W‘U)EBU

Donc en vertu de 5.15 , p*(F') est le faisceau sur D associé au préfaisceau {i — U7 (F;)} défini par
les morphismes de transition (6.5.1). La seconde proposition résulte immédiatement de (6.5.3).
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Proposition 6.6. Supposons que pour tout i € Ob(I), le morphisme d’adjonction id — U,;, U}

~ ~ o~
soit un isomorphisme. Alors le foncteur p*: E — I X7 X est pleinement fidele.
En effet, le morphisme d’adjonction id — p,p* dans E est un isomorphisme en vertu de 6.5.

Corollaire 6.7. Conservons les hypothéses de (6.6), supposons de plus les topos TetX cohérents,

et le morphisme f cohérent. Alors la famille des points de E images par p des points de f;f X
est conservative ([4] IV 6.4.1).

~ ~
Cela résulte de 6.6 puisque le topos I x; X a suffisamment de points en vertu de 5.28.

Corollaire 6.8. Sous les hypothéses de (6.6), la topologie co-évanescente de E est induite par la
topologie co-évanescente de D au moyen du foncteur p*: E — D (6.4.2).

En effet, le foncteur p™ étant continu (6.4), la topologie co-évanescente de E est a priori moins
fine que la topologie induite par la topologie co-évanescente de D. D’autre part, la topologie
co-évanescente de F est induite par la topologie canonique de E ([4] IIT 3.5), autrement dit, la

topologie co-évanescente de FE est la topologie la plus fine telle que tout F' € Ob(F) soit un faisceau.
D’aprés 6.6, le morphisme d’adjonction id — p.p* dans E est un isomorphisme. Donc le foncteur
Ds: D — E est essentiellement surjectif. Par suite, la topologie co-évanescente de E est la topologie
la plus fine telle que, pour tout faisceau G sur D, p,(G) = G o pT soit un faisceau sur E; d’ot la
proposition.

7. TOPOS TOTAL ANNELE

7.1. Dans cette section, I désigne une catégorie équivalente & une U-petite catégorie, et
(7.1.1) mE—1

un U-site fibré clivé et normalisé ([4] VI 7.2.1). Pour tout ¢ € Ob([I), on note F; la catégorie fibre

de F au-dessus de 7, que ’on considére toujours comme munie de la topologie donnée par 7, E; le
topos des faisceaux de U-ensembles sur F;, et

(7.1.2) oy B — E
le foncteur d’inclusion canonique. On désigne par
(7.1.3) F =1
le U-topos fibré associé a m ([4] VI 7.2.6) et par

(7.1.4) FV = TI°

la catégorie fibrée obtenue en associant a tout i € Ob(I) la catégorie E;, et a tout morphisme
f:i— 7 de I le foncteur f,: E; — Ej image directe par le morphisme de topos f: E; — Ej.

On munit E de la topologie totale relative & 7 ([4] VI 7.4.1); c’est un U-site ([4] VI 7.4.3(3)).
On note Top(E) le topos des faisceaux de U-ensembles sur E, dit topos total associé a w. Pour
tout ¢ € Ob(I), le foncteur oy étant cocontinu ([4] 7.4.2), il définit un morphisme de topos ([4] 4.7)
(7.1.5) a;: E; — Top(E).

Comme, de plus, «; est continu, le foncteur of admet un adjoint & gauche noté encore

(7.1.6) aq: E; — Top(E),



TOPOS CO-EVANESCENTS ET GENERALISATIONS 49

qui prolonge le foncteur oy : E; — E. On rappelle ([4] VI 7.4.5) que pour tout morphisme f: i — j
de I, le diagramme

(7.1.7) E,——F

n’est pas commutatif en général, mais il existe un 2-morphisme de topos
(718) a; — Oéjf,

autrement dit un morphisme de foncteurs f* o aj — af, ou encore par adjonction un morphisme
de foncteurs

(7.1.9) o = feoaj.
Ces derniers vérifient une relation de cocycle du type ([1] (1.1.2.2)). Ils induisent donc un foncteur
(7.1.10) Top(E) — Homy.(I°,.7V)

F = {i—o(F)},

qui est en fait une équivalence de catégories ([4] VI 7.4.7). On identifiera dans la suite F' a la section
{i — F;} qui lui est associée.

Définition 7.2. On dit qu’un objet F' de Top(FE) est cartésien si la section {i — F;} de &V — I°
qui lui correspond par 1’équivalence de catégories (7.1.10) est cartésienne, autrement dit, si pour
tout morphisme f: ¢ — j de I, le morphisme de transition F; — f.(F;) est un isomorphisme.

Si la catégorie I est cofiltrante et U-petite, alors la limite projective du topos fibré .# — I existe
([4] VI 8.2.3), et la catégorie sous-jacente est canoniquement équivalente & la sous-catégorie des
objets cartésiens de Top(E) ([4] VI 8.2.9).

7.3. Soient F = {i — F;} et G = {i — G;} deux objets de Top(FE) tels que G soit cartésien. On
a alors un isomorphisme canonique

(731) HomTop(E)(Fv G) :> {iﬂ HOHIEz (Fl,Gl),

iel

ou pour tout morphisme f: ¢ — j de I, le morphisme de transition
df : HomEi (Fz, Gl) — HOHIE]. (Fj, G])

du systéme projectif qui apparait dans (7.3.1) associe a tout morphisme u: M; — N; le morphisme
d¢(u) composé de

Ja(u) ~
Mj —— fu(Mi) — f«(Ni)) —=N;

ou la premiére fléche est le morphisme de transition de M et la derniére fléche est l'inverse de
I'isomorphisme de transition N; = f.(N;) de N.
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7.4. En plus des données fixées plus haut, on se donne un faisceau d’anneaux R de Top(FE),
autrement dit, une structure annelée sur le topos fibré .% selon la terminologie de ([4] VI 8.6.1). 11
revient au méme de se donner, pour tout i € Ob(I), un anneau R; de Ei, et pour tout morphisme
f:i — j de I, un homomorphisme d’anneaux R; — f.(R;), ces homomorphismes étant soumis
a des relations de compatibilité (7.1.10). Les morphismes de topos f: EZ — Ej sont donc des
morphismes de topos annelés (respectivement, par R; et R;). Nous utilisons pour les modules la
notation f~! pour désigner I'image inverse au sens des faisceaux abéliens et nous réservons la
notation f* pour I'image inverse aux sens des modules. N

Par ailleurs, pour tout ¢ € Ob(I), le morphisme de topos «;: E; — Top(F) (7.1.5) est un
morphisme de topos annelés (respectivement, par R; et R). On notera que comme R; = o (R),
il n’y a pas de différence pour les modules entre 'image inverse au sens des faisceaux abéliens et
I’image inverse aux sens des modules.

La donnée d’une structure de R-module sur un faisceau M = {i — M;} de Top(F) est équiva-
lente a la donnée, pour tout i € Ob([), d’une structure de R;-module sur M; telle que pour tout
morphisme f: ¢ — j de I, le morphisme de transition M; — f.(M;) soit R;-linéaire.

Lemme 7.5. Soient M = {i — M;} un R-module & droite de Top(E), N = {i — N;} un
R-module & gauche de Top(E). Alors on a un isomorphisme canonique bifonctoriel de faisceaux
abéliens sur B

(7.5.1) M®r N 5 {i— M; ®g, N;}.
En effet, pour tout ¢ € Ob(I), on a un isomorphisme canonique ([4] IV 13.4)
(7.5.2) a; (M ®@r N) = ai (M) @qx(r) @; (N);
d’ou la proposition.
7.6. Soient w': E' — I un U-site fibré, clivé et normalisé,
(7.6.1) R D )

un [-foncteur cartésien. On munit E’ de la topologie totale relative & n’, et on note Top(E’) le
topos des faisceaux de U-ensembles sur E’. On associe a 7’ des objets analogues a ceux associés
a m (7.1), et on les note par les mémes lettres affectées d’un prime ’. Supposons que pour tout
1 € Ob([), le foncteur <I>:r: E! — E;, induit par @7 sur les catégories fibres en 4, soit un morphisme
du site E; dans le site E}, et notons

le morphisme de topos associé. Les morphismes ®; définissent un morphisme cartésien de topos
fibrés ([4] VI 7.1.5 et 7.1.7)

(7.6.3) F = F

En vertu de ([4] 7.4.10), ®* est un morphisme du site total E dans le site total E’. Il définit donc
un morphisme de topos

(7.6.4) U: Top(E) — Top(E')
tel que pour tout faisceau F' = {i — F;} sur E, on ait

Soient R’ = {i — R} un anneau de Top(E’), h: R' — ®.(R) un homomorphisme d’anneaux,
de sorte que ¥: Top(F) — Top(FE’) est un morphisme de topos annelés (respectivement, par R
et R’). La donnée de h est équivalente a la donnée, pour tout ¢ € Ob(I), d’'un homomorphisme
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d’anneaux h;: R, — ®;.(R;) vérifiant des relations de compatibilité. En particulier, pour tout
i € Ob(I), ®;: E; — E! est un morphisme de topos annelés (respectivement, par R; et R;). On
désigne par R"W¥, et R"®;, (n € N) les foncteurs dérivés des foncteurs
U, : Mod(R, Top(E)) — Mod(R', Top(E")),
®;,: Mod(R;, E;) — Mod(R,, E.).
Proposition 7.7. Les hypothéses étant celles de (7.6), soient, de plus, M = {i — M;} un R-
module de Top(E), n un entier > 0. On a alors un R'-isomorphisme canonique et fonctoriel
(7.7.1) R"U, (M) = {i — R"®;,.(M;)}.
En effet, pour tout ¢ € Ob(I), le foncteur
(7.7.2) Mod(R, E) — Mod(R.,E.), M = {i— M;} = M. = a}(M)

est additif et exact. D’autre part, pour tout R-module injectif M = {i — M;}, M, est flasque en
vertu de ([4] VI 8.7.2). La proposition résulte donc de (7.6.5).

Explicitons les morphismes de transition du faisceau {i — R"®;.(M;)}. Le morphisme de topos
fibrés annelés (%, R) — (&', R') induit pour tout morphisme f: i — j de I, un diagramme de
morphismes de topos annelés, commutatif & isomorphisme canonique prés ([1] 1.2.3),

(7.7.3) (Ei, R;) S (E}, R;)

N

(Ej, R;j) — (B}, )

ol les fleches verticales, notées habituellement f, ont été affectées d’un indice E ou E’ pour les
distinguer. On laissera le soin au lecteur de vérifier que le morphisme de transition associé & f est
le composé

R™(@;fE)«(M;) = R"(fEr ®i)«(M;) = frr(R" P (M;)),
ou la premiére fleche provient du morphisme de transition de M, la deuxiéme et la derniére fléches

sont induites par la suite spectrale de Cartan-Leray ([4] V 5.4) et le troisiéme isomorphisme provient
de (7.7.3).

Proposition 7.8 ([4] VI 7.4.15). Pour tout R-module M = {i — M} de E, on a une suite
spectrale canonique et fonctorielle

(7.8.1) E5? = RPlim HY(E;, M;) = HP™9(Top(E), M).
P
i€I®

Considérons le topos fibré constant w: Ensx I — I de fibre le topos ponctuel Ens (2.1). D’aprés
(7.1.10), le topos des faisceaux de U-ensembles sur le site total Ens x I associé & w est équivalent a
la catégorie I des préfaisceaux de U-ensembles sur /. On a un morphisme cartésien de topos fibrés

(7.8.2) ®: . F - Ens x I

dont la fibre au-dessus de ¢ € Ob([) est le morphisme canonique de topos ®;: E; — Ens ([4] IV
2.2). D’apres ([4] VI 7.4.10), ® définit un morphisme de topos

(7.8.3) U: Top(E) —» I
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tel que pour tout faisceau F' = {i — F;} sur E, on ait
(7.8.4) U, (F) = {i =» T(E;, F))}.

Considérons ¥ comme un morphisme de topos annelés (respectivement, par R et U, (R)). D’apreés
7.7, pour tout R-module M = {i — M;} de Top(F) et tout entier ¢ > 0, on a un isomorphisme
canonique et fonctoriel

(7.8.5) RIW, (M) 5 {i — HI(E;, M;)}.

Par ailleurs, pour tout groupe abélien N de T et tout entier p > 0, on a un isomorphisme canonique
fonctoriel ([4] V 2.3.1)

p =~ _ p . .
(7.8.6) HP(I,N) = R l(;n N ().

On prend alors pour (7.8.1) la suite spectrale de Cartan-Leray relative a ¥ ([4] V 5.3).

Corollaire 7.9. Supposons que I admette un objet final v. Alors pour tout R-module M = {i —
M;} de E et tout entier n > 0, on a un isomorphisme canonique et fonctoriel

(7.9.1) H"(Top(E), M) = H"(E,, M,).

En effet, avec les notations de la preuve de 7.8, le foncteur 7 — Ens, N — I'(I, N) = N (1) est
exact. Par suite, RPlim = 0 pour tout p > 1. La proposition résulte alors de 7.8.
—

i€I®

Corollaire 7.10. Supposons que I soit la catégorie filtrante de’ﬁNnie par l’ensemble ordonné des
entiers naturels N. Alors pour tout R-module M = {i — M;} de E et tout entier n > 0, on a une
suite exacte canonique et fonctorielle

(7.10.1) 0 — R'lim H"'(E;, M;) — H"(Top(E), M) — lim H"(E;, M;) — 0,
1ENC i ENO

o l'on a posé HY(E,, M,) = 0 pour tout n € N.

Cela résulte de 7.8 et du fait que R lim = 0 pour tout p > 2 ([18] 1.4).
—

n€eN°

Définition 7.11. On dit quun R-module M = {i — M;} de Top(E) est adique si pour tout
morphisme f: ¢ — j de I, le morphisme de transition f*(M;) — M; de M est un isomorphisme,
ou f* désigne I'image inverse au sens des modules (7.4).

Exemple 7.12. Soient X un U-site, X le topos des faisceaux de U-ensembles sur X, A un anneau
commutatif de X, J un idéal de A. On note encore N la catégorie filtrante définie par 1’ensemble
ordonné des entiers naturels N. Le topos total associé au U-site fibré constant X x N — N de fibre
X, est canoniquement équivalent a la catégorie Hom(N°, X) (7.1.10), que I'on note aussi X' .
On le munit de Panneau A = {n — A/J"'}. Alors, pour qu'un A-module M = {n — M,} soit
adique il faut et il suffit que pour tout entier n > 0, le morphisme M,, 11 ®4 (A/J"*!) — M,, déduit
du morphisme de transition M,,+; — M,, soit un isomorphisme, autrement dit, que le systéme
projectif (M, )nen soit J-adique dans le sens de ([13] V 3.1.1); d’otu la terminologie.
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7.13. Soient M = {i — M,} et N = {i — N,} deux R-modules de Top(FE) tels que M soit adique.
On a alors un isomorphisme canonique

(7.13.1) Homp (M, N) = lim Homg, (M;, N;),
—

i€l®
ou pour tout morphisme f: ¢ — j de I, le morphisme de transition
df : HOIIIR]. (Mj, N]) — HOIIIRl. (MZ, Nl)

du systéme projectif qui apparait dans (7.13.1) associe & tout Rj;-morphisme u: M; — N, le
morphisme ds(u) composé de
~ . ) o,
M; —— f*(M;) — f*(N;) —=N;
ou la premieére fléche est I'inverse de I'isomorphisme de transition f* (/) 5 M; de M et la derniére

fléche est le morphisme de transition de V. En particulier, si I admet un objet final ¢, on a un
isomorphisme canonique

(7.13.2) Homp (M, N) = Homg, (M,, N,).

8. TOPOS CO-EVANESCENT ANNELE

8.1. Dans cette section, I désigne un U-site, et m: E — [ un U-site fibré, clivé et normalisé
au-dessus de la catégorie sous-jacente a I tels que les conditions suivantes soient satisfaites :

(i) Les limites projectives finies sont représentables dans I.

(ii) Pour tout i € Ob(I), les limites projectives finies sont représentables dans F;.

(iii) Pour tout morphisme f: i — j de I, le foncteur image inverse f*: E; — E; est continu et

exact a gauche.

On munit E de la topologie co-évanescente définie par 7, et on note E le topos des faisceaux de
U-ensembles sur E. On fixe un objet final « de I et un objet final e de F,, et on reprend les notations
introduites dans § 5, en particulier, celles introduites dans (5.30).

On se donne aussi un anneau R de E. D’aprés 5.8, il revient au méme de se donner, pour tout
i € Ob(I), un anneau R; de Ei, et pour tout morphisme f: i — j de I, un homomorphisme
d’anneaux R; — f.(R;), ces homomorphismes étant soumis & des relations de compatibilité (5.2.1)
et de recollement (5.8.1). Les morphismes de topos f: El — Ej sont donc des morphismes de
topos annelés (respectivement, par R; et R;). Nous utilisons pour les modules la notation f -1
pour désigner I'image inverse au sens des faisceaux abéliens et nous réservons la notation f* pour
I'image inverse aux sens des modules. B

La donnée d’une structure de R-module sur un faisceau M = {i — M;} de E est équivalente a la
donnée pour tout i € Ob(I), d’une structure de R;-module sur M; telle que pour tout morphisme
f:i— j de I, le morphisme de transition M; — f.(M;) soit R;-linéaire. Pour tout ¢ € Ob(I), le
foncteur

(8.1.1) Mod(R, E) — Mod(R,, E,), {i+~ M;} — M,
est clairement additif.

Lemme 8.2. Soient u: {i — M;} — {i — N;} un morphisme de R-modules de E, F son noyau,
G son conoyau. Pour tout i € Ob(I), notons u;: M; — N; le R;-morphisme induit par u, et F;
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(resp. G;) son noyau (resp. conoyau). Alors {i — F,} est un R-module de E, {i — G;} est un
R-module de E, et on a des R-isomorphismes canoniques

(8:2.1) F {i — F;},

(8.2.2) G {i — G;}°,

ot {1 — G;}? est le faisceau sur E associé au préfaisceau {i — G;}. En particulier, le foncteur
(8.1.1) est ezact a gauche.

~
~

En effet, notons Mod(R, E) la catégorie des R-modules de E, jr: Mod(R, E) — Mod(R, E)
le foncteur d’inclusion canonique et ar: Mod(R, E) — Mod(R, E) le foncteur “faisceau associé”
([4] II 6.4). Alors ag est exact a gauche et commute aux limites inductives, et jr commute aux
limites projectives ([4] IT 4.1). On en déduit des R-isomorphismes canoniques

(82.3) Jr(F) = ker(jr(u)),
(8.2.4) G = ag(coker(jr(u)));

et de méme pour les morphismes u; pour tout ¢ € Ob(I). Compte tenu de (5.2.1) et ([4] I 3.1), on
a ker(jr(u)) = {i — F;}. D’autre part, il résulte de 5.15 que {i = G;} est un R-module de E et
qu’on a un R-isomorphisme canonique

(8.2.5) ar({i— G;}) = ar(coker(jr(u))),
d’oul la proposition.

8.3. Pour tout ¢ € Ob(I), on désigne par

(8.3.1) Yo Ejgniey = E

le morphisme de localisation de E en o*(c), et par

(8.3.2) Be: Ejge(e) = Ee

le morphisme défini dans (5.37.2). D’aprés (5.37.4), le foncteur (8.1.1) s’identifie au foncteur com-
posé Bex o ¥, Par suite, 3. est un morphisme de topos annelés (respectivement par v (R) et R.).
On désigne par R"B.. (n € N) les foncteurs dérivés du foncteur

(8.3.3) Bew: Mod(V:(R), E/g-(¢)) — Mod (R, E.).
Le n-iéme foncteur dérivé du foncteur (8.1.1) s’identifie alors au foncteur (R"”5..) o v en vertu de

(4] V 4.11).

8.4. Soit V un univers tel que U C Vet I € V. La catégorie £ munie de la topologie totale relative
au site fibré m est un V-site; mais ce n’est pas en général un U-site. On désigne par Evy le topos
des faisceaux de V-ensembles sur le site co-évanescent E, par

(8.4.1) 7. E = Ey

le foncteur d’inclusion canonique et par Topy (E) le topos des faisceaux de V-ensembles sur le site
total E (7.1). Considérons le morphisme canonique (5.14.1)

(8.4.2) §: Ey — Topy(E)

comme un morphisme de topos annelés (respectivement, par R et §.(R)). Comme § est un plon-
gement, le morphisme d’adjonction 6*§, — id est un isomorphisme. Il n’y a donc pas de différence
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pour les modules entre 'image inverse au sens des faisceaux abéliens et I'image inverse au sens des
modules. On note R™d, (n € N) les foncteurs dérivés du foncteur

(8.4.3) 8. : Mod(R, Ey) — Mod(6,(R), Topy(E)).

On rappelle que le foncteur j est exact et pleinement fidéle sur les catégories des modules et
transforme les modules injectifs en modules injectifs ([4] V 1.9). Par suite, le n-iéme foncteur dérivé
de J. o 7 est canoniquement isomorphe a (R"4,) o 3.

Proposition 8.5. Les hypothéses étant celles de (8.4), soit, de plus, M un R-module de E.
(i) Pour tout entier n > 0, on a un isomorphisme canonique fonctoriel de é.(R)-modules

(8.5.1) R0, (M) = {i = R"Bin (v (M))}.

(il) Si M est un R-module injectif, alors 0.(M) est un 6.(R)-module injectif.
(iii) Pour tout entier n > 0, §*(R™§.(M)) = 0.

(i) Pour tout i € Ob(I), on désigne par Ei,V le topos des faisceaux de V-ensembles sur E;, par
Ji: E; = E; v le foncteur d’inclusion canonique et par

(852) (o7 Ei,V — TOpV(E)

le morphisme canonique (7.1.5). Ce dernier est un morphisme de topos annelés (respectivement, par
R; et 0,(R)); on rappelle (7.4) qu’il n’y a pas de différence pour les modules entre 'image inverse
au sens des faisceaux abéliens et I'image inverse aux sens des modules. On a donc un isomorphisme
canonique fonctoriel

(8.5.3) af(R™6,(M)) = R™(af 0 8,)(M).
D’autre part, d’aprés (5.14.2) et (5.37.4), on a un isomorphisme canonique de foncteurs
(8.5.4) afod, 09 g0 B o

La proposition s’ensuit compte tenu de ([4] V 1.9 et 4.11(1)). On laissera le soin au lecteur d’ex-
pliciter les morphismes de transition du faisceau {i — R"f;. (77 (M))} de Topy(E).

(ii) Le module y(M) étant injectif, on peut se borner au cas ot U = V. La proposition résulte
alors de ([4] V 0.2) puisque le foncteur &, admet un adjoint & gauche exact §* = 61 (8.4).

(iii) Comme le foncteur §* = 6! est exact, on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(8.5.5) 5 (R"6, (M) = R™(8* 0 8,)(M).

D’autre part, § étant un plongement, le morphisme d’adjonction 6*6, — id est un isomorphisme ;
d’otl la proposition.

Remarque 8.6. Pour tout R-module M de E , la suite spectrale de Cartan-Leray associée a ¢ qui
calcule la cohomologie de M ([4] V 5.3) se réduit a celle associée a g

(8.6.1) ES? = HP(E,,RI6,(M)) = HPY4(E, M),

en vertu de 7.9 et 8.5.
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8.7. Soient 7’: E' — I un U-site fibré, clivé et normalisé vérifiant les conditions (ii) et (iii) de 8.1,
(8.7.1) R D )

un I-foncteur cartésien. On munit E’ de la topologie co-évanescente définie par 7', et on note E'le
topos des faisceaux de U-ensembles sur E’. On associe a 7’ des objets analogues a ceux associés a
7, et on les note par les mémes lettres affectées d’un prime ’. Supposons que pour tout ¢ € Ob(I), le
foncteur <I>;r: E! — E;, induit par ®* sur les catégories fibres en 4, soit continu et exact a gauche,
et notons

(8.7.2) ®;: E; — E!

le morphisme de topos associé. En vertu de 5.34, ®* est continu et exact & gauche. Il définit donc
un morphisme de topos

(8.7.3) ®:E—FE

tel que pour tout faisceau F = {i — F;} sur E, on ait

(8.7.4) D.(F) = {i = ®u(F)}.

Soient R’ = {i — R;} un anneau de E', h: R — ®,(R) un homomorphisme d’anneaux, de
sorte que ®: E — E’ est un morphisme de topos annelés (respectivement, par R et R’). La donnée
de h est équivalente a la donnée, pour tout ¢ € Ob(I), d’'un homomorphisme d’anneaux h;: R, —
®,.(R;) vérifiant des relations de compatibilité (5.16.3). En particulier, pour tout ¢ € Ob([),
®,;: E; — EZ’ est un morphisme de topos annelés (respectivement, par R; et R.). On désigne par
R™®, et R"®;, (n € N) les foncteurs dérivés des foncteurs

®,: Mod(R,E) — Mod(R,E'),

Proposition 8.8. Sous les hypothéses de (8.7), pour tout R-module M, on a une suite spectrale
canonique et fonctorielle
(8.8.1) ED? = {i — RP®; (R1Bi (v M))}* = RPTID, (M),
0w la source désigne le faisceau associé au préfaisceau {i — RP®,; (RIB (v M))} sur E'.

Quitte a élargir U, on peut se borner au cas ou I € U ([4] IT 3.6 et V 1.9). On désigne par Top(E)
et Top(E’) les topos des faisceaux de U-ensembles sur les sites totaux E et E’, respectivement
(7.1). Les morphismes ®; définissent un morphisme cartésien de topos fibrés % — Z’. Par ailleurs,

@7 est un morphisme du site total E dans le site total E’ (|4] 7.4.10). Il définit donc un morphisme
de topos

(8.8.2) U: Top(E) — Top(E')
tel que pour tout faisceau F' = {i — F;} sur E, on ait
(8.8.3) U (F)={i— D.(F)}.

En particulier, le diagramme de morphismes de topos

(8.8.4) F —>= Top(E)

B . Top(E’)
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est commutatif & isomorphisme canonique prés. L’homomorphisme h: R’ — ®,(R) induit un ho-
momorphisme h': ¢, (R') — ¥, (0.(R)) qui fait de U: Top(E) — Top(E’) un morphisme de topos
annelés (respectivement, par d,(R) et 8, (R')).

Comme ¢’ est un plongement, le morphisme d’adjonction §"*§,®, — P, est un isomorphisme.
Compte tenu de (8.8.4), on en déduit un isomorphisme 6"* ¥ .5, = ®,. Comme le foncteur §"* = §’'~*
est exact (8.4), la suite spectrale de Cartan-Leray ([4] V 5.4) induit alors une suite spectrale
fonctorielle en M

(8.8.5) EL? = §*(RPW,(RY6,(M))) = RPTID, (M).
En vertu de 7.7 et 8.5(i), on a un isomorphisme canonique de ¢/, (R')-modules
(8.8.6) RPW, (R, (M)) = {i — RP®,, (R4 (77 M))}.

D’autre part, pour tout objet G de Top(E’), §"*(G) est canoniquement isomorphe au faisceau sur
le site co-évanescent E’ associé au préfaisceau G (cf. 5.14) ; d’out la proposition.

Proposition 8.9. Soient M = {i — M;} un R-module & droite de E, N = {i — N;} un R-module
a gauche de E. Alors on a un isomorphisme canonique bifonctoriel de faisceaur abéliens sur E
(8.9.1) Mer NS {i = M; ®g, N;}*,
ou le but est le faisceau associé au préfaisceau {i — M; ®g, N;} sur E.

Quitte & élargir U, on peut se borner au cas ou I € U ([4] II 3.6 et IV 12.10). On désigne par
Top(FE) le topos des faisceaux de U-ensembles sur le site total E (7.1) et par §: E — Top(E) le

morphisme canonique (5.14.1), que l'on considére comme un morphisme de topos annelés (respec-
tivement, par R et d,(R)). Comme § est un plongement, on a des isomorphismes bifonctoriels

(8.9.2) M@rN = 6(0.(M)) ®s-(s.(r)) 0" (0x(N))
(8.9.3) = 67(0.(M) ®5,(r) 0+(N))
(8.9.4) X6t ({i = M; ®p, Ni})

(8.9.5) X fies M ®r, Ni}®

en vertu de 5.14, 7.5 et ([4] IV 13.4);

[N

’out la proposition.

Définition 8.10. On dit quun R-module M = {i — M;} de E est adique si le §,(R)-module
0.(M) est adique dans le sens de (7.11), autrement dit, si pour tout morphisme f: ¢ — j de I, le
morphisme de transition f*(M;) — M; de M est un isomorphisme, ou f* désigne I'image inverse
au sens des modules (8.1).

Proposition 8.11. Soient M = {i — M;} et N = {i = N;} deuz R-modules de E tels que M
soit adique. On a alors un R-isomorphisme canonique

(8.11.1) Homr(M,N) = {i = Homp,(M;, N;)}.
En effet, d’aprés (7.13.2), on a un isomorphisme canonique

(8.11.2) Hompg(M, N) = Homg, (M,, N,).

Soient V un objet de E, ¢ = w(V),

(8.11.3) w: By — 1.

le foncteur induit par 7. Pour tout morphisme f: i — ¢ de I, la catégorie fibre de w au-dessus de
I'objet (i, f) de I, est canoniquement équivalente & la catégorie (E;), s+ (v). Munissant ;. de la
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topologie induite par celle de I, et chaque fibre (E;) s+ () de la topologie induite par celle de Ej;, @
devient un site fibré vérifiant les conditions de (5.1). En vertu de 5.36, la topologie co-évanescente
de E/y relative a @ est induite par celle de £ au moyen du foncteur canonique vy : £/ — E. En
particulier, le topos des faisceaux de U-ensembles sur E/y est canoniquement équivalent & E Je(V)-
De plus, on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(8.11.4) Mle(V) = {(i, f) = M f* (V) };

et de méme pour N. Par suite, le R|e(V)-module M|e(V) est adique. Notant e.: E, — E, le
foncteur canonique, les isomorphismes (8.11.2) et (8.11.4) induisent un isomorphisme

(8.11.5) Homp-(v)(Mle(V), N|e(V)) = Homp, | (v)(Mclec(V), Nelee(V)),
qui est clairement fonctoriel en V' € Ob(E,); d’ou la proposition ([4] IV 12.1).

Remarque 8.12. Sous les hypotheéses de 8.11, il résulte aussitdt de 7.13 que pour tout morphisme
f:i— j de I, le morphisme de transition du R-module sZomp(M, N) est le composé

[¥(Homp, (M, Nj)) = Hompg,(f*(M;), f*(N;)) = Hompg, (M;, f*(N;)) = H#omg,(M;, N;),

ou f* désigne 'image inverse au sens des modules, la premiére fléche est le morphisme canonique,
la deuxiéme fléche est induite par I'isomorphisme de transition f*(M;) 5 M; de M, et la derniére
fleche est induite par le morphisme de transition f*(N;) — N; de N.

Proposition 8.13. Pour tout R,-module projectif de type fini M, de E, (2.4), il existe essentiel-
lement un unique R-module adique M de E tel que B.(M) = M,. De plus, M est projectif de type

fini.

Pour tout ¢ € Ob(I), notons f;: i — ¢ le morphisme canonique et posons M; = f*(M,). Pour
tout morphisme f: i — j de I, on désigne par
(8.13.1) up: My — fo(M;)
le morphisme adjoint de I’isomorphisme canonique

(M) = f (£ (M) = f7(M,) = M;.

Les morphismes uy vérifient une relation de cocycles du type ([1] (1.1.2.2)); ils définissent donc
un R-module M = {i — M;} de E. Montrons d’abord que M est un faisceau (il sera alors
nécessairement un R-module adique). Notons ¢,: B, — EL le foncteur canonique. Il existe un
recouvrement vertical (V,, = e)pex de E (i.e., une famille couvrante de FE,) tel que pour tout
n € 3, M,|e,(V,) soit un facteur direct d'un (R,|e,(V,,))-module libre de type fini. Il suffit de
montrer que pour tout n € ¥, la restriction de M & la catégorie E,y; est un faisceau pour la
topologie induite par celle de F (|11] II 3.4.4). Compte tenu de 5.36, on peut se réduire au cas
ou V,, = e, auquel cas il existe un entier d > 0, un R,-module N, de EL et un R,-isomorphisme
Rfl 5 M, ® N,. Comme plus haut, on associe & N, un R-module N = {i — N;} de E tel que
N; = f#(N,). On a alors R?* 5 M @ N, ce qui implique que M et N sont des faisceaux.

Montrons ensuite que M est projectif de type fini. Avec les notations précédentes, il suffit de
montrer que M|e(V,,) est un facteur direct d'un (R|e(V;,))-module libre de type fini. On peut de
nouveau se réduire au cas ou V,, = e (5.36), auquel cas il existe un entier d > 0 et deux morphismes
R,-linéaires M, — R? — M, dont le composé est I'identité de M,. En vertu de (7.13.2), il existe

alors deux morphismes R-linéaires M — R? — M dont le composé est I'identité de M ; d’ou la
proposition



TOPOS CO-EVANESCENTS ET GENERALISATIONS 59

8.14. Il résulte de 8.13 et (7.13.2) qu’on a un foncteur pleinement fidele (2.4)
(8.14.1) v: Proj(R,,E,) — Proj(R, E)

tel que B, o v soit isomorphe au foncteur d’inclusion canonique Proj(RL,EL) — Mod(RL,EL)
(8.3.3). En d’autre termes, I’adjoint & gauche du foncteur

(8.14.2) B.: Mod(R, E) — Mod(R,, E,)

est défini en tous les objets de Proj(R,, Eb) et il est donné sur ces objets par le foncteur v, qui est
donc unique a isomorphisme unique prés.

9. SITE ET TOPOS FINIS ETALES D’'UN SCHEMA

9.1. Pour tout schéma X, on désigne par Et /x le site étale de X, c’est-a-dire, la sous-catégorie
pleine de Sch,x (2.1) formée des schémas étales sur X, munie de la topologie étale; c’est un U-

site. On note Xg; le topos des faisceaux de U-ensembles sur Et /x- On désigne par Et.., /x (resp.
Etscoh /x) la sous-catégorie pleine de Et /x formée des schémas étales de présentation finie sur X
(resp. étales, séparés et de présentation finie sur X), munie de la topologie induite par celle de
Et /x ; ce sont des sites U-petits. Si X est quasi-séparé, le foncteur de restriction de X¢; dans le

topos des faisceaux de U-ensembles sur Etcoh /x (resp. Etscoh /x) est une équivalence de catégories
([4] VII 3.1 et 3.2).

9.2. Pour tout schéma X, on appelle site fini étale de X et ’on note Etf/X la sous-catégorie pleine
de Et /x formée des revétements étales de X (c’est-a-dire, des schémas étales finis sur X), munie
de la topologie induite par celle de Et,y ; c¢’est un site U-petit. On appelle topos fini étale de X et
I'on note Xpg; le topos des faisceaux de U-ensembles sur Et¢, x. La topologie étale sur Et¢/x est
clairement moins fine que la topologie canonique. L’injection canonique Etf /X Et /x induit un
morphisme de topos

(9.2.1) px: Xet — Xret-

9.3. Soit f: Y — X un morphisme de schémas. Le foncteur image inverse

(9.3.1) f®:Sch,)x = Sch;y, X'— X' xxV
induit deux morphismes de topos que 'on note (pour les distinguer)
(9.3.2) for: Yoo — X,
(9.3.3) Jree: Yiee — Xret

On omettra les indices des notations fe et frsr lorsqu’il n’y a aucun risque d’ambiguité. On vérifie
aussitot que le diagramme de morphismes de topos

(9.3.4) Yo~ X,

PY \L ipx
fret
Yiet — Xtet
est commutatif & isomorphisme canonique prés :

(9.3.5) px fee = feeepy -
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9.4. Soient f: Y — X un revétement étale,

(941) Tf: Etf/y — Etf/X

le foncteur défini par composition a gauche avec f. Alors 7y induit une équivalence de catégories
Etf/y = (Etf/X)/(yj). La topologie étale sur Etf/y est induite par celle sur Etf/X au moyen du
foncteur 7¢. En vertu de ([4] III 5.2), 74 est continu et cocontinu. Il induit donc une suite de trois
foncteurs adjoints :

(9.4.2) Tht Yieo = Xeer, 750 Xeoo = Yeer,  Tra: Yier — Xro,

dans le sens que pour deux foncteurs consécutifs de la suite, celui de droite est adjoint & droite
de lautre. D’apres ([4] IIT 5.4), le foncteur 7y se factorise & travers une équivalence de catégories
(Yisr) = (Xter) /v - Le couple de foncteurs (T}*, Tr«) définit un morphisme de topos Yrs, — Xiey, dit
morphisme de localisation de X¢g; en Y. Par ailleurs, TJ’? est adjoint & gauche du foncteur frs, image
directe par le morphisme de topos frst. Ce dernier s’identifie donc canoniquement au morphisme
de localisation de X¢e en Y. On renvoie & ([4] VII 1.6) pour les énoncés analogues relatifs aux sites
et topos étales.

9.5. On désigne par Z la catégorie des revétements étales (i.e., la sous-catégorie pleine de la
catégorie des morphismes de Sch, formée des revétements étales) et par

(9.5.1) % — Sch

le “foncteur but”, qui fait de % une catégorie fibrée clivée et normalisée au-dessus de Sch : la
catégorie fibre au-dessus de tout schéma X est canoniquement équivalente a la catégorie Et; /X5
et pour tout morphisme de schémas f: Y — X, le foncteur image inverse f+: Etf/ < — Et; %
n’est autre que le foncteur changement de base par f. Munissant chaque fibre de la topologie étale,
Z/Sch devient un U-site fibré ([4] VI 7.2.1). On désigne par

(9.5.2) 4 — Sch

le U-topos fibré associé a Z/Sch ([4] VI 7.2.6) : la catégorie fibre de ¢ au-dessus de tout schéma
X est le topos Xgé, et pour tout morphisme de schémas f: Y — X le foncteur image inverse
f*: Xeey — Yigt est le foncteur image inverse par le morphisme de topos fis (9.3.3). On note

(9.5.3) 4V — Sch®

la catégorie fibrée obtenue en associant a tout schéma X la catégorie ¥x = Xy, et & tout mor-
phisme de schémas f: Y — X le foncteur freps: Yres — Xper image directe par le morphisme de

topos fret-

9.6. Soient X un schéma connexe, T un point géométrique de X, m1 (X, T) le groupe fondamental
de X en 7. On désigne par B, (x z) le topos classifiant du groupe profini (X, T), c’est-a-dire la
catégorie des U-ensembles discrets munis d’une action continue a gauche de m1(X,T) ([4] IV 2.7),
par ¢ (m1(X,T)) la sous-catégorie pleine de B, (x 7) formée des ensembles finis et par

(9.6.1) v C(m (X, 7)) = Bry(x7)
le foncteur d’injection canonique. Alors le foncteur fibre en T
(9.6.2) wz: Btex = €(m1(X, 7)),

qui & un revétement étale Y de X associe I’ensemble des points géométriques de Y au-dessus de
T, est une équivalence de catégories ([12] V § 4 et § 7). D’autre part, une famille (Y — Y) ea de
Etf /x est couvrante pour la topologie étale, si et seulement si elle est surjective, i.e., son image
dans B, (x 7 est surjective, ou ce qui revient au méme, couvrante pour la topologie canonique de
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B, (x7)- Par suite, la topologie étale sur Et; /x est induite par la topologie canonique de B, (x 7)
au moyen du foncteur ¢ o wz ([4] III 3.3). Comme les objets de € (w1 (X,Z)) forment une famille
génératrice de B (x 7), le foncteur

(9.6.3) Bzt By, (x,z) — Xtet

qui & tout objet G' de B, (xz) (Vvu comme faisceau représentable) associe sa restriction a Et; /X
est une équivalence de catégories en vertu de ([4] IV 1.2.1).

Si (X;)ier est un revétement universel de X au point T (i.e., un pro-objet de Etf/X qui pro-
représente wz), alors le foncteur

(9.6.4) az: Xeet = Bry (x7)
défini pour tout faisceau F' de X4, par

9.6.5 az(F) =1lim F(X;),

(9.6.5) (F) iy (X4)
est une équivalence de catégories quasi-inverse de fz. Celui-ci induit une équivalence de catégories
entre la catégorie des faisceaux de groupes (resp. des faisceaux abéliens) de Xt et la catégorie des
71 (X, T)-groupes discrets (resp. des 71 (X, T)-Z-modules discrets) (cf. [2] 2.5 et 2.7). En particulier,
pour tout faisceau abélien (resp. de groupes) F' de Xgg et tout entier 7 > 0 (resp. ¢ € {0,1}), on a
un isomorphisme canonique fonctoriel

(9.6.6) H'(Xger, F) ~ H' (71 (X, T), az(F)).

Définition 9.7. Soit X un schéma. On dit que X est localement connexe si 'espace topologique
sous-jacent est localement connexe, et que X est étale-localement conneze si pour tout morphisme
étale X’ — X, toute composante connexe de X’ est un ensemble ouvert dans X'.

On peut faire les remarques suivantes :

9.7.1. Pour qu’'un schéma X soit étale-localement connexe, il faut et il suffit que tout X-schéma
étale soit localement connexe ([6] I §11.6 prop. 11), et il suffit que tout X-schéma étale qui est un
schéma affine, soit localement connexe.

9.7.2. Pour que I'ensemble des composantes connexes d’un schéma soit localement fini, il faut
et il suffit que chaque composante connexe soit ouverte et fermée. C’est le cas pour un schéma
localement connexe.

9.7.3. Un schéma dont I'’ensemble des composantes irréductibles est localement fini est localement
connexe ([14] 0.2.1.5).

9.7.4. Un schéma quasi-séparé X dont ’ensemble des composantes irréductibles est localement
fini (par exemple un schéma dont I’espace topologique sous-jacent est localement noethérien) est
étale-localement connexe. En effet, pour tout morphisme étale f: X’ — X tel que X’ soit affine,
f est quasi-compact et donc quasi-fini. Par suite, ’ensemble des composantes irréductibles de X’
est localement fini en vertu de ([15] 2.3.6), et X' est localement connexe (9.7.3).

Remarque 9.8. Soient X un schéma dont ’ensemble des composantes connexes est localement
fini, T un point géométrique de X, ¢z le foncteur fibre de Xy associé a Z, Y la composante
connexe de X contenant T (qui est alors une partie ouverte et fermée de X), j: ¥ — X linjection
canonique, az: Yisy — By, (vz) 'équivalence de catégories définie par un revétement universel de
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Y au point T (9.6.4), v: B, (vz) — Ens le foncteur d’oubli de I'action de 71(Y, ). Alors on a un
isomorphisme canonique de foncteurs

(9.8.1) Pz 0Pk 70 az 0 .

En effet, pour tout V € Ob(Etf/X), on a pz(p%x V) = pz(V), et cet ensemble s’identifie a la fibre
géométrique Vi de V' au-dessus de T. Par suite, V' est un voisinage du point px (Z) de Xger ([4]
IV 6.8.2) si et seulement si Vi est non vide, ou ce qui revient au méme, si et seulement si Y est
contenu dans 'image de V dans X. Soit (Y;);c; un revétement universel de Y au point . Pour
tout ¢ € I, de par sa définition, pz(Y;) contient un élément distingué. On peut donc canoniquement
considérer Y; comme un voisinage de px (T) dans le site Et; /x - De plus, il résulte de I’équivalence
de catégories (9.6.2) que le systéme (Y;);er est cofinal dans la catégorie (opposée de la catégorie)
des voisinages de px (Z) dans le site Etf/X. L’isomorphisme (9.8.1) résulte alors de ([4] IV 6.8.3),
9.4 et de la définition (9.6.5).

Proposition 9.9. Soit X un schéma cohérent (resp. un schéma ayant un nombre fini de compo-
santes connezes). Alors tout objet de Et;/x est cohérent dans Xis ; en particulier, le topos Xiet
est cohérent.

Pour la premiére proposition, comme les produits fibrés sont représentables dans Etf /x> il suffit
de montrer que tout objet de Et; /x est quasi-compact ([4] VI 2.1). Si X est cohérent, tout objet de
Etf /x est un schéma cohérent, et est donc quasi-compact en tant qu’objet du site Etf /X - Supposons
ensuite que X ait un nombre fini de composantes connexes X1,...,X,. Il suffit de montrer que
pour tout objet Y de Etf/x et tout 1 <i <n, Y xx X; est quasi-compact ([4] VI 1.3). On peut
donc supposer que I'image de Y dans X est égale & X;. Quitte & remplacer X par X; (9.4), on
peut se borner au cas ot X est connexe. Il résulte alors de 1’équivalence de catégories (9.6.2) que
Y est quasi-compact.

Comme les limites projectives finies sont représentables dans Etf /x, la seconde proposition
résulte de la premiére et de ([4] VI 2.4.5).

Corollaire 9.10. Pour tout schéma X dont ’ensemble des composantes connexes est localement
fini, le topos Xgsy est algébrique.

En effet, les composantes connexes (X;);c;r de X sont ouvertes et fermées (9.7.2). Par suite,
(X; — X)ier est un recouvrement de Etf/X. D’autre part, pour tout i € I, le topos (Xtst)/x, =
(X;)tst est cohérent en vertu de 9.9, et le morphisme X; — X est clairement quasi-séparé dans
Xist- 1l résulte alors de la définition ([4] VI 2.3) que Xie; est algébrique.

Corollaire 9.11. Pour tout schéma cohérent X, le morphisme px : Xe¢ — Xset est cohérent.

En effet, pour tout objet Y de Etf/X, p%(Y) =Y est un objet cohérent de Xg. Par suite, px
est cohérent en vertu de 9.9 et ([4] VI 3.2).

Lemme 9.12. Soient X un schéma, F un faisceau abélien de torsion, localement constant et
constructible de Xg. Alors :
(i) Il existe un revétement étale Y — X et un homomorphisme surjectif w: Zy, — F, ot Zy,,
est le Z-module libre de X, engendré par'Y ([4] IV 11.3.3).
(il) Sipx«(F) =0, alors F = 0.

(i) Par descente, F' est représentable par un objet Y de Etf/X ([4] IX 2.2). L’identité de F
définit alors une section e de F'(Y') et par suite un homomorphisme u: Zy,, — F qui est clairement
surjectif.
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(ii) Considérons Y et u comme dans (i) et notons Zy,,, le Z-module libre de Xt engendré par
Y. On a p%(Zy,,,) ~ Zy,, en vertu de ([4] IV 13.4(b)). On en déduit un homomorphisme surjectif
w: pi (Zy,,,) — F. Soit v: Zy,,, — px«(F) le morphisme adjoint de u. Si px.(F) = 0, alors v =0
et par suite u = 0, ce qui implique que F' = 0.

Lemme 9.13. Soient X un schéma dont l’ensemble des composantes connexes est localement fini,
Y un objet de Etf/X, F un faisceau abélien de Xis, e € F(Y). Notons Zy,,, le Z-module libre de
Xist engendré par' Y ([4] IV 11.3.3) et u: Zy,,, — F U’homomorphisme associé & e. Alors :
(i) Y est un faisceau localement constant et constructible de Xg.
(ii) Si u est un épimorphisme, alors p% (F) est un faisceau abélien localement constant et
constructible de Xgt.

(i) On peut se borner au cas ot X connexe (9.7.2). D’aprés (9.6.2), il existe un revétement étale
surjectif X’ — X tel que Y x x X’ soit X’-isomorphe a une somme disjointe finie de copies de X’,
d’ou 'assertion.

(ii) Procédant comme dans (i), on peut se réduire au cas ot X est connexe et Y est X-isomorphe a
une somme disjointe finie de copies de X, en vertu de (9.3.4) et ([4] IV 13.4(b)). Donc e correspond
a des sections eg,...,e, € F(X) telles que ’homomorphisme induit 7Y%, — F soit surjectif.
Considérons un point géométrique T de X, et reprenons les notations de (9.6). On en déduit,
compte tenu de I’équivalence de catégories (9.6.4), que az(F') est un groupe abélien de type fini,
muni de Paction triviale de 71 (X, T). Par suite, F' est un faisceau abélien constant de Xy, de valeur
az(F), et il en est alors de méme de p% (F).

Lemme 9.14. Soient X un schéma dont l’ensemble des composantes connexes est localement fini,
F un faisceau de Xge. Alors la catégorie (Et¢/x ), p est filtrante.

Il suffit de montrer que les sommes de deux objets et les conoyaux des doubles fleches sont
représentables dans (Etf/X)/F ([4] T 2.7.1). Si U et V sont deux objets de (Etf/x)/p, la somme
disjointe U U V' est un revétement étale de X qui représente la somme de U et V' dans (Etf /X)/F-
Soient f,g: U = V une double fléche de (Etf /x)/r, G son conoyau dans Xte;. Il suffit de montrer
que G est représentable par un objet de Etf /x - Il existe un recouvrement étale (X; — X);er de
Etf/X tel que, pour tout ¢ € I, X; soit connexe (9.7.2). Par descente, il suffit de montrer que,
pour tout ¢ € I, G|X; est représentable par un objet de Etf/xi ([12] VIII 2.1 et 5.7, [11] IT 3.4.4).
On peut donc se borner au cas ot X est connexe. Considérons un point géométrique T de X,
reprenons les notations de (9.6) et identifions Et; /x avec la catégorie ¢'(m1(X,T)) au moyen de
Péquivalence de catégories (9.6.2). Comme dans toute catégorie galoisienne, les limites inductives
finies sont représentables ([12] V 4.2), le conoyau W de la double fléche (f, g) est représentable dans
¢ (m1(X,7)). Il est immédiat de voir que W est aussi le conoyau de (f,g) dans le topos B, (x z)-
Identifiant X4y avec B, (x 7) au moyen du foncteur (9.6.4), on voit alors que W représente G.

Proposition 9.15. Si X est un schéma cohérent, ayant un nombre fini de composantes connezes,
alors le morphisme d’adjonction id — px.p% est un isomorphisme; en particulier, le foncteur
P Xesy = Xy est pleinement fidéle.

Soit G un faisceau de Xgg. D’aprés ([4] IT 4.1.1), le morphisme canonique de Xygt

(9.15.1) lim U—G
—

(liztf/x)/c
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est un isomorphisme. Comme le foncteur p% commute aux limites inductives et qu’il prolonge le
foncteur d’injection canonique Et¢,x — Et,x, on en déduit un isomorphisme de Xg;

(9.15.2) lim U % pk(Q).

Bty x)/G

D’autre part, les topos X et Xggr sont cohérents (9.9) et le morphisme px est cohérent (9.11).
Donc le foncteur px, commute aux limites inductives filtrantes. En effet, la preuve de ([4] VI 5.1)
vaut aussi pour le foncteur image directe des faisceaux d’ensembles. Comme la catégorie (Etf /X)/G
est filtrante d’aprés 9.14, on en déduit un isomorphisme

(0.15.3) ln U % pxa(pk (6).

(}::tf/X)/G

Par fonctorialité, le morphisme d’adjonction G — px.(p% G) est la limite inductive des morphismes
identiques idy, pour les objets U de (Etf/X)/G. C’est donc un isomorphisme, d’otl la premiére
proposition. La seconde proposition est équivalente & la premiére par les propriétés générales des
foncteurs adjoints.

Remarque 9.16. Soient X un schéma, G un faisceau de X¢y. D’aprés ([4] I5.1 et III 1.3), p% (G)
est le faisceau associé au préfaisceau F' sur Et /x défini, pour tout V' € Ob(Et /X ), par

(9.16.1) F(V)= lm G(U),

(U,u)EI%

ou Iy est la catégorie des couples (U,u) formés d’un objet U de Etf/x et d’'un X-morphisme
u: V. — U. De plus, le morphisme d’adjonction G — px.(p%G) est induit par le morphisme de
préfaisceaux sur Etf /x défini; pour tout U € Ob(Etf /x), par I'isomorphisme canonique

(9.16.2) G(U) = FU);

en effet, Iy admet un objet final, a savoir (U,idy). On prendra garde que cela n’implique pas en
général que le morphisme d’adjonction id — px.p% soit un isomorphisme, puisque p% (G) n’est
pas en général égal a F.

Corollaire 9.17. Soient X un schéma cohérent, ayant un nombre fini de composantes connexes,
F un faisceau (resp. faisceau abélien de torsion) de Xei. Alors les conditions suivantes sont équi-
valentes :
(i) Il existe un faisceau (resp. faisceau abélien de torsion) G de Xiey et un isomorphisme F ~
Pk (G).
(ii) F est limite inductive dans Xg d’un systéme inductif filtrant de faisceaux (resp. faisceauz
abéliens de torsion) localement constants et constructibles.

Montrons que (i) implique (ii). Soit G un faisceau de Xyg. D’apres (9.15.2), on a un isomorphisme
de Xét
(9.17.1) lim U S p%(G).
(Bt x)/G
On en déduit par 9.13(i) et 9.14 que p% (G) vérifie la condition non respée du (ii) .

Soit G un faisceau abélien de torsion de Xy4. Pour tout objet U de (Etf/X)/G7 notons Z,,, le
Z-module libre de Xyg; engendré par U et Hy V'image du morphisme canonique Zy,,, — G ([4] IV
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11.3.3). L’isomorphisme (9.15.1) induit un isomorphisme de groupes de Xy
(9.17.2) lim  Hy 5 G.

—
UG(Etf/X)/G
On en déduit alors un isomorphisme de groupes de Xt
(9.17.3) lim  p (Hu) = px (G).

(Etf/x)/c

D’aprés 9.13(ii) et ([4] IX 1.2), p% (Hy) est un faisceau abélien de torsion, localement constant et
constructible de Xg. Comme la catégorie (Et; /x)/G est filtrante (9.14), p% (G) vérifie la condition
respée du (ii).

Montrons que (ii) implique (i). Considérons en premier lieu le cas o F est un faisceau d’en-
sembles. Par descente, si F' est localement constant et constructible, il est représentable par un
objet Y de Etf/X ([4] IX 2.2); on a donc un isomorphisme F — p%(Y), ce qui démontre la pro-
priété requise dans le cas envisagé. Le cas général s’en déduit puisque p% est pleinement fidéle
(9.15) et commute aux limites inductives.

Considérons ensuite le cas ou F' est un faisceau abélien de torsion, localement constant et
constructible. D’aprés 9.12(i), il existe un revétement étale Y — X et un homomorphisme surjectif
u: Ly, — F,ou Zy,, estle Z-module libre de X¢; engendré par Y. Notons Zy,,, le Z-module libre de
Xie, engendré par Y. On a p% (Zy,,,) ~ Zy,, en vertu de ([4] IV 13.4(b)). Soient v: Zy,,, — px«(F)
le morphisme adjoint de u, G l'image de v, w: p%(G) — F l'adjoint du morphisme canonique
G — px«(F) et H le noyau de w. Il est clair que w est surjectif. D’autre part, px.(F) est de
torsion en vertu de 9.9, 9.11 et ([4] IX 1.2(v)); il en est alors de méme de G et de p% (G). D’aprés
9.13(ii), p% (G) est un faisceau abélien localement constant et constructible de Xg;. Par suite, H
est un faisceau abélien de torsion, localement constant et constructible en vertu de ([4] IX 2.1(ii)
et 2.6). D’une part, la suite

(9.17.4) 0= px=(H) = px-(px (G)) = px.(F)

est exacte. D’autre part, le morphisme d’adjonction G — px.(p%(G)) est un isomorphisme en
vertu de 9.15. On en déduit que px.(H) = 0 et par suite que H = 0 en vertu de 9.12(ii). Donc w
est un isomorphisme, ce qui démontre la propriété requise dans le cas envisagé.

Enfin, le cas o F' est limite inductive dans X¢ d’un systéme inductif filtrant de faisceaux
abéliens de torsion, localement constants et constructibles se déduit du cas précédent puisque p%
est pleinement fidéle (9.15) et commute aux limites inductives.

Définition 9.18. On dit qu'un schéma X est K(m,1) si pour tout entier n > 1 qui est inver-
sible dans Ox et tout faisceau F localement constant et constructible de Z/nZ-modules de Xg,
I’homomorphisme d’adjonction F' — Rpx.(p% F') est un isomorphisme.

Cette notion ne semble raisonnable que pour les schémas qui satisfont aux conclusions de 9.15

et 9.17, en particulier pour les schémas cohérents, ayant un nombre fini de composantes connexes.

10. SITE ET TOPOS DE FALTINGS

10.1. Dans cette section, f: Y — X désigne un morphisme de schémas et
(10.1.1) T E— Bt/x

le U-site fibré déduit du site fibré des revétements étales %2/Sch (9.5.1) par changement de base
par le foncteur

(10.1.2) Et)x —Sch, U UxxY.



66 AHMED ABBES ET MICHEL GROS

On dit que 7 est le site fibré de Faltings associé a f. On peut décrire explicitement la catégorie E de
la fagon suivante. Les objets de E sont les morphismes de schémas V' — U au-dessus de f: Y — X
tels que le morphisme U — X soit étale et que le morphisme V' — Uy = U X x Y soit étale fini.
Soient (V' — U’), (V — U) deux objets de E. Un morphisme de (V' — U’) dans (V — U) est la
donnée d’un X-morphisme U’ — U et d’un Y-morphisme V' — V tels que le diagramme

(10.1.3) VI —
V—U

soit commutatif. Le foncteur 7 est alors défini pour tout objet (V — U) de E, par

(10.1.4) TV —=U)=U.

On notera que le site fibré « vérifie les conditions de 5.1 ainsi que la condition 5.30(i’). On munit
E de la topologie co-évanescente associée a w (5.3), autrement dit, la topologie engendrée par les
recouvrements {(V; — U;) = (V — U)};er des deux types suivants :

(v) U; = U pour tout ¢ € I, et (V; = V);cs est un recouvrement étale.

(¢) (U; = U),er est un recouvrement étale et V; = U; Xy V' pour tout ¢ € 1.
Le site co-évanescent F ainsi défini est encore appelé site de Faltings associé a f ; ¢’est un U-site. On
désigne par E (resp. E) la catégorie des préfaisceaux (resp. le topos des faisceaux) de U-ensembles
sur F. On appelle encore Ele topos de Faltings associé & f. Si F' est un préfaisceau sur E, on note
F¢ le faisceau associé.

Remarque 10.2. La catégorie F a été initialement introduite par Faltings, mais avec une topologie
qui est en général strictement moins fine que la topologie co-évanescente, & savoir, la topologie
engendrée par les familles de morphismes {(V; — U;) = (V — U)}ier telles que (V; = V)er et
(U; = U)ies soient des recouvrements étales (|9] page 214). En effet, si Y est vide, E est le topos
vide, c’est-a-dire qu’il est équivalent a la catégorie ponctuelle ([4] IV 2.2 et 4.4). Cela résulte de
5.9 puisque pour tout U € Ob(Et/X), Uy est vide, et donc (Uy )tst est le topos vide. Par contre, si
I’on munit F de la topologie considérée par Faltings, on obtient le topos Xg;. Cet exemple montre
aussi que la topologie considérée par Faltings ne satisfait pas en général la proposition 5.8, qui joue
pourtant un role essentiel dans son approche, d’ou la nécessité de la modifier comme nous ’avons
fait dans 10.1. Nous donnerons dans [3] un exemple qui illustre un autre défaut de la topologie
considérée par Faltings.

Remarque 10.3. Il résulte de 5.6 et du fait que E admet un objet final que les limites projectives
finies sont représentables dans F, que le foncteur 7 est exact a gauche et que la famille des recou-
vrements verticaux (resp. cartésiens) de E est stable par changement de base. En fait, la limite
projective d’'un diagramme

(10.3.1) V" = U")

|

(V' =U)——(V-=>U)

de F est représentable par le morphisme (V' x V" — U’ xyU”). En effet, ce morphisme représente
clairement la limite projective du diagramme (10.3.1) dans la catégorie des morphismes de schémas
au-dessus de f. Il suffit donc de montrer que c’est un objet de F, ou encore que le morphisme

(10.3.2) V' xy V" = Uy xy, Uy
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est un revétement étale. Celui-ci est clairement un morphisme de Et /v, et est donc étale. D’autre
part, le diagramme
(10.3.3) V' xy V" —— V' xy, V

L]

V—V>V><UYV

ou Ay est le plongement diagonal, est cartésien. Comme Ay est une immersion fermée, on en
déduit aussitot que le morphisme (10.3.2) est fini, d’ou notre assertion.

10.4. Supposons X quasi-séparé, et notons par x I'un des deux symboles “coh” pour cohérent, ou
“scoh” pour séparé et cohérent, introduits dans 9.1. On désigne par

(10.4.1) Tt By — Bty x

le site fibré déduit de 7w par changement de base par le foncteur d’injection canonique (9.1)
(10.4.2) ¢: Et,/x — Etx,

et par

(10.4.3) o FE, > F

la projection canonique. On notera que ¢ est exact a gauche et que les hypothéses de 5.19 sont
satisfaites. Par suite, si ’on munit F, de la topologie co-évanescente définie par m, et si l’on note E,
le topos des faisceaux de U-ensembles sur F, le foncteur ® induit par restriction une équivalence
de catégories

(10.4.4) d,: ESE,.
De plus, la topologie co-évanescente de F, est induite par celle de E au moyen du foncteur ®, en

vertu de 5.20.

Proposition 10.5. Supposons X etY cohérents. Alors : B
(i) Pour tout objet (V — U) de Econ, (V — U)% est un objet cohérent de E.
(ii) Le topos E est cohérent; en particulier, il a suffisamment de points.

(i) En effet, tout objet de Etcoh /x est quasi-compact. D’autre part, tout objet W de Etcoh /v est

un schéma cohérent ; donc tout objet de Etf /w est quasi-compact en vertu de 9.9. La proposition
résulte alors de (10.4.4) et 5.25(iii) (appliqués au site fibré meon (10.4.1)).
(ii) Cela résulte de 5.25(iv) et ([4] VI § 9).

10.6. On munit Et/X de lobjet final X, et E de lobjet final (Y — X). Les foncteurs ax; (5.1.2)
et 0% (5.30.4) sont alors explicitement définis par

(10.6.1) axi: Etyy = B, Vi (V= X),

(10.6.2) ot Et)x - E, Uw (Uy = U).

Ceux-ci sont exacts a gauche et continus (5.30). Ils définissent donc deux morphismes de topos
(10.6.3) B: E = Y,

(10.6.4) o E— X

Pour tout faisceau F' = {U — Fy} sur E, on a 3.(F) = Fx.
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Lemme 10.7. (i) Le foncteur

(10.7.1) U EEty, (VoUwV
est continu et exact a gauche ; il définit donc un morphisme de topos
(10.7.2) U: Yy — E.

(ii) Pour tout faisceau F de Y, on a un isomorphisme canonique de E
(10.7.3) U, (F) 5 {U = pu,«(F|Uy)},

ot pour tout objet U de Et/x, puy : (Uy)et = (Uy)set est le morphisme canonique (9.2.1), et
pour tout morphisme g: U' — U de Et/x, le morphisme de transition

(10.7.4) puy «(F|Uy) = (gy )t (puy, « (F|Uy))
est le composé
(10.7.5) PUy«(FlUy ) = puy «((9y )ers (F|Uy ) = (g9v)sew (pur «(F|UY)),

dans lequel la premiére fleche est induite par le morphisme d’adjonction id — (gy )ets (9y )%
et la seconde fleche par (9.3.4).

En effet, UF est clairement exact & gauche (10.3). D’autre part, pour tout faisceau F' de Yy, on
a un isomorphisme canonique de F

(10.7.6) FoUt 5{U w py,«(F|Uy)},

ot le membre de droite est le préfaisceau sur E' défini par les morphismes de transition (10.7.5). Soit
(Ui = U)ier un recouvrement de Et, x. Pour tout (i, ) € I? posons V; = U; xx Y, Uj; = U; xy Uj
et Vi; =U;; xx Y, et notons h;: V; — Uy et h;j: Vi; — Uy les morphismes structuraux. La suite

(10.7.7) 0= FlUy = [[(ha)ees (FIVi) = [ (hij)ess (FIVij)

i€l (i,)€I?
est exacte. Comme py, » commute aux limites projectives, on en déduit par (9.3.4) que la suite
(10.7.8) 0 = puy«(FIUY) = [ [(hi)tew (pvie (FIVR)) = [T (hig)tes (pviy« (FIVig).-

el (i,5)€1?
est exacte. Par suite, F' o U1 est un faisceau sur E en vertu de 5.8, d’out la proposition.
10.8. Explicitons les constructions du (6.1) pour le foncteur U+ défini dans (10.7.1). Le foncteur
composé
(10.8.1) Ut oot Et)x — Bty
n’est autre que le foncteur image inverse par f: Y — X ; on a donc fg = oW. D’autre part, pour
tout objet U de Et,x, le foncteur (6.1.5)
(10.8.2) U Bty — Etp,,
induit par U, s’identifie a 'injection canonique. On peut donc identifier le morphisme ¥y (6.1.6)
au morphisme canonique py, : (Uy)er — (Uy)eer (9.2.1); en particulier, on a f¥ = py (6.1.9).
Pour tout morphisme g: U’ — U de Et,x, le diagramme (6.2.1) s’identifie alors au diagramme
(9.3.4). Des isomorphismes ¥*o* = ff et U*4* = p}., on déduit par adjonction des morphismes
(10.8.3) o = U, f4,
(10.8.4) AN
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Proposition 10.9. Supposons X quasi-séparé, et Y cohérent et étale-localement connexe (9.7).
Pour tout objet U de Et/X, notons hy: Uy — Y la projection canonique. Alors :
(1) Pour tout faisceau F de Yiey, B*(F) est le faisceau sur Econ défini par {U — (hy)fs F'}-
(ii) Le morphisme d’adjonction id — B.8* est un isomorphisme.
(iii) Le morphisme d’adjonction * — U, p} (10.8.4) est un isomorphisme.

On notera d’abord que les trois foncteurs

(10.9.1) al: Ete)y — Eeon, Vo (V= X),
(10.9.2) o Bteonx = Beon, U= (Uy = U),
(1093) \Iljoh: Econ — Etcoh/Yv (V - U) =V,

sont bien définis, continus et exacts a gauche. Les morphismes de topos qu’ils définissent s’identifient
a B, o et U, respectivement, compte tenu de (10.4.4) et 9.1. D’autre part, pour tout objet U de
Eteon /x, le schéma Uy est cohérent et localement connexe. Par suite, le morphisme d’adjonction
id = puy «p;, est un isomorphisme en vertu de 9.15. La proposition résulte donc de 6.3.

Proposition 10.10. Supposons X etY cohérents. Alors les morphismes B, o et U sont cohérents.

En effet, tout objet de Etcoh /x est cohérent dans Xg; ; tout objet de Etf /v est cohérent dans
Yier (9.9) ; pour tout objet (V — U) de Eeon, (V — U)® est un objet cohérent de E d’aprés 10.5(i).
La proposition résulte donc de ([4] VI 3.3), compte tenu de la preuve de 10.9.

Remarque 10.11. On a un 2-morphisme

(10.11.1) 7: freeB = pxo,

tel que pour tout faisceau F' sur F et tout U € Ob(Etf/X),
Jeees (B (F))(U) = pxs (0« (F))(U)

soit l’application canonique F(Uy — X) — F(Uy — U).

10.12. Considérons un diagramme commutatif de morphismes de schémas

/

(10.12.1) v Lo 5

|, b
y —1>x
On désigne par
(10.12.2) 7' B — Bt x
le site fibré de Faltings associé & f’ (10.1). On munit E’ de la topologie co-évanescente associée

a 7' et note E' le topos des faisceaux de U-ensembles sur E'. Pour tout objet (V — U) de E, le
morphisme canonique V Xy Y’ — U x x X’ est un objet de E’. On définit ainsi un foncteur

(10.12.3) O E—-E, (VoU)m (VxyY -UxxX),

qui est clairement exact a gauche (10.3). Pour tout faisceau F = {U’ + Fyv} sur B/, F o T est
le préfaisceau sur E défini par

(10.12.4) {U = (91)eets (Fuxxx')},
ou pour tout U € Ob(Et/X), g UxxY" — UxxY est le changement de base de ¢'. Soit (U; —
U);er un recouvrement de Et /X- Comme le foncteur (géj)fét* commute aux limites projectives,
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la relation de recollement de F' relativement au recouvrement (U; xx X' — U Xx X');es (5.8.1)
implique la relation analogue pour F o ®T relativement au recouvrement (U; — U);c;. Par suite,
Fo®* est un faisceau sur E (5.8), et & est continu. Celui-ci définit donc un morphisme de topos

(10.12.5) ®: E > E.

Il résulte aussitot des définitions que les carrés du diagramme

’

o ~ B
(10.12.6) Xy <—F —Yiy
9écJ{ J{@ lgéét
s ~ B
Xeg <—— F — Yeat

ou @' et o’ sont les morphismes canoniques (10.6.3) et (10.6.4) relatifs & f/, sont commutatifs a
isomorphismes canoniques prés. D’autre part, le diagramme

(10.12.7) v, Y
4T
Yo ——
ot U’ est le morphisme (10.7.2) relatif a f’, est commutatif & isomorphisme canonique prés.

Remarque 10.13. Conservons les hypotheses de 10.12, soient de plus F' un faisceau abélien de
E, i un entier > 0. Alors le diagramme

(10.13.1) H' (Yiet, . F) ———= Hi(E, F)
H (Y 91 (BF)) v

H! (Y, BL(®*F)) ——H(E', *F)
ot les fleches horizontales proviennent des suites spectrales de Cartan-Leray ([4] V 5.3), u et w sont

les morphismes canoniques et v est induit par le morphisme de changement de base relativement
au carré droit de (10.12.6) (1] (1.2.2.2)).

10.14. Soit (f': Y’ — X') un objet de E. On note
(10.14.1) ' B — Bt x

le site fibré de Faltings associé & f’. Tout objet de E’ est naturellement un objet de E. On définit
ainsi un foncteur

(10.14.2) . F — E.

On vérifie aussitot que @ se factorise a travers une équivalence de catégories
(10.14.3) E 5 E;yi5xry,

qui est méme une équivalence de catégories sur Et /x ([12] VI 4.3), pour le foncteur

(10.14.4) Ejyisxn — Bt x
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induit par m. Il résulte alors de 5.36 que la topologie co-évanescente de E’ est induite par celle de
E au moyen du foncteur ®. Par suite, ® est continu et cocontinu ([4] III 5.2). Il définit donc une
suite de trois foncteurs adjoints :

(10.14.5) ®:FE —-E ®:E—E, &:FE -E,

dans le sens que pour deux foncteurs consécutifs de la suite, celui de droite est adjoint a droite de
lautre. D’aprés ([4] 11T 5.4), le foncteur @, se factorise & travers une équivalence de catégories

(10.14.6) E' 5 Eyyrxna.

Le couple de foncteurs (®*, ®,) définit le morphisme de localisation de E en (Y’ — X')®
(10.14.7) ®: E — E.

Comme ®: E' — F est un adjoint a gauche du foncteur ®*: F — FE’ défini dans (10.12.3), le
morphisme (10.14.7) s’identifie au morphisme défini dans (10.12.5), en vertu de ([4] III 2.5).
10.15. Soit

(10.15.1) w: D — Et )y

le site fibré associé au foncteur image inverse f+: Et /X Et /vy défini dans (5.5). On munit D de

la topologie co-évanescente relative a . On obtient ainsi le site co-évanescent associé au foncteur
—

ft défini dans (4.1), dont le topos des faisceaux de U-ensembles est Xg X x,, Yz (4.10). Tout

objet de E est naturellement un objet de D. On définit ainsi un foncteur pleinement fidéle et exact

a gauche

(10.15.2) ot E— D.

Pour tout U € Ob(Et /x), la restriction de pT aux fibres au-dessus de U n’est autre que le foncteur
d’injection canonique Etf/UY — Et/Uy, autrement dit, le foncteur \I!lt (10.8.2). Le foncteur p*
s’identifie donc au foncteur portant le méme nom, associé au foncteur U* et défini dans (6.4.2).
Celui-ci est continu et exact & gauche. Il définit donc un morphisme de topos (6.4.4)

(10.15.3) p: Xeo Xx,, Yoo — E.

Il résulte aussitot des définitions que les carrés du diagramme

(10.15.4) Xeo <2 Xt s, Yoo ——= Yar
Xet E ’ Yie

sont commutatifs & isomorphismes canoniques prés. De plus, on a un diagramme commutatif

TE*P

(10.15.5) featBp pPxop

| |

PX*T.
fréepy P2 — px feuPo —> PXDP1

ou 7p est le 2-morphisme (4.11.5), 75 est le 2-morphisme (10.11.1), les fleches verticales sont les
isomorphismes sous-jacents au diagramme (10.15.4), et la fléche horizontale non libellée provient
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de (9.3.4). D’autre part, le diagramme

'
(10.15.6) Ve —> Xgp % x., Yot

S

E

ot Wp est le morphisme (4.13.4), est commutatif & isomorphisme canonique prés.

Proposition 10.16. Supposons X quasi-séparé, et Y cohérent et étale-localement connexe (9.7).
Alors le foncteur

(10.16.1) p* B — Xeo %x0, Yot
est pleinement fidéle.

En effet, notons Fcon et Deop les sites fibrés sur ]:]tcoh /x déduits de E' et D, respectivement, par

changement de base par le foncteur d’injection canonique ]:]tcoh /X = Et /x (10.4). Le foncteur pt
(10.15.2) induit un foncteur

(10.16.2) Pt Eeon = Deon,

qui définit le méme morphisme de topos p compte tenu de (10.4.4). D’autre part, pour tout
U € Ob(Etcen / x), le schéma Uy est cohérent et localement connexe. Par suite, le morphisme
d’adjonction id = prry « p*Uy dans (Uy )gst est un isomorphisme d’aprés 9.15. La proposition résulte
donc de 6.6.

Corollaire 10.17. Supposons X et'Y cohérents, et Y étale-localement connexe. Alors la famille

~ —
des points de E images par p des points de X¢ X x,, Yst est conservative.

+—
Cela résulte de 10.16 puisque le topos Xg; X x,, Ye¢r a suffisamment de points en vertu de 5.28
(on notera que f est cohérent).

Corollaire 10.18. Sous les hypothéses de (10.16), la topologie co-évanescente de E est induite
par la topologie co-évanescente de D au moyen du foncteur canonique p™ (10.15.2).

11 suffit de calquer la preuve de 6.8.

10.19. D’aprés 4.20 et ([4] VIII 7.9), la donnée d’un point de Xg; ;Xét Yy est équivalente a la
donnée d’une paire de points géométriques T de X et y de Y et d’une fleche de spécialisation u de
f(y) vers T, c’est-a-dire, d’'un X-morphisme u: § — X(z), oit X(5) désigne le localisé strict de X
en Z. Un tel point sera noté (7 ~» Z) ou encore (u: g ~ T). On désigne par p(y ~ T) son image
par p (10.15.3), qui est donc un point de E. Pour tous F € Ob(X¢) et G € Ob(Yis), on a des
isomorphismes canoniques fonctoriels

~

(10.19.2) (B Gz — (PG
D’apreés (10.15.5), pour tout H € Ob(X¢), I'application
(10.19.3) (0" (px H))pmm) = (B"(fiee H)) o)

induite par 7 (10.11.1), s’identifie canoniquement au morphisme de spécialisation défini par u

(PxH)z — (px H) 5z
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Pour tout objet (V' — U) de E, on a un isomorphisme canonique fonctoriel
(10.19.4) (V = U)oz — Uz XU, Vs

ou l'application Vi — Uy () est induite par V' — U, et Papplication Uz — Uy () est le morphisme
de spécialisation défini par u. Cela résulte de (4.20.6) et du fait que p* prolonge p* (4] IIT 1.4).

Remarque 10.20. Soient U € Ob(Et/X), T,Z deux points géométriques de X, u une fléche de
spécialisation de Z vers Z, u*: Uy — Uz le morphisme de spécialisation correspondant ([4] VIII
7.7). Alors :

(i) Pour tout T’ € Uz, 7' = u*(T') est le point de Uz correspondant au morphisme composé

(10.20.1) 7% X 5 U,

ou i est le X-morphisme défini par Z' ([4] VIII 7.3) ; plus précisément, ¢ est induit par l'inverse
de lisomorphisme canonique Uz = X(z), ou Ugry désigne le localisé strict de U en T
Il existe donc une unique spécialisation u’ de z’ vers 7’ qui s’insére dans un diagramme
commutatif

(10.20.2) 5 Y U

|

EHX(@)

ou les fleches verticales sont les isomorphismes canoniques.

(ii) Si U est séparé sur X, Papplication u* est injective. En effet, si 7’ et T’ sont deux points
de Uz tels que u*(T') = u*(T”) = 7/, alors on a deux spécialisations de z’ vers T’ et T”,
respectivement. En particulier, 'image du morphisme canonique z’ — U x x Xz est contenue
dans chacun des sous-schémas ouverts et fermés Uz) et Ugry de U xx Xz ([15] 18.5.11),
ce qui n’est pas possible.

(iii) Si U est fini sur X, I'application u* est bijective puisque U xx X(z) = HI/GU; Uy

10.21. Supposons X strictement local, de point fermé x. Pour tout U € Ob(]:]tscoh/x) (9.1), on
désigne par Ut la somme disjointe des localisés stricts de U en les points de U, ; c’est un sous-
schéma ouvert et fermé de U, qui est fini sur X ([15] 18.5.11). La correspondance U + Ut définit
un foncteur

(10.21.1) v Btgeon)x — Etg)x,
qui est clairement exact a gauche et continu. Le morphisme de topos associé
(10.21.2) Lot Xrey — Xe

s’identifie au morphisme Ens — Xg défini par x. En effet, le foncteur fibre en x induit une
équivalence entre les topos Xge et Ens car le groupe 71 (X, z) est trivial (9.6.2), et pour tout
U e Ob(EtSCOh/X), I’application canonique U£ — U, est bijective.

Considérons le site fibré

(10213) Tscoh : Fscoh — Etscoh/X

défini dans (10.4), et munissons E.on de la topologie co-évanescente associée a mycon. On rappelle
que le topos des faisceaux de U-ensembles sur E.on s’identifie canoniquement a F (10.4.4). Pour



74 AHMED ABBES ET MICHEL GROS

tout objet (V — U) de Eyeon, V xp Ul =V xy,, UY est un revétement étale de Y. On obtient
ainsi un foncteur

(10.21.4) 07 Egon = Ety)y, (Vo U)=V xyU.

Lemme 10.22. Conservons les hypotheéses de (10.21).
(i) Le foncteur 0T est continu et exact a gauche; il définit donc un morphisme de topos

(10.22.1) 0: Yie, — E.
(ii) Pour tout faisceau F de Yier, on a un isomorphisme canonique de faisceauz sur Egcon
(10.22.2) 0.(F) 5 {U — (ju)tees (FIUL)},

ot pour tout U € Ob(EtSCOh/X), Jju: U)f, — Uy désigne l'injection canonique, et pour tout
morphisme g: U' — U de Etscoh/X; le morphisme de transition

(10.22.3) (0 )tees (F1UL) = (gy)tere (o )eses (F|US))
est le composé
(10.22.4) (v )eeten (FIUY) = (v )tees (98 )eatn (FIUE)) 5 (9y sees (G )seen (FIUS)),

ou gt: Ut — U est limage de g par le foncteur (10.21.1), la premicre fleche est induite
par le morphisme d’adjonction id — (g% )rerx (g )5e: €t la seconde fleche est lisomorphisme
canonique.

On vérifie aisément que #T commute aux produits fibrés et transforme objet final en objet
final. 11 est donc exact a gauche ([4] I 2.3.1). D’autre part, pour tout faisceau F' de Yzg, on a un
isomorphisme canonique de Fg.on
(10.22.5) Fo0t 5 {Uw (ju)wew(FIUL) Y,

ot le membre de droite est le préfaisceau sur Eycon défini par les morphismes de transition (10.22.4).
Soit (U; — U)ier un recouvrement de Bty x. Pour tout (i,5) € I?, posons V; = U; xx Y,
Wi = sz Xx Y, Uij = Ul XU Uj, ‘/ij = Uij X)(Y et Wij = Ulfj Xx Y, et notons hl V; — (]y7
gi: Wi = UL, hij: Vij — Uy et gi;j: Wij — UL les morphismes structuraux. Le foncteur (10.21.1)
étant exact a gauche et continu, la suite
(10.22.6) 0— F|Uy — H(gi)fét*(F|Wi) = H (i )eers (F|Wij)

iel (i,9)€l?
est exacte. Comme (ji)set« commute aux limites projectives, on en déduit que la suite

(10.22.7)

0— (]U)fet*(F‘UY — H fet* (]U )fet*(F|W = H ’L] fet*((]Uw)fet*(F|W2j))
el (i,5)€I?

est exacte. Par suite, Fof7 est un faisceau en vertu de 5.8. Donc ®* est continu, d’ot1 la proposition.

10.23. Conservons les hypothéses de (10.21) et explicitons les constructions de (6.1) pour le fonc-
teur 61 défini dans (10.21.4). Le foncteur composé

(10.23.1) 07 00T Etgeon/x — Etgy

n’est autre que le foncteur U +— U)f,; on a donc g = 4 frsr, 00 Ly est le morphisme (10.21.2).
D’autre part, pour tout objet U de Etscoh/Xa le foncteur (6.1.5)

(10.23.2) 07 : Btyju, — Bty
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induit par 67 n’est autre que l'image inverse par le morphisme canonique jy : U§ — Uy ; en
particulier, 6 est une section de 3, i.e., on a un isomorphisme canonique (6.1.9)

(10.23.3) B0 = idy, -
On obtient un morphisme de changement de base

(10.23.4) B. — 0%,

composé de B, — B.0,0* = 6%, ot la premiére fléche est induite par le morphisme d’adjonction
id — 6.0*, et la seconde fléche par (10.23.3).

10.24. Conservons les hypothéses de (10.21). Le morphisme px : Xg — Xgs 8'identifie & P'unique
morphisme de topos X¢ — Ens ([4] IV 4.3). Le morphisme composé t,px: Xet — Xe est défini
par le morphisme de sites

(10.24.1) Etocon/x — Etgeon/x, U UL
L’injection canonique Uf — U, pour U € Ob(EtSCOh /x ), définit alors un 2-morphisme
(10.24.2) idXét — lgPX-

D’aprés 3.7, les morphismes de topos topx far: Yoz — Xet et idy,,, et le 2-morphisme fe — topx fet
induit par (10.24.2), définissent un morphisme de topos

(10.24.3) v Yo — Xet ;Xét Yet
tel que p1y = txpx for, P2y = idy,, et T est induit par (10.24.2) :
fet

(10.24.4) Xgp ~—— Vi
leapPxX ol
P1 <~ P2

Xét Xét XXét }/ét ét
fet
Xet

Reprenons les notations de (10.15) et notons Dgcop le site fibré sur Etscoh/X déduit de D (10.15.1)

par changement de base par le foncteur d’injection canonique Etscoh /X — Et /X (10.4). 11 résulte
de 4.6(i) que pour tout (V — U) € Ob(Dseon), on a un isomorphisme canonique

(10.24.5) YV = U)) SV xy U

On en déduit que le diagramme

,
(10.24.6) Yoo —> Xup X x, Yot

Yiee ——E

est commutatif & isomorphisme canonique prés.
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Proposition 10.25. Sous les hypothéses de (10.21), pour tout faisceau F de E et tout point
géométrique iy de Y, Uapplication

(10.25.1) (BaF) py gy = (07F) py ()

induite par le morphisme de changement de base (10.23.4) est bijective.

On notera d’abord qu’il existe une unique spécialisation de f (%) dans x ; on peut donc considérer
—
le point (y ~» x) de Xg X x,, Yo . Il est clair que les points v(7) et (¥ ~» x) sont canoniquement
isomorphes. Il résulte alors de (10.24.6) que les points 6(py (7)) et p(g ~» =) de E sont canoni-
quement isomorphes. On désigne par 6 la catégorie des objets y-pointés de Et¢/y et par 7y la
catégorie des voisinages du point p(y ~~ x) dans le site Egcon ([4] IV 6.8.2). Le foncteur (10.6.1)
(10.25.2) a5 Bty = Egeon, Ve (V= X)
et 'isomorphisme (10.19.4) induisent un foncteur
Le morphisme d’adjonction F — 6,(6*F) est tautologiquement défini, pour tout (V — U) €
Ob(Escon), par 'application canonique
F(V = U) = (0*F)(V xp UY).

Par suite, (10.25.1) s’identifie & ’application
(10.25.4) h_r)n F(W — X) — Fp@wz)

-/ o
wWyHees

induite par jz. Il suffit donc de montrer que le foncteur 57 est cofinal. Comme j5 est pleinement
fidele (10.19.4) et que la catégorie Py est cofiltrante, il suffit encore de montrer que pour tout objet
B de %y, il existe un objet A de €5 tel que B majore j5(A) (i.e., Homg, (35(A), B) # (), en vertu
de ([4] I 8.1.3(c)).

Soient (V' — U) un objet de Fycon, & € Ur X, Vg, @' (vesp. ¥') I'image de x dans U, (resp.
Vg'). Le point 2’ détermine une section i: X — U, et par suite un diagramme cartésien

(10.25.5) Vixp X —>X
V———U
Par ailleurs, d’aprés 10.20(i), le diagramme
(10.25.6) J—>Y —>X
g —=V—=U

est commutatif. On en déduit un point géométrique 7’ de V xyy X qui reléve les points géométriques
7' de Vet f(y) de X. Par suite, (V xy X,7") est un objet de €, et le diagramme (10.25.5) induit
un morphisme de Zy

17V xpg X, 7)) = ((V xup X = X),7") = (V= U),k).

La proposition est donc démontrée.
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Corollaire 10.26. Supposons X strictement local, et l’ensemble des composantes connexes de Y
localement fini. Alors le morphisme de changement de base B, — 0* (10.23.4) est un isomorphisme ;
en particulier, le foncteur B, est exact.

En effet, comme les composantes connexes de Y forment un recouvrement de Et; sy (9.7.2), la
famille des points de Yz de la forme py (7), lorsque 7 décrit les points géométriques de Y, est
conservative (9.8). La proposition résulte donc de 10.25.

Corollaire 10.27. Supposons X strictement local, et ’ensemble des composantes connexes de Y
localement fini. Notons 0: Yiey — E le morphisme de topos (10.22.1). Alors :
(i) Pour tout faisceau F de E, application canonique

(10.27.1) [(E, F) = I'(Yiet, 0% F)

est bijective.
(ii) Pour tout faisceau abélien F de E, lapplication canonique

(10.27.2) H'(E, F) — H'(Yia, 0°F)
est bijective pour tout i > 0.

(i) En effet, le diagramme

(10.27.3) I'(E,F) ~ T(Yist, B+ F)
T(E, 0.(6" F)) < T(Yicr, B (6.(9° F)))

Tk

F(xffétv Q*F)

ol w, w’ et v’ sont les bijections canoniques, u et v sont induits par le morphisme d’adjonction
id — 0,0* et v’ est induit par Iisomorphisme (10.23.3), est commutatif. Comme u’ o u est bijectif
en vertu de 10.26, il en est de méme de v’ o v, d’ou la proposition.

(ii) En effet, le diagramme

(10.27.4) H!(E, F) <———— H'(Yiat, B F)

Hi(E, 0, (6" F)) <" H (Yier, B (0, (07 F)))

|

H' (Yigr, 0 F)

ot w, w’ et v’ sont induits par la suite spectrale de Cartan-Leray ([4] V 5.3), u et v sont induits par
le morphisme d’adjonction id — 6,6* et v’ est induit par I'isomorphisme (10.23.3), est commutatif.
D’autre part, u’ o u est bijectif, et le foncteur 3, est exact en vertu de 10.26; donc w est bijectif,
d’ott la proposition.
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10.28. Soient T un point géométrique de X, X lelocalisé strictde X enZ,Y =Y xx X, f: ¥ — X

la projection canonique. On désigne par £ le site de Faltings associé¢ a f (10.1), par E le topos des
faisceaux de U-ensembles sur E et par

(10.28.1) 0: Y, = E

le morphisme de topos défini dans (10.22.1). Le foncteur

(10.28.2) O E—E (VoU)—(VxyY—>UxxX)
étant continu et exact & gauche (10.12.3), il définit un morphisme de topos
(10.28.3) ®: E— E.

Proposition 10.29. Conservons les hypothéses de (10.28), supposons de plus que X soit locale-
ment noethérien et que f soit de type fini. Alors :
(i) Pour tout faisceau F de E, on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(10.29.1) 04 (F)z 5 T (Yyg, 0 (*F)).
(ii) Pour tout faisceau abélien F de E et tout entier i > 0, on a un isomorphisme canonique
fonctoriel
(10.29.2) Rio.(F)z = H (Yyg, 0F (O*F)).

Cette proposition sera démontrée dans 11.14.

10.30. Soient F' = {U — Fy} un faisceau abélien de E, i un entier > 0. On désigne par HF)
le faisceau de Xg; associé au préfaisceau sur Et,x défini pour tout U € Ob(Et,x) par le groupe
(10.30.1) H'(Uy )ser, Fu),

et pour tout morphisme g: U’ — U de Et /x, par 'application composée

(10.30.2) H'((Uy)set, Fur) = H (Uy tet, (9v ters (Fur)) = H (U )gers Forr),

ou la premiére fleche est induite par le morphisme de transition de F' et la seconde fléche est induite
par la suite spectrale de Cartan-Leray ([4] V 5.3).

Pour tout objet U de Et /x> le topos E/(y, )« est canoniquement équivalent au topos de
Faltings associé au morphisme Uy — U d’aprés (10.14.6). On a donc un morphisme canonique de
topos (10.6.3)

(10.30.3) Bu: Envy »vys — (Uy)ies-

Par définition du foncteur de restriction ([4] III 5.3), on a un isomorphisme canonique
(10.30.4) Bu«(F|(Uy — U)*) = Fy.

Par conséquent, la suite spectrale de Cartan-Leray induit une application fonctorielle en F
(10.30.5) H'((Uy)tst, Fyr) — HY((Uy — U)*, F).

Soit g: U’ — U un morphisme de Et /x- Le diagramme

~ By
(10.30.6) Ejwy»uvrys — (Uy )it

Al l (9v )ret

~ B
E vy »uye — (Uy)rat
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ou A est le morphisme de localisation de E/(Uy_)U)a en (U, — U")?, est commutatif, & isomor-
phisme canonique prés. Cela se vérifie aussitdt sur le diagramme de morphismes de sites corres-
pondant. Par ailleurs, le diagramme

(10.30.7)

Bus(F|(Uy = U)*) = Buu A\u(FI(Uy = U")") —Z (9v st (Bur (FI(U3, = U')%)

Fy - (9v)rets (Fur)

ol a est induit par le morphisme d’adjonction id — A\ A*, b est induit par le diagramme (10.30.6), ¢
est le morphisme de transition de F, et les identifications verticales proviennent de ’isomorphisme
(10.30.4), est commutatif. On en déduit que le diagramme

(10308) Hi((UY)fét,FU) —>Hl((Uy — U)a,F)

|

H (Uy )tet, (9v )sets (Fur))
H'((Uy)ses, Fvr) ——— H'((Uy, = U')*, F)

ou les fleches horizontales sont les applications (10.30.5), les fleches verticales de gauches sont
définies dans (10.30.2) et la fleche verticale de droite est l’application canonique, est commutatif.
Par suite, l'application (10.30.5) définit un morphisme de préfaisceaux sur Et /x- Prenant les
faisceaux associés, on obtient un morphisme de groupes abéliens de Xt

(10.30.9) H(F) — Rio.(F).

10.31. Reprenons les hypothéses et notations de (10.28) et notons
(10.31.1) B:E — Y

le morphisme canonique (10.6.3). Choisissons un voisinage ouvert affine Xy de I'image de T dans
X et notons I la catégorie des Xy-schémas étales Z-pointés qui sont affines au-dessus de X (cf. [4]
VIII 3.9 et 4.5). Pour tout U € Ob(I), on désigne par

(10.31.2) vy: Y = Uy

le changement de base du morphisme canonique X — U par f. On associe a tout faisceau F =
{U — Fy} de E le foncteur

(10.31.3) IO — Zfét’ U — (VU);ét(FU)7
qui & tout morphisme g: U’ — U de I fait correspondre le morphisme composé
(v0)ies (Fur) = (Vo )ia ((9v)ieFo) — (Vo) (Fur),

ou la premiére fleche est induite par la relation vy = gy o vy et la seconde fléche provient du
morphisme de transition Fyy — (gy st (Fyr) de F.
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Proposition 10.32. Sous les hypothéses de (10.31), pour tout faisceau F = {U — Fy} de E, on
a un isomorphisme canonique fonctoriel

(10.32.1) B(@7F) = lim (vy)ie(Fu).
vel®°

Cette proposition sera démontrée dans 11.15.
Théoréme 10.33. Supposons X localement noethérien et f de type fini. Alors pour tout faisceau

abélien F de E et tout entier i > 0, le morphisme S (F) — Rio,(F) (10.30.9) est un isomor-
phisme.

Ce théoréme sera démontré dans 11.16.

11. LIMITE PROJECTIVE DE TOPOS DE FALTINGS

11.1. On désigne par M la catégorie des morphismes de schémas et par © la catégorie des mor-
phismes de 91. Les objets de © sont donc des diagrammes commutatifs de morphismes de schémas

(11.1.1) V—U

,

Y —X
ou l'on considére les fléches horizontales comme des objets de 9 et les fleches verticales comme des
morphismes de 9t; un tel objet sera noté (V,U,Y, X). On désigne par € la sous-catégorie pleine
de © formée des objets (V,U,Y, X) tels que le morphisme U — X soit étale de présentation finie
et que le morphisme V' — Uy = U X x Y soit étale fini. Le “foncteur but”
(11.1.2) e—-mMm (VUY,X)— (Y = X),

fait de & une catégorie fibrée, clivée et normalisée. La catégorie fibre au-dessus d’un objet f: ¥ — X
de 91 est la catégorie sous-jacente au site restreint de Faltings associé a f, noté E.on dans (10.4).
Pour tout diagramme commutatif de morphismes de schémas

(11.1.3) Yy’ A X'

Y —X
le foncteur image inverse de (11.1.2) associé au morphisme (¢’, g) de 9 est le foncteur (10.12.3)
(11.1.4) Pt ¢ €y, (VoU s (VxyY -Uxx X').
Munissant chaque fibre de /9t de la topologie co-évanescente (10.4), & devient un U-site fibré
(cf. 10.12 et [4] VI 7.2.4). On désigne par
(11.1.5) §— M

le U-topos fibré associé a /M ([4] VI 7.2.6) : la catégorie fibre de § au-dessus d’un objet f: ¥ — X
de M est le topos ¢ ¢ des faisceaux de U-ensembles sur le site co-évanescent €y, et le foncteur image
inverse relatif au morphisme défini par le diagramme (11.1.3) est le foncteur ®*: ¢ = ¢ f+ image
inverse par le morphisme de topos ®: @f/ — éf associé au morphisme de sites &1 (11.1.4). On
note

(11.1.6) 3V —me
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la catégorie fibrée obtenue en associant & tout objet f: Y — X de 9 la catégorie §; = éf, et a
tout morphisme défini par un diagramme (11.1.3) le foncteur ®,: € — €4 image directe par le
morphisme de topos ®: €5 — &,

11.2. Soient I une catégorie cofiltrante essentiellement petite ([4] I 2.7 et 8.1.8),

(11.2.1) @: I—-M i (fz Y, — X,‘)

un foncteur tel que pour tout morphisme j — 7 de I, les morphismes Y; — Y; et X; — X, soient
affines. On suppose qu’il existe ig € Ob(I) tel que X;, et Y;, soient cohérents. On désigne par

(11.2.2) ¢, — I
(11.2.3) Jo — I
(11.2.4) 5o — I°

les site, topos et catégorie fibrés déduits de € (11.1.2), § (11.1.5) et F* (11.1.6), respectivement,
par changement de base par le foncteur ¢. On notera que §,, est le topos fibré associé a &, ([4] VI
7.2.6.8). D’aprés ([15] 8.2.3), les limites projectives

(11.2.5) X=lm X; e Y= lim Y
— —
i€Ob(I) i€Ob(I)

sont représentables dans la catégorie des schémas. Les morphismes (f;);e; induisent un morphisme
f:Y — X, qui représente la limite projective du foncteur (11.2.1).
Pour tout ¢ € Ob(I), on a un diagramme commutatif canonique

(11.2.6)

HX

|, ]

—s X

11 lui correspond un foncteur image inverse (11.1.4)

(11.2.7) DF: Ep — €,
qui est continu et exact a gauche, et par suite un morphisme de topos
(11.2.8) ®;: €5 — €.
On a un foncteur naturel
(11.2.9) ¢, — €y,

dont la restriction 4 la fibre au-dessus de tout i € Ob(I) est le foncteur ®; (11.2.7). Ce foncteur
transforme morphisme cartésien en isomorphisme. Il se factorise donc de fagon unique a travers un

foncteur ([4] VI 6.3)
(11.2.10) lim €, — ;.
—

IO
Le I-foncteur €, — € x I déduit de (11.2.9) est un morphisme cartésien de sites fibrés ([4] VI
7.2.2). 1l induit donc un morphisme cartésien de topos fibrés ([4] VI 7.2.7)

(11.2.11) Erx I — 3y

Proposition 11.3. Le couple formé du topos @f et du morphisme (11.2.11) est une limite projec-
tive du topos fibré §,/1 ([4] VI 8.1.1).
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On notera d’abord que le foncteur (11.2.10) une équivalence de catégories en vertu de ([15] 8.8.2,
8.10.5 et 17.7.8). Soient T' un U-topos,
(11.3.1) h:Tx 1§,

un morphisme cartésien de topos fibrés au-dessus de I. Notons e7: €, — §, le foncteur cartésien
canonique ([4] VI (7.2.6.7)), et posons

(11.3.2) ht =h*oer: €, 5T x I.
Pour tout ¢ € Ob([), on désigne par
(11.3.3) hi: ¢, =T

la restriction de A" aux fibres au-dessus de i. Compte tenu de I’équivalence de catégories (11.2.10)
et de ([4] VI 6.2), il existe un et essentiellement un unique foncteur

(11.3.4) gt ¢y =T
tel que ht soit isomorphe au composé
gt xidr
(11.3.5) C, ——=Cx] —Tx1,

ou la premiére fleche est le foncteur déduit de (11.2.9). Montrons que g7 est un morphisme de sites.
Pour tout objet (V — U) de €y, il existe i € Ob([), un objet (V; — U;) de €y, et un isomorphisme
de @f

(11.3.6) (V=U) S o5 (Vi = Uy).

Comme les foncteurs h et fbj sont exacts a gauche, on en déduit que g™ est exact a gauche.
D’autre part, tout recouvrement cartésien (resp. vertical) fini de € (5.3) est 'image inverse d’un
recouvrement cartésien (resp. vertical) de €y, pour un objet ¢ € I, en vertu de ([15] 8.10.5(vi)).
Comme les schémas X et Y sont cohérents, on en déduit que g+ transforme les recouvrements
cartésiens (resp. verticaux) de €y en familles épimorphiques de T'. Par suite, g est continu en
vertu de 5.8. Il définit donc un morphisme de topos

(11.3.7) g: T — &
tel que h soit isomorphe au composé

gxidr

(11.3.8) TxI

& x B

ot la seconde fléche est le morphisme (11.2.11). Un tel morphisme g est essentiellement unique car
la “restriction” g7 : €; — T du foncteur g* est essentiellement unique d’aprés ce qui précede, d’ou
la proposition.

11.4. Munissons €, de la topologie totale ([4] VI 7.4.1) et notons Top(€&,,) le topos des faisceaux
de U-ensembles sur €,. D’aprés ([4] VI 7.4.7), on a une équivalence canonique de catégories (2.2)

(11.4.1) Top(€,) = Homys (I°, ).

D’autre part, le foncteur naturel €, — &, (11.2.9) est un morphisme de sites ([4] VI 7.4.4) et
définit donc un morphisme de topos

(11.4.2) w: €; — Top(E,).
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En vertu de 11.3 et ([4] VI 8.2.9), il existe une équivalence de catégories © qui s’insére dans un
diagramme commutatif

(1143) Gf © Homcart/lo (IO,SX)

Top(€¢,) —— Homo(1°,F))

ou la fleche horizontale inférieure est I’équivalence de catégories (11.4.1) et la fleche verticale de
droite est I'injection canonique.
Pour tout objet F' de Top(&,), si {i — F;} est la section correspondante de Homjo (I°,§¥)7
on a un isomorphisme canonique fonctoriel ([4] VI 8.5.2)
(11.4.4) w*(F) = h_r}n O (F;).
i€I°
Corollaire 11.5. Soient F un faisceau de Top(&,), {i — Fi} la section de Homyo(1°,§Y) qui

lui est associée par ’équivalence de catégories (11.4.1). Alors on a un isomorphisme canonique
fonctoriel

(11.5.1) lim T(&p,, ;) = T(&y, lim ®7(F})).
i€I® i€l®

Corollaire 11.6. Soient F un faisceau abélien de Top(&,), {i — Fi} la section de Homyo (1°,§)
qui lui est associée par l'équivalence de catégories (11.4.1). Alors pour tout entier ¢ > 0, on a un
isomorphisme canonique fonctoriel

(11.6.1) lim HY(E7,, F;) % HY(Ey, lim @ (F,)).
i€I® i€I®

Les corollaires 11.5 et 11.6 résultent de 11.3 et ([4] VI 8.7.7). On notera que les conditions
requises dans ([4] VI 8.7.1 et 8.7.7) sont satisfaites en vertu de 10.5 et ([4] VI 3.3, 5.1 et 5.2).

11.7. On désigne par

(11.7.1) R, — 1,
(11.7.2) Yo — I,
(11.7.3) 9] - I°

les site, topos et catégorie fibrés déduits, respectivement, du site fibré des revétements étales #/Sch
(9.5.1), du topos fibré¢ ¢/Sch (9.5.2) et de la catégorie fibrée ¢ /Sch® (9.5.3), par changement de
base par le foncteur

(11.7.4) I —+Sch, i—Y;
induit par ¢ (11.2.1). Pour tout ¢ € Ob(I), on note
(11.7.5) v;: Y =Y

le morphisme canonique (11.2.5). On a un foncteur naturel
(11.7.6) Ry — Ry

dont la restriction a la fibre au-dessus de i € Ob(I) est donnée par le foncteur de changement de
base par le morphisme v;
%yi = Ry, Y;—li—)Y;-/XYiY
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Ce foncteur transforme morphisme cartésien en isomorphisme, et se factorise donc de fagon unique
a travers un foncteur

(11.7.7) hﬁm Ry — Ry .
Le I-foncteur Z, — Xy x I déduit de (11.7.6) est un morphisme cartésien de sites fibrés ([4] VI
7.2.2). Il induit donc un morphisme de topos fibrés

(11.7.8) Yier X I = 9,

Lemme 11.8. Le foncteur (11.7.7) est une équivalence de sites lorsque I’on munit la source de la
topologie de la limite inductive du site fibré Z, (|4] VI 8.2.5) et le but de la topologie étale.

En effet, le foncteur (11.7.7) est une équivalence de catégories en vertu de ([15] 8.8.2, 8.10.5
et 17.7.8). Soient i € Ob(I), g;: Y/ — Y; un revétement étale, g: Y’ — Y le revétement étale
déduit de g; par changement de base par le morphisme Y — Y;. D’aprés ([15] 8.10.5), pour que g
soit surjectif, il faut et il suffit qu’il existe un morphisme j — i de I tel que le revétement étale
gj: Yj’ — Y; déduit de g; par changement de base, soit surjectif. L’assertion relative aux topologies

s’ensuit compte tenu de ([4] VI 8.2.2 et III 1.6).

Proposition 11.9. Le couple formé du topos Yig et du morphisme (11.7.8) est une limite projective
du topos fibré G, /1.

Cela résulte de 11.8 et ([4] VI 8.2.3).

Corollaire 11.10. Soient F un faisceau abélien du topos total de Z,, {i — F;} la section de
Homjo. (IO,%@V) qui lui est associée. Alors pour tout entier ¢ > 0, on a un isomorphisme canonique
fonctoriel

(11.10.1) tim (Yot ) S HY(Vies, T () (F2).
i€I® icIO

Cela résulte de 11.9 et ([4] VI 8.7.7). On notera que les conditions requises dans ([4] VI 8.7.1 et
8.7.7) sont satisfaites en vertu de 9.9 et ([4] VI 3.3, 5.1 et 5.2).

11.11. On désigne par

(11.11.1) B: €5 = Yig
et, pour tout i € Ob(I), par
(11.11.2) Bi: €5 = (Y)iar

les morphismes canoniques (10.6.3). Il résulte de (10.12.6) et ([12] VI 12; cf. aussi [1] 1.1.2) qu’il
existe essentiellement un unique morphisme cartésien de topos fibrés

(11.11.3) Bo: T = Y
dont la fibre au-dessus de tout @ € Ob(I) est le morphisme f;. De plus, le diagramme de morphismes

de topos fibrés

~ id
(11.11.4) Erx T 255 Vi x 1

|

8
Se .

Y
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ou les fléches verticales sont les morphismes (11.2.11) et (11.7.8), est commutatif & isomorphisme
canonique prés. On peut donc identifier § au morphisme déduit de (3, par passage a la limite
projective dans le sens de ([4] VI 8.1.4).

Proposition 11.12. Soient F' un faisceau de Top(€,), {i — F;} la section de Homyo (1°,§)
qui lui est associée par Uéquivalence de catégories (11.4.1). Alors on a un isomorphisme canonique
fonctoriel

(11.12.1) Bu( F) S lim ()i (Bee (),
S
ot w est le morphisme (11.4.2) et v; est le morphisme (11.7.5).

Cela résulte de 11.11 et ([4] VI 8.5.9). On notera que les conditions requises dans loc. cit. sont
satisfaites en vertu de 10.5, 10.10 et ([4] VI 3.3 et 5.1).

Remarque 11.13. Soient F' un faisceau abélien de Top(&,), {7 ~— F;} lasection de Homyo (I°,§ )
qui lui est associée par I’équivalence de catégories (11.4.1), ¢ un entier > 0. Il résulte alors de 10.13
que le diagramme

(11131) lg)jl Hq((}/;)féty/gl*(Fl)) hj}l Hq(@f” Fl)
i€I® icI0
u
i H(Yiee, ()5 (B (F) .

i€I®

HI (Vieo, B (o F))

HY(&;, " F)

ou les fleches horizontales proviennent des suites spectrales de Cartan-Leray, u est le morphisme
canonique, v est induit par (11.12.1), et w est induit par (11.4.4), est commutatif.

11.14. Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 10.29. Choisissons un voisinage ouvert
affine Xy de I'image de T dans X. Notons I la catégorie des X(-schémas étales T-pointés qui sont
affines au-dessus de Xy (cf. [4] VIII 3.9 et 4.5), et ¢: I — M le foncteur qui & un objet U de
1, associe la projection canonique fy: Uy — U. Alors f s’identifie canoniquement & la limite
projective du foncteur . Pour tout U € Ob(I), le topos E /(Uy —U)e est canoniquement équivalent
au topos de Faltings associé au morphisme f; d’aprés (10.14.6). Par suite, avec les notations de
cette section, pour tout faisceau F de E, {U ~— F|(Uy — U)%} est naturellement une section
de Homys(I°,§}). Elle définit donc un faisceau de Top(€,) (11.4.1). On a un isomorphisme
canonique fonctoriel (11.4.4)

(11.14.1) *(F) = o*({U = F|(Uy — U)*}).
(i) D’apres ([4] VIII 3.9 et 4.5), on a un isomorphisme canonique
(11.14.2) 0.(F)z = lim T((Uy — U)*, F).
UeI®

Celui-ci induit un isomorphisme fonctoriel

(11.14.3) 0.(F)z 5 T(E, ®(F)),
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en vertu de 11.5. La proposition s’en déduit compte tenu de 10.27(i) (on notera que Y est noethé-
rien).
(ii) Cela résulte, comme pour (i), de 11.6, 10.27(ii) et de I'isomorphisme canonique ([4] V 5.1(1))
(11.14.4) Rio,.(F)z = lim H'((Uy — U)*, F).
—

Uuer®

11.15. La proposition 10.32 résulte de 11.12 (appliqué a la situation introduite dans 11.14), en
tenant compte de (10.30.4).

11.16. Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 10.33. Soit T un point géométrique de
X. Reprenons les hypothéses et notations de 10.28 et 10.31. D’apres ([4] IV (6.8.4)) et 11.10, on a
des isomorphismes canoniques

(11.16.1) A (F)z = lim H((Uy)ser, Fr) = H' (Yeey, im (vp)fe Fo).-
Uer° Uer®

11 résulte de 11.6 (cf. 11.14) qu’on a un isomorphisme canonique

(11.16.2) Rio,(F)z S HI(E, ®*F).
Donc en vertu de 10.26, la suite spectrale de Cartan-Leray ([4] V 5.3) induit un isomorphisme
(11.16.3) Rio.(F)z = H' (Yig, B (D*F)).
D’autre part, il résulte de 11.13 et des définitions que le diagramme
(11.16.4) %Z(F)I ~ Hi(Kfétv h_I}Il (VU)FétFU)
veil°

Rio,(F)z —— H' (Yg, B, (D*F))

ot les fleches horizontales sont les isomorphismes (11.16.1) et (11.16.3), v provient du morphisme
(10.30.9), et v de I'isomorphisme (10.32.1), est commutatif. Comme v est un isomorphisme en vertu
de 10.32, u est un isomorphisme, d’ot le théoréme.
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