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Résumé. Nous développons une nouvelle approche pour la correspondance de Simpson p-adique,
intimement liée à l’approche originelle de Faltings, mais aussi inspirée du travail d’Ogus et Vo-
logodsky sur un analogue en caractéristique p > 0.

We develop a new approach for the p-adic Simpson correspondence, closely related to the
original approach of Faltings, but also inspired by the work of Ogus and Vologodsky on an
analogue in characteristic p > 0.
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1. Introduction

1.1. En 1965, généralisant et précisant un résultat de Weil, Narasimhan et Seshadri [12] établis-
saient une correspondance bijective entre l’ensemble des classes d’équivalence de représentations
unitaires irréductibles du groupe fondamental d’une surface de Riemann compacte X de genre
≥ 2, et l’ensemble des classes d’isomorphisme de fibrés vectoriels stables de degré 0 sur X. La
correspondance fut ensuite étendue pour toute variété complexe projective et lisse par Donaldson
[6]. L’analogue pour les représentations linéaires quelconques est dû à Simpson ; pour obtenir une
correspondance du même type que celle de Narasimhan et Seshadri, on a besoin d’ajouter au fibré
vectoriel une structure supplémentaire. C’est la notion de fibré de Higgs qui fut d’abord introduite
par Hitchin pour les courbes algébriques. Si X est un schéma lisse séparé et de type fini sur un
corps K, un fibré de Higgs sur X est un couple (M, θ) formé d’un OX -module localement libre de
type fini M et d’un morphisme OX -linéaire θ : M →M ⊗OX Ω1

X/K tel que θ ∧ θ = 0 ; nous aurons
besoin plus loin d’une variante plus générale (2.3). Le résultat principal de Simpson [14, 15, 16, 17]
établit une équivalence de catégories entre la catégorie des représentations linéaires de dimension
finie (à valeurs complexes) du groupe fondamental d’une variété complexe projective et lisse et
celle des fibrés de Higgs semi-stables de classes de Chern nulles (cf. [11]).

1



2 AHMED ABBES ET MICHEL GROS

1.2. Les résultats de Simpson et les développements qu’ils ont suscités ont amené depuis quelques
années la recherche d’un analogue p-adique. Les premiers exemples d’une telle construction (qui
n’utilisait pas encore la terminologie de fibrés de Higgs) se trouvent rétrospectivement chez Hyodo
[10] qui avait traité le cas conceptuellement important des variations de structures de Hodge p-
adiques, baptisées systèmes locaux de Hodge-Tate. L’approche la plus avancée au stade actuel est
due à Faltings [9]. Elle généralise des résultats antérieurs de Tate, Sen et Fontaine, et repose sur
sa théorie des extensions presque-étales [8]. Elle s’inscrit dans le prolongement de ses travaux
en théorie de Hodge p-adique, en particulier, ceux qui établissent l’existence de décompositions
de Hodge-Tate [7]. Achevée, la correspondance de Simpson p-adique devrait ainsi naturellement
fournir les meilleurs énoncés du type Hodge-Tate en théorie de Hodge p-adique. Mais au stade
actuel, la construction de Faltings n’apparaît satisfaisante que pour les courbes, et même dans ce
cas, de nombreuses questions, fondamentales, demeurent ouvertes.

1.3. Nous développons dans ce travail [1, 2, 3] une nouvelle approche de cette correspondance de
Simpson p-adique, intimement liée à celle de Faltings, et inspirée du travail d’Ogus et Vologodsky
[13] sur un analogue en caractéristique p de la correspondance de Simpson complexe. Le besoin
de reprendre et de développer la construction de Faltings s’est fait sentir au regard, d’une part
du nombre de résultats esquissés dans un article assez court et extrêmement dense [9], et d’autre
part des conditions assez restrictives qui limitent aujourd’hui son champ d’applications. En effet,
les systèmes locaux de Hodge-Tate les plus simples, comme les images directes supérieures du
faisceau constant par un morphisme propre et lisse au-dessus d’une base de dimension ≥ 2, rentrent
rarement dans le cadre de la construction de Faltings. Notre approche les inclus. Plus précisément, la
correspondance que nous développons généralise simultanément celle de Faltings et la construction
de Hyodo. Signalons aussi que Tsuji a développé une autre approche pour la correspondance de
Simpson p-adique [18]. Par ailleurs, Deninger et Werner [5] ont développé un analogue partiel de la
théorie de Narasimhan et Seshadri pour les courbes p-adiques, qui correspond aux fibrés de Higgs
à champ nul dans la correspondance de Simpson p-adique.

1.4. Soient K un corps de valuation discrète complet de caractéristique 0, à corps résiduel parfait
de caractéristique p > 0, K une clôture algébrique de K, C le complété de K pour la valeur
absolue induite par la valuation de K. Soient X un K-schéma lisse, géométriquement intègre,
séparé et de type fini, x un point géométrique de XK . On cherche à construire un foncteur de
la catégorie des représentations p-adiques du groupe fondamental géométrique π1(XK , x) (i.e.,
les Qp-représentations linéaires continues de dimension finie de π1(XK , x)) dans la catégorie des
fibrés de Higgs sur XC (ou plutôt sur l’espace rigide associé Xan

C ). Suivant la stratégie de Faltings,
qui n’est que partiellement achevée au stade actuel, ce foncteur devrait s’étendre à une catégorie
strictement plus large que celle des représentations p-adiques de π1(XK , x), appelée catégorie des
représentations généralisées de π1(XK , x). Il serait alors une équivalence de catégories entre cette
nouvelle catégorie et la catégorie des fibrés de Higgs. La motivation principale du présent travail
est la construction d’une telle équivalence de catégories. Lorsque X est une courbe propre et lisse
sur K, Faltings montre que les fibrés de Higgs associés aux “vraies” représentations p-adiques de
π1(XK , x) sont semi-stables de pente nulle, et formule l’espoir que tous les fibrés de Higgs semi-
stables de pente nulle s’obtiennent ainsi. Cet énoncé correspondrait à la partie difficile du résultat
de Simpson dans le cas complexe.

1.5. La notion de représentation généralisée est due à Faltings. Ce sont, en termes simplifiés, des
représentations semi-linéaires p-adiques continues de π1(XK , x) dans des modules sur un certain
anneau p-adique muni d’une action continue de π1(XK , x). L’approche de Faltings dans [9] pour
construire un foncteur H de la catégorie de ces représentations généralisées vers la catégorie des
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fibrés de Higgs, comporte deux étapes. Il définit d’abord H pour les représentations généralisées
qu’il qualifie de petites, une notion technique qui sera précisée un peu plus loin, mais qui ne semble
pas de nature géométrique (comme par exemple la notion de Hodge-Tate). Cette première étape
est achevée en toute dimension. Dans la seconde étape, réalisée seulement pour les courbes, il étend
le foncteur H à toutes les représentations généralisées de π1(XK , x) par descente. En effet, toute
représentation généralisée devient petite au-dessus d’un revêtement fini étale deXK . Notre nouvelle
approche, valable en toute dimension, permet de définir directement le foncteur H sur une catégorie
de représentations généralisées de π1(XK , x), baptisées représentations généralisées de Dolbeault,
strictement plus large que la catégorie des petites représentations généralisées et contenant les
représentations généralisées provenant de représentations de Hodge-Tate. Cette approche semble
bien adaptée à la descente, et donne donc un fort espoir de pouvoir étendre la construction en
dimensions supérieures au-delà des représentations de Dolbeault.

1.6. Nous procédons en deux étapes. Nous étudions d’abord dans [1] le cas d’un schéma affine
d’un type particulier, aussi qualifié par Faltings de petit. Nous abordons ensuite dans [2] les aspects
globaux de la théorie. La construction générale s’obtient à partir du cas affine par une technique
de recollement recelant des difficultés inattendues. Nous utilisons pour ce faire le topos de Faltings,
une variante fibrée de la notion de topos co-évanescent de Deligne que nous développons dans [3].

1.7. Cette introduction présente, dans une situation géométrique simplifiée pour la clarté de
l’exposition, un résumé détaillé des grandes étapes conduisant à nos principaux résultats. Passons
brièvement en revue son contenu. On commence dans § 3 par une courte digression sur les petites
représentations généralisées dans le cas affine qui serviront comme intermédiaire pour l’étude des
représentations de Dolbeault. La section 4 résume la première partie [1]. On introduit la notion
de représentation généralisée de Dolbeault pour un petit schéma affine et la notion compagnon de
module de Higgs soluble, puis on construit une équivalence naturelle entre ces deux catégories. On
développe en fait deux variantes, une entière et une rationnelle plus subtile et plus difficile. On
fait aussi le lien avec la théorie de Hyodo [10]. La seconde partie [2] est résumée dans les sections
5 et 6. Après une brève introduction au topos annelé de Faltings dans § 5, on introduit l’algèbre
de Higgs-Tate (5.13), principale nouveauté de notre approche par rapport à celle de Faltings. La
notion de module de Dolbeault qui globalise celle de représentation généralisée de Dolbeault, et
la notion compagnon de fibré de Higgs soluble sont définies dans 6.13. Notre principal résultat
(6.18) est l’équivalence de ces deux catégories. Nous construisons en fait deux équivalences de
catégories explicites et quasi-inverses l’une de l’autre. La preuve de ce résultat nécessite des énoncés
d’acyclicité de l’algèbre de Higgs-Tate qu’on trouvera dans 6.5 et 6.8. Ces énoncés permettent
également de montrer la compatibilité de cette équivalence au passage à la cohomologie (6.19).
Nous étudions la fonctorialité de la correspondance par localisation étale (6.21) et nous montrons le
caractère local pour la topologie de Zariski de X de la propriété Dolbeault (6.23). Nous terminons
en construisant des exemples de modules de Dolbeault. On s’attend en effet à ce que les fibrés
de Higgs petits (6.24) soient solubles et correspondent donc à des modules de Dolbeault. Nous
démontrons (6.26) que c’est bien le cas si X est affine du type considéré dans la première partie
[1]. Nous démontrons aussi (6.27) que c’est le cas en général si les modules de Dolbeault forment
un champ.

Le lecteur trouvera au début des articles [1, 2] une description détaillée de leurs structures.
L’article [3], étant d’un intérêt indépendant, a sa propre introduction.
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2. Notations et conventions

Tous les anneaux considérés dans cet article possèdent un élément unité ; les homomorphismes
d’anneaux sont toujours supposés transformer l’élément unité en l’élément unité. Nous considérons
surtout des anneaux commutatifs, et lorsque nous parlons d’anneau sans préciser, il est sous-
entendu qu’il s’agit d’un anneau commutatif ; en particulier, il est sous-entendu, lorsque nous
parlons d’un topos annelé (X,A) sans préciser, que A est commutatif.

2.1. Dans cette introduction, K désigne un corps de valuation discrète complet de caractéristique
0, à corps résiduel parfait k de caractéristique p > 0, OK l’anneau de valuation de K, K une clôture
algébrique de K, OK la clôture intégrale de OK dans K, OC le séparé complété p-adique de OK
et C le corps des fractions de OC . À partir de § 5, on supposera k algébriquement clos. On pose
S = Spec(OK), S = Spec(OK) et Š = Spec(OC). On note s (resp. η, resp. η) le point fermé de S
(resp. générique de S, resp. générique de S). Pour tout entier n ≥ 1 et tout S-schéma X, on pose
Sn = Spec(OK/pnOK),

(2.1.1) Xn = X ×S Sn, X = X ×S S et X̌ = X ×S Š.

Pour tout groupe abélien M , on note M̂ son séparé complété p-adique.

2.2. Soient G un groupe profini, A un anneau topologique muni d’une action continue de G par
des homomorphismes d’anneaux. Une A-représentation de G est la donnée d’un A-module M et
d’une action A-semi-linéaire de G sur M , i.e., telle que pour tous g ∈ G, a ∈ A et m ∈ M ,
on ait g(am) = g(a)g(m). On dit que la A-représentation est continue si M est un A-module
topologique et si l’action de G surM est continue. SoientM , N deux A-représentations (resp. deux
A-représentations continues) de G. Un morphisme de M dans N est la donnée d’un morphisme
A-linéaire et G-équivariant (resp. A-linéaire, continu et G-équivariant) de M dans N .

2.3. Soit (X,A) un topos annelé, E un A-module. Un A-module de Higgs à coefficients dans E
est un couple (M, θ) formé d’un A-module M et d’un morphisme A-linéaire θ : M → M ⊗A E tel
que θ ∧ θ = 0 (cf. [1] 2.8). Suivant Simpson ([15] page 24), on appelle complexe de Dolbeault de
(M, θ) et l’on note K•(M, θ) le complexe de cochaînes de A-modules

(2.3.1) M →M ⊗A E →M ⊗A ∧2E . . .
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déduit de θ (cf. [1] 2.8.2).

2.4. Soient (X,A) un topos annelé, B une A-algèbre, M un B-module, λ ∈ Γ(X,A). Une λ-
connexion sur M relativement à l’extension B/A est la donnée d’un morphisme A-linéaire

(2.4.1) ∇ : M → Ω1
B/A ⊗B M

tel que pour toutes sections locales x de B et s de M , on ait

(2.4.2) ∇(xs) = λd(x)⊗ s+ x∇(s).

Elle est intégrable si ∇◦∇ = 0 (cf. [1] 2.10). On omettra l’extension B/A de la terminologie lorsqu’il
n’y a aucun risque de confusion.

Soient (M,∇), (M ′,∇′) deux modules à λ-connexions. Un morphisme de (M,∇) dans (M ′,∇′)
est la donnée d’un morphisme B-linéaire u : M →M ′ tel que (id⊗ u) ◦ ∇ = ∇′ ◦ u.

Les 1-connexions sont classiquement appelées connexions. Les 0-connexions intégrables sont les
B-champs de Higgs à coefficients dans Ω1

B/A.

Remarque 2.5. Soient (X,A) un topos annelé, B une A-algèbre, λ ∈ Γ(X,A), (M,∇) un mo-
dule à λ-connexion relativement à l’extension B/A. Supposons qu’il existe un A-module E et un
isomorphisme B-linéaire γ : E ⊗A B

∼→ Ω1
B/A tels que pour toute section locale ω de E, on ait

d(γ(ω ⊗ 1)) = 0. Pour que la λ-connexion ∇ soit intégrable, il faut et il suffit que le morphisme
θ : M → E ⊗AM induit par ∇ et γ, soit un A-champ de Higgs sur M à coefficients dans E (cf. [1]
2.12).

2.6. Si C est une catégorie additive, on désigne par CQ et l’on appelle catégorie des objets de C à
isogénie près, la catégorie ayant mêmes objets que C , et telle que l’ensemble des flèches entre deux
objets soit donné par

(2.6.1) HomCQ(E,F ) = HomC (E,F )⊗Z Q.

La catégorie CQ n’est autre que la catégorie localisée de C par rapport au système multiplicatif
des isogénies de C (cf. [2] 5.1). On désigne par

(2.6.2) C → CQ, M 7→MQ

le foncteur de localisation.
Si C est une catégorie abélienne, la catégorie CQ est abélienne et le foncteur de localisation

(2.6.2) est exact. En fait, CQ s’identifie canoniquement à la catégorie quotient de C par la sous-
catégorie épaisse des objets d’exposant fini ([2] 5.1.4).

2.7. Soit (X,A) un topos annelé. On désigne par Mod(A) la catégorie des A-modules de X et
par ModQ(A), au lieu de Mod(A)Q, la catégorie des A-modules à isogénie près (2.6). Le produit
tensoriel des A-modules induit un bifoncteur

(2.7.1) ModQ(A)×ModQ(A)→ModQ(A), (M,N) 7→M ⊗AQ N,

faisant de ModQ(A) une catégorie monoïdale symétrique, ayant AQ pour objet unité. Les objets
de ModQ(A) seront aussi appelés des AQ-modules. Cette terminologie se justifie en considérant
AQ comme un monoïde de ModQ(A).
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2.8. Soient (X,A) un topos annelé, E un A-module. On appelle A-isogénie de Higgs à coefficients
dans E la donnée d’un quadruplet

(2.8.1) (M,N, u : M → N, θ : M → N ⊗A E)

formé de deux A-modules M et N et de deux morphismes A-linéaires u et θ vérifiant la propriété
suivante : il existe un entier n 6= 0 et un morphisme A-linéaire v : N →M tels que v ◦ u = n · idM ,
u ◦ v = n · idN et que (M, (v ⊗ idE) ◦ θ) et (N, θ ◦ v) soient des A-modules de Higgs à coefficients
dans E (2.3). On notera que u induit une isogénie de modules de Higgs de (M, (v ⊗ idE) ◦ θ) dans
(N, θ ◦ v) ([3] 5.1), d’où la terminologie. Soient (M,N, u, θ), (M ′, N ′, u′, θ′) deux A-isogénies de
Higgs à coefficients dans E. Un morphisme de (M,N, u, θ) dans (M ′, N ′, u′, θ′) est la donnée de
deux morphismes A-linéaires α : M →M ′ et β : N → N ′ tels que β◦u = u′◦α et (β⊗idE)◦θ = θ′◦α.
On désigne par IH(A,E) la catégorie des A-isogénies de Higgs à coefficients dans E. C’est une
catégorie additive. On note IHQ(A,E) la catégorie des objets de IH(A,E) à isogénie près.

2.9. Soient (X,A) un topos annelé, B une A-algèbre, λ ∈ Γ(X,A). On appelle λ-isoconnexion
relativement à l’extension B/A (ou simplement λ-isoconnexion lorsqu’il n’y a aucun risque de
confusion) la donnée d’un quadruplet

(2.9.1) (M,N, u : M → N,∇ : M → Ω1
B/A ⊗B N)

où M et N sont des B-modules, u est une isogénie de B-modules ([2] 5.1) et ∇ est un morphisme
A-linéaire tel que pour toutes sections locales x de B et t de M , on ait

(2.9.2) ∇(xt) = λd(x)⊗ u(t) + x∇(t).

Pour tout morphisme B-linéaire v : N →M pour lequel il existe un entier n tels que u◦v = n · idN
et v ◦ u = n · idM , les couples (M, (id⊗ v) ◦ ∇) et (N,∇ ◦ v) sont des modules à (nλ)-connexions
(2.2), et u est un morphisme de (M, (id ⊗ v) ◦ ∇) dans (N,∇ ◦ v). On dit que la λ-isoconnexion
(M,N, u,∇) est intégrable s’il existe un morphisme B-linéaire v : N → M et un entier n 6= 0 tels
que u ◦ v = n · idN , v ◦ u = n · idM et que les (nλ)-connexions (id⊗ v) ◦ ∇ sur M et ∇ ◦ v sur N
soient intégrables.

Soient (M,N, u,∇), (M ′, N ′, u′,∇′) deux λ-isoconnexions. Un morphisme de (M,N, u,∇) dans
(M ′, N ′, u′,∇′) est la donnée de deux morphismes B-linéaires α : M →M ′ et β : N → N ′ tels que
β ◦ u = u′ ◦ α et (id⊗ β) ◦ ∇ = ∇′ ◦ α.

3. Petites représentations généralisées

3.1. Dans cette section, on se donne un S-schéma affine lisse X = Spec(R) tel que Xη soit connexe
et que Xs soit non-vide, un entier d ≥ 1 et un S-morphisme étale

(3.1.1) X → Gd
m,S = Spec(OK [T±1

1 , . . . , T±1
d ]).

C’est l’exemple type de petit schéma affine de Faltings. L’hypothèse de connexité de Xη n’est pas
nécessaire mais permet de simplifier la présentation. Le lecteur reconnaitra la nature logarithmique
de la donnée (3.1.1). D’ailleurs, suivant [9], nous considérons dans ce travail une situation logarith-
mique lisse plus générale, qui s’avère nécessaire même pour définir la correspondance de Simpson
p-adique pour une courbe propre et lisse sur S. En effet, dans la seconde étape de descente, nous
serons amenés à considérer des revêtements finis de sa fibre générique, ce qui nous ramène au cas
d’un schéma semi-stable sur S. Toutefois, pour simplifier la présentation, nous nous limitons dans
cette introduction au cas lisse au sens usuel (cf. [1] 6.2 pour le cas affine logarithmique lisse). On
note ti l’image de Ti dans R (1 ≤ i ≤ d) et on pose

(3.1.2) R1 = R⊗OK OK .
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3.2. Soient y un point géométrique de Xη, (Vi)i∈I un revêtement universel de Xη en y. Notons ∆

le groupe fondamental géométrique π1(Xη, y). Pour tout i ∈ I, on désigne par Xi = Spec(Ri) la
clôture intégrale de X dans Vi et on pose

(3.2.1) R = lim
−→
i∈I

Ri.

Dans ce contexte, les représentations généralisées de ∆ sont les R̂-représentations continues de ∆

à valeurs dans des R̂-modules projectifs de type fini, munis de leurs topologies p-adiques (2.2).
Une telle représentation M est dite petite si M est un R̂-module libre de type fini ayant une base
formée d’éléments ∆-invariants modulo p2αM pour un nombre rationnel α > 1

p−1 . La principale
vertu des petites représentations généralisées de ∆ est leur bon comportement par descente pour
certains quotients de ∆ isomorphes à Zp(1)d. Fixons un tel quotient ∆∞ en choisissant, pour tout
1 ≤ i ≤ d, un système compatible (t

(n)
i )n∈N de racines d’ordre pn de ti dans R. On définit de même

la notion de R̂1-représentation petite de ∆∞. Le foncteur

(3.2.2) M 7→M ⊗
R̂1
R̂

de la catégorie des petites R̂1-représentations de ∆∞ dans celle des petites R̂-représentations de ∆
est alors une équivalence de catégories (cf. [1] 13.11). C’est une conséquence du profond théorème
de pureté de Faltings (cf. [1] 6.15 ; [8] § 2b).

3.3. Si (M,ϕ) est une petite R̂1-représentation de ∆∞, on peut considérer le logarithme de ϕ qui
est un homomorphisme de ∆∞ dans End

R̂1
(M). Fixant une Zp-base ζ de Zp(1), ce dernier s’écrit

de manière unique sous la forme

(3.3.1) log(ϕ) =

d∑
i=1

θi ⊗ χi ⊗ ζ−1,

où ζ−1 est la base duale de Zp(−1), χi est le caractère de ∆∞ à valeurs dans Zp(1) qui donne son
action sur le système (t

(n)
i )n∈N et θi est un endomorphisme R̂1-linéaire de M . Il est immédiat de

voir que

(3.3.2) θ =
d∑
i=1

θi ⊗ d log(ti)⊗ ζ−1

est un R̂1-champ de Higgs sur M à coefficients dans Ω1
R/OK

⊗R R̂1(−1) (2.3) (nous dirons pour
simplifier à coefficients dans Ω1

R/OK
(−1)). La correspondance (M,ϕ) 7→ (M, θ) ainsi définie est

en fait une équivalence de catégories entre la catégorie des petites R̂1-représentations de ∆∞ et
celle des petits R̂1-modules de Higgs à coefficients dans Ω1

R/OK
(−1) (c’est-à-dire, la catégorie des

R̂1-modules de Higgs à coefficients dans Ω1
R/OK

(−1) dont le R̂1-module sous-jacent est libre de
type fini et dont le champ de Higgs est nul modulo p2α pour un entier α > 1

p−1 ). Combinée avec
l’énoncé précédent de descente (3.2.2), on obtient une équivalence entre la catégorie des petites
R̂-représentations de ∆ et celle des petits R̂1-modules de Higgs à coefficients dans Ω1

R/OK
(−1).

L’inconvénient de cette construction est sa dépendance en les (t
(n)
i )n∈N (1 ≤ i ≤ d), qui exclut

toute globalisation. Pour remédier à ce défaut, Faltings propose une autre définition, équivalente,
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mais dépendante d’un autre choix qui se globalise facilement. Notre approche, qui fait l’objet de
la suite de cette introduction, est inspirée de cette construction.

4. Le torseur des déformations

4.1. Dans cette section, on se donne un S-schéma affine lisseX = Spec(R) tel queXη soit connexe,
que Xs soit non-vide, et qu’il existe un entier d ≥ 1 et un S-morphisme étale X → Gd

m,S (mais on
ne fixe pas un tel morphisme). On se donne aussi un point géométrique y de Xη et un revêtement
universel (Vi)i∈I de Xη en y, et on reprend les notations de 3.2 : ∆ = π1(Xη, y), R1 = R⊗OK OK
et R (3.2.1).

4.2. Rappelons que Fontaine associe fonctoriellement à toute Z(p)-algèbre A l’anneau

(4.2.1) RA = lim
←−
x7→xp

A/pA,

et un homomorphisme θ de l’anneau W(RA) des vecteurs de Witt de RA dans le séparé complété
p-adique Â de A (cf. [1] 9.3). On pose

(4.2.2) A2(A) = W(RA)/ ker(θ)2

et on note encore θ : A2(RA)→ Â l’homomorphisme induit par θ.
Dans la suite de cet article, on fixe une suite (pn)n∈N d’éléments de OK telle que p0 = p et

ppn+1 = pn pour tout n ≥ 0. On désigne par p l’élément de ROK
induit par la suite (pn)n∈N et on

pose

(4.2.3) ξ = [p]− p ∈W(ROK
),

où [ ] est le représentant multiplicatif. La suite

(4.2.4) 0 −→W(ROK
)
·ξ−→W(ROK

)
θ−→ OC −→ 0

est exacte ([1] 9.5). Elle induit une suite exacte

(4.2.5) 0 −→ OC
·ξ−→ A2(OK)

θ−→ OC −→ 0,

où on a encore noté ·ξ le morphisme déduit de la multiplication par ξ dans A2(OK). L’idéal ker(θ)
de A2(OK) est de carré nul. C’est un OC-module libre de base ξ. Il sera noté ξOC . On observera
que contrairement à ξ, ce module ne dépend pas du choix de la suite (pn)n∈N. On note ξ−1OC le
OC-module dual de ξOC . Pour tout OC-module M , on désigne les OC-modules M ⊗OC (ξOC) et
M ⊗OC (ξ−1OC) simplement par ξM et ξ−1M , respectivement.

De même, on a une suite exacte ([1] 8.11)

(4.2.6) 0 −→ R̂
·ξ−→ A2(R)

θ−→ R̂ −→ 0.

L’idéal ker(θ) de A2(R) est de carré nul. C’est un R̂-module libre de base ξ, canoniquement
isomorphe à ξR̂. Le groupe ∆ agit par fonctorialité sur A2(R).

Posons A2(S) = Spec(A2(OK)), Y = Spec(R), Ŷ = Spec(R̂) et A2(Y ) = Spec(A2(R)).
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4.3. On se donne dans la suite une A2(S)-déformation lisse X̃ de X̌, c’est-à-dire, un A2(S)-schéma
lisse X̃ qui s’insère dans un diagramme cartésien

(4.3.1) X̌
//

��

X̃

��

Š
// A2(S)

Cette donnée supplémentaire remplace la donnée d’un S-morphisme étale X → Gd
m,S ; d’ailleurs,

un tel morphisme fournit une déformation.
On pose

(4.3.2) T = Hom
R̂

(Ω1
R/OK

⊗R R̂, ξR̂).

On identifie le R̂-module dual à ξ−1Ω1
R/OK

⊗R R̂ (4.2) et on note T le Ŷ -fibré vectoriel associé,
autrement dit,

(4.3.3) T = Spec(Sym
R̂

(ξ−1Ω1
R/OK

⊗R R̂)).

Soient U un ouvert de Ŷ , Ũ l’ouvert de A2(Y ) défini par U . On désigne par L (U) l’ensemble des
flèches pointillées qui complètent le diagramme

(4.3.4) U //

��

Ũ

��

��

X̌
//

��

X̃

��

Š
// A2(S)

de façon à le laisser commutatif. Le foncteur U 7→ L (U) est un T -torseur pour la topologie de
Zariski de Ŷ . On désigne par F le R̂-module des fonctions affines sur L (cf. [1] 4.9). Celui-ci
s’insère dans une suite exacte canonique ([1] (4.9.1))

(4.3.5) 0→ R̂→ F → ξ−1Ω1
R/OK

⊗R R̂→ 0.

Cette suite induit pour tout entier n ≥ 1 une suite exacte

(4.3.6) 0→ Symn−1

R̂
(F )→ Symn

R̂
(F )→ Symn

R̂
(ξ−1Ω1

R/OK
⊗R R̂)→ 0.

Les R̂-modules (Symn

R̂
(F ))n∈N forment donc un système inductif filtrant dont la limite inductive

(4.3.7) C = lim
−→
n≥0

Symn

R̂
(F )

est naturellement munie d’une structure de R̂-algèbre. D’après ([1] 4.10), le Ŷ -schéma

(4.3.8) L = Spec(C )

est naturellement un T-fibré principal homogène sur Ŷ qui représente canoniquement L .
L’action naturelle de ∆ sur le schéma A2(Y ) induit une action R̂-semi-linéaire de ∆ sur F ,

telle que les morphismes de la suite (4.3.5) soient ∆-équivariants. On en déduit une action de
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∆ sur C par des automorphismes d’anneaux, compatible avec son action sur R̂, que l’on appelle
action canonique. Ces actions sont continues pour les topologies p-adiques ([1] 12.4). La R̂-algèbre
C , munie de l’action canonique de ∆, est appelée l’algèbre de Higgs-Tate associée à X̃. La R̂-
représentation F de ∆ est appelée l’extension de Higgs-Tate associée à X̃.

4.4. Soit (M, θ) un petit R̂1-module de Higgs à coefficients dans ξ−1Ω1
R/OK

(c’est-à-dire, un R̂1-

module de Higgs à coefficients dans ξ−1Ω1
R/OK

⊗R R̂1 dont le R̂1-module sous-jacent est libre de
type fini et dont le champ de Higgs est nul modulo pα pour un entier α > 1

p−1 ) et soit ψ ∈ L (Ŷ ).
Pour tout σ ∈ ∆, on note σψ la section de L (Ŷ ) définie par le diagramme commutatif

(4.4.1) L
σ //

��

L

��
Ŷ

σ //

ψ

AA

Ŷ

σψ

]]

La différence Dσ = ψ − σψ est un élément de Hom
R̂

(ξ−1Ω1
R/OK

⊗R R̂, R̂). L’endomorphisme

exp((Dσ ⊗ idM ) ◦ θ) de M ⊗
R̂1

R̂ est bien défini, compte tenu de la petitesse de θ. On obtient

alors une petite R̂-représentation de ∆ sur M ⊗
R̂1
R̂. La correspondance ainsi définie est en fait

une équivalence de catégories de la catégorie des petits R̂1-modules de Higgs à coefficients dans
ξ−1Ω1

R/OK
dans celle des petites R̂-représentations de ∆. C’est essentiellement un quasi-inverse de

l’équivalence de catégories définie dans 3.3.
Pour éviter le choix d’une section ψ de L (Ŷ ), on peut effectuer le changement de base de R̂

à C et utiliser le plongement diagonal de L. La construction précédente dans ce cadre peut alors
s’interpréter suivant le schéma classique des correspondances introduites par Fontaine (ou encore
plus classique de la correspondance de Riemann-Hilbert analytique complexe) en prenant pour
anneau de périodes faisant le pont entre les représentations généralisées et les modules de Higgs
un complété p-adique faible C † de C (la complétion est rendue nécessaire par l’exponentielle). A
cet anneau est naturellement associée une notion d’admissibilité ; c’est la notion de représentation
généralisée de Dolbeault. Ce point de vue, qui est au centre de notre approche, aboutit à une
construction plus générale que celle de Faltings. Avant de le développer, nous dirons quelques mots
sur l’anneau C qui peut lui-même servir d’anneau de périodes entre représentations généralisées
et modules de Higgs. En fait, C est un modèle entier de l’anneau de Hyodo (cf. (4.6.1) et [1] 15.6),
ce qui explique le lien entre notre approche et celle de Hyodo.

4.5. On rappelle que Faltings a défini une extension canonique de R̂-représentations de π1(X, y)

(4.5.1) 0→ ρ−1R̂→ E → Ω1
R/OK

⊗R R̂(−1)→ 0,

où ρ est un élément de OK de valuation ≥ 1
p−1 , qui joue un rôle important dans son approche de la

théorie de Hodge p-adique (cf. [1] 7.22). Nous montrons dans ([1] 10.19) qu’il existe un morphisme
R̂-linéaire et ∆-équivariant

(4.5.2) p−
1
p−1 F → E
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qui s’insère dans un diagramme commutatif

(4.5.3) 0 // p−
1
p−1 R̂ //

� _

��

p−
1
p−1 F //

��

p−
1
p−1 ξ−1Ω1

R/OK
⊗R R̂ //

−c
��

0

0 // ρ−1R̂ // E // Ω1
R/OK

⊗R R̂(−1) // 0

où c est l’isomorphisme induit par un isomorphisme canonique R̂(1)
∼→ p

1
p−1 ξR̂ ([1] 9.18). Le

morphisme (4.5.2) est canonique si l’on prend pour X̃ la déformation induite par un S-morphisme
étale X → Gd

m,S . Il est important de noter que dans le cadre logarithmique qui sera considéré dans

ce travail, l’extension de Faltings change légèrement de forme puisque le facteur ρ−1R̂ est remplacé
par (πρ)−1R̂, où π est une uniformisante de K.

4.6. Partant de l’extension E de Faltings (4.5.1), Hyodo [10] définit une R̂-algèbre CHT par une
limite inductive analogue à (4.3.7). On notera que p étant inversible dans CHT, il revient au même
de partir de E ⊗Zp Qp, ce qui correspond à la définition originelle de Hyodo. Le morphisme (4.5.2)

induit donc un isomorphisme ∆-équivariant de R̂-algèbres

(4.6.1) C [
1

p
]
∼→ CHT.

Pour toute Qp-représentation continue V de Γ = π1(X, y) et tout entier i, Hyodo définit le R̂[ 1
p ]-

module Di(V ) par

(4.6.2) Di(V ) = (V ⊗Qp CHT(i))Γ.

La représentation V est dite de Hodge-Tate si elle satisfait aux conditions suivantes :
(i) V est un Qp-espace vectoriel de dimension finie, muni de la topologie p-adique.
(ii) Le morphisme canonique

(4.6.3) ⊕i∈Z Di(V )⊗R̂[ 1
p ] CHT(−i)→ V ⊗Qp CHT

est un isomorphisme.

4.7. Pour tout nombre rationnel r ≥ 0, on note F (r) la R̂-représentation de ∆ déduite de F par
image inverse par la multiplication par pr sur ξ−1Ω1

R/OK
⊗R R̂, de sorte qu’on a une suite exacte

(4.7.1) 0→ R̂→ F (r) → ξ−1Ω1
R/OK

⊗R R̂→ 0.

Cette suite induit pour tout entier n ≥ 1, une suite exacte

(4.7.2) 0→ Symn−1

R̂
(F (r))→ Symn

R̂
(F (r))→ Symn

R̂
(ξ−1Ω1

R/OK
⊗R R̂)→ 0.

Les R̂-modules (Symn

R̂
(F (r)))n∈N forment donc un système inductif filtrant, dont la limite inductive

(4.7.3) C (r) = lim
−→
n≥0

Sn
R̂

(F (r))

est naturellement munie d’une structure de R̂-algèbre. L’action de ∆ sur F (r) induit une action sur
C (r) par des automorphismes d’anneaux, compatible avec son action sur R̂, que l’on appelle action
canonique. La R̂-algèbre C (r) munie de cette action est appelée l’algèbre de Higgs-Tate d’épaisseur
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r associée à X̃. On note Ĉ (r) le séparé complété p-adique de C (r) que l’on suppose toujours muni
de la topologie p-adique.

Pour tous nombres rationnels r ≥ r′ ≥ 0, on a un R̂-homomorphisme canonique injectif et
∆-équivariant αr,r

′
: C (r′) → C (r). On vérifie aussitôt que l’homomorphisme induit α̂r,r

′
: Ĉ (r′) →

Ĉ (r) est injectif. On pose

(4.7.4) C † = lim
−→
r∈Q>0

Ĉ (r),

que l’on identifie à une sous-R̂-algèbre de Ĉ = Ĉ (0). Le groupe ∆ agit naturellement sur C † par
des automorphismes d’anneaux, d’une façon compatible avec ses actions sur R̂ et sur Ĉ .

On désigne par

(4.7.5) dC (r) : C (r) → ξ−1Ω1
R/OK

⊗R C (r)

la R̂-dérivation universelle de C (r) et par

(4.7.6) dĈ (r) : Ĉ (r) → ξ−1Ω1
R/OK

⊗R Ĉ (r)

son prolongement aux complétés (on notera que le R-module Ω1
R/OK

est libre de type fini). Les

dérivations dC (r) et dĈ (r) sont ∆-équivariantes. Elles sont également des R̂-champs de Higgs à

coefficients dans ξ−1Ω1
R/OK

puisque ξ−1Ω1
R/OK

⊗R R̂ = dC (r)(F (r)) ⊂ dC (r)(C (r)) (cf. 2.5).
Pour tous nombres rationnels r ≥ r′ ≥ 0, on a

(4.7.7) pr
′
(id× αr,r

′
) ◦ dC (r′) = prdC (r) ◦ αr,r

′
.

Les dérivations prdĈ (r) induisent donc une R̂-dérivation

(4.7.8) dC † : C † → ξ−1Ω1
R/OK

⊗R C †,

qui n’est autre que la restriction de dĈ à C †.

4.8. Pour toute R̂-représentation M de ∆, on note H(M) le R̂1-module de Higgs à coefficients
dans ξ−1Ω1

R/OK
défini par

(4.8.1) H(M) = (M ⊗
R̂

C †)∆

et le champ de Higgs induit par dC † . Pour tout R̂1-module de Higgs (N, θ) à coefficients dans
ξ−1Ω1

R/OK
, on désigne par V(N) la R̂-représentation de ∆ définie par

(4.8.2) V(N) = (N ⊗
R̂1

C †)θtot=0,

où θtot = θ⊗ id + id⊗ dC † , et l’action de ∆ induite par son action canonique sur C †. Pour pouvoir
exploiter pleinement ces foncteurs, nous établissons des résultats d’acyclicité de C †⊗Zp Qp pour la
cohomologie de Dolbeault ([1] 12.3) et pour la cohomologie continue de ∆ ([1] 12.5), généralisant
légèrement des résultats antérieurs de Tsuji [18].

Une R̂-représentation continue M de ∆ est dite de Dolbeault si elle satisfait aux conditions
suivantes (cf. [1] 12.10) :

(i) M est un R̂-module projectif de type fini, muni de la topologie p-adique ;
(ii) H(M) est un R̂1-module projectif de type fini ;
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(iii) le morphisme C †-linéaire canonique

(4.8.3) H(M)⊗
R̂1

C † →M ⊗
R̂

C †

est un isomorphisme.
Un R̂1-module de Higgs (N, θ) à coefficients dans ξ−1Ω1

R/OK
est dit soluble s’il satisfait aux

conditions suivantes (cf. [1] 12.13) :
(i) N est un R̂1-module projectif de type fini ;
(ii) V(N) est un R̂-module projectif de type fini ;
(iii) le morphisme C †-linéaire canonique

(4.8.4) V(N)⊗
R̂

C † → N ⊗
R̂1

C †

est un isomorphisme.
Il est immédiat de voir que les foncteurs V et H induisent des équivalences de catégories quasi-
inverses l’une de l’autre, entre la catégorie des R̂-représentations de Dolbeault de ∆ et celle des
R̂1-modules de Higgs solubles à coefficients dans ξ−1Ω1

R/OK
([1] 12.16). Nous montrons ([1] 13.23)

que les petites R̂-représentations de ∆ sont de Dolbeault, que les petits R̂1-modules de Higgs sont
solubles, et que V et H induisent des équivalences de catégories quasi-inverses l’une de l’autre
entre les catégories de ces objets. On retrouve en fait la correspondance définie dans 3.3, à une
renormalisation près (cf. [1] 13.22).

4.9. On définit les notions de R̂[ 1
p ]-représentation de Dolbeault de ∆ et de R̂1[ 1

p ]-module de Higgs
soluble à coefficients dans ξ−1Ω1

R/OK
en calquant les définitions dans les cas entiers (cf. [1] 14.1

et 14.3). Nous montrons que les foncteurs V et H induisent des équivalences de catégories quasi-
inverses l’une de l’autre, entre la catégorie des R̂[ 1

p ]-représentations de Dolbeault de ∆ et celle

des R̂1[ 1
p ]-modules de Higgs solubles à coefficients dans ξ−1Ω1

R/OK
([1] 14.15). Ce résultat est plus

difficile que son analogue entier (4.8). En effet, il n’est même pas évident a priori que pour un
R̂1[ 1

p ]-module de Higgs soluble (N, θ) à coefficients dans ξ−1Ω1
R/OK

, la représentation V(N) de
∆ soit continue pour la topologie p-adique. Pour ce faire, nous procédons par descente pour se
ramener à des petits objets.

Proposition 4.10 ([1] 14.24). Soient M une R̂[ 1
p ]-représentation de Dolbeault de ∆, (H(M), θ)

le R̂1[ 1
p ]-module de Higgs à coefficients dans ξ−1Ω1

R/OK
associé. On a alors un isomorphisme

canonique fonctoriel dans D+(Mod(R̂1[ 1
p ]))

(4.10.1) C•cont(∆,M)
∼→ K•(H(M), θ),

où C•cont(∆,M) est le complexe de cochaînes continues de ∆ dansM et K•(H(M), θ) est le complexe
de Dolbeault (2.3).

Le cas des petites représentations est dû à Faltings ([9] §3) et Tsuji ([18] 6.1).

4.11. Il résulte de (4.6.1) que si V est une Qp-représentation de Hodge-Tate de Γ, alors V ⊗Zp R̂

est une R̂[ 1
p ]-représentation de Dolbeault de ∆ ; on a un isomorphisme R̂1-linéaire fonctoriel

(4.11.1) H(V ⊗Zp R̂)
∼→ ⊕i∈ZDi(V )⊗R̂ R̂1(−1);
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et le champ de Higgs sur H(V ⊗Zp R̂) est induit par les morphismes R̂-linéaires

(4.11.2) Di(V )→ Di−1(V )⊗R Ω1
R/OK

déduits de la dérivation universelle de CHT sur R̂[ 1
p ] (cf. [1] 15.7). De plus, l’isomorphisme (4.11.1)

est canonique si l’on prend pour X̃ la déformation induite par un S-morphisme étale X → Gd
m,S .

Hyodo ([10] 3.6) a montré que si f : Y → X est un morphisme propre et lisse, pour tout
entier m ≥ 0, le faisceau Rmfη∗(Qp) est de Hodge-Tate de poids compris entre 0 et m ; pour tout
0 ≤ i ≤ m, on a un isomorphisme canonique

(4.11.3) Di(Rmfη∗(Qp))
∼→ (Rm−ifη∗(Ω

i
Y/X))⊗R R̂;

et le morphisme (4.11.2) est induit par la classe de Kodaira-Spencer de f . Il s’ensuit que le fibré
de Higgs associé à Rmfη∗(Qp) est égal au fibré vectoriel

(4.11.4) ⊕0≤i≤m Rm−ifη∗(Ω
i
Y/X),

muni du champ de Higgs θ défini par la classe de Kodaira-Spencer de f .

5. Topos annelé de Faltings

5.1. Nous aborderons dans [2] les aspects globaux de la théorie dans un cadre logarithmique.
Toutefois, pour maintenir une présentation simplifiée, nous nous limitons ici encore au cas lisse
au sens usuel (cf. [2] 3.9 pour le cas logarithmique lisse). Dans la suite de cette introduction, on
suppose k algébriquement clos et on désigne par X un S-schéma lisse, séparé et de type fini. À
partir de 5.12, on supposera de plus qu’il existe une A2(S)-déformation lisse X̃ de X̌ que l’on
fixera.

5.2. La première difficulté pour recoller la construction locale décrite dans § 4 est de faisceautiser
la notion de représentation généralisée. Nous utilisons pour ce faire le topos de Faltings, une variante
fibrée de la notion de topos co-évanescent de Deligne que nous développons dans [3]. On désigne par
E la catégorie des morphismes de schémas V → U au-dessus du morphisme canonique Xη → X,
i.e., les diagrammes commutatifs

(5.2.1) V //

��

U

��
Xη // X

tels que le morphisme U → X soit étale et que le morphisme V → Uη soit fini étale. Elle est fibrée
au-dessus de la catégorie Ét/X des X-schémas étales, par le foncteur

(5.2.2) π : E → Ét/X , (V → U) 7→ U.

La fibre de π au-dessus d’un X-schéma étale U est la catégorie Étf/Uη des schémas finis étales
au-dessus de Uη, que l’on équipe de la topologie étale. On désigne par Uη,fét le topos des faisceaux
d’ensembles sur Étf/Uη (cf. [3] 9.2). Si Uη est connexe et si y est un point géométrique de Uη, notant
Bπ1(Uη,y) le topos classifiant du groupe fondamental π1(Uη, y), on a une équivalence canonique de
catégories ([3] (9.7.4))

(5.2.3) νy : Uη,fét
∼→ Bπ1(Uη,y).

Nous équipons E de la topologie co-évanescente engendrée par les recouvrements {(Vi → Ui)→
(V → U)}i∈I des deux types suivants :
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(v) Ui = U pour tout i ∈ I, et (Vi → V )i∈I est un recouvrement.
(c) (Ui → U)i∈I est un recouvrement et Vi = Ui ×U V pour tout i ∈ I.

Le site co-évanescent E ainsi défini est aussi appelé site de Faltings de X. On désigne par Ẽ et l’on
appelle topos de Faltings de X, le topos des faisceaux d’ensembles sur E. On renvoie à [3] pour une
étude détaillée de ce topos. Signalons ici une description commode et simple de Ẽ.

Proposition 5.3 ([3] 5.8). La donnée d’un faisceau F sur E est équivalente à la donnée pour tout
objet U de Ét/X d’un faisceau FU de Uη,fét et pour tout morphisme f : U ′ → U de Ét/X d’un
morphisme FU → ffét∗(FU ′), ces morphismes étant soumis à des relations de compatibilité, tels
que pour toute famille couvrante (fn : Un → U)n∈Σ de Ét/X , si pour tout (m,n) ∈ Σ2, on pose
Umn = Um ×U Un et on note fmn : Umn → U le morphisme canonique, la suite de morphismes de
faisceaux de Uη,fét

(5.3.1) FU →
∏
n∈Σ

(fn,η)fét∗(FUn)⇒
∏

(m,n)∈Σ2

(fmn,η)fét∗(FUmn)

soit exacte.

On identifiera dans la suite tout faisceau F sur E au foncteur {U 7→ FU} associé, le faisceau FU
étant la restriction de F à la fibre Étf/Uη de π au-dessus de U .

5.4. Le foncteur d’injection canonique Étf/Xη → E est continu et exact à gauche ([3] 5.30). Il
définit donc un morphisme de topos

(5.4.1) β : Ẽ → Yfét.

De même, le foncteur

(5.4.2) σ+ : Ét/X → E, U 7→ (Uη → U)

est continu et exact à gauche ([3] 5.30). Il définit donc un morphisme de topos

(5.4.3) σ : Ẽ → Xét.

5.5. Soient x un point géométrique de X, X ′ le localisé strict de X en x. On démontre ([2] 3.7)
que X

′
est normal et strictement local (et en particulier intègre). On désigne par E′ le site de

Faltings associé à X ′, par Ẽ′ le topos des faisceaux d’ensembles sur E′ et par

(5.5.1) β′ : Ẽ′ → X ′η,fét

le morphisme canonique (5.4.1). On démontre dans ([3] 10.27) que le foncteur β′∗ est exact. Cette
propriété est cruciale pour l’étude des principaux faisceaux du topos de Faltings considérés dans
ce travail.

Soient y un point géométrique de X ′η (qui est intègre), Bπ1(X′η,y) le topos classifiant du groupe
fondamental π1(X ′η, y),

(5.5.2) νy : X ′η,fét
∼→ Bπ1(X′η,y)

le foncteur fibre en y ([3] (9.7.4)). Le morphisme canonique X ′ → X induit par fonctorialité un
morphisme de topos ([3] 10.12)

(5.5.3) Φ: Ẽ′ → Ẽ.

On note

(5.5.4) ϕx : Ẽ → X ′η,fét
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le foncteur composé β′∗ ◦ Φ∗. Le foncteur composé

(5.5.5) Ẽ
ϕx // X ′η,fét

νy // Bπ1(X′η,y) // Ens

où la dernière flèche est le foncteur oubli de l’action de π1(X ′η, y), est un foncteur fibre ([3] 10.30
et 9.8). Il correspond à un point d’origine géométrique du topos Ẽ, noté ρ(y  x) (cf. [2] 7.6).

On désigne par Ex la catégorie des X-schémas étales x-pointés, ou ce qui revient au même, la
catégorie des voisinages de x dans le site Ét/X . Pour tout U ∈ Ob(Ex), on note

(5.5.6) tU : X ′η → Uη

le morphisme canonique. On démontre dans ([3] 10.35) que pour tout faisceau F = {U 7→ FU} de
Ẽ, on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(5.5.7) ϕx(F )
∼→ lim
−→
U∈E◦

x

(tU )∗fét(FU ).

Théorème 5.6 ([3] 10.31). Sous les hypothèses de (5.5), pour tout faisceau abélien F de Ẽ et tout
entier i ≥ 0, on a un isomorphisme canonique fonctoriel (5.4.3)

(5.6.1) Riσ∗(F )x
∼→ Hi(X ′η,fét, ϕx(F )).

Corollaire 5.7. Sous les hypothèses de (5.5), pour tout faisceau abélien F de Ẽ et tout entier
i ≥ 0, on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(5.7.1) Riσ∗(F )x
∼→ Hi(π1(X ′η, y), νy(ϕx(F ))).

Proposition 5.8 ([3] 10.38). La famille des foncteurs ϕx (5.5.4), lorsque x décrit l’ensemble des
points géométriques de X, est conservative.

5.9. Pour chaque objet (V → U) de E, on note U
V

la clôture intégrale de U = U ×S S dans V
et on pose

(5.9.1) B(V → U) = Γ(U
V
,O

U
V ).

On définit ainsi un préfaisceau d’anneaux sur E, qui se trouve être un faisceau ([2] 7.16). On notera
que B n’est pas en général un faisceau pour la topologie de E définie originellement par Faltings
dans ([8] page 214) (cf. [2] 7.18). Pour tout U ∈ Ob(Ét/X), on note BU la restriction de B à la
fibre Étf/Uη de π au-dessus de U , de sorte que B = {U → BU}. On donne dans 5.10 ci-dessous
une description explicite de ce faisceau. Pour tout entier n ≥ 0, on pose

Bn = B/pnB,(5.9.2)
BU,n = BU/p

nBU .(5.9.3)

On notera que la correspondance {U 7→ BU,n} forme naturellement un préfaisceau sur E dont le
faisceau associé est canoniquement isomorphe à Bn. Il est en général difficile, voir impossible, de
décrire explicitement les restrictions de Bn aux fibres du foncteur π (5.2.2). Toutefois, ses images
par les foncteurs fibres (5.5.5) sont accessibles (cf. [2] (9.9.4)).

On note ~ : X → X la projection canonique (2.1.1) et

(5.9.4) ~∗(OX)→ σ∗(B)

l’homomorphisme défini pour tout U ∈ Ob(Ét/X) par l’homomorphisme canonique

(5.9.5) Γ(U,OU )→ Γ(U
Uη
,O

U
Uη ).
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Sauf mention explicite du contraire, on considère σ : Ẽ → Xét (5.4.3) comme un morphisme de
topos annelés, respectivement par B et ~∗(OX).

5.10. Soient U un objet de Ét/X , y un point géométrique de Uη, V la composante connexe de
Uη contenant y. On désigne par Bπ1(V,y) le topos classifiant du groupe fondamental π1(V, y), par
(Vi)i∈I le revêtement universel normalisé de V en y ([3] 9.7) et par

(5.10.1) νy : Vfét
∼→ Bπ1(V,y), F 7→ lim

−→
i∈I◦

F (Vi)

le foncteur fibre en y. Pour tout i ∈ I, (Vi → U) est naturellement un objet de E. On peut donc
considérer le système projectif des schémas (U

Vi
)i∈I . On pose

(5.10.2) R
y

U = lim
−→
i∈I◦

Γ(U
Vi
,O

U
Vi ),

qui est un anneau de Bπ1(V,y). D’après ([2] 7.15), on a un isomorphisme canonique de Bπ1(V,y)

(5.10.3) νy(BU |V )
∼→ R

y

U .

5.11. Comme Xη est un ouvert de Xét (i.e., un sous-objet de l’objet final X), σ∗(Xη) est un
ouvert de Ẽ. On note

(5.11.1) γ : Ẽ/σ∗(Xη) → Ẽ

le morphisme de localisation de Ẽ en σ∗(Xη). On désigne par Ẽs le sous-topos fermé de Ẽ com-
plémentaire de l’ouvert σ∗(Xη), c’est-à-dire la sous-catégorie pleine de Ẽ formée des faisceaux F
tels que γ∗(F ) soit un objet final de Ẽ/σ∗(Xη), et par

(5.11.2) δ : Ẽs → Ẽ

le plongement canonique, c’est-à-dire le morphisme de topos tel que δ∗ : Ẽs → Ẽ soit le foncteur
d’injection canonique. Il existe un morphisme

(5.11.3) σs : Ẽs → Xs,ét

unique à isomorphisme près tel que le diagramme

(5.11.4) Ẽs
σs //

δ

��

Xs,ét

ιét

��
Ẽ

σ // Xét

où ι : Xs → X est l’injection canonique, soit commutatif à isomorphisme près (cf. [2] 8.8).
Pour tout entier n ≥ 1, identifiant les topos étales de Xs et Xn (2.1.1) (k étant algébriquement

clos), le morphisme σs et l’homomorphisme (5.9.4) induisent un morphisme de topos annelés ([2]
8.9)

(5.11.5) σn : (Ẽs,Bn)→ (Xs,ét,OXn).
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5.12. Dans la suite de cette introduction, on suppose qu’il existe une A2(S)-déformation lisse X̃
de X̌ que l’on fixe (cf. (2.1.1) et 4.2 pour les notations) :

(5.12.1) X̌
//

��

X̃

��

Š
// A2(S)

Soit Y = Spec(R) un objet affine connexe de Ét/X admettant un S-morphisme étale vers Gd
m,S

pour un entier d ≥ 1 et tel que Ys 6= ∅ (autrement dit, Y vérifie les hypothèses de 4.1) et soit
Ỹ → X̃ l’unique morphisme étale qui relève Y̌ → X̌. Pour tout point géométrique y de Yη, on
désigne par Y ′η la composante connexe de Yη contenant y, par

(5.12.2) νy : Y ′η,fét
∼→ Bπ1(Y ′η,y)

le foncteur fibre en y, et par F y
Y la R̂

y

Y -extension de Higgs-Tate associée à (Y, Ỹ ) (4.3).
Pour tout entier n ≥ 0, il existe un BY,n-module FY,n, où BY,n = BY /p

nBY (5.9.3), unique à
isomorphisme canonique près, tel que pour tout point géométrique y de Yη, on ait un isomorphisme
canonique de R

y

Y -modules (5.10.3)

(5.12.3) νy(FY,n|Y ′η)
∼→ F y

Y /p
nF y

Y .

La suite exacte (4.3.5) induit une suite exacte canonique de BY,n-modules

(5.12.4) 0→ BY,n → FY,n → ξ−1Ω1
X/S(Y )⊗OX(Y ) BY,n → 0.

Pour tout nombre rationnel r ≥ 0, on note F
(r)
Y,n l’extension de BY,n-modules de Yη,fét déduite

de FY,n par image inverse par le morphisme de multiplication par pr sur ξ−1Ω1
X/S(Y )⊗OX(Y )BY,n,

de sorte qu’on a une suite exacte canonique de BY,n-modules

(5.12.5) 0→ BY,n → F
(r)
Y,n → ξ−1Ω1

X/S(Y )⊗OX(Y ) BY,n → 0.

Celle-ci induit pour tout entier m ≥ 1, une suite exacte de BY,n-modules

0→ Sm−1

BY,n
(F

(r)
Y,n)→ Sm

BY,n
(F

(r)
Y,n)→ Sm

BY,n
(ξ−1Ω1

X/S(Y )⊗OX(Y ) BY,n)→ 0.

Les BY,n-modules (Sm
BY,n

(F
(r)
Y,n))m∈N forment donc un système inductif dont la limite inductive

(5.12.6) C
(r)
Y,n = lim

−→
m≥0

Sm
BY,n

(F
(r)
Y,n)

est naturellement munie d’une structure de BY,n-algèbre de Yη,fét.
Pour tous nombres rationnels r ≥ r′ ≥ 0, on a un morphisme BY,n-linéaire canonique

(5.12.7) a
r,r′

Y,n : F
(r)
Y,n → F

(r′)
Y,n

qui relève la multiplication par pr
′−r sur ξ−1Ω1

X/S(Y )⊗OX(Y ) BY,n et qui étend l’identité sur BY,n

(5.12.5). Il induit un homomorphisme de BY,n-algèbres

(5.12.8) αr,r
′

Y,n : C
(r)
Y,n → C

(r′)
Y,n .

On notera que C
(r)
Y,n et F

(r)
Y,n dépendent du choix de la déformation X̃.
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On étend les définitions précédentes aux objets affines connexes Y de Ét/X tels que Ys = ∅ en
posant C

(r)
Y,n = F

(r)
Y,n = 0.

5.13. Soient n entier ≥ 0, r un nombre rationnel ≥ 0. Les correspondances {Y 7→ F
(r)
Y,n} et

{Y 7→ C
(r)
Y,n} forment naturellement des préfaisceaux sur la sous-catégorie pleine de E formée des

objets (V → Y ) tels que Y soit affine, connexe et admette un morphisme étale vers Gd
m,S pour un

entier d ≥ 1 ([2] 9.19). Cette sous-catégorie étant clairement topologiquement génératrice dans E,
on peut considérer les faisceaux associés dans Ẽ

F (r)
n = {Y 7→ F

(r)
Y,n}

a,(5.13.1)

C (r)
n = {Y 7→ C

(r)
Y,n}

a.(5.13.2)

Ce sont en fait un Bn-module et une Bn-algèbre de Ẽs ([2] 9.22). On appelle F
(r)
n la Bn-extension

de Higgs-Tate d’épaisseur r et C
(r)
n la Bn-algèbre de Higgs-Tate d’épaisseur r associés à X̃. On a

une suite exacte canonique de Bn-modules (5.11.5)

(5.13.3) 0→ Bn → F (r)
n → σ∗n(ξ−1Ω1

Xn/Sn
)→ 0.

On décrit explicitement dans ([2] 9.25) les images de F
(r)
n et C

(r)
n par les foncteurs fibres (5.5.4).

Pour tous nombres rationnels r ≥ r′ ≥ 0, les homomorphismes (5.12.8) induisent un homomor-
phisme de Bn-algèbres

(5.13.4) αr,r
′

n : C (r)
n → C (r′)

n .

Pour tous nombres rationnels r ≥ r′ ≥ r′′ ≥ 0, on a

(5.13.5) αr,r
′′

n = αr
′,r′′

n ◦ αr,r
′

n .

On a un isomorphisme C
(r)
n -linéaire canonique

(5.13.6) Ω1

C
(r)
n /Bn

∼→ σ∗n(ξ−1Ω1
Xn/Sn

)⊗Bn
C (r)
n .

La Bn-dérivation universelle de C
(r)
n correspond via cet isomorphisme à l’unique Bn-dérivation

(5.13.7) d(r)
n : C (r)

n → σ∗n(ξ−1Ω1
Xn/Sn

)⊗Bn
C (r)
n

qui prolonge le morphisme canonique F
(r)
n → σ∗n(ξ−1Ω1

Xn/Sn
). Pour tous nombres rationnels r ≥

r′ ≥ 0, on a

(5.13.8) pr−r
′
(id⊗ αr,r

′

n ) ◦ d(r)
n = d(r′)

n ◦ αr,r
′

n .

5.14. Les système projectifs d’objets de Ẽs (5.4) indexés par l’ensemble ordonné des entiers natu-
rels N, forment un topos que l’on note ẼN◦

s . On trouvera dans ([2] § 6) des sorites utiles sur ce type
de topos. On désigne par B̆ l’anneau (Bn+1)n∈N de ẼN◦

s , par O
X̆

l’anneau (OXn+1
)n∈N de XN◦

s,ét,
et par ξ−1Ω1

X̆/S̆
le O

X̆
-module (ξ−1Ω1

Xn+1/Sn+1
)n∈N de XN◦

s,ét. Les morphismes (σn+1)n∈N (5.11.5)

induisent un morphisme de topos annelés

(5.14.1) σ̆ : (ẼN◦
s , B̆)→ (XN◦

s,ét,OX̆).

On dit qu’un B̆-module (Mn+1)n∈N de ẼN◦
s est adique si pour tous entiers m et n tels que

m ≥ n ≥ 1, le morphisme Mm ⊗Bm
Bn →Mn déduit du morphisme de transition Mm →Mn est

un isomorphisme.
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Soit r un nombre rationnel ≥ 0. Pour tous entiers m ≥ n ≥ 1, on a un morphisme Bm-linéaire
canonique F

(r)
m → F

(r)
n et un homomorphisme canonique de Bm-algèbres C

(r)
m → C

(r)
n tels que

les morphismes induits

(5.14.2) F (r)
m ⊗Bm

Bn → F (r)
n et C (r)

m ⊗Bm
Bn → C (r)

n

soient des isomorphismes. Ces morphismes forment des systèmes compatibles lorsque m et n va-
rient, de sorte que (F

(r)
n+1)n∈N et (C

(r)
n+1)n∈N sont des systèmes projectifs. On appelle B̆-extension

de Higgs-Tate d’épaisseur r associée à X̃, et l’on note F̆ (r), le B̆-module (F
(r)
n+1)n∈N de ẼN◦

s .

On appelle B̆-algèbre de Higgs-Tate d’épaisseur r associée à X̃, et l’on note C̆ (r), la B̆-algèbre
(C

(r)
n+1)n∈N de ẼN◦

s . Ce sont des B̆-modules adiques. On a une suite exacte de B̆-modules

(5.14.3) 0→ B̆ → F̆ (r) → σ̆∗(ξ−1Ω1

X̆/S̆
)→ 0.

Pour tous nombres rationnels r ≥ r′ ≥ 0, les homomorphismes (αr,r
′

n )n∈N induisent un homomor-
phisme de B̆-algèbres

(5.14.4) ᾰr,r
′
: C̆ (r) → C̆ (r′).

Pour tous nombres rationnels r ≥ r′ ≥ r′′ ≥ 0, on a

(5.14.5) ᾰr,r
′′

= ᾰr
′,r′′ ◦ ᾰr,r

′
.

Les dérivations (d
(r)
n+1)n∈N définissent un morphisme

(5.14.6) d̆(r) : C̆ (r) → σ̆∗(ξ−1Ω1

X̆/S̆
)⊗ ˘B

C̆ (r),

qui n’est autre que la B̆-dérivation universelle de C̆ (r). Pour tous nombres rationnels r ≥ r′ ≥ 0,
on a

(5.14.7) pr−r
′
(id⊗ ᾰr,r

′
) ◦ d̆(r) = d̆(r′) ◦ ᾰr,r

′
.

6. Modules de Dolbeault

6.1. Les hypothèses et notations de § 5 sont en vigueur dans cette section. On pose S = Spf(OC)
et on note X le schéma formel complété p-adique de X, et ξ−1Ω1

X/S le complété p-adique du
OX -module ξ−1Ω1

X/S
= ξ−1Ω1

X/S ⊗OX OX . On désigne par

(6.1.1) ŭ : (XN◦
s,ét,OX̆)→ (XN◦

s,zar,OX̆)

le morphisme canonique de topos annelés ([2] 2.9), par

(6.1.2) λ : (XN◦
s,zar,OX̆)→ (Xs,zar,OX)

le morphisme de topos annelés dont le foncteur image directe correspondant est la limite projective
([2] 6.4), et par

(6.1.3) > : (ẼN◦
s , B̆)→ (Xzar,OX)

le morphisme composé de topos annelés λ◦ŭ◦σ̆ (5.14.1). Nous utilisons pour les modules la notation
>−1 pour désigner l’image inverse au sens des faisceaux abéliens et nous réservons la notation >∗
pour l’image inverse au sens des modules ; de même pour σ̆.

On note

(6.1.4) δ : ξ−1Ω1
X/S → R1>∗(B̆)
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le morphisme OX-linéaire de Xs,zar composé du morphisme d’adjonction (cf. [2] (10.2.5))

(6.1.5) ξ−1Ω1
X/S → >∗(σ̆

∗(ξ−1Ω1

X̆/S̆
))

et du morphisme bord de la suite exacte longue de cohomologie déduite de la suite exacte canonique

(6.1.6) 0→ B̆ → F̆ → σ̆∗(ξ−1Ω1

X̆/S̆
)→ 0.

On notera que le morphisme

(6.1.7) >∗(ξ−1Ω1
X/S )→ σ̆∗(ξ−1Ω1

X̆/S̆
)

adjoint de (6.1.5) est un isomorphisme ([2] (10.2.6)).

Théorème 6.2 ([2] 10.8). Il existe un et un unique isomorphisme de OX[ 1
p ]-algèbres graduées

(6.2.1) ∧ (ξ−1Ω1
X/S [

1

p
])
∼→ ⊕i≥0Ri>∗(B̆)[

1

p
]

dont la composante en degré un est le morphisme δ ⊗Zp Qp (6.1.4).

Cet énoncé est la clé de voûte de l’approche de Faltings en théorie de Hodge p-adique. On
le retrouve ici et là sous différentes incarnations. Sa forme galoisienne locale ([1] 8.21) est une
conséquence du théorème de pureté de Faltings ([1] 6.15). L’énoncé global a une variante entière
([2] 10.3) qui se déduit du cas local par localisation (5.7).

6.3. La suite exacte canonique (6.1.6) induit, pour tout entier m ≥ 1, une suite exacte

(6.3.1) 0→ Symm−1
˘B

(F̆ )→ Symm
˘B

(F̆ )→ σ̆∗(Symm
O
X̆

(ξ−1Ω1

X̆/S̆
))→ 0.

Proposition 6.4 ([2] 10.12). Soit m un entier ≥ 1. Alors :
(i) Le morphisme

(6.4.1) >∗(Symm−1
˘B

(F̆ ))[
1

p
]→ >∗(Symm

˘B
(F̆ ))[

1

p
]

induit par (6.3.1) est un isomorphisme.
(ii) Pour tout entier q ≥ 1, le morphisme

(6.4.2) Rq>∗(Symm−1
˘B

(F̆ ))[
1

p
]→ Rq>∗(Symm

˘B
(F̆ ))[

1

p
]

induit par (6.3.1) est nul.

La variante galoisienne locale de cet énoncé est due à Hyodo ([10] 1.2). C’est le principal ingré-
dient dans la définition des systèmes locaux de Hodge-Tate.

Proposition 6.5 ([2] 10.18). L’homomorphisme canonique

(6.5.1) OX[
1

p
]→ lim

−→
r∈Q>0

>∗(C̆ (r))[
1

p
]

est un isomorphisme, et pour tout entier q ≥ 1,

(6.5.2) lim
−→
r∈Q>0

Rq>∗(C̆ (r))[
1

p
] = 0.

La variante galoisienne locale de cet énoncé ([1] 12.5) est essentiellement due à Tsuji ([18] 6.2).
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6.6. On note Mod(B̆) la catégorie des B̆-modules de ẼN◦
s , Modad(B̆) (resp. Modatf(B̆)) la sous-

catégorie pleine formée des B̆-modules adiques (resp. adiques de type fini) (5.14) et ModQ(B̆)

(resp. Modad
Q (B̆), resp. Modatf

Q (B̆)) la catégorie des objets de Mod(B̆) (resp. Modad(B̆), resp.

Modatf(B̆)) à isogénie près (2.6). La catégorie ModQ(B̆) est abélienne et les foncteurs canoniques

(6.6.1) Modatf
Q (B̆)→Modad

Q (B̆)→ModQ(B̆)

sont pleinement fidèles. On désigne par Modcoh(OX) (resp. Modcoh(OX[ 1
p ])) la catégorie des OX-

modules (resp. OX[ 1
p ]-modules) cohérents deXs,zar et par Modcoh

Q (OX) la catégorie des OX-modules
cohérents à isogénie près. D’après ([2] 5.14), le foncteur canonique

(6.6.2) Modcoh(OX)→Modcoh(OX[
1

p
]), F 7→ FQp = F ⊗Zp Qp,

induit une équivalence de catégories abéliennes

(6.6.3) Modcoh
Q (OX)

∼→Modcoh(OX[
1

p
]).

6.7. Pour tout nombre rationnel r ≥ 0, on note encore

(6.7.1) d̆(r) : C̆ (r) → >∗(ξ−1Ω1
X/S )⊗ ˘B

C̆ (r)

la B̆-dérivation induite par d̆(r) (5.14.6) et l’isomorphisme (6.1.7), que l’on identifie à la B̆-
dérivation universelle de C̆ (r). C’est un B̆-champ de Higgs à coefficients dans >∗(ξ−1Ω1

X/S )

(2.5). On désigne par K•(C̆ (r), prd̆(r)) le complexe de Dolbeault de (C̆ (r), prd̆(r)) (2.3) et par
K•Q(C̆ (r), prd̆(r)) son image dans ModQ(B̆). D’après (5.14.7), pour tous nombres rationnels r ≥
r′ ≥ 0, l’homomorphisme ᾰr,r

′
(5.14.4) induit un morphisme de complexes

(6.7.2) ν̆r,r
′
: K•(C̆ (r), prd̆(r))→ K•(C̆ (r′), pr

′
d̆(r′)).

Proposition 6.8 ([2] 10.24). Le morphisme canonique

(6.8.1) B̆Q → lim
−→
r∈Q>0

H0(K•Q(C̆ (r), prd̆(r)))

est un isomorphisme, et pour tout entier q ≥ 1,

(6.8.2) lim
−→
r∈Q>0

Hq(K•Q(C̆ (r), prd̆(r))) = 0.

On notera que les limites inductives filtrantes ne sont pas a priori représentables dans la catégorie
ModQ(B̆).

6.9. Le foncteur >∗ (6.1.3) induit un foncteur additif et exact à gauche que l’on note encore

(6.9.1) >∗ : ModQ(B̆)→Mod(OX[
1

p
]).

Pour tout entier q ≥ 0, on note

(6.9.2) Rq>∗ : ModQ(B̆)→Mod(OX[
1

p
])
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le q-ième foncteur dérivé droit de >∗. D’après (6.6.3), le foncteur image inverse >∗ induit un
foncteur additif que l’on note encore

(6.9.3) >∗ : Modcoh(OX[
1

p
])→Modatf

Q (B̆).

Pour tout OX[ 1
p ]-module cohérent F et tout B̆Q-module G , on a un homomorphisme canonique

bifonctoriel

(6.9.4) Hom ˘BQ
(>∗(F ),G )→ HomOX[ 1

p ](F ,>∗(G )).

qui est injectif ([2] (11.1.5)).

6.10. On désigne par IH(OX, ξ
−1Ω1

X/S ) la catégorie des OX-isogénies de Higgs à coefficients
dans ξ−1Ω1

X/S (2.8) et par IHcoh(OX, ξ
−1Ω1

X/S ) la sous-catégorie pleine formée des quadru-
plets (M ,N , u, θ) tels que M et N soient des OX-modules cohérents. Ce sont des catégories
additives. On note IHQ(OX, ξ

−1Ω1
X/S ) (resp. IHcoh

Q (OX, ξ
−1Ω1

X/S )) la catégorie des objets de
IH(OX, ξ

−1Ω1
X/S ) (resp. IHcoh(OX, ξ

−1Ω1
X/S )) à isogénie près (2.6).

On sous-entend par OX[ 1
p ]-module de Higgs à coefficients dans ξ−1Ω1

X/S , un OX[ 1
p ]-module de

Higgs à coefficients dans ξ−1Ω1
X/S [ 1

p ] (2.3). On désigne par MH(OX[ 1
p ], ξ−1Ω1

X/S ) la catégorie de
tels modules et par MHcoh(OX[ 1

p ], ξ−1Ω1
X/S ) la sous-catégorie pleine formée des modules de Higgs

dont le OX[ 1
p ]-module sous-jacent est cohérent.

Le foncteur

(6.10.1) IH(OX, ξ
−1Ω1

X/S ) → MH(OX[ 1
p ], ξ−1Ω1

X/S )

(M ,N , u, θ) 7→ (MQp , (id⊗ u−1
Qp ) ◦ θQp)

induit un foncteur

(6.10.2) IHQ(OX, ξ
−1Ω1

X/S )→MH(OX[
1

p
], ξ−1Ω1

X/S ).

D’après ([2] 5.17), celui-ci induit une équivalence de catégories

(6.10.3) IHcoh
Q (OX, ξ

−1Ω1
X/S )

∼→MHcoh(OX[
1

p
], ξ−1Ω1

X/S ).

Définition 6.11. On appelle OX[ 1
p ]-fibré de Higgs à coefficients dans ξ−1Ω1

X/S tout OX[ 1
p ]-module

de Higgs à coefficients dans ξ−1Ω1
X/S dont le OX[ 1

p ]-module sous-jacent est localement projectif
de type fini ([2] 2.8).

6.12. Soit r un nombre rationnel ≥ 0. On désigne par Ξr la catégorie des pr-isoconnexions inté-
grables relativement à l’extension C̆ (r)/B̆ (2.9) et par ΞrQ la catégorie des objets de Ξr à isogénie
près (2.6). On note Sr le foncteur

(6.12.1) Sr : Mod(B̆)→ Ξr, M 7→ (C̆ (r) ⊗ ˘B
M , C̆ (r) ⊗ ˘B

M , id, prd̆(r) ⊗ id).

Celui-ci induit un foncteur que l’on note encore

(6.12.2) Sr : ModQ(B̆)→ ΞrQ.

On note K r le foncteur

(6.12.3) K r : Ξr →Mod(B̆), (F ,G , u,∇) 7→ ker(∇).
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Celui-ci induit un foncteur que l’on note encore

(6.12.4) K r : ΞrQ →ModQ(B̆).

Il est clair que (6.12.1) est un adjoint à gauche de (6.12.3). Par suite, (6.12.2) est un adjoint à
gauche de (6.12.4).

Si (N ,N ′, v, θ) est une OX-isogénie de Higgs à coefficients dans ξ−1Ω1
X/S ,

(6.12.5) (C̆ (r) ⊗ ˘B
>∗(N ), C̆ (r) ⊗ ˘B

>∗(N ′), id⊗ ˘B
>∗(v), id⊗>∗(θ) + prd̆(r) ⊗>∗(v))

est un objet de Ξr ([2] 5.12). On obtient ainsi un foncteur (6.10)

(6.12.6) >r+ : IH(OX, ξ
−1Ω1

X/S )→ Ξr.

D’après (6.10.3), celui-ci induit un foncteur que l’on note encore

(6.12.7) >r+ : MHcoh(OX[
1

p
], ξ−1Ω1

X/S )→ ΞrQ.

Soit (F ,G , u,∇) un objet de Ξr. D’après la formule de projection ([2] 11.4), ∇ induit un
morphisme OX-linéaire :

(6.12.8) >∗(∇) : >∗(F )→ ξ−1Ω1
X/S ⊗OX

>∗(G ).

On voit aussitôt que (>∗(F ),>∗(G ),>∗(u),>∗(∇)) est une OX-isogénie de Higgs à coefficients
dans ξ−1Ω1

X/S . On obtient ainsi un foncteur

(6.12.9) >r+ : Ξr → IH(OX, ξ
−1Ω1

X/S ),

qui est clairement un adjoint à droite de (6.12.6). Le composé des foncteurs (6.12.9) et (6.10.1)
induit un foncteur que l’on note encore

(6.12.10) >r+ : ΞrQ →MH(OX[
1

p
], ξ−1Ω1

X/S ).

Définition 6.13 ([2] 10.12). Soient M un objet de Modatf
Q (B̆), N un OX[ 1

p ]-fibré de Higgs à
coefficients dans ξ−1Ω1

X/S .
(i) Soit r un nombre rationnel > 0. On dit que M et N sont r-associés s’il existe un isomor-

phisme de ΞrQ

(6.13.1) α : >r+(N )
∼→ Sr(M ).

On dit alors aussi que le triplet (M ,N , α) est r-admissible.
(ii) On dit que M et N sont associés s’il existe un nombre rationnel r > 0 tel que M et N

soient r-associés.

On notera que pour tous nombres rationnels r ≥ r′ > 0, si M et N sont r-associés, ils sont
r′-associés.

Définition 6.14. (i) On appelle B̆Q-module de Dolbeault tout objet de Modatf
Q (B̆) pour lequel il

existe un OX[ 1
p ]-fibré de Higgs associé à coefficients dans ξ−1Ω1

X/S .
(ii) On dit qu’un OX[ 1

p ]-fibré de Higgs à coefficients dans ξ−1Ω1
X/S est soluble s’il admet un

module de Dolbeault associé.

On désigne par ModDolb
Q (B̆) la sous-catégorie pleine de Modatf

Q (B̆) formée des B̆Q-modules
de Dolbeault, et par MHsol(OX[ 1

p ], ξ−1Ω1
X/S ) la sous-catégorie pleine de MH(OX[ 1

p ], ξ−1Ω1
X/S )

formée des OX[ 1
p ]-fibrés de Higgs solubles à coefficients dans ξ−1Ω1

X/S .
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6.15. Pour tout B̆Q-module M et tous nombres rationnels r ≥ r′ ≥ 0, on a un morphisme
canonique de MH(OX[ 1

p ], ξ−1Ω1
X/S )

(6.15.1) >r+(Sr(M ))→ >r
′

+(Sr′(M )).

On obtient ainsi un système inductif filtrant (>r+(Sr(M )))r∈Q≥0
. On désigne par H le foncteur

(6.15.2) H : ModQ(B̆)→MH(OX[
1

p
], ξ−1Ω1

X/S ), M 7→ lim
−→
r∈Q>0

>r+(Sr(M )).

Pour tout objet N de MH(OX[ 1
p ], ξ−1Ω1

X/S ) et tous nombres rationnels r ≥ r′ ≥ 0, on a un

morphisme canonique de ModQ(B̆)

(6.15.3) K r(>r+(N ))→ K r′(>r
′+(N )).

On obtient ainsi un système inductif filtrant (K r(>r+(N )))r≥0. On notera cependant que les
limites inductives filtrantes ne sont pas a priori représentables dans la catégorie ModQ(B̆).

Proposition 6.16 ([2] 11.18). Pour tout B̆Q-module de Dolbeault M , H (M ) (6.15.2) est un
OX[ 1

p ]-fibré de Higgs soluble et associé à M . En particulier, H induit un foncteur que l’on note
encore

(6.16.1) H : ModDolb
Q (B̆)→MHsol(OX[

1

p
], ξ−1Ω1

X/S ), M 7→H (M ).

Proposition 6.17 ([2] 11.23). On a un foncteur

(6.17.1) V : MHsol(OX[
1

p
], ξ−1Ω1

X/S )→ModDolb
Q (B̆), N 7→ lim

−→
r∈Q>0

K r(>r+(N ))).

De plus, pour tout objet N de MHsol(OX[ 1
p ], ξ−1Ω1

X/S ), V (N ) est associé à N .

Théorème 6.18 ([2] 11.26). Les foncteurs (6.16.1) et (6.17.1)

(6.18.1) ModDolb
Q (B̆)

H //
MHsol(OX[ 1

p ], ξ−1Ω1
X/S )

V
oo

sont des équivalences de catégories quasi-inverses l’une de l’autre.

Théorème 6.19 ([2] 11.29). Soient M un B̆Q-module de Dolbeault, q un entier ≥ 0. Notons
K•(H (M )) le complexe de Dolbeault du OX[ 1

p ]-fibré de Higgs H (M ) (2.3). On a alors un iso-
morphisme canonique fonctoriel de OX[ 1

p ]-modules (6.9.2)

(6.19.1) Rq>∗(M )
∼→ Hq(K•(H (M ))).

6.20. Soit g : X ′ → X un morphisme étale. Il existe essentiellement un unique morphisme étale
g̃ : X̃ ′ → X̃ qui s’insère dans un diagramme cartésien (2.1.1)

(6.20.1) X̌
′ //

ǧ

��

X̃ ′

g̃

��
X̌

// X̃
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de sorte que X̃ ′ est une A2(S)-déformation lisse de X̌
′
. On associe à (X ′, X̃ ′) des objets analogues

à ceux définis plus haut pour (X, X̃), qu’on note par les mêmes symboles affectés d’un exposant ′.
Le morphisme g définit par fonctorialité un morphisme de topos annelés ([2] 7.20)

(6.20.2) Φ: (Ẽ′,B
′
)→ (Ẽ,B).

On démontre dans ([2] 7.21) que Φ s’identifie au morphisme de localisation de (Ẽ,B) en σ∗(X ′).
Par ailleurs, Φ induit un morphisme de topos annelés

(6.20.3) Φ̆ : (Ẽ′N
◦

s , B̆
′
)→ (ẼN◦

s , B̆).

On note g : X′ → X le prolongement de g : X
′ → X aux complétés p-adiques.

Proposition 6.21 ([2] 12.9). Les hypothèses étant celles de (6.20), soient, de plus, M un B̆Q-
module de Dolbeault, N un OX[ 1

p ]-fibré de Higgs soluble à coefficients dans ξ−1Ω1
X/S . Alors Φ̆∗(M )

est un B̆
′
Q-module de Dolbeault et g∗(N ) est un OX′ [

1
p ]-fibré de Higgs soluble à coefficients dans

ξ−1Ω1
X′/S . Si de plus, M et N sont associés, Φ̆∗(M ) et g∗(N ) sont associés.

On démontre en fait que les diagrammes de foncteurs

(6.21.1) ModDolb
Q (B̆)

H //

Φ̆∗

��

MHsol(OX[ 1
p ], ξ−1Ω1

X/S )

g∗

��

V // ModDolb
Q (B̆)

Φ̆∗

��

ModDolb
Q (B̆

′
)

H ′
// MHsol(OX′ [

1
p ], ξ−1Ω1

X′/S )
V ′ // ModDolb

Q (B̆
′
)

sont commutatifs à isomorphismes canoniques près ([2] 12.11).

6.22. Il existe un unique morphisme de topos

(6.22.1) ψ : ẼN◦
s → Xét

tel que pour tout U ∈ Ob(Ét/X), ψ∗(U) soit le système projectif constant (σ∗s (Us))N (5.11.3). On
note Étcoh/X la sous-catégorie pleine de Ét/X formée des schémas étales de présentation finie sur
X. On a une catégorie fibrée canonique

(6.22.2) MODQ(B̆)→ Étcoh/X ,

dont la fibre au-dessus d’un objet U de Étcoh/X est la catégorie ModQ(B̆|ψ∗(U)) et le foncteur
image inverse par un morphisme U ′ → U de Étcoh/X est le foncteur de restriction (6.20.2)

(6.22.3) ModQ(B̆|ψ∗(U))→ModQ(B̆|ψ∗(U ′)), M 7→M |ψ∗(U ′).
D’après 6.21, elle induit une catégorie fibrée

(6.22.4) MODDolb
Q (B̆)→ Étcoh/X

dont la fibre au-dessus d’un objet U de Étcoh/X est la catégorie ModDolb
Q (B̆|ψ∗(U)). On s’attend

à ce que cette dernière soit un champ. On peut toutefois montrer le résultat partiel suivant.

Proposition 6.23 ([2] 12.16). Soient M un objet de Modatf
Q (B̆), (Ui)i∈I un recouvrement ouvert

(de Zariski) de X. Pour que M soit de Dolbeault, il faut et il suffit que pour tout i ∈ I, M |ψ∗(Ui)
soit de Dolbeault.
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Définition 6.24. On dit qu’un OX[ 1
p ]-fibré de Higgs (N , θ) à coefficients dans ξ−1Ω1

X/S est petit
s’il existe un sous-OX-module cohérent N de N qui l’engendre sur OX[ 1

p ] et un nombre rationnel
ε > 1

p−1 tels que

(6.24.1) θ(N) ⊂ pεξ−1Ω1
X/S ⊗OX

N.

Conjecture 6.25. Tout petit OX[ 1
p ]-fibré de Higgs à coefficients dans ξ−1Ω1

X/S est soluble.

Proposition 6.26 ([2] 13.3). La conjecture (6.25) vaut si X est affine et connexe et s’il admet un
S-morphisme étale dans Gd

m,S pour un entier d ≥ 1.

Proposition 6.27 ([2] 13.4). Si la catégorie fibrée (6.22.4) est un champ, la conjecture (6.25)
vaut.
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