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Introduction

Ce texte rassemble les notes écrites d’une série de quatre exposés donnés a 'THES les 19 juin, 26 juin,
3 juillet et 8 juillet 2014 (et dont les enregistrements sont disponibles & partir du site de 'auteur ou de celui
des vidéos de I'THES).

Il introduit une nouvelle approche pour une éventuelle démonstration (encore a vérifier) du transfert
automorphe de Langlands sur les corps globaux. Plus précisément, le cadre envisagé est celui d’'un groupe
réductif G quasi-déployé sur un corps global F' et d’une représentation de transfert

p:G xTp — GL,(C)

qui envoie le tore maximal 7' du groupe dual G de G vers le tore maximal T,(C) = (C*)" de GL,(C) et
telle que le groupe de Galois I'r de F' agisse sur ’espace C" de p par permutation des r vecteurs de sa base
standard.

Il n’y a pas de restriction a supposer, comme le fait le texte, que G est muni de deux caracteres définis
sur F'
detg,detg : G — Gy,

caractérisés par les propriétés suivantes :
e le cocaractere central
—_— % o~
detg : C* — Zg — G
qui correspond a detg agit sur ’espace C” de p par

A 0

A=

® ONn a ) )
<d6tB, P%’) = <6Ba p”LI‘>

pour tout poids dominant pf. d’un facteur irréductible de p : G— GL,-(C) et si 05 désigne le caractere
modulaire du sous-groupe de Borel B de G.

Dans une telle situation, le texte propose une construction de
e un opérateur de p-transformation de Fourier
[
sur le groupe topologique G(A) des points de G & valeurs dans Panneau des adeles A = [ F, de F,

z€|F|

e un espace de fonctions sur G(A), appelées les p-fonctions, qui est stable par les translations & gauche
ou a droite ainsi que par la p-transformation de Fourier,

e une fonctionnelle linéaire
fe Z f(y) | + (terme de bord)
YEG(F)

sur ’espace des p-fonctions, qui doit vérifier la “formule de Poisson” au sens d’étre laissée invariante
par la p-transformation de Fourier f — f.



Le voeu d’une telle triple construction avait été exprimé (mais sans proposition de construction, méme
conjecturale) dans un article de A. Braverman et D. Kazhdan publié en I’an 2000. Il semble aussi avoir été
exprimé oralement depuis des décennies par certains mathématiciens comme R. Godement (selon C. Soulé)
ou divers membres de I’école russe (selon M. Gromov).

Le réve de ces mathématiciens était évidemment de généraliser au contexte non linéaire de G et de p
le travail de Tate dans sa thése pour G,, plongé dans A' et son extension par R. Godement et H. Jacquet
aux groupes linéaires GL, plongés dans les espaces de matrices M,. La stucture linéaire de A ou M, (A)
avait en effet permis d’introduire des opérateurs de transformation de Fourier adéliques, de définir des
espaces naturels de fonctions sur A* ou GL,.(A) stables par ces opérateurs et de montrer une formule de
Poisson. Tate puis Godement et Jacquet avaient déduit de cette formule de Poisson les propriétés globales
(prolongement analytique et équation fonctionnelle) des fonctions L standard des caracteres de A* /F* puis
des représentations automorphes de GL,(A).

Il était donc clair qu’une généralisation de ces constructions et de ces propriétés au contexte non linéaire
de G et de p impliquerait les mémes propriétés globales des fonctions

L(p,m,e)

associées par Langlands aux représentations p : G x I'r — GL,(C) et aux représentations automorphes 7 de
G(A).

De plus, les “théorémes réciproques” de Hecke, Weil, Piatetski-Shapiro, Jacquet, Shalika et Cogdell
montrent que ces propriétés globales des fonctions

L(p,,e)

et de celles qui s’en déduisent par “torsion” avec n’importe quelle représentation automorphe 7’ de GL,._1 (A)
impliquent le transfert automorphe de Langlands de G a GL,. via la représentation de transfert p : G xI'r —
GL,(A).

Autrement dit, le transfert automorphe de Langlands de G a GL,. via p serait conséquence d’une formule
de Poisson appropriée sur le groupe adélique G,_1(A) associé au groupe réductif G,_; défini par le carré
cartésien

Grfl GLT*l
l \Ldet
G detg Gm

et muni de la représentation de transfert
pro1:Gyy % Tp = [(é x Tp) x GLr,l((C)} JC* = GL,_1(C)

produit tensoriel de p et de la représentation standard de GL,_1(C).

En fait, Pauteur a montré dans le cas des corps de fonctions (voir 'article au Japan J. Math. qui suit
la prépublication M/12/28), et en reprenant “en famille” les procédés de construction des “théorémes
réciproques”, que lexistence d’une telle formule de Poisson sur G,_i(A) permettrait de construire des
“noyaux du transfert” c’est-a-dire des fonctions automorphes

(G x G xGL,)(F)\(G x G x GL,)(A) - C

qui réalisent “en famille” le transfert automorphe de G a GL, via p.

C’est d’ailleurs en cherchant a construire de tels noyaux que 'auteur s’est trouvé confronté au méme
probleme de construction de transformations de Fourier non linéaires vérifiant des formules de Poisson que
Braverman et Kazhdan avaient envisagé des années plus tot.



Quand Braverman et Kazhdan avaient publié leur article, 'auteur ne 'avait pas pris au sérieux — pas
plus que beaucoup d’autres mathématiciens — car il n’avait pas compris que le probleme de construction
de p-transformations de Fourier vérifiant des formules de Poisson n’était pas plus fort mais équivalent au
probleme de la fonctorialité de Langlands. Une telle équivalence est étonnante a priori puisqu’elle signifie
que sur n’'importe quel groupe réductif G, y compris par exemple les groupes linéaires GL,, il existe non pas
seulement une formule de Poisson mais une infinité, autant que de représentations p : G x I'r — GL,.(C).

Le fait que le transfert automorphe de Langlands de G & GL, via p implique 'existence d’un opérateur
de p-transformation de Fourier agissant sur un espace de p-fonctions sur G(A) et vérifiant une formule de
Poisson, est démontré dans notre article au Japan J. Math. et, avec plus de détails, dans la prépublication
M/14/05.

La partie I du présent texte dresse la liste des propriétés attendues de 'opérateur de p-transformation
de Fourier

f=1f
sur G(A) que nous cherchons. Tout d’abord, il faut bien sir qu’il s’écrive comme un produit

f:®fx'_’®f/;:f

z€|F| z€|F|
d’opérateurs de p-transformation de Fourier locaux
Jor fo

sur les groupes réductifs G(F,) localisés en les places = de F.

Chacun de ces opérateurs f, — j/f; doit étre compatible avec les translations & gauche f, — 9f, = f.(ge)
et a droite f, — f9 = f,(eg) par les éléments g € G(F,) au sens de vérifier les formules

{@ = ldety(g)lz*- e,
1

2= |dety(9)l;t -9 e,

si det, désigne le caractére produit detg -detp : G — G,,. Autrement dit, opérateur f, — ]/”; doit avoir la
forme

ﬁ<->=/c dpg- folg) K2(g9)

Fy

pour une certaine fonction localement intégrable
k? : G(F;) — C

invariante par conjugaison, et une mesure d, g sur G(F;) que les translations & gauche ou & droite trans-
forment par le caractére |det,(e)|,.

Apres cela, la premiere propriété attendue de l'opérateur f, +— fm sur G(F,) est que lopérateur de
passage aux termes constants le long du radical unipotent Ng de B

fo— |T(Fy) >t — |detp(t) 3;/2-|5B(t)|;/2-/

Ng(F,)
le transforme en l'opérateur de pp-transformation de Fourier
Pz — P

attendu sur le tore T'(F}).



Sa seconde propriété attendue est qu’il respecte le produit hermitien sur G(F})
(o) = ()= [ dyg- i) Tl
Fy

et définisse donc un automorphisme unitaire de I’espace des fonctions de carré intégrable sur G(F) pour la
mesure d, g. Il est équivalent de demander que f, — f, admette pour inverse 'opérateur conjugué

f /c(m p 9 f(g) - kz(ge)

Si 'on munit G du cocaractere central
Gm — ZG — G

. N A P det -
qui correspond au caractére composé G —— GL,.(C) —— C* et que I'on cherche un noyau k? vérifiant

kz(g) = kL (—g), VgeG(F,),

la propriété d’unitarité équivaut encore & demander que le composé de f, — f, avec lui-méme se confonde
avec I'opérateur

fu(®) — fo(—e).

Ensuite, on s’attend & pouvoir définir en toute place ultramétrique = de F' un espace de fonctions sur
G(F;), appelées les p-fonctions, qui soit stable par les translations & gauche et & droite ainsi que par la
p-transformation de Fourier. Il faut que la connaissance de cet espace soit équivalente a celle de fractions
rationnelles

Ly(p,m,Z)

indexées par I'ensemble {7}$ des représentations lisses admissibles irréductibles 7= de G(F,), et que la
connaissance de ’action de 'opérateur f, — f, sur cet espace soit équivalente a celle de monoémes

e (p 7, 2)

indexés par les 7 € {7}¢.

Plus précisément, on demande de pouvoir passer de l'espace des p-fonctions aux facteurs L, (p,, Z)
comme dans le cas linéaire traité par Godement et Jacquet. Il faut que, pour toute © € {w}&, les intégrales

/ dpg- f2(9) - 02(g) - |deta(g)|z 2 - [det,(g)|s 2
G(F.)

associées aux p-fonctions f, et aux coefficients matriciels de 7
vz G(F,) — C

convergent absolument, pour tout s € C de partie réelle assez grande, vers une fraction rationnelle en
Z = q; *°, et que ces fractions rationnelles en Z admettent un plus petit dénominateur commun, inverse d’'un
polynome qui vaut 1 en Z = 0, qui est

Ly(p,7, 7).

Pour pouvoir aller en sens inverse de la connaissance des dénominateurs L, (p, m, Z) vers celle de 'espace
des p-fonctions, il faut savoir que 'ensemble {7}¢ a une structure algébrique naturelle. Celle-ci est définie
en appelant polynémes les fonctions

{m}f —C



éléments de l’algebre engendrée par les fonctions traces
7w Trr(hy)
des fonctions localement constantes & support compact
hy: G(F,) — C.

On sait que toute telle fonction h, admet une unique décomposition spectrale de la forme

ha(®) :/1 (r}g dm (o)

ou
o Im {7}¢ désigne la sous-variété algébrique réelle de {7}& composée des représentations 7 qui sont
unitaires et tempérées,

e dr désigne la mesure de Plancherel sur Im {7 }&,

e pour tout 7 € {7}%, g+ hy »(g) est un coefficient matriciel de la représentation T,

e pour tout g € G(F,), ™ — hy »(g) est une fonction polynémiale de 7 € {w}¢.

Alors on s’attend & ce qu’une fonction
fz:G(F,) —C

soit une p-fonction si et seulement si
e clle est invariante a gauche et a droite par un sous-groupe ouvert compact de G(F}),

e elle est supportée par une partie de G(F,) dont 'intersection avec toute fibre de

G(F:) — qz
g — |dete(9)]s

est compacte,

e clle admet une décomposition spectrale de la forme

fulo) =dety(o)* - [ fon(o) L ()

Im {r}

ott les g — f. ~(g) sont des coefficients matriciels des représentations 7 € {m}& et les 7 — fu - (9),
g € G(F,), sont des polynémes sur {7}<.

Puis on s’attend & ce que les £, (p, T, Z) soient des polynomes inversibles en Z*! et m € {n}¢ tels que,
pour toute p-fonction f, décomposée spectralement comme ci-dessus, on ait

Fulg) = ldet,(g)li - /

Im{r}&

_1 _1
dm - f-’EJF(gil) : LJ: (paﬂ—aql' 2) ‘€ (PﬂTan 2) .

Cette relation rend équivalentes la connaissance des facteurs e, (p, 7, Z), 7 € {7}¢, et celle de I'action de
Popérateur f, — f, sur espace des p-fonctions sur G(Fy,).



On s’attend enfin a ce que lespace des p-fonctions sur G(F,,) et Uespace des pp-fonctions sur T'(F,) soient
reliés par opérateur de passage aux termes constants

fio o [det(@)|Y2 - 155 (o)1 / du- fo(ou).
Np(Fy)

Cela équivaut & demander que, pour toute représentation 7 € {7} qui est I'induite (normalisée) d’un
caractére X, € {7} de T(F,), on ait

Lz(paﬂ—vz) = Lm(pT7X‘n’aZ)7

gx(paﬂ-vz) = 5I(pTaXTraZ)'
Cela s’applique en particulier & toutes les représentations = de G(F,) qui sont non ramifiées, en les places
ultramétriques x ou G est non ramifié sur F.

Or, en les places = oit G et p sont non ramifiés, les facteurs L, (p, 7, Z) = Ly (p7, X, Z) €t ex(p, 7, Z) =
ex(pr, Xx, Z) des caractéres non ramifiés x, de T'(F,) sont entierement fixés a priori par la régle instituée par
Langlands pour définir le transfert de G & GL, via p. En ces places, le sous-espace des p-fonctions sphériques
est donc fixé et connu, ainsi que I’action sur lui de Uopérateur f, — f, de p-transformation de Fourier.

Ce sous-espace contient 'unique p-fonction sphérique, appelée “standard” ou “spéciale”, définie par la
décomposition spectrale

£u(0) = [ on()- L (7 ®) - det (o)

ou 7 décrit la variété des représentations unitaires tempérées non ramifiées et f, (o) désigne 'unique coef-
ficient matriciel sphérique de m qui vaut 1 au point 1 de G(F}).

En les places x archimédiennes, toutes les représentations irréductibles de G(F) sont des sous-quotients
de représentations induites par des caractéres de T'(F;). Il sera donc naturel de demander qu'une fonction
assez réguliere

fo: G(F;) —C

soit une p-fonction si et seulement si, pour tous g,g" € G(F,), le terme constant

T(F,) 3t |detp(t)|Y/2 - |05(t)]Y/2 / du- fo(g-t-u-g)
Np(Fy)

est une pp-fonction.

De plus, les facteurs L, (p, 7, ®) et €,(p, 7, ®) des représentations 7 de G(F,) devront étre ceux L, (pr, X, ®)
et ex(pr, x,®) des caractéres associés x = x, de T(Fy).

En les places archimédiennes, on sera donc ramené au cas des tores qui fait 'objet de la partie II.

Le dernier paragraphe de la partie I rappelle 'expression générale conjecturale d’une fonctionnelle de
Poisson déja présentée dans notre article au Japan J. Math. et dans notre prépublication M/14/05.

Tout d’abord, l'espace des p-fonctions sur G(A) est défini comme 'espace engendré par les produits

TE|F|

de p-fonctions locales f, sur les G(F,) qui sont égales & la p-fonction standard en presque toute place
ultramétrique en laquelle G et p sont non ramifiés.



Etant donnée une p-fonction globale

f:GA)—C,

elle se factorise pour presque toute place ultramétrique x non ramifiée pour G et p comme produit

f:fm®fm

d’une p-fonction f, sur G(F;) qui est sphérique.

On introduit un procédé qui permet, a partir de la décomposition spectrale de f,, d’écrire celle-ci comme

une somime .
fm = Z faéV’N

N,N’eN
. ’ . ’ . N . . ’
de fonctions sphériques fNV : G(F,) — C qui sont & support compact, ainsi que leurs p-transformées de
—_—
. N,N’
Fourier f; " .
Nous conjecturons que :

e la série formelle

S 2NN (Y e ) ()

N,N’eN ~EG(F)
est une fraction rationnelle en Z,

e sa valeur régularisée en Z = 1 (définie en enlevant a cette fraction rationnelle son éventuelle partie
polaire en Z = 1), notée S(f), ne dépend pas du choix de la place z,

e clle vérifie la formule de Poisson

~

S(f) =50,

o la différence

o+ Y F | =S,

YEG(F) YEG(F)
notée conventionnellement
D DN (GO
YeG(F)
est égale a
> f()
YEG(F)

8’1l existe au moins une place ultramétrique = de F' en laquelle f se factorise comme produit

f:fz®fx

d’une p-fonction locale f, : G(F,) — C dont le support est compact.

On a montré dans le cas des corps de fonctions que le transfert automorphe de G & GL, via p (qui
est maintenant connu en général grice aux travaux récents de Vincent Lafforgue) implique la validité de
cette conjecture et donc de ce qu’elle suppose : l'existence en chaque place x d’un opérateur unitaire de
p-transformation de Fourier sur G(F;) et celle d’'un espace de p-fonctions sur G(F,) vérifiant toutes les
propriétés attendues.

Réciproquement, la validité de cette conjecture pour le groupe G,_1(A) muni de la représentation de
transfert

~

Pr—1: Gy ) Ip — GL’I"(T*l)(C)7



implique le transfert automorphe de G & GL, via p et méme l'existence de “noyaux” de ce transfert.

La partie IT du texte traite le cas du tore 7" muni de ’homomorphisme de transfert
pr = (P pi) i T = T = (€
induit par la représentation de transfert
p:éNFFH@,.:GLT(C).

L’hypothese que le groupe de Galois I'r de F' agit sur I'espace C” de p par permutation de ses vecteurs de
base permet d’introduire la F-algeébre séparable E de degré r qui correspond & Paction de I'r sur {1,2,...,7}.
Alors le dual fE du tore

TE = RGSE/F Gm

s’identifie & (C*)” muni de action de I'r, et 'homomorphisme I'p-équivariant pr : T fE est dual d’'un
homomorphisme
pr:Tg —T

qui s’inscrit dans une suite exacte de tores sur F

1-T,—-Tg —T—1.

Le caractere det,, de T se confond avec detg, et son composé avec py. : Ty — T n’est autre que la norme
detg de Tg c’est-a-dire le déterminant de ’action de T sur 'espace linéaire

TE = ResE/F Al .
En toute place & de F', 'homomorphisme induit par pr
TE(F-T) = E; - T(Fr)

n’est pas nécessairement surjectif mais son image est un sous-groupe ouvert d’indice fini de T'(F},). Son noyau
T,(F,) peut étre muni de I'unique mesure invariante dt, qui attribue le volume 1 au plus grand sous-groupe
ouvert compact.

On choisit une fois pour toutes un caractere additif continu unitaire non trivial
=[] v=:A/F—C*.
z€|F|
Alors, en toute place x de F, I'espace linéaire
Tg(Fy) =E®p F, = E,
est muni de 'opérateur de transformation de Fourier linéaire

hHﬁM=/dwhm)ﬁ%ﬁ

E,
défini par le noyau

Tr Ya
k¥ . B, —> F, — > C*

ty P tho(Tr (t))

et par la mesure additive “autoduale” (relativement & 1) dt, de E,. Le groupe multiplicatif E)* agit sur
dt, par le caractere | detg(e)|, et donc son sous-groupe T,(F;) agit trivialement.

10



En les places ultramétriques x de F', on appelle pg-fonctions sur Tg(Fy) = E les fonctions
fo:EY —C

qui se prolongent par continuité en des fonctions localement a support compact sur E,.

En les places archimédiennes, on dispose classiquement d’un espace de fonctions sur E, qui permet de
définir les facteurs L, (x,®) et £,(x, ¥z, ®) des caractéres x de EX. On modifie cet espace pour donner une
définition (encore provisoire) d’un espace de pg-fonctions sur Tx(F,) qui, contrairement au précédent, est
stable par translations arbitraires.

On dispose alors de I'espace des pg-fonctions globales
f : TE(A) = AE C AE :TE(A) — C

muni de la fonctionnelle de Poisson

fe= > I

v€Te(F)=E
qui, d’apres Tate, vérifie la formule de Poisson
Y=Y Ft).
yEE yEE

En toute place z de F', on dispose de l'opérateur d’image directe par py. : Tg(Fy) — T(Fy)

qui associe aux fonctions

fo:Te(Fy) —C

les fonctions
(p7)+(fz) : T(Fy) — C

définies par les intégrales
T(F,) 5t / dt, - fult,)
(pY) 1)

lorsque celles-ci sont absolument convergentes ou simplement convergentes en un sens approprié.
On définit un opérateur de pp-transformation de Fourier sur T'(F},)
P P
en demandant que :
o @ = |dete(t)|;1- 3L pour toute fonction ¢, sur T(F,) et tout élément t € T(F,),
° $, = (p%)*(ﬁ) si o, = (p¥)«(fz) est I'image directe par py. d’une fonction f, sur Tg(Fy).

Cet opérateur de pr-transformation de Fourier est défini par la formule

Bule) = /T PEORAD

e dt est 'unique mesure de T'(F;) que les translations transforment par le caractere | detg(e)|. et dont
la restriction & 'image ouverte de Tg(F) est le quotient de la mesure autoduale dt, de T (F,) = E,,
par la mesure invariante dt, de T,(F}),

11



e le noyau k7 : T(F,) — C est égal & (p}). (kL) c’est-a-dire est défini par les intégrales simplement
convergentes

T(F,) 5t k7 (t) = /( g (T 1)
Pr)”

Puis l'espace des pr-fonctions sur T'(F;) est défini comme l’espace engendré par les images directes

Pz = (p}/“)*(fz)

des pg-fonctions sur T (F,) et par leurs translatées par les éléments de T'(F,).

Il vérifie toutes les propriétés attendues de la partie I et définit donc des facteurs
L.(pr, X, ) et ex(pr, X, )
des caracteres continus x : T(F,) — C* en les places ultramétriques . De plus, on a pour tout tel caractere
La(pr.x:®) = La(xoppe),
ex(pr,X,9) = ex(x0pr,vue).
Par conséquent, les propriétés globales (prolongement analytique et équation fonctionnelle) des fonctions

L(Xv‘) = H Lw(Xam')

z€|F|

des caracteres automorphes x = @ x» : Aj/E* — C* de Aj, qui résultent de la formule de Poisson sur
z€|F|
A g, impliquent les propriétés globales des fonctions

L(pT7X7.): H Lr(pTaXm.)

z€|F|
des caracteres automorphes x = @ x, : T(A)/T(F) — C.
z€|F|

A leur tour, et comme vérifié dans la prépublication M/14/05, ces propriétés globales des fonctions
L(pr, x,®) entrainent l'existence de la fonctionnelle de Poisson

D D (G
YET(F)
des pr-fonctions globales f : T(A) — C, et la formule
SN f = > f
~€ET(F) vET(F)

dans les formes de la partie I.

On remarque que la formule de Poisson pour la pp-transformation de Fourier sur T(A) ne parait pas
pouvoir étre démontrée autrement qu’a partir de la formule de Poisson pour la transformation de Fourier
linéaire sur Tg(A) = Ap.

Cela ne semble laisser qu’au plus deux possibilités pour établir la formule de Poisson pour une p-
transformation de Fourier sur G(A) : ou bien comme conséquence du transfert automorphe de G a GL,
via p, ou bien par réduction & la formule de Poisson sur T'(A).

12



Le dernier paragraphe de la partie II présente une maniere de prolonger les noyaux en toutes les places x
kT . T(F,) — C
en des fonctions invariantes par conjugaison
kgt G(Fy) — (T/We)(Fr) — C.

On verra toutefois dans la partie III que, dés le cas de GL5 et des représentations sym* de (/}12 = GLy(C),
ces fonctions prolongées ne sont pas les “bonnes” fonctions invariantes

kP G(F,) — C

qui définissent une p-transformation de Fourier sur G(Fy)
foe B0 = [ dugfulo) Relgo)
G(Fz)

susceptible de vérifier toutes les propriétés attendues.

Les trois premiers paragraphes de la partie III sont consacrés au cas ot, pour n’importe quel entier k > 1,
G = GL2(C)/

est le quotient de GL2(C) par le groupe fini central up = {z € C* | z*¥ = 1}, et p est la représentation
irréductible de puissance symétrique k-ieme

p =sym" : GLy(C)/px — GLy41(C).

Ainsi, G est déployé et s’inscrit dans un carré cartésien

G GLo
\L \Ldet
G G

A= AF

si bien que les points de G sont des paires (g, det(g)'/*) constituées d'un point g de GLy et d’un point de
G, qui est une racine k-ieme de det(g).

Dans ce cas, detg est le caractere
(g, det(g)"/*) — det(g)"/*

et detp est le caractere
(g, det(g)"/*) — det(g)

si bien que
detp = detg

et
det, = detg - detp = det’é+1 .

En n’importe quelle place x de F', on cherche une “bonne” fonction noyau

kY . G(F,) — C.
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Comme cette fonction doit étre invariante par conjugaison, elle doit étre une fonction de Tr(g) et det(g)l/k.
On suppose qu’elle admet un développement de Fourier en la variable Tr (g), ¢’est-a-dire s’écrit sous la forme

k2 (g, det(g) /) = / dpt - a1~ Tr (9)) - B0 (s, det(g) /")

x

pour une mesure additive du de F,; et une certaine fonction
k0 :F,x F} —C.

On commence par étudier la propriété de compatibilité de la p-transformation définie sur G(F,) par un
tel noyau

fo o Ful®) :/G(F)dpg-ch(g)-kg(g.)

avec la p-transformation de Fourier sur T'(F;), via 'opérateur de passage aux termes constants

fo

T(F,) > t o [detp(t)]Y? - |55 (1)]1/2 /

B(Fz)

du - fo(t- u)] .
On montre que cette propriété est équivalente & ce que I'on ait, pour tout élément (¢, det(t)*/*) de T(F,),

kg’ZT(mdet(t)l/k):/Xdu'lu\ll~¢m(u'Tr(t))~E£(u,det(t)1/’“),

x

sous réserve de vérification des convergences et de la 1égitimité des échanges d’ordres de sommations effectués
lors du calcul. Autrement dit, la restriction de k2 & T'(F,) et le noyau k27 sur T'(F,) doivent étre reliés par un
changement de la mesure additive du sur F, en la mesure multiplicative du-|p|,; ! dans leurs développements
de Fourier en la variable Tr (¢).

Le calcul utilise la décomposition de Bruhat des éléments de GLy(Fy,)

_ (1 0\ fpm O\ (1 w o
9= (’U 1) (O /1,2) (0 1> y M1, M2 er , u,v € Fy,

et se fonde sur le fait que la dépendance de Tr (g) en les deux composantes linéaires u, v € F est linéaire en
chacune d’elles.

Puis on étudie la propriété d’unitarité de I'opérateur de p-transformation de Fourier
foe B0 = [ dogfulo) Relg)
G(Fx)

défini par un tel noyau.

Il s’agit de comprendre sous quelles conditions les intégrales

/ dyg-F'(9)- F'(9)
G(Fy)

sont égales aux intégrales

/ dog- f'(9)- f"(g)-
G(Fy)

Un calcul formel, fondé sur les mémes faits élémentaires que le calcul précédent mais plus élaboré,
rameéne la propriété d’unitarité de 'opérateur considéré de p-transformation de Fourier sur G(F}) & celle
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de lopérateur correspondant de pr-transformation de Fourier sur T'(F,), sous réserve de vérification des
convergences et de la 1égitimité des échanges d’ordres d’intégration effectués lors du calcul.

Nous n’avons jusqu’a présent pas fait toutes ces vérifications nécessaires mais, méme si ce calcul est
encore en partie formel, il inspire & ce point de la recherche une idée completement nouvelle par rapport a
tout ce qui précede.

On remarque en effet qu'une bonne partie du calcul mené pour les intégrales

/ dyg-Fg)- F'(9)
G(Fz)

se transpose aux intégrales
| g Tl P 0.
G(F,

Or ces dernieres définissent une distribution sur G(F,) x G(F,) x G(F,) qui est duale du “produit de p-
convolution”, c’est-a-dire du p-transformé de Fourier de l'opérateur de multiplication point par point des
fonctions.

On remarque que le groupe G(F}) agit diagonalement sur cette distribution sur G(F,) x G(F,) x G(Fy)
par le caractere | det,(e)|,. Par conséquent, le support de cette distribution est invariant & gauche et & droite
par G(F,).

L’élément nouveau est que les arguments (encore en partie formels) qui montrent que la distribution

(") /G L b9 P @) )

est supportée par la diagonale de G(F,) x G(F,), montrent également que l'intersection du support de la
distribution

7 1) /G dpg-F9)- F'9)- F"(g)

(F2)
sur G(Fy) X G(Fy) x G(F,) et de

G(F) x T(F) X T(F,)  [resp. G(F) x B(E,) x B(F,)]
est contenue dans

T(F,) x T(F) x T(F2)  [resp. B(Fy) x B(F2) x B(F,)].
On peut appeler cette propriété la stabilité de T'(F,) [resp. B(F,)] par p-convolution.

Elle signifie que si f et f2 sont deux fonctions continues et de carré intégrable sur G(F,), reliées par une
équation de la forme

fo=Ffi-e
ol ¢ est une fonction mesurable bornée sur G(F;) dont la p-transformée de Fourier ¢ (qui est bien définie

a priori en tant que distribution) est supportée par T'(F,) [resp. B(F,)], alors la restriction de fo & T(F})
[resp. B(Fy)] ne dépend que de la restriction de f; & T'(Fy) [resp. B(Fy)].

Le dernier paragraphe de la partie III (qui n’a pas été exposé oralement faute de temps) pose la question
de la définition de “bons” opérateurs de p-transformation de Fourier sur les localisés G(Fy,)

fofx(-)=/G dpg- fulg) - K(ge)

Fo
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dans le cas général d’'un groupe réductif G quasi-déployé sur F' muni d’une représentation de transfert
p:GxTr — GL,(C).

On commence par remarquer que les calculs formels des paragraphes précédents peuvent encore étre effectués
et mener aux mémes conclusions lorsque G est déployé et de rang 1 ou méme lorsque ses sous-groupes SLo
ou PGLs associés a ses différentes racines positives commutent les uns avec les autres.

Dans le cas général, on conjecture qu’il existe en chaque place x un unique opérateur de p-transformation
de Fourier sur G(F;)

Jo = fa
qui, en plus d’étre compatible avec les translations a gauche et a droite, vérifie les trois propriétés suivantes :

(1) 1 est compatible avec la p-transformation de Fourier sur T'(Fy,).
(2) 11 est unitaire.

(3) L’opérateur de p-convolution associé

(fr0) = [0,

défini comme le p-transformé de Fourier de 'opérateur de multiplication point par point des fonctions,
est “algébrique” et il préserve le tore maximal T de G. Cela signifie que la p-convolution doit étre défi-
nie par intégration d’une forme différentielle algébrique équivariante sur une correspondance algébrique
au-dessus de G X G x G munie d’une double action de G a gauche et a droite et dont I'image dans

G X G x G est un fermé Z tel que

ZN(GxTXxT)CTxTxT.

Les propriétés (1) et (2), qui avaient été introduites des le début de la partie I, ne suffisaient pas &
caractériser I'opérateur f, — f/; cherché.

La propriété (3) est inspirée en général par les calculs formels faits dans le cas de GLg.

Combinée avec la propriété (1), elle implique que 'opérateur *, de p-convolution sur G(F}) est entierement
déterminé a priori et peut étre décrit assez simplement & partir de l'opérateur de pp-convolution *,, sur
T(F.).

On appelle fonctions de type torique sur G(F;) les fonctions qui admettent une décomposition spectrale
dans laquelle ne figurent que des représentations induites de caractéres du tore T'(F,) ou, plus généralement,
les fonctions de carré intégrable pour la mesure d, g qui sont des limites de suites de telles fonctions. Alors la
propriété (1) fait que 'opérateur f, — ]/”; est entierement déterminé a priori dans le sous-espace des fonctions
de type torique. Son action dans ce sous-espace est unitaire puisque l'opérateur de pp-transformation de
Fourier sur T'(F,) est unitaire.

De plus, pour toute fonction de carré intégrable sur G(F,) qui est le produit f - ¢ de deux fonctions de
type torique, on a - R

f-o=f *p ()B
Comme les produits f - ¢ de cette forme suffisent & engendrer tout le spectre de G(F,), on voit que les
propriétés (1), (2) et (3) suffisent & caractériser 'opérateur recherché de p-transformation de Fourier

Pour démontrer I'existence d’un tel opérateur dans le cas général, il faudra probablement utiliser les
fonctions unitaires
19, : NP(F)\G(F,)/Np(F,) = U(1) ={z€C||z| =1}

X;Cax
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qui sont introduites et étudiées dans la partie IV.

La partie IV est en effet fondée sur I'idée de s’intéresser au groupe commutatif des opérateurs unitaires
fors for 1,
de multiplication par les fonctions unitaires
I,:G(F,) —UQ1)
et au groupe commutatif image, constitué des conjugués de ces automorphismes par ’automorphisme unitaire
for o

de p-transformation de Fourier considéré.
On commence par le cas du tore T'(F,) muni de Popérateur ¢, — @, de pr-transformation de Fourier.

On cherche des opérateurs unitaires de multiplication sur T'(F})

qui préservent les espaces de pr-fonctions sur les T'(F,) en toutes les places ultramétriques x de F.

Dans ce but, on introduit la variété torique affine normale T de tore T qui est définie comme le quotient
de Tg = Resg/r Al par le sous-tore T, de Tg. Elle est associée au cone saturé

Xp={xeXr|{x.pp)>0,1<i<r}.

N’importe quel caractere x € X7 est défini sur I'extension finie séparable F, de F' qui correspond a
I’action transitive de I'r sur I'orbite de x. II définit un morphisme équivariant

XF ZTH ResEX/FAl
vers la variété torique Resg, ,r Al qui est elle-méme munie d’un morphisme équivariant
1 1
Tr:Resp /jrp A — A"
Tout élément ¢, € E, , = E, ®F I, définit donc une fonction continue unitaire

Iy, :T(F,) — U®1)
t = Yy (Tr(er - xr(t))).

En toute place ultramétrique x, les opérateurs unitaires de multiplication par ces fonctions
Pa = 0o My,
préservent ’espace des pr-fonctions sur T'(F,,). Cela résulte de ce que, si @, est 'image directe
¢z = (p1)s(fa)
d’une fonction localement constante a support compact
fo:Te(Fy) = EQp F, = E, — C,
alors on a

Pz ]IX,Cw = (p\]/’)*(fz : (]Ix,cw ° pél/’))
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ou le produit
Jo - (Tye, © Pr)
est encore une fonction localement constante & support compact sur T (F,) = E,.

En les places x archimédiennes, on décide d’appeler dorénavant espace des pp-fonctions sur T'(F}) le plus
petit espace qui contient les pp-fonctions au sens de la partie IT et qui est stable par les translations, par
Vopérateur ¢, — @, de pp-transformation de Fourier et par multiplication par les fonctions I . , x € X7,
Cx € By e,

En toute place x, la pp-transformée de Fourier

]Ix,cm

de toute telle fonction 1, ., est bien définie en tant que forme linéaire sur 'espace des fonctions de carré
intégrable sur T'(F,) dont la pr-transformée de Fourier est intégrable. On dispose de 'opérateur unitaire de
convolution

—

O = Pz *pp Ly,

qui est le conjugué par ¢, — @, de I'opérateur unitaire de multiplication

0z Uye, -

En toute place z, il préserve l'espace des pp-fonctions sur T'(Fy).

Rappelant que les faces C' du cone convexe polyédral Xz correspondent aux strates Tc de la variété
torique 7', on montre que la distribution

—

]IX#Jz

est supportée par la strate T (F,) de T(F,) si x est élément d’une face C' de X7 définie sur F, (c’est-a-dire
respectée par le groupe de Galois I'r, C I'r de F).

On passe enfin aux fonctions globales sur T'(A). Pour tout caractére y € X et tout élément

c= (Cz)m€|F‘| € AEX = EX Qr A= H Ex,ac 5
z€|F|

la fonction

L.:T(A) — U(1)
t = P(Tr(c xr(t)))

IT . -

TE|F|

s’identifie au produit de fonctions locales

L’opérateur unitaire de multiplication
@Iy .
préserve l'espace des pp-fonctions globales sur T'(A), et il en est de méme de son conjugué
@ = pkpr Iy e
pour la pp-transformation de Fourier sur T'(A).

On remarque que si
c= (cz)mem S EX - AEX
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est un élément rationnel, on a B
HX,C(’Y) = 17 V’V € T(F)a

puisque ¥ est trivial sur le sous-groupe discret F' de A.

On montre que, sous cette hypothese de rationalité de ¢ € F,, 'opérateur unitaire de multiplication
p= e ]Ix,c

fixe la fonctionnelle de Poisson
© « Z f(’Y) » ,

YET(F)

donc aussi son conjugué

—

P QX ]Ix,c
par la pp-transformation de Fourier sur T(A).
La suite de la partie IV a pour but de transposer aux G(Fy) et & G(A) ce que nous venons d’exposer &

propos des T'(Fy) et de T'(A). Cela amenera & prendre parfois pour définition sur G ce qui, dans le cas de
T, est une propriété déja connue.

On suppose que chaque G(F,) est muni d’'un opérateur de p-transformation de Fourier

fx'_’f/;

qui posséde les propriétés (1), (2) et (3) énoncées plus haut.

Afin de définir les analogues sur les G(F,) des fonctions unitaires I, ., : T(F,) C T(F,) — U(1), on
introduit le semi-groupe affine géométriquement normal G de groupe G qui est caractérisé par la propriété
que T s’identifie & 'adhérence schématique de T' dans G. Un tel semi-groupe existe bien puisque le cone

convexe saturé ‘
Xr={xeXr|{xpr) >0, 1<i<r}

est respecté par la double action du groupe de Weyl W¢ et du groupe de Galois I'p.

La variété quotient

N ](;p \é/ Np,
munie de la double action de T" & gauche ou a droite, s’identifie a la variété torique affine normale de tore T'

A
définie par le cone X+ constitué des caracteres xy € X7 qui sont dominants, c’est-a-dire vérifient
(x,a")y >0, VaeAlAg.
Tout élément x € X7+ définit donc un morphisme équivariant
xr : NJF\G/Np = T > Resp jpA'.
D’ou des fonctions unitaires

1¢. : G(F,) — (NJP\G/Np)(Fy) — U(1)
9 F Ve (Tr (cz - xF(9)))

indexées par les éléments ¢, € E, , = E, ®f F,.
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Les p-transformées de Fourier
—_—

G

X:Ce
de ces fonctions ]IS ., sont bien définies en tant que formes linéaires sur I'espace des fonctions de carré
:

intégrable sur G(F,) dont la p-transformée de Fourier est intégrable. De plus, comme les HS’ _ sont invariantes

C,

a droite par Ng(F;) (ou invariantes & gauche par NP (F;)), les distributions ]Ig,% sont de type torique au
sens qu’elles s’écrivent comme des limites de suites de fonctions de type torique, et elles ne dépendent que
de l'action de la p-transformation de Fourier sur le sous-espace des fonctions de type torique.

On montre que chaque telle distribution

G

X>Ca
est supportée par la strate
(Ng - Te - NP)(E,) € GFy)
si x est élément d'une face C' de X7 définie sur F.
En particulier, si C' est une face de X7 définie sur F,; et contenue dans X+, c’est-a-dire entierement
composée de caracteres dominants, alors, pour tout x € C, la distribution

—

G
X>Cx

est supportée par la strate - - -

car 'action a droite de Nfép et I’action & gauche de Np fixent les points de la strate To de G.

Pour toute fonction continue f : G(F,) — C et tous éléments u € Ng(F}), v € N’ (F,), notons f*" la
fonction continue sur 7'(F;)

T(Fy) 3t f*0(t) = detp(t)]y/? - 105(0)]7 /- flu-t-v).

Alors on déduit de la propriété (3) de l'opérateur de p-transformation de Fourier sur G(F,) que pour tout
élément y d'une face C' de X7 définie sur I, et composée de caracteres dominants, et pour toutes fonctions
continues et de carré intégrable

fi.fo G(Fy) = C

reliées par la formule

—_—
2 _ 7 qC . G
fo=fi Iy, soit fo=fix, L7, ,

on a pour tous u € Np(F,) et v € NP (F,),

u,v u,v T
W e,
2 = J17 %o Uye,
soit o
u, v pu,v
2 —J1 - ]Ix,cz :
—_—

Autrement dit, I'opérateur de p-convolution avec ]IS’ e, sur G(Fy) se réduit a 'opérateur de pr-convolution

—_—
avec I, ., sur T'(F,), via les opérateurs de restriction

f=f"", weNg(Fy), veNF(F,).

On suppose dorénavant que le cone X= possede une face C définie sur F' (c’est-a-dire stable par 'action
de T'r), composée de caractéres dominants, et génératrice au sens que le sous-réseau de X1 engendré par C
et ses images sous l'action de W¢ est d’indice fini, donc nécessairement de la forme

{XEXT|X\ZC :1}
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pour un certain sous-groupe fini central Z¢ C T de G.

Alors les morphismes B B
xr:G— NP\G/Np — Resp_jp A", xeC,

et leurs translatés a gauche ou & droite par les éléments de G(F) engendrent I’algebre des polynomes sur la
variété affine G/Z¢.
En les places ultramétriques x, les fonctions

e _
]IX’CE:G(FI)HU(l), xXeC, cz€by,,

et leurs translatées a gauche ou a droite par les éléments de G(F;) engendrent I'espace vectoriel des fonctions
localement constantes sur n’importe quelle partie compacte de (G/Z¢)(Fy).

Or on rappelle qu'on cherche a définir en toute telle place ultramétrique = un espace naturel de p-
fonctions sur G(F,). Son sous-espace des p-fonctions de type torique est entiérement fixé a priori par la
condition de compatibilité avec l'espace des pp-fonctions sur T'(F,) via le passage aux termes constants.
Pour déterminer entierement l'espace des p-fonctions sur G(F;), il suffirait de demander qu’il soit stabilisé
par un groupe supplémentaire de symétries qui, loin de respecter les décompositions spectrales, engendrent
tout le spectre de G(F,) & partir de son spectre de type torique. Nous proposons de prendre pour telles
symétries supplémentaires les opérateurs de multiplication par les fonctions

19, :G(F,) —U(1), x€C, ¢, €Ey,.

Cela équivaut a poser la définition suivante :

En n’importe quelle place ultramétrique = de F', on dira qu'une fonction
fo:G(F;) —C

est une p-fonction si et seulement si :

e elle est invariante & gauche et & droite par un sous-groupe ouvert compact de G(F;),
e clle est supportée par une partie compacte de G(Fy,),

e pour tous éléments g, g’ € G(F,) et toute fonction localement constante 1, : G(F,) — C, la fonction

T(Fy) 3t |detp(t)s 1080 - [y, du- folg-t-u-g) - Lalt-u)

est une pp-fonction sur T'(Fy).

Bien sir, cette définition ne peut étre bonne que si elle vérifie toutes les propriétés attendues d’un espace
de p-fonctions, telles qu’elles ont été énoncées dans la partie L.

La vérification de toutes ces propriétés se ramene a deux :
La premiere est que le sous-espace des p-fonctions de type torique est bien celui qui était déterminé a
priori. Cela signifie qu'une fonction
fo: G(Fy) —C
qui est invariante & gauche et & droite par un sous-groupe ouvert de G(F,), supportée par une partie compacte

de G(F,) et de type torique, est une pr-fonction au sens ci-dessus si et seulement si, pour tous g, g’ € G(F),
le terme constant

£ [det (D)2 - 185(D)]Y2 / du- fulg -t u-g)

Np(Fy)
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est une pp-fonction sur T'(F;). Cette condition est évidemment nécessaire. En revanche, sa suffisance exprime
une propriété tres forte de pr : T—T, = (C*)". Nous conjecturons que c’est ici qu’intervient ’hypothese
que I’homomorphisme I'p-équivariant R

pr: T —T,=(C*)"

provient d’une représentation du groupe dual
p:@xlﬂpﬂé\Lr:GLT(C).

La seconde propriété a vérifier est que 'espace des p-fonctions au sens ci-dessus est stable par les
opérateurs de convolution

fx’_’fw*p ]Iicza Xecv CmGEx,z'
Si la premiere propriété est acquise, elle implique en effet que ’espace des p-fonctions sur G(F,) est respecté
par la p-transformation de Fourier f, — f..
La vérification de cette seconde propriété devrait résulter du fait que la relation
f2 - fl *p ]IS,Cz
entraine, si x € C, les relations

u,v u,v

3 =" Iy, , Yu€ Np(Fy), YveNR(F,).

En les places = archimédiennes, on appelle p-fonctions sur G(F;) les fonctions
fo:G(F,) —C

de classe C*°, & décroissance rapide sur les complémentaires des parties compactes de G(F},) et telles que,
pour tous g, ¢’ € G(F,), le terme constant

t e [detp ()], - |5B(t)|3/2~/ du- fo(g-t-u-g)
B(Fz

soit une pp-fonction sur T(F,).

On devrait pouvoir montrer que I'espace des p-fonctions sur G(F,) en ce sens est stable par les opérateurs
de multiplication par les fonctions unitaires

]IG

X>Ca ?

xel, c,€Ey.,,
et donc aussi par les p-transformés de Fourier de ces opérateurs.

Toutes les propriétés locales dont on a besoin étant supposées vérifiées, on dispose maintenant de ’espace
des p-fonctions

f:GA)—C.

Il est stable par les translations & gauche et & droite par les éléments de G(A), par la p-transformation de
Fourier f — f et par les opérateurs de multiplication par les fonctions unitaires

1, =[] 1¢.,:Ga) cGa) — U)
zE|F|

g +— P(Tr(c-xr(9)))

associées aux caracteres x € C' et aux éléments ¢ = (cz),¢cr| € Ap, -
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Il reste & proposer comment construire une fonctionnelle de Poisson sur lespace des p-fonctions sur G(A)

e Y g

YeG(F)

qui vérifie la formule de Poisson

S fr=s Y f)r. Y
yeG(F)

YeG(F)

Pour ce probleme global, nous proposons d’adopter une démarche analogue a celle que nous venons d’ex-
poser pour le probleme local de définition des espaces de p-fonctions en les places ultramétriques : caractériser
I’objet recherché en fixant son image par I'opérateur de passage aux termes constants et en demandant qu’il
possede une symétrie supplémentaire prenant la forme d’une invariance par certains opérateurs unitaires de
multiplication.

On rappelle que, dans le cas du tore T, on a montré que la fonctionnelle de Poisson sur les p-fonctions
sur T'(A)

p= Y ey

YET(F)
est invariante par les opérateurs de multiplication par les fonctions

Tee= [[ Te : T(A) > T(A) - UQ1)

z€|F|

indexées par les caracteéres x € X7 et par les éléments rationnels ¢ = (cz),ep| € By C Ap, = [ Eye-
zE|F|

Dans le cas de G, les analogues de ces fonctions sur 7" sont les fonctions

g, =[] 1., :Ga) = GKA) - UQ)

X;Cax
z€|F|

indexées par les caracteres x € X=+ et les éléments rationnels ¢ = (cz).¢ir| € By C Ag, . Ces fonctions
valent 1 en les points v € G(F) puisque c est rationnel.

Il est donc raisonnable de conjecturer qu'il existe sur l’espace des p-fonctions sur G(A) une unique forme
linéaire
fee Y s
YeG(F)
qui vérifie les trois propriétés suivantes :

(1') Elle est invariante par translation & gauche et & droite par les éléments de G(F).

(2") Son terme constant & gauche [resp. a droite].

fr du-* Y flun)”
NB(A)/NB(F) “/Gé(F)
[resp. [ du-* " flyouth)7 ]
Np(A)/Np(F) ~EG(F)
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s’identifie & la forme linéaire invariante & gauche [resp. & droite] par Ng(A) et invariante & droite
[resp. & gauche] par G(F)

S

YE(NB\G)(F)

resp. fro S0 du- fly-u )" ]

e(@/Np)(F) " VBB

induite par la fonctionnelle de Poisson sur T'(A)

o > e(y)7.

yeT(F)
3’) Elle est invariante par les opérateurs de multiplication par les fonctions unitaires
p P p p

IS, : G(A) — G(A) — U(1)

indexés par les caracteres x € C et par les éléments rationnels c € E, C Ag, .

La propriété d’unicité dans cette conjecture devrait résulter de ce que, pour tout u € Ng(A), la famille
d’équations
Hic('}"“"yl)zl» VXECa \VICGEX, V’Y,WIEG(F)

équivaut a la condition
u € NB(F) .

La propriété d’existence devrait résulter de ce que la fonctionnelle de Poisson sur le tore T'(A) est
invariante par multiplication par les fonctions 1, ., x € C, c € E,.

Puis on conjecture que, pour tout x € C et tout ¢ € E,, la forme linéaire uniquement déterminée
e Y a0
YeG(F)

est invariante par I'opérateur de convolution

[ fap 1S,

Cela devrait résulter de ce que, si f1, fo : G(A) — C sont deux p-fonctions globales reliées par I’équation

—

Jfa=fi%p ]Iiw soit  fa = f1- Hic’

on a pour tous u € Ng(A) D Ng(F) et v € NP (A) D NP (F)

w,v _ pu,w T
2 =S ker Tyes
et de ce que l'opérateur de convolution sur T'(A)
o= @xpp Iy e

respecte la fonctionnelle de Poisson

D DI COR

YeT(F)
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Si ces deux conjectures sont vérifiées, on voit que la p-transformée de Fourier de la forme linéaire

et Y f)”

YeG(F)

posséde les propriétés (1) et (3').

Elle posseéde également la propriété (2') puisque la forme linéaire ¢ — “ > () ” sur T(A) vérifie la
YET(F)
formule de Poisson.

Comme la forme linéaire

et Y )7

YeG(F)

est caractérisée par les propriétés (1), (2') et (3), elle est sa propre p-transformée de Fourier. Autrement
dit, elle vérifie la formule de Poisson.

On conjecture enfin que la fonctionnelle de Poisson

D (O

YeG(F)

se confond avec la fonctionnelle d’évaluation

S

YEG(F)

en les p-fonctions globales f : G(A) — C qui se factorisent en au moins une place ultramétrique = de F
comme produit

f=fef”

d’une fonction localement constante & support compact dans G(F)
fz: G(F,;) — C.

Cela devrait résulter de la propriété analogue déja connue de la fonctionnelle de Poisson

o > e(y)”

YeT(F)

sur le tore T'(A).

Les différentes conjectures locales et globales de la partie IV que nous venons d’exposer sont en cours de
démonstration plus ou moins avancée dans le cas de GLz et des représentations de puissances symétriques
p = symF k > 2 de GLy = GLy(C), en supposant la propriété de stabilité du tore T par p-convolution
completement vérifiée.

Nous pensons pour notre part que ces conjectures ne seront pas tres difficiles & démontrer en général si
la propriété de stabilité du tore T par p-convolution est correcte.

Le point essentiel sur lequel tout repose est donc 'existence (et unicité) d’un opérateur de p-transformation
de Fourier sur G(F,) en chaque place x de F’

mef/;

qui possede les trois propriétés :
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(1) Tl est compatible avec l'opérateur de p-transformation de Fourier sur T'(F;).

(2) 11 est unitaire.

(3) L’opérateur de p-convolution sur G(F,) associé est algébrique et respecte le tore maximal 7' de G.
Notre objectif prioritaire est par conséquent de vérifier compléetement si cet énoncé est correct ou bien
non, d’abord dans le cas de GLy et des représentations de transfert p = sym*, k > 2.
Si cet énoncé est correct, 'auteur a peu de doute que I'esquisse de démonstration présentée ici pourra
étre transformée en vraie démonstration.

Si en revanche il est incorrect, toute la stratégie échoue.

En attendant de vérifier ce qu’il en est, c’est un plaisir pour 'auteur de remercier Cécile Gourgues qui a
réalisé avec sa disponibilité et son efficacité coutumieres toute la frappe de ces notes de cours.
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Exposé 1.
Propriétés attendues des transformations de Fourier non linéaires
(Laurent Lafforgue, IHES, 19 juin 2014)

1 Situation

On se place sur un corps global F'.
On note |F| 'ensemble des places de F et F;, la complétion de F en toute place z € |F|.

En toute place ultramétrique z, on note O, 'anneau des entiers de F}, w, une uniformisante, ¢, le
cardinal fini du corps résiduel k, = O, /w, - O, et

I Y/

la valuation associée a x.
Notant

I’anneau topologique des adeles de F', on choisit une fois pour toutes un caracteére additif continu unitaire
non trivial

=[] ve:A/F—C*.

z€|F|

En toute place z € |F|, le caracteére additif continu unitaire non trivial
Vg By — c*

définit sur F, une unique mesure additive da, dite la mesure “auto-duale” relative a .. Le groupe multi-
plicatif F* agit sur les mesures additives de F}, et en particulier sur da,, par un caractére continu

|o |, ) = RY.
Si z est une place ultramétrique, ce caractere | o |, n’est autre que la norme ultramétrique
—vg(®

Si F, @R, | e[, nest autre que la valeur absolue usuelle des nombres réels.

Enfin, si F, @ R, | e |, est le carré du module usuel des nombres complexes.

On considere d’autre part un groupe réductif connexe et quasi-déployé G sur F, muni d’une paire de
Borel (T, B) définie sur F.

On appelle “standard” les sous-groupes paraboliques [resp. de Levy] de G qui contiennent B [resp. T7. Il
existe une unique injection
P— M P
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de ’ensemble fini des sous-groupes paraboliques standard dans celui des sous-groupes de Levy standard, telle
que chaque P soit le produit

P=Mp-Np=Np-Mp
de son sous-groupe de Levy Mp et de son radical unipotent Np C Np.

Pour tout tel P, on notera
5PZP—>P/NngP—>Gm

1

le caractere modulaire par lequel P ou Mp agissent par la conjugaison (m,u) — m-u-m™! sur la puissance

extérieur maximale de Lie (Np).

On dispose du dual G de G. Clest un groupe réductif sur C, muni d’une paire de Borel (f , E) et d'une
action continue du groupe de Galois I'r de F'. Son tore maximal T s’identifie au dual du tore maximal T de
G, ce qui signifie que le réseau X7 des caracteres T’ s’identifie a celui X} des cocaracteres de T' ou, ce qui
revient au méme, que X; = Xr.

On suppose enfin que G est muni d’un caractere défini sur F’
detg : G — G,
ou, ce qui revient au méme, d’'un cocaractére central
—_— x A~ ~
detg:C* = Zg =T — G
fixé par l'action de I'p.

Définition I.1. —

On appellera “représentation de transfert” de G tout morphisme algébrique continu
p:@xlﬂpe(/}iT:GLr(C)

tel que :
(1) Le composé de
detg : C* - G

et de p n’est autre que

A= .
0 A
(2) Le morphisme p envoie T dans le tore mazimal T, = (CX)" de GL, et induit donc un morphisme de
tores

pr = (pry. ., pp) i T — T, = (C*)".
(3) Le noyau de pr: T — T} est trivial.

(4) Considérant le sous-groupe de Borel B de G, il existe un (unique) caractére de G défini sur F
detg : G — G,,

tel que ) ,

(detp, p7) = (B, PT)
pour tout poids p € Xs =X} depr: T— ﬁ qui est le poids dominant d’un facteur irréductible de
p.
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Remarques :

(i) L’unicité du caractére detp de (4) résulte de (3).
Son existence est assurée si p induit un isomorphisme

zZE = Z,
de
Zg:{zeZ@|a(z)=z, Vo elp}

vers le centre Z\p du sous-groupe des automorphismes de p dans GL,(C).

(ii) Pour tout sous-groupe de Levy standard M de G, son dual M s’identifie & un sous-groupe de Levy
standard de G fixé par 'action de I'r, et toute représentation de transfert

p:@xl“p—%iir

induit une représentation - .
p]\/[:MXIFFHGLT

qui n’est pas nécessairement une représentation de transfert au sens de la définition mais qui s’écrit
comme une somme directe de telles représentations.

Exemple :

Pour n’importe quel entier £ > 1, considérons la représentation de transfert définie par la représentation
irréductible sym* de GLy(C).

Cela signifie que R
G = GLQ(C)/MIC )

oit pp, = {z € C* | 2 = 1}, est muni de la représentation

p:G — GLj1(C)
g — sym®(g).

Le groupe réductif complexe G admet pour tore maximal
T =To(C)/p = (C)?/ e

avec donc
X7 ={(n1,n2) € Z* | n1 +ny € kZ}

et
1
qu;: {(Tl,’f‘z) 6@2 ‘ r1,T2 € EZ N 11 —1T9 EZ} .

Les poids de la représentation irréductible p sont les
(i,k —1i) € X5, 0<i<k.

Le groupe réductif G sur C est le dual d’un unique groupe réductif G déployé sur F.

L’homomorphisme de passage au quotient par u C ZC’;L

@2 = GLQ((C) - CAJ
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est dual d’un homomorphisme

G — GL2 .
Si T est le tore dual de T sur F, identifié au tore maximal de GG, le morphisme induit
T—-T,=G?

identifie Xy = X5 a
{(n1,n2) € Z° = XY, | n1 +n2 €KL} .

Cela signifie que G s’inscrit dans le carré cartésien

G GLs
l O idet
Gm Gm
A= AF

et ses points pourront étre notés commes des paires
(g,det(g)l/k) avec g € GLs.

En particulier, 7' s’inscrit dans le carré cartésien

T T, =G2,
(A1,22)
I
A1 Ao
Gm Gm

A AR
et ses points pourront étre notés comme des triplets

()\17 )\2, ()\1 )\2)1/k) avec )\1, )\2 (S Gm .

2 Forme et propriétés générales attendues
Commencons par introduire les caracteres suivants :

Définition I1.2. -
Etant donné un groupe réductif G quasi-déployé sur F' muni d’une représentation de transfert

p:GxTp— GL.(C),

on définit les caractéres algébriques
det, : G — Gy,

et, pour tout sous-groupe de Levy standard M de G tel que pys : M x I'p — (/}iT soit une représentation de
transfert au sens de la définition 1.1,

det,,, : M — G,,

PM
par les formules
det, = detg - detp

detpM = detg - detpnns -

Remarque :
Si M =T, on a simplement
det,, =detg: T — Gy, .
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Exemples :
(i) Si G = GL, et p est la représentation standard de GL, = GL,(C), on a
detg = det, detp = (det)"™', det, = (det)".
(i) Si G = GLy(C)/px et p = sym* pour un entier k > 1, on a
detc (g, det(g)"/*) = det(g)'/",
detp(g,det(g)"/*) = det(g)
d’on
detp = (detg)¥,
det, = (detg)***.

En n’importe quelle place x € |F|, on s’intéresse aux opérateurs linéaires

f.’cHﬁE

de lespace des fonctions continues & support compact sur G(F,) vers l'espace des fonctions continues sur
G(F,), qui sont compatibles avec les translations a droite f, — f9 = f.(eg) et & gauche f, — 9f, = fu(ge)
au sens du lemme suivant :

Lemme 1.3. —

En n’importe quelle place x € |F|, un opérateur linéaire

fo fa
vérifie la double propriété
— N
{f£ = |deg,(9)l;" - o
oo = |det,(9)l7*-

pour toute fonction continue & support compact f, : G(Fy) — C et tout élément g € G(F,), si et seulement
si il s’écrit sous la forme

f2(g') = /G(F : dpg- fu(9) - kz(99")

o d, g est une mesure sur G(Fy) que les translations a gauche ou & droite transforment par le caractére
g — |det,(g)l= ,

o g ky(g) est une fonction sur G(F,) qui est localement intégrable et invariante par conjugaison.

O

Pour tout sous-groupe parabolique standard P de G, et pour toute place x € |F|, on munit le radical
unipotent Np(F,) de la mesure invariante induite par la mesure autoduale da,, de F,.

Cela permet d’associer a toute fonction continue a support compact

fo: G(Fy) — C
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son “terme constant” le long de P
fx,Np . MP(Fx) — C

m 6P<m>;%~/N(F)du~fx<u~t>|<sp<m>

%/ du - fo(t-u)
Np(Fz)

qui est une fonction continue & support compact sur Mp(F).

Voici une formulation générale du probleme de définition de transformations de Fourier “non linéaires”
sur les groupes réductifs :

Probléeme 1.4. —

On voudrait associer a tout groupe réductif quasi-déployé G sur F, a toute représentation de transfert
p:GxTp— GL.(C)

et a toute place x € |F|, un opérateur linéaire de la forme du lemme 1.3

fo s Ful®) —/G(F')dpg-fx(g)'kﬁ(g%

4«

appelé “p-transformation de Fourier sur G(F,)”, de telle facon que soient vérifiées au moins les deux pro-
priétés suivantes :

(1) Pour toute fonction continue a support compact
fo: G(Fy) - C

et tout sous-groupe parabolique standard P de G égal a B ou, plus généralement, tel que ppr, -
Mp xTr — GL, est une représentation de transfert, le produit

|det(e)[2/% - |det prrs, (o) |72+ founp : Mp(Fy) — C

admet pour pr, -transformation de Fourier sur Mp(Fy) le produit
et (0)[2/? - [detprry (0)| 12 (fo)np « Mp(Fy) — C.
(2) L’opérateur de p-transformation de Fourier sur G(Fy)
for fo

est unitaire, c’est-a-dire préserve le produit hermitien

(fl,fz)H(fhb):/G dpg- f1(g) - Tog).

J?)

Remarque :

La propriété (2) équivaut & demander que les deux opérateurs

e d - o kP(ge
f /m} V- falg) K2(ge)

et

z d,g- fz(g) - Ekb(ge
f /G(Fw) 09 fx(g) - kz(ge)
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sont inverses I’'un de 'autre.

Elle fait de la p-transformation de Fourier sur G(F,) un automorphisme de 1’espace des fonctions de carré
intégrable pour la mesure d,, g.
Si 'on munit G du cocaractere central G,, — G qui correspond au caractére composé TG -2

det
GL,(C) —— C* et que l'on suppose, comme on fera toujours,

k2(g) = ki (=g),  VgeG(Fy),

la propriété (2) est encore équivalente a

folg) = fo(—9),  YgEGE), Vi

3 Décomposition spectrale locale

Considérons une place ultramétrique = de F'.

Munissant G(F,) d'une mesure invariante dg, on note HS 1’algébre de convolution des fonctions locale-
ment constantes & support compact h,, : G(F,) — C. Elle est la réunion filtrante des sous-algébres unitaires
Hg x des fonctions invariantes a droite et & gauche par les sous-groupes ouverts compacts K C G(Fy,).

On note {7} 'ensemble des classes d’isomorphie de représentations lisses admissibles irréductibles de
HE. 1 est la réunion filtrante des sous-ensembles {ﬂ}f x de représentations m qui admettent des vecteurs
non nuls invariants par les K C G(F,). Chaque {W}f x S'identifie & Pensemble des classes d’isomorphie de
représentations irréductibles de dimension finie de 'Hg K

On dit qu’'une fonction

HSx —C

est polynomiale si elle appartient a ’algebre Ag x engendrée par les fonctions
{ﬂ'}ﬁK S Tre(hy)

associées aux éléments h, € Hg x- On sait que chaque Ag x est un produit fini d’algebres integres et de
type fini sur C, et que l’ensemble correspondant {ﬂ}f x S’identifie a un ouvert de Zariski de la variété
algébrique complexe Spec (Af k). Enfin, si K C K’ sont deux sous-groupes ouverts compacts emboités de

G(F;), I'inclusion
{W}f,K/ - {W}g,K

est une immersion ouverte et fermée entre variétés algébriques.

Pour tout K C G(F.), on note Im {W}f x la sous-variété algébrique réelle de {w}f x qui classifie les
représentations 7 qui sont unitaires et tempérées. Elle est munie d’une unique mesure dm, appelée mesure
de Plancherel, telle que, pour toute h, € Hf x> on ait

hI(l):/I e dr - Tro(hy) .

Pour toute m € {7}¥, on note 7" la représentation “contragrédiente” de m constituée des formes linéaires
sur 7 qui sont invariantes par un sous-groupe ouvert compact de G(F}). On appelle “coefficients matriciels”
de 7 les fonctions

G(F,)—C
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de la forme
-1
g (v, g-v)=(g""v,v)
avec v € m, vV € ¥, ou plus généralement les combinaisons linéaires (finies) de telles fonctions.

On connait le théoréeme de décomposition spectrale des fonctions localement constantes a support compact
sur G(Fy) :

Théoréme 1.5. —

Pour tout K C G(Fy), toute fonction hy € ’HﬁK s’écrit de maniéere unique sous la forme

ha(g) :/ dr honlg),  VgeG(E),
Im{‘/r}gK '

ou :
e pour tout g € G(Fy),
™= hyx(9)
est une fonction polynomiale sur {m}< i,

o pour toute T € {W}ﬁK, la fonction
G(Fz) 39— har(9)

est un coefficient matriciel de m invariant a gauche et a droite par K. (I

On dit que G est non ramifié en la place ultramétrique z si I'action sur G du groupe de Galois local I'g,
est non ramifiée. On sait que G est non ramifié en presque toute place.

Si G est non ramifié en x, I’élément de Frobenius o, agit sur G et on peut noter @x la fibre du produit
semi-direct R
G x ot
au-dessus de o,, munie de sa structure de variété algébrique sur C et de I’action par conjugaison de G.

De plus, G admet une structure de schéma en groupes réductifs sur Spec (0,) et G(O,) est un sous-
groupe ouvert compact maximal de G(F,). Notant wa = H,SG(OT) et Agm = ASG(O,)’ on a le théoreme
de Satake : ) 7 , '

Théoréme 1.6. —

Si G est non ramifié en x, on a un isomorphisme canonique d’algebres

8¢ HE - C[G,]C.
En particulier, wa est commutative et s’identifie d ASV)'

Remarque :

Si G est déployé sur F, c’est-a-dire si ', agit trivialement sur é, I’algebre C [@m]é est l'algebre C [6]6
des polynomes invariants sur G. Elle s’identifie & 1'algebre C [T]"¢ des polynomes sur T invariants par
I’action du groupe de Weyl W;.

C’est en particulier le cas si G = GL,.. On note alors HSBT =H], , qui est isomorphe a C [IA“T]6

On dit qu’une représentation de transfert

p:@preGLT((C):(/}iT
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est non ramifiée en la place ultramétrique z si G est non ramifié en x et, de plus, 'action de I', sur ’espace
de p est non ramifiée. On sait que p est non ramifiée en presque toute place.

Si p est non ramifiée en x, elle définit un homomorphisme

G x 0% — GL,(C) = GL,

qui induit un morphisme d’algebres

et donc, via les isomorphismes de Satake,

G
o My g = MGy

Nous pouvons maintenant compléter le probleme 1.4 de définition de transformations de Fourier “non
linéaires” sur les groupes réductifs :

Probléme 1.7. —

On voudrait associer a tout groupe réductif quasi-déployé G sur F, a toute représentation de transfert

p:GxTp— GL.(C)

et a toute place ultramétrique x de F', un sous-espace de fonctions

G(F;) — C,

appelées les “p-fonctions”, qui satisfasse les propriétés suivantes :

(1)
(2)

3)

Les p-fonctions sont de carré intégrable pour la mesure d, g, et chacune est invariante a droite et a
gauche par un sous-groupe ouvert compact K C G(Fy).

L’espace des p-fonctions est invariant par les translations d droite f, — f9 = f.(eg) et a gauche
Jfe = 9y = fo(ge), ainsi que par la p-transformation de Fourier f, — jA’x et son inverse f, — fm(fo).
D’autre part, il est dense dans U'espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable sur G(Fy).

Pour toute ™ € {7}¢, les intégrales
[ g £0) a(0) et - ety (o)
G(Fy)

associées aux p-fonctions
fo : G(Fy) - C

et aux coefficients matriciels de

vz G(F;) — C

convergent absolument, pour tout s € C de partie réelle Re (s) assez grande, vers une fraction ration-
nelle en Z = q;,°.

S

De plus, ces fractions rationnelles en Z = q;° engendrent un idéal fractionnaire qui admet un unique

générateur
Ly(p,m,2)

dont Uinverse Ly (p, 7, Z)~" est un polynéme en Z et © dont la spécialisation en Z = 0 est égale a 1.
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(4) Une fonction invariante o droite et a gauche par un sous-groupe ouvert compact K
fo: G(Fy) = C
est une p-fonction si et seulement si ses restrictions auz fibres de I’homomorphisme
|detG(')‘x : G(Fz) - Qf

sont a4 support compact, et qu’elle se décompose spectralement sous la forme

fo@) = ety 2 [ dnfon) Lo (prar )

Im {7"}21(
ou :

e pour tout g € G(Fy),

T = fac,?r(g)

est une fonction polynomiale sur {W}gK,
e pour toute w € {m} ¢, la fonction sur G(F,)
9+ fox(9)

est un coefficient matriciel de w invariant a droite et a gauche par K.

(5) Il existe une famille (nécessairement unique) de polynémes inversibles en T et Z+!
Ew(p77TaZ):5z (p77r®|detG(.)|Sa anrZ) ) V$€C7 VWE{W}gKv

telle que, pour toute p-fonction f, décomposée spectralement comme ci-dessus, on ait

1

Fo(e) = |dety(o)]: * '/Im{ﬂ}c dr - for((9)7") - Ly (P»W,q;%> ‘e (pm,q;%) .

(6) Pour tout sous-groupe parabolique standard P = Mp - Np de G tel que pyrp : Z/W\p xI'p — (ﬁr est
une représentation de transfert, et pour toute p-fonction sur G(Fy)

Je 1 G(Fy) — C,

le produit
|detg(e)],/? - [det s, (0], /% fonp : Mp(Fy) — C

est une ppr,, -fonction sur Mp(Fy).

En particulier, le produit
|detp ()]} - fany : T(Fy) — C

est une pr-fonction sur T(F).
Réciproquement, si une fonction invariante & droite et d gauche par K C G(Fy)

fo : G(Fy) —»C

admet une décomposition spectrale qui me fait apparaitre que des représentations w € Im {W}EK
induites normalisées de représentations mp € Im {7 }MP  alors f, est une p-fonction si les

|det(#)[%/? - |det rar, (0)|7 /2 - (°F )y : Mp(Fy) — C, 9,9 € G(Fy),

sont des parp, -fonctions sur Mp(Fy).
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(7) Si G et p sont non ramifiés en la place ultramétrique x, et K = G(O,,), les fractions rationnelles
L.(p,7,7), T e {W}IGM = {W}ga(om) ,
ex(p,m, 2), T E {W}iw ,
sont les transformées par I’homomorphisme
piClZEY ..., 25 =y — HO,

des fractions rationnelles
1
— = Ly(xo0,2i - Z
I =77 - 1l Lo )
1<i<r 1<i<lr
et
H 5$(X0a Z; - Z, %)

1<i<r

ot Xo désigne le caractére trivial de G, (F,) = FX.

Remarques :

(i) Si F est un corps de nombres, on voudrait aussi définir un espace analogue de p-fonctions en toute
place archimédienne = de F'. Sa connaissance devrait étre équivalente a celle de facteurs

Lo(p,m,2) et eu(p,m, 2Z)

associés aux représentations admissibles irréductibles m de G(F).

(ii) Compte tenu des propriétés (3), (4) et (5), la propriété (6) équivaut & demander que, pour toute
représentation 7 € {7}¢ qui est I'induite normalisée d'une représentation mp € {m}MP d’un sous-
groupe de Levy standard P de G tel que pys, : Mp X I'r — GL, est une représentation de transfert,

on a
Ll(p77T7Z) = LI(IOMP77TP72),

51(07777Z) = 51(/)1\1}:77”372)'

(iii) A partir du moment oli, comme il est demandé dans la propriété (2), 'espace des p-fonctions est
stable par translations a droite et a gauche ainsi que par 'opérateur de p-transformation de Fourier
qui est compatible avec ces translations au sens du lemme 1.3, cet espace et sa p-transformation de
Fourier doivent admettre des expressions spectrales. Les propriétés (3), (4) et (5) ne font que préciser
la forme attendue de ces expressions spectrales.

(iv) La propriété d’unitarité de I'opérateur de p-transformation de Fourier f, — fm s’exprime par le fait
que, pour toute représentation lisse admissible irréductible unitaire et tempérée m € {7}, les fractions

rationnelles

L.(p, 7V, Z) et L.(p,7,2)

doivent étre conjuguées I'une de l'autre, tandis que les polynoémes inversibles
ex(p, 7V, Z) et  eu(p,m Z)

doivent vérifier la relation
colpym, Z7Y) en(pym, Z) = 1.
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4 Formule de Poisson

On considere toujours les groupes réductifs G quasi-déployés sur F' munis d’une représentation de transfert

p:éNFFH@T:GLT((C).

Dans ce paragraphe, on suppose résolus le probleme 1.4 de définition d’une p-transformation de Fourier sur
G(F;) en chaque place z € |F| ainsi que le probleme 1.7 de définition d’un sous-espace de p-fonctions sur
G(F;) en toute place z.

On rappelle que G et p sont non ramifiés en presque toute place ultramétrique z. Si G est non ramifié en
une place x, les fonctions sur G(F},) invariantes & gauche et a droite par G(O,) sont appelées “sphériques”,
et ’ensemble des caracteres de ’algebre commutative ng des fonctions sphériques a support compact est

noté {w}¢ .

Définition I.8. —

Dans les conditions ci-dessus, on pose :

(i)

(iif)

En toute place ultramétriqgue x € |F| ot G et p sont non ramifiés, on appelle “p-fonction standard”
(ou “spéciale”) la fonction sphérique

G(O:)\G(F:)/G(0,) = C

définie par la décomposition spectrale
_1 v -1
ety [ dnpan(e) Lo (po o)
Im {ﬂ}?ym

ou, pour tout ™ € {ﬁ}f@, g,z () désigne 'unique coefficient matriciel de w qui est sphérique et vérifie
Yz (1) =1.
On appellera p-fonctions sur G(A) les combinaisons linéaires de produits

f=Q) f.:Ga)—C

z€|F|

de p-fonctions locales
fo: G(Fy) — C

égales auzx “p-fonctions standard” de (i) en presque toute place ultramétrique ot G et p sont non
ramifiés.
On appellera p-transformation de Fourier des p-fonctions globales sur G(A) lopérateur linéaire qui
associe a toute p-fonction produit

f=Q f

zE€|F|

le produit des p-transformées de Fourier locales

F=Q f

z€|F|

1l admet pour inverse le produit f — f(—O) des opérateurs [, — fz(—O).
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Remarque :

Il résulte des conditions du probleme 1.7 que ’on doit avoir, en presque toute place ultramétrique = de
F ou G et p sont non ramifiés, la propriété

elpm Z)=1, Vme{my,

qui entraine que la p-fonction standard sur G(F},) est sa propre p-transformée de Fourier.

Par conséquent, la p-transformée de Fourier d’une p-fonction globale sur G(A) est encore une p-fonction
globale.
d

Pour énoncer une formule de Poisson susceptible d’étre vérifiée par la p-transformation de Fourier globale
sur G(A), nous avons besoin d’introduire une nouvelle notation :

Définition I1.9. —

Soit x une place ultramétrique de F en laquelle le groupe réductif G et la représentation p sont non
ramifiés.

Soit une p-fonction sur G(Fy)
fo: G(F;) —C

qui est sphérique et dont la décomposition spectrale s’écrit

(o) = ety (o) - [

1
dm - fwﬂf(.) Ly (p, L 2) .
Im {ﬂ}f)w
Alors, pour tous entiers N, N' € N, on note

YN G(R) — C

la p-fonction définie par ’expression spectrale

V) =ty [ foae) L (g0 ) 2 (o ) 2 (prar )

Im {7}J
ou IN(p, 7, Z) désigne le polynéme en Z et 7 produit de

Lo(p,m Z)~!
et du monome de degré N en Z qui apparait dans le développement en série formelle en Z de l'inverse

Ly(p,7, 7).

Remarques :

(i) Comme le polynéme Ly (p,r, Z)~! divise les IN (p, m, Z) par construction, les fonctions fN-N', N, N’ e

N, et leurs p-transformées de Fourier fgﬁv N sont éléments de I’algebre 'Hf@. Autrement dit, elles sont
supportées par des parties compactes de G(F}).

ii) Pour toute 7 € {m}% . on a I'égalité
.0 &

d N Z)=1

NeN
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dans 'anneau des séries formelles en Z. De plus, les sommes

Z Y (ﬂ,mqﬁ)'

N>No

convergent uniformément vers 0 si 7 € Im {7} et Ny devient arbitrairement grand.

11 en résulte que, pour tout g € G(Fy,), on a
> N9 = fa(9)-
N,N'eN
U
Pour tout élément zy € C, toute fraction rationnelle & coefficients complexes R € C(Z) s’écrit de maniere
unique sous la forme
Q;
R=Ry+ —
0 Z (Z — Zo)l
1<i<k

ou les a;, 1 < i < k, sont des constantes et Ry est une fraction rationnelle en Z dont le dénominateur ne
s’annule pas en zg. On peut appeler Ry(zp) la “valeur régularisée” de R au point zg.

Cela permet de proposer I’énoncé suivant de formule de Poisson pour la p-transformation de Fourier
globale sur G(A) :

Probléeme I1.10. -
On voudrait que pour toute p-fonction globale

f:GA) - C,

on ait :

(1) Pour toute place ultramétrique x € |F| en laquelle G et p sont non ramifiés et [ se factorise en
f=l®f",
avec pour facteur une p-fonction sphérique sur G(Fy)
fo 1 G(O)\G(F3)/G(Og) — C,

alors la série formelle

Yo 2NN (MY e )()

N,N’eN ~EG(F)

est une fraction rationnelle en Z dont la “valeur régularisée en Z = 17, notée S(f), ne dépend pas
du choix de la place x.

(2) On a la formule de Poisson
S(f) =5(f)
qui s’écrit encore

« Z f(’)/) " _ o« f(’)/) )
YeG(F)
en notant

“ f =1 > fn|+ Fo | =s).

~EG(F) VEG(F) yEG(F)
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(3) Ona

CY =) )

YEG(F) YEG(F)
si f se factorise en au moins une place ultramétrique x sous la forme
f=lef,
avec pour facteur une p-fonction locale
fo: G(Fy) - C

qui est supportée par une partie compacte de G(Fy,).

Remarque :

En toute place ultramétrique x de F, pour tout sous-groupe ouvert compact K C G(F}) et pour tout
caractere unitaire continu
w: F —C*

assez ramifié en fonction de K, on s’attend a ce que
Li(p,7',Z) =1
pour toute représentation 7’ € {7}¢ de la forme
=7 ® (wodetg(e)), avec T € {m}5 .
Cela implique que toute p-fonction sur G(F)
fo: G(Fy) = C

dont la décomposition spectrale ne fait apparaitre que des représentations 7’ = 7 ® (w o detg(e)) comme
ci-dessus, est supportée par une partie compacte de G(F), ainsi que sa transformée de Fourier f,.

Pour toute p-fonction globale qui admet en facteur une telle f, en au moins une place,

f:fac®fz

la formule de Poisson doit donc s’écrire

o= Y fo.

YEG(F) YEG(F)

Exemple :

Si G = GL, et p est la représentation standard de G = GL,(C), la 9,-transformation de Fourier linéaire
définie en toute place x par

ki (9) = ¥ (Tx(g))
répond aux conditions du probleme 1.4.

Alors, en toute place ultramétrique x, I'espace des fonctions localement constantes & support compact
sur M, (Fy) D GL,(F;) répond aux conditions du probleme I.7.

On a vérifié dans le cas des corps de fonctions que les conditions du probleme 1.10 sont également
remplies, avec pour toute p-fonction globale sur GL,.(A) qui se prolonge donc en une fonction continue (et
méme localement constante & support compact) sur M, (A)

£:GL(A) C My(A) — C,
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I'identité

D DRI COLE W (COF
vEG(F)

YEM,(F)

On a démontré dans le cas des corps de fonctions :

Théoréme 1.11. —

Le transfert automorphe de Langlands de G vers GL, wvia la représentation p : GxTp— C/}ir fournit
une réponse positive aux problemes 1.4, 1.7 et 1.10. ]

Pour formuler une réciproque, on a besoin de la définition suivante :

Définition 1.12. —

Pour tout entier v’ > 1, on appelle “groupe croisé de degré v’ de G” et on note G, le groupe réductif
quasi-déployé sur F défini par le carré cartésien

Gr/ —_— GL,,./

i \Ldet
detg

G———7——=G,

et dont le dual @r/ s’identifie au conoyau du cocaractére central
C* — GxGLy(C),
z (&e\tg(z),z_l) .
Si G est muni de la représentation de transfert
p:@xlFFHGLT((C),

on note

~

oo Gos 3 T = [(@ ) % GLT/(C)] /C* = GL,(C)
la représentation de transfert déduite de p par produit tensoriel avec lidentité de GL, (C)
(GxTr) x GLA(©)] /T = GLw(C),
(9.9) = plo) @y
O

Les “théoremes réciproques”, ou bien la construction plus directe et un peu plus fine de “noyaux du
transfert”, permettent de prouver :

Théoréme 1.13. —

La solution des problémes 1.4, 1.7 et 1.10 dans le cas de la représentation de transfert
Pr—1: érfl xT'p— GLr(rfl)

du groupe croisé G._1 de degré r — 1 implique le transfert automorphe de Langlands de G a GL, wvia p.

0
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Exposé 11.

Le cas des tores
(Laurent Lafforgue, IHES, 26 juin 2014)

1 Construction de noyaux des transformations de Fourier
On considere toujours un groupe réductif quasi-déployé G sur F, muni d’une représentation de transfert
p:GxTr— GL.(C).
Par définition d’une représentation de transfert, p induit un morphisme de tores complexes

pr = (P ) : T — T, = (C)".

Lemme II.1. —

Faisons Uhypothese que le groupe de Galois T'r agit sur l’espace C" de p par permutation de ses r vecteurs
de base.

Soit E Uextension séparable de degré r de F qui est associée a U'ensemble d’indices {1,2,...,r} muni de
laction de I'r, et soit
TE = RESE/F Gm

le tore algébrique de rang r sur F déduit de G,, par restriction des scalaires a la Weil de E a F.
Alors :
(i) Le dual Tr de Tg s'identifie au produit
(c*)"
munt de 'action par permutation de I'p.
(ii) L’homomorphisme I'r-équivariant de tores complexes
pr = (P ) : T — (C) =T
est dual d’un morphisme de tores
o :Tg — T
bien défini sur F.
(iii) Le composé

qu“ detg

det E - TE T Gm

n’est autre que [’homomorphisme de norme, c’est-a-dire le déterminant de l’action de Tg sur l’espace
linéaire
TE = RQSE/F Al .
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En particulier, la restriction de ce déterminant au noyau
23
T,=Ker (Tg —— T
est triviale.

Remarque :

Par définition d’une représentation de transfert, le noyau de
pr: T —T, = (C*)

est trivial. Il en résulte que 'on a une suite exacte de tores algébriques sur F'

ox

1 T, Ty T 1.

Exemple :

Si G est déployé sur F' et I'action de I'r sur I'espace C” de p est triviale, on a Tp = G}, et T}, est un tore
déployé sur F' comme T et Tkg.

C’est en particulier le cas si
G = GL.(C)/ux
et
p =sym” : G— GLx+1(C)

pour n’importe quel entier k > 1.

Dans ce cas, on a

T = Ty = G
et ’homomorphisme
P Thyr = GHF - T = G2, xg, G,

m

est
(A0s Ase ey M) (AlAgu.A’f:m, AR Ny = o, )\OAl...)\k:(mug)F).

L’espace linéaire T, = Resg /F A' est muni du morphisme F-linéaire
Tr:Tg = ResE/pAl — Al

qui, pour toute F-algébre A, associe & tout élément a € Tk (A) = F ®p A sa trace comme endomorphisme
du A-module E ®f A libre de rang r.

En particulier, pour toute place x de F, le Fy-espace vectoriel Ty (F,) = E ®F Fy, qui est de dimension
r, est muni de la forme linéaire -
Tr:Tg (Fy) — F, .

On peut composer celle-ci avec la composante
Vg o Fy — c*
du caractere additif unitaire continu non trivial

W} :AJF — C*
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pour définir

kY Tgp(F,) CTg(F,) — C,
te — U (Tr(tz)).

On connait I'existence et les propriétés de la 1, -transformation de Fourier linéaire sur Tx (Fy) D Tg (Fy)

Théoréme I1.2. —

Pour toute place x € |F|, il existe sur Tg (F,) D Tk (Fy) une unique mesure additive dt,, dite la “mesure
autoduale”, telle que la 1, -transformation de Fourier sur Tg (Fy)

fx'_’fav:/ dtm'fx(tx)’kf(tw°)
Tg (Fy)
définisse un opérateur unitaire, c’est-a-dire qui respecte le produit hermitien

(s f2) o (o, fo) = / dty - f1(ts) - Folts)

Tg (Fz)

Remarque :

Les mesures additives sur Tg (F,) C Tk (F}) sont transformées par les translations multiplicatives suivant
le caractere
|detg(o)|y : Te (Fp) — F, — RY.

Par conséquent, on a pour toute fonction f, sur Tg (F,) et tout élément ¢t € T (F)
~ _ ~ 1
fi=ldetp(t)|;"- £

En particulier, si t € T,(F), on a

-~ ~ 1
fe=1r .

Lemme II1.3. -
En toute place x € |F|, on a :
(i) La suite exacte de tores algébriques sur F

or
1 T, Ty T 1

induit un homomorphisme
Tp (Fy) — T(Fy)
dont le noyau est T,(Fy) et dont Uimage est un sous-groupe ouvert de T(Fy).

it) Si Pon munit T,(F,) d’une mesure invariante dt,, il existe sur T(F,) une unique mesure dt qui se
p P q q
transforme suivant le caractére
|det(e)]2

et dont la restriction d Uimage de Tg (Fy) — T(Fy) est le quotient de la mesure autoduale de Tg (F,)
par la mesure invariante dt, de T,(Fy).

0
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Pour toute fonction f, : Tg (F;) — C, on peut noter

(p1)s(fa) : T(Fy) — C

t — dt, - fo(ts)
(o)~ (®)

quand cette intégrale est bien définie en presque tout t € T'(Fy).
On déduit du théoréme I1.2 et du lemme I1.3 :

Corollaire II1.4. -
En toute place x € |F| comme ci-dessus, on a :
(i) Le sous-espace des fonctions de carré intégrable sur Ty (Fy)

fo: T (Fy) —C
telles que
(pr)«(fz) : T(Fy) = C
soit bien définie et de carré intégrable sur T(F,), est stable par la 1,-transformation de Fourier
Jo = Jfo-
(ii) 1l existe un unique opérateur unitaire sur T(Fy)
o > D
tel que :
e pour toute fonction f, : Tg (Fy) — C comme dans (i), on a

—

e pour toute fonction p, et tout t € T(Fy), on a
- _ g1
oL = |deta(t)l;" - 85
(iii) Cette transformation de Fourier sur T(F;)
Pz — P
a la forme
Blo) = [ de k(o) el
T(Fy)
ot
kKT T(F,) — C
est une fonction localement intégrable telle que
kT (t) = hH%) dty kf(tp) My (a-t,)
@0 (py) (@)

pour n’importe quelle fonction localement constante a support compact [resp. de classe C* a décroissance
rapide si x est une place archimédienne]

I, :Tg(F,)—C
qui est égale a 1 dans un voisinage du point 0 € Tg (F,) = E @p Fy.

Remarque :

L’inverse de 'opérateur de pp-transformation de Fourier défini par le noyau t — k27 (t) est l'opérateur
défini par le noyau t — k5" (t) = k2T (—t). O
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2 Espaces de ppr-fonctions locales
Comme au paragraphe précédent, on suppose que I'r agit sur 'espace C" de
p:GxTp— GL(C)

par permutation de ses r vecteurs de base, ce qui permet d’introduire E, Tg, p¥, T, Ty et les opérateurs
unitaires de pp-transformation de Fourier locale sur les T'(Fy)

fo o Tu(e) = /T(Fl)dt-kff(ot) a(®).

On connait :

Théoréme I1.5. —

En toute place ultramétrique x de F, appelons pg-fonctions les fonctions sur Ty (Fy) qui se prolongent
(de maniére nécessairement unique) en des fonctions localement constantes a support compact sur Tg (Fy) =
E®p F,.

Alors lespace des pg-fonctions sur Tg (F,) satisfait toutes les conditions du probléme 1.7 (excepté la
condition (6) qui est vide dans ce cas) relativement d la 1, -transformation de Fourier linéaire sur Ty (Fy)

f:rHﬁc('):/ dtm'¢w(Tr(’tz))'fz(tx)~
Te (Fa)

En particulier, cet espace des pg-fonctions est respecté par la 1, -transformation de Fourier, et sa connais-
sance plus celle de l’action sur lui de la transformation de Fourier équivalent a celle des fractions rationnelles

Lo(pp: X, Z) = La(X, Z)
ex(pp: X, Z) = €x(X; Y, Z)
associées a tout élément x € {w}1F c’est-a-dire a tout caractére localement constant
x:Tg (Fy) — C*.
(]

Si F est un corps de nombres et o une place archimédienne de F, Tg (F,) = F ®F F} est un produit fini
de facteurs E,/ tous isomorphes a R ou C.

Nous allons introduire des espaces de pg-fonctions sur ces facteurs E,/ et leur produit Tg (Fr).
Pour cela, nous allons introduire des notations nouvelles.
Tout d’abord, considérant les 2 fonctions

Gi(s) = W_%S'F(l8>,

Eosm {Gz<s> (2m)1= - 1¥(s)

on appelle “facteur eulérien réel” [resp. “facteur eulérien complexe”] les fonctions de la forme
P(s) - G1(s+ sp)

[resp. P(s) - Ga(s + so) |
ol P est un polynéme en s € C et sgp € C est une constante.

Le théoreme I1.5 est complété par le théoréme suivant :
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Théoréme I1.6. —

Si F' est un corps de nombres et x une place archimédienne de F, considérons la décomposition
TE (Fz) - E®F FT - HET’
.,E/

en facteurs E, isomorphes a R ou C.

Lorsque Ey 2R [resp. E, =2 C] et le caractére unitaire 1, o Tr restreint @ E,/ est écrit sous la forme
arexp(2micy a), avec cp € R*

[resp. a—exp(2mi(cyra+cpa)), avee ¢y € C*J,

on appelle pg-fonctions sur E, les fonctions de la forme
a— P(a) - exp (=7 |cy | a?)

[resp.  a— P(a,a)-exp (=27 |co|af?) ]
ot P est un polynéme arbitraire de C[Z] [resp. C[Z1, Z5]].
Et on appelle pg- fonctions sur Tk (F,) = E®p F, =[] Es les combinaisons linéaires de produits

®fm’

de pg- fonctions sur les facteurs E,.

Alors :

(i) L’espace des pg-fonctions sur chaque facteur E, [resp. sur leur produit Tg (F,)] est stable par trans-
lation par les éléments du sous-groupe compact mazimal de E.; [resp. de Ty (Fy)] (mais pas par les
éléments en dehors de ce sous-groupe).

1l est également stable par la V. -transformation de Fourier et par son inverse.
D’autre part, il est dense dans l'espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable sur E,. [resp.

ii) Pour tout caractére continu x : EX — C* [resp. x € {w}L®], les intégrales
xr x

/ dtw/ . fx/ (tm/) . X(tm/) . |detE(tm/) ;_1
E !

x

fresp. /T e Folt) X() et

associées aux pp-fonctions fur sur By [resp. fo sur Tg (Fy)], convergent absolument, pour tout s € C
de partie réelle Re (s) assez grande, vers une fonction analytique en s.

De plus, ces fonctions analytiques forment un module libre sur C[Z] qui posséde un unique générateur
de la forme

1
Ly (X’S+ 2) . ‘C$"7%(s+l) st w =R

1 A
[resp. L, <X7s+ 2) e | TG s By C/

1
[resp. L, (x,s+2>. H \CI,\*%(sH) . H |Cz,|f(s+1) ]

~ ~
= =R 1 =2C
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ot les Ly(x,®) sont des facteurs eulériens réels [resp. complezes] et

Lr(X? .) = H Lm/(X’ .) .

(iii) Les pp-fonctions sur chaque facteur E, [resp. sur Tg (Fy,)] admettent une décomposition spectrale de
la forme

(o) = ldetp(o) - [

{x: E:, — C* unitaire}

[resp. fo(e) = |detE(o)|;% /

Im {F}:E

dx - x(#) - Lo <X1, ;) P (X)

41
dx - x(e) - Ly <x 1,2> pe(X) ]
ot, pour tout caractére continu x : E), — C*, la fonction
C3s—pw (X ® [detp(o)];)
est le produit d’un polynome en s et de

1 .
s = |eg|720 si F, =R,
s = |ew]|™® si F., =C,
et ot la fonction p, est une somme de produits de telles fonctions pyr.

(iv) Il existe une famille (nécessairement unique) de fonctions exponentielles en s € C
Ex’ (X7 5,%z)
fresp. (X, s, ¥e) = [[ e (o5, 00) ]
x/

indexées par les caractéres continus x : By — C* [resp. x € {m}1#], telles que
Ex’ (X7 S, 1/11) = Eg’ (X ® ‘detE(.)|87 07 ¢Z)
[resp. ex(X,8,%) = €5 (X ® |detg ()], 0,9;) |

et que, pour toute pp-fonction fu sur Eu [resp. fo sur Tg (F,)] décomposée spectralement comme
ci-dessus, on ait

For(o) = [deti(o)[s* - /

{x: EJ;— CX unitaire}

1 1
dX ! Xﬁl(.) : Lw’ <X7 2) c &gt (Xa ia w$> . pm'(X)

dx-x"'(e) - Ly (x,1> &g <x;wz> pa(x) /-

[resp. fuole) = |detE(‘)|;% / 2

Im {‘n'}zE

O

Remplacons maintenant cette notion de pgp-fonctions sur E, ou Tg (F,) par une notion trés proche

mais encore provisoire de pg-fonctions sur E); ou Tg (F), qui est davantage analogue & celle en les places

ultramétriques et mieux adaptée & la structure multiplicative de ES ou T (Fy) :

Définition provisoire IL.7. —

Si F' est un corps de nombres et x une place archimédienne de F', considérons la décomposition

Tp (F) =[] E
en facteurs E., isomorphes ¢ R* ou C*.
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(i) On appelle pg-fonctions sur chaque facteur E; les fonctions
fo tE), —C

qui admettent une décomposition spectrale de la forme

fur(o) = detp(o)]: deex(®) Lo (x5 ) ()

/{X : E),— C* unitaire}

ou
e la fonction pyr des caractéres continus x : E5 — C* est supportée par un nombre fini de classes

modulo 'action de
C > s |detg(e)|],

e pour tout représentant x d’une telle classe, la fonction
C3s—py (x @ [detp(o)]7)
est le produit d’un polynome en s et d’une exponentielle de la forme

s—exp(c-s) avec ceR.

(ii) On appelle pg-fonctions sur Tk (Fy) les combinaisons linéaires (finies) de produits
& £
de pg-fonctions sur les facteurs E;.

Remarques :

(i) L’espace des pp-fonctions sur chaque facteur E, [resp. sur Tp (Fy)] est stable par translation par
des éléments arbitraires de E [resp. Tk (F)], ainsi que par la ¢,-transformation de Fourier et son

inverse.
D’autre part, il est dense dans l’espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable sur E [resp.
Tr(Fu ).
(i) La connaissance de P'espace des pg-fonctions sur les E et T (F}) équivaut & celle des facteurs
L. (x,e)
et

L(x,e) = H L (x,e).

(iii) La t),-transformation de Fourier des pg-fonctions sur les E et Ty (F,) consiste & associer & une
fonction décomposée spectralement sous la forme

fur(9) = |detp(o)] 2 / dx - x(e) - La (x‘l, ;) “Par (X)

{x: E:/H CX unitaire}

resp. g =ldete@) [ acenter Lo (g ) e

Im {n}2F

52



la fonction définie spectralement par la formule

Fo(o) = ldeta () - [

{x: E‘;, — C* unitaire}

dx - X_l(.) Ly <X7 ;) s Ext (X; %7 1/)00) 'p:v/(X)

resp.  fu(e) = |detg(o)]3 / N

Im {7}

_ 1 1
dex o) L () e (ot ) a0 1
Sa connaissance est équivalente a celle des facteurs
Ex! (X> o, ¢w)

[resp. Ex (X7 o, %) = Hga:’ (Xa e, 'l/}z) } .

On déduit du théoréme I1.5 :

Corollaire I1.8. —

Supposant toujours que U'r agit sur l’espace C" de la représentation de transfert
p:G xTp — GL(C)

par permutation de ses r vecteurs de base, on considére une place ultramétrique x de F'.

Appelons pr-fonctions sur T(Fy,) les combinaisons linéaires de fonctions images directes
‘pm:(pg“)*fm:/ dtp'fz(tp)
(7)1 (e)
de pg-fonctions f, sur Tg (Fy) et de leurs translatées par des éléments de T(F).
Alors :

(i) L’espace des pr-fonctions sur T(Fy) satisfait toutes les conditions du probléme 1.7 (excepté la condi-
tion (6) qui est vide dans ce cas) relativement a la pp-transformation de Fourier sur T (Fy)

Pz > Pr(e) = A dt - kT (te) - wz(t).

x

En particulier, cet espace des pr-fonctions sur T'(Fy) est respecté par la pr-transformation de Fourier
et son inverse, et il est dense dans l’espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable.

(ii) La connaissance de cet espace des pr-fonctions sur T(F,) et de laction sur lui de la pr-transformation
de Fourier équivaut a celle des fractions rationnelles

Lz(pT7X7Z) = Lz(pEaX © p}/’aZ)

Ez(pT7X7Z) = EI(pE7X Op¥’Z)

associées a tout élément x € {w}L, c’est-a-dire & tout caractére localement constant

x:T(F,) — C*.
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De maniere analogue, on déduit du théoreme I1.6 réinterprété grace a la définition I1.7 :

Corollaire I1.9. —

Sous les mémes hypothéses, supposons de plus que F est un corps de nombres, et considérons une place
archimédienne x de F'.

Appelons provisoirement (c’est-a-dire dans le cadre du présent exposé I1) pr-fonctions sur T(Fy) les
combinaisons linéaires de fonctions images directes

Pz = (‘P%/‘)* fz= / dt, - fx(tp)
(o)~ (e)

de pg-fonctions f, sur Tg (F,) et de leurs translatées par des éléments de T(F).
Alors :

(i) L’espace des pr-fonctions sur T'(F,) est stable par translation par des éléments arbitraires de T'(Fy),
ainsi que par la pp-transformation de Fourier

> Bule) = / dt - K7 (t o) - ou(t)
T(Fz)

et son inverse.
D’autre part, il est dense dans l'espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable sur T(F).

(ii) Posant pour tout x € {m}Z

Lw(pT7X7S) = Lm(XOp’}/‘vs) = HLz/(XOP'}/‘,S),

les pr-fonctions sur T(F,) sont les fonctions
fo :T(F) —»C

qui admettent une décomposition spectrale de la forme

dx - x(e) - Ly (pT,x17 ;) P (X)

1
fz(®) = |detg(®)] * - /
Im {n}T
ou
e la fonction p, des caractéres continus x : T(Fy,) — C* est supportée par un nombre fini de
composantes connexes de {m}L,

e sachant que chaque composante connexe de {m}L a une structure naturelle d’espace affine sur R,

avec des coordonnées affines s1, ..., Sk, la restriction de p, a chaque telle composante est le produit
d’un polynome en s1,..., Sk et d’une exponentielle de la forme
($15...,8p)—exp(cr-s1+...+ck-sg) avec cp,...,c, €R.

(iii) Posant pour tout x € {m}L

Ex(pTaX7s) = sx(X Op}/“?/l/)xvs) = st/(X Op}/“vll/)xvs)v

la pr-transformation de Fourier des pr-fonctions sur T'(Fy,) consiste a associer & une fonction décomposée
spectralement sous la forme

dx - x(e) - Ly <PT7X_17 1) (%)

fule) = ldeta (9] [ !

Im {r}T
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la fonction définie spectralement par la formule

Fu(e) = |dete (o)|z 2 / 5 D)

Im {m}T

dx-x"'(e) - Ly (p:r,x, 1) Ea <pT,X7 1) -2 (X) -

3 Formule de Poisson pour les tores et conséquence
On consideére toujours une représentation de transfert
p: GxTp— GL,(C)

telle que I'r agisse sur 'espace C” de p par permutation de ses r vecteurs de base.

On a défini en toute place z de F un opérateur de pp-transformation de Fourier sur T(F,)

szfm(-)=/ dt- K7 (te) - o(t)

T(Fz)

ainsi qu’un espace de ppr-fonctions sur T'(F, ). Cet espace est stable par translation, par la ppr-transformation
de Fourier et par son inverse, et il est dense dans I'espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable. Sa
connaissance équivaut a celle des facteurs

L.(pr.x.8) et ei(prix,®),  x€{m’l,

qui sont des fractions rationnelles en toute place ultramétrique x.

En toute place ultramétrique x en laquelle G et p sont non ramifiés, on dispose de la “pp-fonction
standard” au sens de la définition I1.8(i). Cela permet comme dans la définition 1.8(ii) d’introduire 1’espace
des pr-fonctions globales sur T'(A). Comme on a en presque toute place ultramétrique de F' non ramifiée
pour G et p

EI(pTaX7.) = 17 VX € {7-(-}5’@7

les pp-fonctions standard sont leur propre pp-transformée de Fourier en presque toute place, et ’espace des
pr-fonctions globales est muni d’un opérateur unitaire inversible de pp-transformation de Fourier globale.

On a démontré dans le cas des corps de fonctions (et prouverait de la méme fagon dans le cas des corps
de nombres) que la pp-transformation de Fourier globale sur T(A) satisfait toutes les conditions du probléme
1.10 :

Théoréme 11.10. —

On suppose toujours que I'r agit sur U’espace C" de la représentation de transfert p : G x I'r — GL,(C)
par permutation de ses r vecteurs de base.

Alors, pour toute pr-fonction globale
f:T(A)—=C,

on a .

(i) Pour toute place ultramétrique x € |F| en laquelle G et p sont non ramifiés et [ se factorise en
avec pour facteur une pr-fonction sphérique sur T'(Fy)

fo : T(Fy)/T(0;) — C,
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(iii)

la série formelle

SN (Y e ) ()

N,N’€N ~ € T(F)
est une fraction rationnelle en Z.

De plus, elle est absolument convergente dans la zone

Z| < ¢3/?,

donc n’y admet pas de pdle, et sa valeur en Z = 1, notée S(f), ne dépend pas du choiz de la place x.

On a la formule de Poisson

-~

S(f)=5(f)
qui s’écrit encore R
CN Lt = f”
v ET(F) yET(F)
en notant
<SS M= >t DD f ] -8
v €T(F) Y ET(F) yEeT(F)
On a
D DR GO R N A C)
yET(F) yET(F)

si f se factorise en au moins une place ultramétrique x sous la forme

f=lef,
avec pour facteur une pp-fonction locale
fo: T(E,) —C
qui est supportée par une partie compacte de T'(Fy,). (I

On a également prouvé (dans le cas des corps de fonctions) que cette formule de Poisson pour le tore T'

implique pour le groupe réductif G muni de la représentation de transfert p la forme approchée suivante de
formule de Poisson :

Théoréme II.11. —

Sous les mémes hypothéses, considérons deux fonctions

fl,fg . G(A) — (C

telles que

e en toute place ultramétrique x de F', fi et fo sont invariantes a gauche et & droite par un sous-groupe

ouvert compact de G(Fy) qui, de plus, est égal a G(O,) en presque toute place x ot G et p sont non
ramifiés,

e en toute place archimédienne x de F, fi et fo sont des fonctions de classe C™ de la variable g, €

G(Fy),
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o pour tout élément k de tout sous-groupe compact de G(A), les deuz fonctions
T(A) 3t |detp(t)]'/* - (ff)np (8) = [detp(t)]"/? - 6p (1) "/ / Si(u-t-k)-du
Np(A)
et
T(A) 2 t = [det (1) - (" fa)wy () = |deta ()] - 135(1)] "/ / Jo(k™t -t u) - du
Np(A)

sont bien définies et sont deuz pr-fonctions globales sur T(A) dont la seconde est la pr-transformée
de Fourier de la premiére.

Alors :

(i) Pour toute place ultramétrique x € |F| en laquelle G et p sont non ramifiés et fi, fo se factorisent en
fl = fl,x ® flx )
f2=f2a® [,

avec pour facteurs deuz fonctions sphériques sur G(Fy)
fra, fre : G(O)\G(F2)/G(O2) — C,

les séries formelles

Z ZN+N’./ du - Z (flztfg,CN’ ®fiz) (uy)

N,N'eN Np(A)/NB(F) v €G(F)

et

> oz du- 3 (B @ 55) (ruh
N,N'eN Np(A)/Np(F) ¥ € G(F)
sont des fractions rationnelles égales entre elles.
De plus, leurs “valeurs régularisées” en Z = 1, notées Sp(f1) et Sg(f2), ne dépendent pas du choix
de la place x.
Elles vérifient
Sp(f1) = Sp(f2).

(ii)) On a
SB(fl)Z/ du- Y falyuh)
Np(A)/Np(F) ~ € G(F)
fresp. Su(f2) = | du- Y fiwr) ]
NB(A)/NB(F) 'yGG(F)

st la fonction f1 [resp. fa] se factorise en au moins une place ultramétrique x sous la forme

fi=fa®ff  [resp. fa=fou® f5 ],
avec pour facteur une fonction
fl,z G(FI)_)C [7‘68[). f2,.r G(Fz) _>(C/

localement constante a support compact dans G(Fy).
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Remarque :

Les facteurs fi, et fo, de (i) sont par hypotheése des fonctions sphériques, donc ne font apparaitre
dans leurs décompositions spectrales que des représentations 7 € Im {w}f@, lesquelles sont des induites

normalisées de caracteres x, € Im {w}g@. Pour de telles représentations, les facteurs

Lz(pﬂT,Z) = Lac(pTaXﬂ'aZ)
sont bien définis.

Alors on dit que les fonctions sphériques fi , et fa, sur G(Fy) sont des p-fonctions si et seulement si
leurs termes constants

T(F,) 3t |detp(t)|L/? - |6p(t)|; /2 / )du frae(u-t),
Np(Fx

et

T(F,) 5t |deti (D)2 - |35()]2 / o el
Np(Fy)

sont des pp-fonctions sur T'(F,). Dans ce cas, on peut leur associer les familles de fonctions

11\;1\1' et 21\;1\", N,N' €N,
suivant la regle de construction de la définition I1.9. O

4 Un prolongement naturel des noyaux

Supposant toujours que I'r agit sur 'espace C" de la représentation de transfert p : GxTp — GL,(C)
par permutation de ses r vecteurs de base, on considere la fonction noyau associée

kT T(F,) — C

en toute place z € |F|.

Cette fonction noyau est égale a
= [ty o)
(PY) 1)

au sens que, pour toute fonction f; localement constante & support compact [resp. de classe C'*° & décroissance
rapide si  est une place archimédienne| sur Tg (F,) = F ®p F,, on a

/ dt - kP (L) dt,,-fgc(t-tp):/ dt,,-/ Vo o Tr (ta 1) - fulte) - dts
T(Fy) Tp(Fz) Tp(Fz) Tg (Fz)

Si 2 est une place ultramétrique de F' et llp,, (e) désigne la fonction caractéristique de I'anneau des entiers
Og, de la F,-algébre T (F,) = E ®F F, = E,, on a aussi

EfT(t) = lim / dt, -y oTr(t,) Mo, (Wl -t,).
Ne=too J (o) =1(0) :

Si I est un corps de nombres, x est une place archimédienne de F', les £,y = R ou C sont les facteurs de la
F,-algébre E, = EQp F, = Tg (Fy) et 1,(e) désigne le produit des fonctions

]Ix/IEmlgR — C

a — exp(—7-|cy| -a?)
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pour B,y 2 Ret b, 0 Tr(a) =exp (27i - ¢y - a), et

HmliEw/gC — C

a — exp(-27-ley| - laP)

pour B,y 2 Cet ¢, 0Tr(a) =exp(27i-(cpr -a+¢w -a)), on a

kPT (t) = lim dt, -y oTr(t,) Uy(a-t,).
N=0 J(py)=1(2)

Lemme I1.12. —
Considérons le cas ot G est déployé sur F' et I'r agit trivialement sur l’espace C” de p : G xI'r — GL,(C).

Notons &™* le sous-groupe du groupe symétrique &" composé des éléments w € & qui respeclent le
sous-tore T C T, = (C*)" et qui coincident sur T avec un élément du groupe de Weyl W de G agissant sur

T.

Alors :
(i) L’homomorphisme de restriction
G"f — WG
est surjectif, et son noyau coincide avec le sous-groupe de S" composé des permutations de {1,2,...,r}

qui respectent la partition définie par la relation d’égalité entre les caractéres pl, 1 <i <.

(ii) La restriction de

S — Wa
au sous-groupe
{w € &™P C &" | w respecte la relation d’ordre de chaque classe {1 <i <7 |ph=p}, V€ Xf}
est un isomorphisme.

Cet isomorphisme identifie donc Wg a un sous-groupe de &P,

Démonstration :

La représentation de transfert p induit un morphisme d’algebres
C[T)®" = CIGL|% - C[GI° = C[T]"*.

Soit ¢ un point générique de T.
L’image de C[7,]" dans C[T] est constituée des polynomes P tels que

P(w(t)) = P(t)

pour tout w € &" tel que w(T) C T.
D’autre part, C [T]"W6 est constitué des polynomes P € C[T] tels que

P(w(t)) = P(t) Vwe Wg.
Dong, si w € W, il existe w’ € &" qui respecte le sous-tore T de ﬁ et vérifie
w'(t) = w(t).

Cela montre que 'homomorphisme de (i) et surjectif. La description de son noyau est évidente.
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Enfin, (ii) est une conséquence immédiate de (i).

Exemple :

Si G = GL, (C)/px et p est le représentation symétrique
sym" = GLo(C)/pux — GLy41(C),

le groupe W¢ = &2 s’identifie au sous-groupe du groupe symétrique G*+1 agissant sur I’ensemble des indices
{0,1,...,k} des vecteurs de base de Ck*! engendré par I'involution

i—k—i, Vie{0,1,...,k}.

O

Considérons maintenant le cas général ou I'r agit par permutation des vecteurs de la base de I'espace C”
de la représentation p.

On note toujours E la F-algebre séparable de degré r qui correspond & l'action de I'r sur {1,2,...,7}.
Ecrivons E comme un produit
E= ][] EM™
1<i<e

de corps E;, 1 <i < e, apparaissant avec des multiplicités m;, et dont certains peuvent éventuellement étre
isomorphes entre eux.

En notant I; 'ensemble fini muni d’une action transitive de I'r qui correspond & chaque E;, 1 < i < e,
la décomposition
E= ] E™

1<i<e
correspond a une unique bijection

12,0y = ] Lix{1,2,...,m}

1<i<e

qui respecte les actions de I'p.

Le groupe linéaire sur F’

1<i<e

admet pour tore maximal

TE = RESE/F Gm = H ResE,;/F Gz1

1<i<e
et pour groupe dual
GLe= [[ ] GLm. (0
1<i<e €1;

qui, munit de I’action naturelle de I'r, s’identifie & un sous-groupe de Levy de éir = GL,(C).
Enfin, le groupe de Weyl Wg de GLE s’identifie a

IRIGE

1<i<e €l;

muni de l'action naturelle de I'r par permutation des facteurs.
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On pose la définition suivante :

Définition I1.13. —
On dira que la décomposition

E= ] E™

1<i<e
est “bien disposée” pour p: G x Ty — GL,(C) si :
(1) Pour touti, 1 <i<e, et tout v € I;, {t} x {1,2,...,m;} correspond a un intervalle de {1,2,...,r}
dont Uordre des éléments est le méme.
(2) La représentation de transfert
p:GxTr— GL.(C)
envoie G dans le sous-groupe de Levy standard

GLe= [[ J]GLm.(©),

1<i<e €I,
et elle envoie le sous-groupe de Borel B de G dans le sous-groupe de Borel de (/}iE

Bp= [ ]]Bm(C)=GLsNB.(C).

1<i<e €I;

Cette définition étant posée, on a la généralisation suivante du lemme I1.12 :

Lemme I1.14. —

Supposons que E = T[] E" est “bien disposée” pour p au sens de la définition précédente.
1<i<e
Notons Wg,, le sous-groupe du groupe de Weyl Wg de GLEg constitué des éléments w qui respectent le
sous-tore

T — Ty =T,
et qui coincident sur T avec un élément du groupe de Weyl Wg de G.
Alors :
(i) L’homomorphisme
WEJ) — WG
est surjectif, et son noyau coincide avec le sous-groupe de Wy = [ [] &™ constitué des familles
de permutations des intervalles {¢} x {1,2,...,m;}, 1 < i <ee, Felgjfi:qu&i respectent la partition de

chaque tel intervalle définie par la relation d’égalité entre caractéres plr, 1 < j <r.

(ii) La restriction de cet homomorphisme
Wg,, — Wa

au sous-groupe
{w € Wg, | w respecte la relation d’ordre de chaque classe {1 < j <r|ph=pu}, Vpe XT}

est un isomorphisme I'r-Equivariant.
Cet isomorphisme identifie donc Wg muni de Uaction de I'r a un sous-groupe de Wg , C Wg.

Démonstration :
Elle est semblable a celle du lemme I1.12. O

On déduit des lemmes I1.12 et I1.14 ci-dessus :
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Corollaire I1.15. —

(1) Si G est déployé sur F et T'r agit trivialement sur Uespace C” de p, identifions Wg a un sous-groupe
de G™P C G" comme dans le lemme 11.12.

Alors I’homomorphisme W -équivariant
pr: T, — T
dual de pr : T JA}, et le morphisme
= e o
TTCHTT:(A )T—>A

invariant par action de &", définissent un diagramme

T, /We T, /We — > Al
T/We

de schémas sur F.

(ii) Plus généralement, si E = [] EI™ est “bien disposée” pour p au sens de la définition 11.13, identi-
1<i<e
fions Wg a un sous-groupe de Wg , C Wg comme dans le lemme I11.14.

Alors ’homomorphisme
pt:Tg —T

dual du plongement Wg x U'r-équivariant

et le morphisme
_ Ty
Tp < Tg = Resgp A’ —— A'

invariant par la double action de Wg et de I'r, définissent un diagramme

Tp/We T /Wa ——> Al

|

T/We
de schémas sur F'.
Remarque :
Pour tout corps F’ D F, toute fibre de
pr (Te/We)(F') — (T/We)(F)
au-dessus d’un point t € (T/Wg)(F') qui admet un relevement ¢ € T'(F’) s’identifie & la fibre de
pt: Tp(F') — T(F")

au-dessus du point ¢t € T(F). O
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Toujours sous les hypotheses du corollaire I1.15, considérons le faisceau libre Tgp-équivariant et Wg-
équivariant
Qry /T
des différentielles relatives de Tk au-dessus de T.

Son quotient par l'action de W s’identifie au faisceau localement libre des différentielles relatives de
Tr/We au-dessus de T/Wg.

La puissance extérieure maximale de 7, /7 est engendrée par une section wr, /7 qui est invariante par
I'action de Ty, F-rationnelle et sur laquelle W¢ agit par un caractere Wg — {£1}. Cette section wp, /7
ne provient pas nécessairement d’une forme différentielle de degré maximal de Tx /W au-dessus de T/Wg,
mais elle suffit & définir une forme de volume d |wyp, /| sur les fibres de Tp/Wg — T/Wg au-dessus des
points de T/W¢ & valeurs dans un Fj,.

On a:

Lemme I1.16. —

Toujours sous les hypothéses du corollaire 11.15, on a en toute place x de F :

(p}/")* = / dt,
(o)1 (e)

P% Tg (Fy) — T(Fy)

(i) L’opérateur

d’intégration le long des fibres de

est défini, modulo multiplication par une constante fize, par la forme différentielle relative de degré
mazimal wry, /-

(ii) Par conséquent, il se prolonge en un opérateur encore noté

(). = / i,
(p¥)~*(e)

d’intégration le long des fibres de
pr (Te/We)(Fy) — (T/We)(Fa)

qui est défini, modulo multiplication par la méme constante, par la forme de volume d |wr, 7]

On peut maintenant énoncer :

Proposition I1.17. —
Toujours sous les hypothéses du corollaire 11.15, considérons une place arbitraire x € |F)|.

Alors la fonction
kT T(F,) — C

t — dt, -y 0 Tr(t,)
(p7) (1)

se prolonge naturellement en la fonction, que nous noterons de la méme facon,
kEeT (T/We)(F,) — C

t — / dt, -y o Tr(t,) = lim dt, -y oTr(t,) - Ly(a-t,)
(py)=*(®)

@=0J(py)-1(t)
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ot
1, : (Tg/We)(Fr) — 0
désigne n’importe quelle fonction localement constante a support compact [resp. de classe C* a décroissance

rapide si x est une place archimédienne] qui vaut 1 dans un voisinage du point 0 de (Te/Wg)(Fy).

Remarque :

En toute place x de F, la fonction
kT (T /W) (Fy) — C

peut étre vue comme une fonction
kT G(F,) — C
qui est invariante par conjugaison, et méme par conjugaison stable.
Elle vérifie aussi la propriété k5" (g) = k27 (—g), Vg € G(Fy).

Mais attention! Nous ne disons pas que cette fonction est la fonction invariante

k? : G(F;) — C
recherchée dans le probleme I.4. En fait, on verra au chapitre III qu’elle ne 1'est pas déja dans les cas ou

G = GLy(C)/py, et p = sym*, k > 2.

Exemple :

Si G = GLy(C)/p2 et p est le carré symétrique
sym? : GLy(C)/p2 — GL3(C),

les éléments de
G = GL2 XGom (Gm

s’écrivent comme des paires (g, det(g)'/?) avec g € GLy.
Par conséquent, en toute place = de F, k27 doit étre une fonction de Tr (g) € F et det(g)'/? € FX.

Comme pY. s'écrit
Mos A, A2) = (A NS = pn s A A1 = g2, Ao di g = (1 p2)/?).,

le sous-tore T), est constitué des triplets

2

(1, 1™, 1)

et Paction de W = &2 sur T), est triviale.

On en déduit facilement que, pour tout
(9.det(9)"/?) € G(Fy)

on a

g det(0)' ) = [ dw- e 72 (T (g) + 2 det(o) 1)

ou dy désigne une mesure multiplicative de F<. O
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Exposé I11.
Le cas de GLy : étude locale (encore formelle)
(Laurent Lafforgue, IHES, 3 juillet 2014)

1 Compatibilité avec le passage aux termes constants

On se place toujours sur le corps global F.

Considérant un entier £ > 1, on note

G= GL2(C)/

le groupe réductif sur C quotient de GLo(C) par le groupe fini g, = {z € C* | 2¥ = 1}, et p la représentation
de transfert

G < GLgy1(C)
g — sym"(g).
Le groupe réductif G admet pour tore maximal
T =T(C) /e = (C*)?/

avec donc
Xz ={(n1,n2) € Z2 | ny +ny € kZ}

et

1
X%Z{(Tl,r2)€Q2|T17T2€kZ A 7”1—7"2€Z}-

Le groupe réductif G sur C est le dual du groupe réductif G déployé sur F' qui s’inscrit dans le carré
cartésien

G GLs
l O idet
(}7n (}7n
A AR

et dont le tore maximal T' s’inscrit dans le carré cartésien :

T T, =G?,
(p1.12)
- i ;
w1k
an & Gm
A=A

Ainsi, les points de G peuvent étre notés comme des couples

(9. det(9)'7*)
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oll
_ (911 91,2
g <92,1 92,2>
est un point de GLy et det(g)'/* est une racine k-ieme de det(g) dans G,y,.

De méme, les points de T' peuvent étre notés comme des triplets

(va M2, (Ml uz)l/k)

ot i1, 2 sont deux points de G, et (1 p2)/* est une racine k-ieme de p1 g dans G,,.

L’homomorphisme injectif de tores induit par p
pr:T=(CV /e — Thpr = (C)FH
(A, 22) = (AL AT A AT
admet pour dual I’épimorphisme
pY:Tep =G — T =G}, xg, Gn
()\0,)\1,...,)%) = (AgA’f_l...Ak_l:ul,)\l)\g...)\z:Mg,)\())\l...)\k:(Mlug)l/k).
Celui-ci est équivariant pour I’action du groupe de Weyl W = &2 de G sur Ty 1 = GFF! par la permutation
i = Ap—i, 0<i<k,
et donc on a un morphisme induit de schémas sur F'
Ter1/We — T/We .

D’autre part, le noyau T, de p¥. : T41 — T est le sous-tore de codimension 2 de Tj41 = G ! défini par les
deux équations
MM Ar=1 et AMA..A=1.

Il est stable par 'action du groupe de Weyl Wg = &2 de G.

On remarque au passage que, dans le cas particulier k = 2, T), est le sous-tore de dimension 1 de T3 = G3,
constitué des triplets de la forme (A, A=2, \). Ses points sont fixés par I'action sur T3 de Wg = &2 si bien
que, dans ce cas, T, agit sur T5/W¢ et T/W¢ s'identifie au quotient de T3/W¢ par 'action de T,.

Dans le cas général, le morphisme

— Tr
Tk+1 _ (Al)k+1 N Al

()‘07>‘17'-~5Ak:) — )\0+)\1++>\k

est invariant par 1’action de W = &2, donc se factorise en un morphisme

— Tr 1
Ths1/We —— A

qui s’inscrit dans un diagramme de schémas sur F :

Tpsr/Wa > Thi /Wa —— Al

lf%

T/We
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On rappelle d’autre part que l'on a choisi une fois pour toutes un caracteére continu unitaire non trivial

Y= [I vo:Ar/F—C*.

z €|F|
En toute place z de F', on dispose donc de ’application composée

_ Tr Y
Yy 0 Tt (Tey1/We) (Fy) — (TkH/Wg) (F,) — F, —— C*.

La fonction noyau k27 de la pp-transformation de Fourier sur T'(F;)
kT T(F,) — C
Coe [ (T ()
(p7) =1 (1)

provient donc d’une fonction
kT (T/We)(F,) — C

t — dt, - ¥ (Tr (t,)) = lim dt, - e (Tr (t,)) - Tp(a - tp)
(P¥)=1(t) =0 J(oy)-1(1)

ot 1, désigne n’importe quelle fonction localement constante a support compact [resp. de classe C* &
décroissance rapide si x est une place archimédienne] sur (T;x4+1/Wa)(Fy) qui est égale & 1 dans un voisinage
du point 0.

Comme le schéma affine quotient de G par I'action par conjugaison de G s’identifie & T/W¢, la fonction
kT (T/We)(Fy) — C
en toute place x € |F| peut étre vue comme une fonction
G(F,;)—C

qui est invariante par conjugaison.

Le centre
Za = C*/u = C*

de G agit sur espace CF+1 de R
p=symt : G — GLi41(C)

par le cocaractere

d/\etc:(CX AN Z@

A 0
A — A S
0 A
Il lui correspond le caractere défini sur F
detg : G — G,

dont le composé

v
P detg
Ths1 —— T — Gy
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n’est autre que
detk+1 : ()\0,)\1,...,)\k) = )\0>\1)\k
D’autre part, parmi les poids de la représentation irréductible p
pr:T=(C)V/u — C
(A, d2) = ML 0<i<k

)

on distingue le poids dominant qui est
P (A, Ag) = AF

Il correspond au cocaractere

G,, — TZG?rLXGme
A= (AR L.

Enfin, le caractére modulaire 6 g associé au sous-groupe de Borel B de G constitué des matrices triangu-
laires supérieures est

og: T — Gy,
(ﬂl,ﬂz,(m M2)1/k) T
Alors
detp: G — Gy
(g7 det(g)l/k) — det(g)

est 'unique caractere qui, considéré comme un élément de X = X %, vérifie
(detp, p7) = (65, ) -
Ainsi, on dispose sur G des trois caracteres
detg : G — G,
(g-det(9)*) = det(g)!/*,

detp = (detg)®

et
det, = detg - detp = (detg)k"'1 .

Rappelons 1’énoncé du probleme 1.4 dans le cas ou nous sommes :

Probléeme III.1. -

Etant donné un entier k > 1, considérons la représentation de transfert
p=sym’:G = GL2(C)/ur — GLg41(C)

du groupe réductif déployé
G= GL2 XGm (Gm

muni de ses trois caracteres

detg, detp = (detg)® et det, = detg - detp .
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En toute place x de F, on voudrait munir G(F,) de

e une mesure d, g que les translations a gauche ou & droite transforment par le caractére |det,(o)|z,
e une fonction invariante par conjugaison

G(F;)—C
g9~ kS (9)

de telle facon que lopérateur de p-transformation de Fourier associé
for= fo= [g/H/ dpg'fm(g)'kg(gg/)
G(F,

vérifie les propriétés suivantes :
(1) Pour toute fonction localement constante & support compact [resp. de classe C™ a décroissance rapide

st x est archimédienne]
fo: G(Fy) — C,

le produit
|detB|i/2 Song T(Fy) — C

o (detn(®)]Y - Bs()]s 2 - / du - folu-t)
Np(Fy)

admet pour pr-transformée de Fourier sur T(Fy) le produit
detp|¥/? - (fo)ny : T(Fa) — C
t o |detp(t)[L/?- |05 (t)]L/ / du - fult - u).

Np(Fy)

(2) L’opérateur
fo = fo

est unitaire, c’est-a-dire préserve le produit hermitien

(fl,fz)H<f1,fz>=/G dpg- f1(g) - Tog).

Fo

Remarque :

D’apres le lemme 1.3, un opérateur de cette forme

fors fo= [QIH/G(F

T

dpg- fu(9)-k2(g 9’)]

vérifiera nécessairement les formules de transformation par les translations

1

fi = ldety(g)l5" - 7 fo

9fy = |det,y(g)|z" - £
pour toute fonction f, : G(F,) — C et tout g € G(Fy). O

Les points de G(F}) sont les couples
(9. det(9)"/*)
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composés de g € GLa(F) et det(g)'/* € FX.

Par conséquent, les fonctions
G(F,;)—C

invariantes par conjugaison sont les fonctions de det(g)'/* € FX et Tr (g) € F,.

Faisant une transformation de Fourier partielle en la variable Tr (g), on peut chercher ces fonctions sous
la forme

k2 (gvdet(g)”k) = /F dpp - (- Tr (g)) - k2 (mdet(g)”’“)

ou du désigne une mesure additive de F,.

On a:

Proposition III.2. (modulo vérification des convergences et de la 1égitimité des échanges de sommations) —

Considérons une fonction invariante par conjugaison
k? : G(F;) — C

écrite sous la forme

k2 (g,det(g)l/’“) =/F dp - o (p - Tr (g)) - k2 (Mvdet(g)l/’“)

pour une certaine mesure additive du de F.

Alors lopérateur de p-transformation de Fourier associé

mefm—[g’H/G(F)

x

dpg- f(g) - ki (g g’)}

vérifie la propriété (1) du probleme 1111, de compatibilité avec le passage aux termes constants

fIE = fiEyNBa

si et seulement si on a, pour tout élément t = (ul, ta, (1 ,ug)l/k) e T(Fy),

kT (vaﬂ%(ﬂl m)”’“) = /F dp - |l bR (u, (11 uz)”’“) e (- (g1 + pi2))
= / d* g K (uy (1 uz)”’“) P (- (1 + p2))
Fy

ot d* p désigne la mesure multiplicative |p|; 1 - du de F)X.

Remarques :

(i) Ainsi, la propriété (1) et la connaissance du noyau k7 sur T'(F,) ne déterminent la fonction k? sur
G(F;) que si la projection
T(Fy) — (T/Wa)(Fz)

est surjective. Cela ne se produit que si F;, est algébriquement clos, soit F, = C.

(ii) La restriction de la fonction k2 & T'(F,) ne coincide pas avec la fonction k27 . Pour passer de 'une &
lautre, il faut remplacer la mesure additive du sur Fj, par la mesure multiplicative d* u = |u|;* - du
dans leurs représentations de Fourier.
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Exemple :

Si k =2, on a pour tout élément t = (11, p2, (11 p2)'/?) de T(F,)

Rr (s, (i i2)*) = /F dpe by (70 4+ 12 (o + iz + 2 () 7?))

La fonction sur G(F,) invariante par conjugaison

k% (g,det(g)l/Q) = /FX dp - |pl2 - s (/fl +p*- (m + p2 +2 (1 N2)1/2)>

satisfait donc la propriété (1) du probleme III.1.

Démonstration :

Ecrivons les éléments (g,det(g)*/*) de G(F,) sous la forme

_ (1 0\ fma O\ (1 w\ _ [ m H1u
9=\v 1 0 o 0 1) \p1-v p2+p-uvw

avec (1, g € F} et u,v € F,, d’ou aussi
det(g) = pa pz -
On a:

Lemme II1.3. —

Ecrivant les éléments de GLy(F,) sous la forme
_ (1 0\ fm O\ (1 w\ _ [ m H1u
9=\v 1 0 p2 0 1) \p1-v po+pr-uv)’

(i) La mesure invariante dg de GLy(Fy) s’écrit a une constante multiplicative prés comme un produit

on a .

168 (11, p2)|o - dpy - dpo - du - dv = ‘M

~dpy - dps - du - dv
M2

x

ot dyy, dus sont des mesures multiplicatives de F*, et du,dv des mesures additives de Fy.

(i) La mesure d, g de GLo(F,) s’écrit & une constante multiplicative prés comme le produit

[ p2) V| g2 dpn - daz - - do

Suite de la démonstration de la proposition III.2 :
Pour (uf, ph, (14 p#h)'/*) € T(F,) et u' € F,, on a

-~ uh 0 1
¥ << 01 ué) . <0 1) ( llﬂlz)l/k>

_ 1/k| . 2 . . . . 221 M1 U 1/k
/’(Ml Mg) ’x W1|z dpy - dps - du - dv - fy (( L ) L U) 7(,u1 ,uz) )

/F dp - k2 (m (11 p2 u’z)l/’“) e (- (o iy + oo ply + i iy - v + pua iy - u'v))
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En intégrant pour la mesure additive du’, puis multipliant par le caractere
1/2

2|y
oo (it st ) )| = |
T 2

xT

on obtient en faisant un échange de sommations

1/2 ~ "0 1

_1 ‘u
= Wl o) 4]l d e () )

5 (110125 (1 12"/

/ dp - |yt KL (u, (11 a2 4 u’z)l/’“) by (p (il + o o))
F,
soit encore

(o) (14 s (it )7 ) < i i

= /‘(Ml m)l/k‘z'dul ~dpz - frNg ((Ml 0> , (1 M2)1/k>

0 e
e a2/ K2 (o s oz s G s oz ) %)

C’est le résultat annoncé.

2  Unitarité
Pour £ > 1, on considére toujours la représentation de transfert
p=sym" : G = GLy(C)/pux, — GLy11(C)

du revétement de degré k
G = GLo XGm Gm

de GL2

Etant donnée une place arbitraire z de F', on considere une fonction noyau
kY G(Fy) —C

écrite sous la forme

k2(g) = /F dp - bu(p - Tr (g)) - k2 (Mvdet(g)l/’“)

et qui satisfait les hypotheses et la conclusion de la proposition III.2.

Cette fonction noyau définit la p-transformation de Fourier

o~

f=f= g’H/ dog-flg) -k(gg")
G(F.)

qui est bien définie au moins pour les fonctions continues a support compact

fiG(F,) —C.
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On voudrait maintenant que pour toutes telles fonctions continues a support compact
f1 " G(F:) — C,

on ait

[ 7@ 70-[ 4o e 7.
G(F,) G(Fz)

Développons 'intégrale de gauche en

/ dyg-f'(9) F"(9) =/ dpg-/ dog'-dyg" - f'(g") - f"(g") - K2(g9') - K2(g9"),
G(Fz) G(F,) G(F.)xG(Fy)

et écrivons les éléments g € G(Fy) sous la forme

(05 26 Do)

avec, d’apres le lemme II1.3(ii),

dypg = |p palt/* - )2 - dpy - dppa - du - dv

a une constante multiplicative pres.

D’autre part, on a

k(g9 =/ ' (i’ - Tr (g g')) - k2 (u’,det(gg’)”k)

x

et
k2 (gg") = / dp' o (—1" - Tx (g g")) - k2 (', det(g g") /%)
Fy
avec
Tr(gg') = (g1 11+ Gho p2) + Ghy - fr1 U+ gio-pa v+ goo- 1 uv
et
Tr(gg") = (g{1 11+ 955 p2) + 951 - pn-u+gio pa-v+g5s pun-uv
d’oit
p-Tr(gg) —p"-Tr(9g") = p' (911 - +goo-p2) —p" (911 p1+ 5o pi2)
+ (W ghy =1 g0)
+ Wegra— 1" gi9) v
+ (W gan — 1 950) v,

Il est clair que si 'on cherche a intégrer ces expressions pour la mesure
| a3/ * - a3 - dpa - dpps - du - do,
une difficulté apparait du fait de la présence du terme quadratique
(W - go0 =" g59) 1 -uw

en u et v.

Orona:
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Lemme II1.4. —

Soit K, ¢ le sous-groupe compact mazimal de G(Fy) donné par
G(O0y) st x est une place ultramétrique de F,
Kog={ 05(R) xzx RX  si F, =R,
UQ(R) Xx C* si FI = C.
Alors, pour tous u', 1" € FX et tous éléments
9.9" € G(Fy),

il existe un élément gp € K, ¢ tel que

1 (g'g0)22 — 1" - (9" 90)22=0.

Pour p/, " € F¥ fixés, on peut donc écrire les paires d’éléments ¢', ¢” € G(F,) sous la forme

;o 1 o wy 0 10 ANV

/ Y
My pg WVt g U ! /1/k>.
(( Y 11 ) (1 p2) 90

1 70 1 0 )
g// = (<0 1) : <'U£)1 /1/2/> : (U” 1) , N/ll N/Z/)l/k> 90

A N
= ((Ml Ngz o leulz/  (uf ﬂg)l/k 90

et

" " __ / /
avec p" - py = p - ph.

De plus, notre mesure sur G(F,) x G(F,) s’écrit dans les nouvelles coordonnées

! "o n

dpg - dyg" = |y gyl |8 F 2 512 W = g - dpdy - dphy - dpd - du - dv” - du” - dv” - dgg

pour une mesure invariante dgy de K, g.

Supposons qu’il est 1égitime de changer 'ordre d’intégration

/ dpg./ dpg"d,,g"-/ du'-du”
G(Fz) G(Fz) FuXF,

/ dﬂ/'dﬂ//'/ dpg/ dpg/'dpg”-
Fyx Fy G(Fy) G(Fo)xG(Fy)

D’autre part, introduisons la suite de fonctions de troncature ]Ign sur G(F,) définies comme les fonctions
caractéristiques des g tels que, pour tous gy, g; € K 9, on ait

en

((g099p)il, <n,  Vije{1,2},

et
1
—5 < |det(gn 9 9p)i |, <n*.
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La mesure fG(F )dpg est la limite quand n +— +oo des fG(F ) ]Ign(g) -d, g et, pour tout n fixé, les
sommations fG(F,,) ]Iﬁn(g) -dp g et fG(F”)XG(F”) dyg' - d,g" peuvent étre échangées dans nos intégrales.

En utilisant le fait que les mesures |, G(F.) Hﬁn(g) -d, g sont invariantes & gauche et & droite par K, g, on
obtient que le produit hermitien

/ dyg-F9)- F'(9)
G(Fz)

est égal, a une constante multiplicative pres, a la limite

li dy - dy - | 16 e - . Uk 1012 - duy - dus - du - d
o Jim /szFm - dp /zn i1 v gy ) ) H Rl lale - dp - dpps - du - dv

/ |y iy g i [ 3 - N 12 - dpd - dpty - dp [ =" - dud - du” - d' - "
Wy =p

/ / 1,/ / / " " ", .1 1" "

+ SUvY S U + Sutv - U

f <<N1 M;?U, “2”,2 >7(u’1 u’z)l/k> - f" ((“1 ﬂg?vu “2//2, )Au’fué’)l/k)
R (1 Gt )M o az) %) - RE (s o )% - (o ) )
Vo (' g phy = " ) o -V — gy 0"
Yo (0 iy - 0" = "ty - 0") - w) g (0 iy - — " iy ") - w)

On observe que, dans les arguments des caracteres 1., les variables d’intégration u et v n’apparaissent
plus que linéairement.

Se souvenant que ’on a toujours dans le domaine d’intégration
Wy =y

I'intégration pour les mesures additives
du - dv

tend & concentrer les mesures vers le domaine

lorsque n +— +o0.

Introduisant n’importe quelle fonction continue & support compact
I,:F, — Ry

qui vaut 1 au voisinage de 0, on obtient que notre produit hermitien est égal, & une constante multiplicative
pres, a la limite

li lfl_dl_/ //71_d//_/]IG H1 M1 U . 1/kd .d cdu - d
o /F Wl - dp - W1z - dp s\ Ny v o g - v | oy dpn - dpas - du - do
. |:/ du// . dv” . ww(u u// + UU”) . |'UH| . I[I(u//) . ]Iw(vl/):|

/ o b 18\ Ve - i -ty - - -
Wy =p

/ / 1,/ / / " 1" 1,/ " /
/ LR R A ISR ’ /1/1@>. ,,<(H1+N2'UU N2'U) "o 1/k>
f << MIQ ! ‘u/2 ) >(M1 MZ) .f ,UIQI ! MIQI ) (:ul /’LQ)

Vo (p' - papy — 1" pa )

B (1 G ) 5 () ) B2 (G i) G, )%
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Maintenant, on a :

Lemme IIL.5. —

Pour toutes fonctions continues a support compact

¢ 9" T(F,) —C,

on a
. =1 ’ -1 " el M1 M1 U . 1/k . . .
o dm /F W'l dp /F W’ dp /11 (m v mﬂ”.uv) 1 p2 "™ - dp - dps - du - dv

[ v o ) 160

/ | iy i g3/ - dpty - dpiy - dpf]
Rl =

o (1 i (1) %) - @ (i, (1))
Yo(p' - pa gy — 1" - pa )
kL (u’,(ul pa) ' () ué)”‘“) kg (W, () VR - (] ) V*)

/lu’l p| M E - dydy - dpdy - ! (u’l,ué, (14 u’z)l/k) ! (s gy (i) V/EY

Démonstration :

Comme la pp-transformation de Fourier sur T'(F)

p— = [(u’laué,(u’lug ”k /Iul pia| % - dyy 'dﬂQ"P(ﬂlvﬂ%(ﬂl #2)1/k)

kLT (ul 1y, o iy, (pan puo)* - (p) ué)”’“)]

préserve le produit hermitien

(4,0/’ (,0//) — <<P/a <P//> = / ‘/’Ll /’1‘2‘;/]6 ~dpy - dps - SOI (,Ltl,[,L27 (Ml ,ug)l/k) v (N15M27 (Ml M?)l/k)
et que, pour tout (u1, iz, (1 p2)'/*) € T(Fe),
o (s G i2) %) = [l o ) B2 (s G )
B

on sait déja que le produit hermitien

(' ¢") = / 15 1% - - iy - (1, (s )% ) - (s iy, (1 1157
est égal a I'expression

/ WGt du / W15t du” - /\uluz\l/" dpsy - dpy - /|M1N2N1/Mg|1/k dydy - dyty - dpy - dpy
FX

x

( My, (1 iy ”k) " (ul s ity (] ) H/*)
Vo (1 - (pa py + p2 i) — " - (pa iy + p2 py))
ke (u (1 p2) '/ - (NlMQ)l/k)'k\g (1", (e p2) /% - (] puly) /R,
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Il s’agit donc de prouver que cette expression ne change pas si 'on remplace l'opérateur d’intégration

/Iuluglg/‘“ dps - dpsa /\ulu’zul w3/ * - dph - dydty - dpf - dply

par les opérateurs

/|u1 pol3/* - dpy -dps - [ du-dv- 1S, <HM1 b )

10V 2+ p1 - uv

|y iy i i3/ - dpay - dpiy - dp]

" //

/du” dv// (uu// + 'U'UN) . |U”|1 . ]Ix(u//) . ]Im<v//)
o

=p'ph

et que l'on fait tendre n vers +oo.

Il suffit de le faire dans le cas ou les deux fonctions continues a support compact

" T(F,) = C

sont déduites de deux fonctions continues & support compact
" G(F) —C

par les formules

R A Lo )
¢’ (//17/1/27(//1 u’z)l/k) = Iu’z\x~/dU’~dv’~f’ ((“1 f S AT

Ha -V Ho
" _"_ u//,U// 1" . u//
¢" (ul,uz,(u’{ﬂ’z’)”’“) |3 - /du”-dv”-f”(<”1 Mgf?v ugug >,(u’{u’2’)1/’“>-

Or ceci résulte de ce que le produit hermitien
(. "
de deux telles fonctions f’, f” est égal a I’expression qui précede ’énoncé du lemme IIL.5.

Cela termine la preuve de ce lemme.

Remarque sur la démonstration du lemme :

Cette démonstration utilise le plongement de T'(F,) dans G(F;,) et le fait que le noyau k27 sur T'(F,) est
relié au noyau

kY :G(F,) — C
(g.det(9)/*) / dyc- (- T (g)) - R (11, det(9)'/*)
Fy
dont on suppose qu’il est suffisamment contrélé pour autoriser les différents changements d’ordre des intégrations

dont on a besoin au cours du calcul.

Lorsque k = 2, on peut aussi faire un calcul direct a partir de ’expression

kgT (N17p’2a (.u‘l M2)1/2) = / d/l . ’l/)x (/,I,_l —+ /,LQ . (ul + po + 2 (Ml N2)1/2)) .
Fr
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Le noyau k27 est en effet déduit de la fonction
(Aoy A1, A2) = Pz (Ao + A1+ A2)
par intégration le long des fibres de
pr: T3(Fy) — T(Fy)
(Aos A1, A2) = (Aﬁ A= 1, A A3 = a2, Ao A A = (i N2)1/2> .

Les éléments de chaque telle fibre ont la forme

M1/2 1/2 172\ 2 M1/2
-1 1 2 —1 2
(/jf ' 1/2{—/,(,%/2 ) Mt (Nl + g ) ) M : 1/2 /2)

1
oy T gy
avec
Ni/Q _ " M;/Q _ Lo (M1/2+u1/2)2 e 20 M2)1/2
P2 () V2 2 2 ()2 T Y ? ’
et
1 Mi/Q 2 1/2 1/2 2 1 N;/Q 1 2 1/2
Vo (0t s i (T ) AT g | = e (0 e (e 2 (i i) )
/ / / /
Hq +,U/2 1250 +M2

Comme la distribution sur T3(F,) = F?2

/d)\o-d)\l-d)\g : /dAg-Xm-dA;.dAg.dA;’.dA;’

1/)1-()\0 )\/0 + A1 )\/1 + Ao )\/2 — Ao )\6/ — A1 )\,1/ — A2 )\,2/)
f/()‘67 )‘&7 /\/2) : f”()\f)', )‘/1/7 )‘/2/)
est supportée par la diagonale
A=A, A=A, A=Ay,
on en déduit que la distribution
/ dy' - dp” - /dm ~dps - /du’l ~dysy - dpy - dpy
FXOX Y
Vg (u"l +u? (m ph A+ e ply + 2 (pa p2) ' - (1 u’g)”z))
Ve (*/«L”_1 — " (m p A+ gy + 2 (1 p2) " - (il u’z’)m))
¢’ (ui;u& (11 Mlz)l/Q) - (il 1, (i, ) /?)

est supportée par le produit des diagonales

!/ "

W= p
et
pyo=py o phy = gy

Reprenons le calcul du produit hermitien

<f’,f”> = /G(F')dpg-f(g)-f’(g)
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des p-transformées de Fourier de deux fonctions continues & support compact
o GF)—C

au point ou nous ’avions laissé avant ’énoncé du lemme II1.5.

D’apres ce lemme, ce produit hermitien est encore égal a

/Iuluzli/k-luzli-dm-duz-/du-dv

(5 ) (P ) )

M2 -V M2 H2 v H2

qui, d’apres le lemme I11.3(ii), n’est autre que
/ dpg- f'(9) - f"(9) = (f", f").
G(Fz)
On obtient finalement :

Proposition III.6. (modulo vérification des convergences et de la 1égitimité des échanges d’ordres des
intégrations utilisés lors du calcul) —

On suppose comme dans la proposition I11.2 que la fonction noyau
k? : G(F;) — C

s’écrit sous la forme

k2 (9.det(9)'7*) = [ du (T (9) - 72 (1o det()' )

et vérifie la formule

o~

R (s o ) ) = [l di s G+ ) B2 (1 G ) )

pour tout élément (ul,,ug, (1 ug)l/k) e T(Fy).

Alors l'opérateur de p-transformation de Fourier sur G(Fy)

f=1f= {Q’H/ dpg-f(g)-kg’i(gg’)]
vérifie la propriété (2) du probleme 111.1, c’est-a-dire respecte le produit hermitien

") e (1) = /G dpg-1'(9) T7(g).-

E

79



3 Une troisieme propriété locale : la transformée de Fourier de la
multiplication point par point des fonctions

On consideére toujours la représentation de transfert
p=sym" : G = GLy(C) /s, — GLy11(C)

du revétement de degré k > 1
G = GLy xg,, G,

de GL2

En une place arbitraire x de F', on considere une fonction noyau
kf : G(F,;) — C
qui s’écrit sous la forme

200) = [ du e Tr (9)) - R (jn et ')

et satisfait les hypotheses des propositions II1.2 et II1.6, donc aussi les propriétés (1) et (2) du probléme
II1.1.

Pour démontrer la propriété (2) d’unitarité, nous avons calculé le produit hermitien

(= [, fo 7o

des p-transformées de Fourier f’ et f” de deux fonctions continues a support compact
. f"GF,)—C.

La fagon dont nous avons mené le calcul amene a considérer aussi les intégrales

[ F@- PP
G(Fy)
associées & trois fonctions continues a support compact

f/7f”7f/” : G(FI) _>(C7

c’est-a-dire a s’intéresser au p-transformé de Fourier de 'opérateur de multiplication point par point des
fonctions sur G(Fy).

L’intégrale ci-dessus s’écrit
/( ) dog- /dp g - dpg" - dpg” - () f (") f (") KE(gg') k29 g") - Ki(g g™)
G(F,
et on peut mettre les éléments g € G(F;) sous la forme

(G 2 G

avec, d’apres le lemme II1.3(ii),

dpg = | paly/* - |l - dpr - dpsg - du - do .
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D’autre part, on a
ki(gg') - K (gg") - ke (gg")
= / dp' - dp' - dp" - kg (u’,det(gg’)l/k) kg (u”,det(gg”)l/k) K (", det(g g"")V/k)
FoXFyxXF,

Yo (0 -Tr(gg)+p"-Tr(gg"”) —p" - Tr(gg"))

avec

p-Tr(gg)+u" Tr(gg") —p"  Tr(gg")
= (911t Gho i)+ (g1 g pe) — " (i + 9o - p2)
+ (W gh i gy —p" e gyh)
+ Wit gl —u" ) v
+ (W gaat i gy — 1 ghs) - uw.
Ici encore, le terme quadratique en u et v

"

(W 9o+ 1" g50—p" - g5%5) - pn - uw

pose probléeme, mais on a ’analogue suivant du lemme I11.4 :

Lemme IIIL.7. —
Soit K, ¢ le méme sous-groupe compact mazimal de G(F,) que dans le lemme II1.4.

Alors, pour tous p',u”, " € F) et tous éléments
9.9".9" € G(Fs),
il existe un élément gy € K, g tel que
1" (9" 90)22 = 1" (9'90)22 + 1" (9" 90)2,2 -
U

Procédons comme au paragraphe précédent, en supposant en particulier qu’il est légitime de changer
l'ordre d’intégration

/ dpg- / dpg -dpg"-dyg" - / dp' - dp” - dp”
G(Fz) Fp X Fp X Fy

/ d'u/ 'd,Uz// .d'u/// / dpg . /dpg/ 'dpg// 'dpg///-
Fu X Fyx Fy G(Fz)

x

en

On écrit la mesure fG(F )dpg comme limite, quand n tend vers +o0o, des mesures a support compact

fG(Fw) d,g- IS, qu'il est possible de faire commuter avec les sommations [ d, g - d,g" - d, g"'.

Comme les mesures fG( F) ]Ign(g) -d, g sont invariantes par K, g, on obtient que le produit triple

/G dyg-F'(9) F'(9)- F"(9)

Fz
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est égal, a une constante multiplicative pres, a la limite

. rogon g G M1 H1-uw . 1/k . 2, . . .

/ / " "o 1/16 712 12 "2 I i " 1 "
/ |y g iy iy iy sy z ‘M2|w : |M2|m |y ‘x ~dpy - dpy - dpy - dpg - dpy
ILI,IMIQII:M/ILIQ+H//N/2/

Il "o
o — NH//JQ /1/)/ M N/fz fl)/ cdu - dv - dd - du - du” - du"
H o L B P
R S AR Y N W
P ) ) (MR )
Iz nr o e
L fm H1 +/1'2 uv Mo U m o 1m\1/k
f (( /1'/2” L' 'u/2// ) a(ul Ha )

kf (M’, (1) % (1 uz)l/") kY (//Z ()% (i uz)l/"') SRE (" )V - () VR
Vo (1 (1 gy + 2 pg) + 1" (o gl + po ) — - (pa " + p2 p3"))

/[/)I (#1 Iu’/ /,LIQ . UIUI + l[l,l /,LH Hg . u”'[}” _ Hl /,L”l /,L’QH . u///U///)

Yo (W iy - 0" + "y 0" = " gy ") )

Vo (1 py ' + 0" gy - — " ") ).

"

Alors, pour p/, " et p'" fixés, I'intégration pour les mesures additives

du - dv

amene a substituer les équations

" 11

/,L/”/J/Q 'U/:/,LIILL&"U/"_/J/I,U/IQI'/UH

" 11

le”lleQ 'UIZ[LI,LLIQ'U/-‘FMH,LLIQI'UN

dans les expressions de

HONEONIO)
a lintérieur de l'intégrale.
Autrement dit, pour p/, i’ et p'” fixés, avoir modifié les coordonnées de ¢’, g” et g’"" par I’action diagonale

d’un élément gy € K, g pour imposer la condition de départ

" "

A "o
B Goo = ~goot 1 -G
entralne nécessairement aussi les conditions

" m

" gy = geq " g5,

" 1"

pegly=w gl gl
Comme la distribution considérée de f/, f” et f””’ est invariante par 'action de K, ¢ et donc de W = &2,

et voit que I'équation vérifiée par le support de cette distribution

" "

gy =gy 0 g5,

entraine & son tour 1’équation
" "

p g =g g

Ainsi on a :
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Proposition III.8. (modulo vérification des convergences et de la 1égitimité des échanges d’ordre des
intégrations utilisés lors du calcul) —

On considere comme dans les propositions 111.2 et I111.6 une fonction noyau
kP G(F,) — C

qui s’écrit sous la forme

k2 (gudet() ) = [ du- vl T (0) - B2 (4 den(9)!*)

@

Alors, pour tous ', 1", " € FY fizés, la forme

/G(F )dpg . /dp g/ . dp g// . dp g/// . f/(g/) . f//(g//) . f///(g///)

Ez (,u/,det(g)l/k . det(g/)l/k) gé) (u”,det(g)l/k . det(g”)l/k) %g (Nm’ det(g)l/k . det(g’”)l/k)
Yo(p' - Tr(gg") + 1" - Tr (9g") — u"” - Tr (99™))
ne dépend que de la restriction de la fonction

G(F,) x G(F,) x G(F,) — C
(9.9".9") = f(g)-f"(d") ["(g")
au sous-espace des triplets (¢',g"”,g"") dont les projections dans GLa(Fy) satisfont l’équation

"

//[/ 'g/”:,llzl'g/"'//b//'g”-

Pour toute fonction continue & valeurs unitaires
0 G(F,) > UQ)={zeC* ||z =1},

lopérateur
fefe=lg— flg)el9)]
est un opérateur unitaire de l'espace des fonctions de carré intégrable sur G(F}).

On déduit de la proposition II1.8 ci-dessus ou méme directement du calcul qui la précede :

Corollaire III.9. (modulo vérification des convergences et de la légitimité des échanges d’ordres des
intégrations utilisés lors du calcul) —

On considere une fonction noyau
Kl G(F,) — C

g Kl = [T (o) R (i detto)' )

qui vérifie les hypotheses et donc aussi les conclusions des propositions 111.2 et T11.6.

Soient une fonction continue unitaire

v:G(F,) —U()cC*
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et deuz fonctions continues de carré intégrable
fi, fa: G(F,) — C
reliées par la formule L
f2=fi-p.
Alors, si p est la p-transformée de Fourier d’une distribution supportée par T(F,) [resp. B(F,)], la restriction

de fo a T(Fy) [resp. B(Fy)] ne dépend que de la restriction de fi a ce méme T(Fy) [resp. B(Fy)].
(]

4 Et le cas général ?

Nous voudrions maintenant revenir au cas général d’un groupe réductif G muni d’une représentation de
transfert R
p:GxTp— GL.(C)
au sens de la définition I.1.

En particulier, G est muni des 2 caracteres detg et detp. Par définition, le cocaractere central dual de
detg
detg:C* = Zg =T =G

agit sur 'espace C” de p par I'unique caractere A — A, et le caractére detp est caractérisé par les identités
(detp, pr) = (95, pr)
pour toute composante p¥. de
pr = (prs-- s pp) : T — T, = (C*)

qui est le plus haut poids d’un facteur irréductible de p.

Considérons d’abord le cas ou G est déployé et de rang 1, c’est-a-dire ne compte qu'une seule racine
simple. Autrement dit, le groupe dérivé G9* = [G, G] est isomorphe & SLy ou PGLs, et le groupe dérivé du
dual G = [G, (] est a priori isomorphe & SLy(C) ou PGLy(C).

Alors p est une somme directe de représentations irréductibles de G dont la restriction & G4°r = SL, (C) ou
PGLs(C) est une représentation de puissance symétrique sym* : SLy(C) — GLg,1(C). De plus, le cocaractere
dual de dp R R

(53 : (CX — T

agit sur 'espace de tout tel facteur irréductible sym® par la famille de caracteres
PN LD Lt D Sl Wl

et donc le cocaractere central . R
detp : C* = Z5 —T

agit sur cet espace par
A= (AR R AR

Cela signifie que ’on a un morphisme

GLy(C) — G

dont 'image est le produit de Gaer et de I'image de @ et dont le noyau est 'intersection des sous-groupes
finis , associés aux facteurs sym* de la décomposition de p.
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Le dual de ce morphisme est un épimorphisme
G — GLsy.
D’autre part, on dispose de I’épimorphisme de quotient
G — G/GI =G

vers le tore G®P. Les caractéres detq et detp de G se factorisent & travers G2, et on a un carré commutatif

G Gab
l ldetB
GL2 det Gm

qui est nécessairement cartésien. On a prouvé :

Lemme III.10.

Si le groupe réductif G muni de la représentation de transfert p est déployé sur F et de rang 1, il s’identifie
au produit fibré
G = GL; xg,, G™

via le caractére detp : G*® — G,,, du tore G?P abélianisé de G.

Le tore mazimal de G s’identifie a
T =T, xg, G*®

et le quotient par conjugaison

G/G=T/Wg
s’identifie a
Al x G#P

via le morphisme
(9:9%") = (Tr (9), 9°) -

Dans la situation de ce lemme, le groupe réductif G est également muni du sous-groupe de Borel
B = B, xg,, G

dont le radical unipotent Np s’identifie au radical unipotent

=1 1)

Alors on démontre exactement de la méme fagon que la proposition II1.2; la proposition I11.6 et le
corollaire II1.9 :

du sous-groupe de Borel By de GLs.

Proposition ITI.11.

Considérons le cas ou le groupe réductif G est déployé sur F et de rang 1, donc s’écrit

G = GL, xg. G*,

m

85



et ou p est une représentation

p: G — GL,.(C)
sans action du groupe de Galois I'p.

En une place arbitraire x de F, considérons une fonction invariante par conjugaison
kL G(F,) = GLy(Fy) X px G*(F,) — C
(9.9") = K(g,9™)

écrite sous la forme

#209.9°) = [ d- - T 9)) - R0 g™)

pour une certaine mesure additive dy de F.

Alors, sous réserve que les fonctions
Fy % Gan(F2) 3 (1,9°°) — k(1 g™)
satisfassent les propriétés de convergence et de légitimité d’échanges d’ordres d’intégrations nécessaires dans
les calculs, on a :
(i) L’opérateur de p-transformation de Fourier sur G(F,) défini par le noyau kf

for T :/G dpg-12(9) - K(g9)

FTr

est compatible avec lopérateur de pr-transformation de Fourier sur T(F,) défini dans l’exposé 11
%H@c:/ dt - u(t) - KT (te)
T(Fy)

via lopérateur de passage aux termes constants

For [detp(0)|Y2 - £ ns (o) = [t > det (£)|2 - [05(£)|2 - / du - fo(t- u)]
Np(Fy)

st et seulement si on a pour tout élément
t = (t1,t2,8") € T(Fy) = Ta(Fy) X px G*(Fy)

la relation
k(1) = / Aol - (- (11 + £2)) - R0 (0, 670

(ii) Sous ces mémes hypotheses, l'opérateur
for= fa
est unitaire.

(iii) Sous ces mémes hypothéses, lopérateur de “convolution” sur G(Fy) (défini comme le transformé par

fz j/"; de la multiplication point par point des fonctions) préserve le tore mazimal T(Fy) ainsi que
le sous-groupe de Borel B(Fy,).

Cela signifie que pour toute fonction continue unitaire

v:G(F,) - U(l) cC*
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dont la p-transformée de Fourier est une distribution supportée par T(F,) [resp. B(Fy)], et pour
toutes fonctions continues de carré intégrable

fi,fa: G(Fy) —C
reliées par la formule L
f2 = fl c ¢,
la restriction de fo a T(Fy) [resp. B(F,)] ne dépend que de la restriction de f1 & T(F,,) [resp. B(F,)].
g

Dans le cas général, considérons ’ensemble ®¢ des racines de G.

Pour toute a € @, on note T, [resp. fa] le sous-tore de codimension 1 de T [resp. f] défini comme la
composante neutre du noyau du caractére o : T — Gy, [resp. @ : T — CX], et G, [resp. G,] le sous-groupe
de Levy standard de G [resp. G] défini comme le commutateur de T, [resp. T,] dans G [resp. G].

Ainsi, chaque G, est un groupe réductif de rang 1 qui est défini et déployé sur toute extension finie
séparable F’ de F dont le groupe de Galois I'r C I'r laisse invariante la racine a. De plus, G, s’identifie au
dual de G,. Les sous-groupes dérivés G4 = [G,,, G,] et G4 =[G, G,] sont isomorphes & SLy ou PGL,.

Considérons maintenant une représentation de transfert

p:G xTp — GL,(C)

avec les deux caracteres associés
detg,detg : T C G — Gy, .

Pour toute racine a € &, la représentation induite
Go — G -2 GL,(C)

se décompose comme une somme directe de représentations irréductibles dont la restriction a @gef =~ SL,(C)
ou PGLy(C) est de la forme sym”* pour des entiers k& > 0. On peut donc introduire le cocaracteére

dety : C* — GL,(C)

dont Paction sur chaque facteur irréductible de Gy — GL,(C) est donnée par A — A\* si I’action de @ier
sur ce facteur est de la forme sym®.

On peut noter éﬁl le sous-groupe réductif de rang 1 de G défini comme le composé de @o, et de I'image
de det,. Il contient G, comme sous-groupe distingué et le quotient

Gl,/Gq

est soit trivial, soit un tore de dimension 1.

!

On peut encore noter GY, le groupe réductif dual de éa ; il est défini sur n’importe quelle extension F’

de F sur laquelle G, est défini. On a un épimorphisme de groupes réductifs
G, — G,
dont le noyau est soit trivial, soit un tore de dimension 1. De plus, G, est muni du caractere
dety, : G!, — G,y
dual du cocaractere central

d/e\ta:(CX—>CA¥'a.
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On remarque que les T, fa, Ga, @a, d/e\ta, CAT';, G.,, det,, sont invariants par la permutation o — —a de ®¢.
On a :

Lemme II1.12.

Avec les notations ci-dessus, supposons que le groupe réductif G est déployé sur F (si bien que les G,
a € B¢, sont définis sur F) et que les sous-groupes G =[G, G,], a € ®g/{£1}, de G commutent entre
euz ou, ce qui revient au méme, que les sous-groupes G =[Gy, G| de G commutent entre eux.

Alors :

(i) Quitte a remplacer p : GxTr — GL,(C) par une représentation conjuguée, on peut Supposer non
seulement que p envoie T dans ﬁ = (C*)" mais que, poour tout o € P, le cocaractére dTet\a :C* —
GL,(C) se factorise a travers T,.

(ii) Le groupe réductif G s’identifie au quotient du produit
II e
acdg/{£1}

par un sous-groupe abélien central, produit d’un sous-groupe abélien fini et d’un sous-tore.

(iii) Le cocaractére produit
H det, : C* — T, = (C*)"
acdg/{£1}
est égal au composé

— ~ P ~
detp:C* — T 70,

II deta: J] G.—GCnm

et le caractere produit

ac®q/{£1} a€dg/{£1}
est €gal au composé de la projection
II ¢.—-¢
acdq/{£1}
et de
detg : G — G,, .

Démonstration :

. , . -~ P , . ’ . . 7
(i) La représentation G — GL,.(C) se décompose comme somme directe de sous-représentations irréduc-

tibles. La restriction a [G,G] = [I  [Ga,Ga) de chaque telle sous-représentation irréductible
aedg/{£1}
est encore irréductible, et elle s’écrit comme un produit tensoriel de représentations irréductibles des

facteurs [Gy, Gal.

(ii) Le groupe réductif G s’écrit comme un quotient du produit Il  Gaetdoncausside 1 GL.
acdq/{£1} ac®q/{£1}

(iii) Le cocaractere produit
[[ deta:C*—T,
a€dq/{£1}
et le cocaractere central o L
detg : C* =T — T,

agissent chacun par un scalaire sur chaque facteur irréductible de p : G — GL,(C).
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Afin de démontrer qu’ils sont égaux, il suffit de prouver que pour toute composante pi. de pr =

(pX, ..., p%) qui est le plus haut poids d'un facteur irréductible, on a
< H det,, , pIT> = (detp, p¥) .
acdqg/{£1}

Or, en notant @g I’ensemble des racines positives de GG, on a
<d/et\a, p§,~> = (a,p%), Yaedf.

La conclusion résulte de ce que @5 — ®;/{£1} est une bijection et de la formule

O

Pour toute racine a € ®¢, le groupe réductif G/, muni du caractere det,, : G, — G, vérifie les hypotheses
du lemme III.10. II s’identifie donc & un produit fibré de la forme

G! = GLy xg,, G*P

ot G’2P désigne le tore quotient G7, /G'd" muni du caractere det, : G/2P — G,,.
Chaque G, est donc également muni d’un morphisme composé
/ Tr 1
Tre : G, — GLy — A"
On déduit du lemme qui précede :

Corollaire I111.13.

Sous les hypothéses du lemme 111.12 ci-dessus, tout polynome sur le schéma affine
II <
acdq/{£1}

qui provient d’un polynome sur le groupe réductif G qui est invariant par conjugaison, provient nécessairement
d’un polynéme sur le schéma affine produit

H Al x G?P
acdq/{£1}

via les morphismes
Tr, : G, — A') acdg/{+1}.

On démontre de la méme facon que la proposition III.2, la proposition III.6 et le corollaire IIL.9 :

Proposition I11.14.

Considérons le cas ou le groupe réductif G est déployé sur F et on ses sous-groupes G = [G,, G4,
a € Og/{£1}, commutent entre eux.
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En une place arbitraire x de F, considérons une fonction invariante par conjugaison

k?: G(F,;) —» C

ui, considérée comme une fonction de G’ F,), s’écrit sous la forme
> «@ )

acdqg/{£1}

k2(g) = QR dpa e | D ta Tralg) | K ((Ha)acoe/ i1y 9°°)
acdq/{£1} acdPq/{£1}

ot Q) dua est une mesure additive de I F..

(e}

acdqg /{£1}

Alors, sous réserve que les fonctions

[T | xGan(Fo) 2 (1), 8™) — K2 (1), 9™)
acdq/{£1}

satisfassent les propriétés de convergence et de légitimité d’échanges d’ordres d’intégrations nécessaires dans
les calculs, on a :

(i)

L’opérateur de p-transformation de Fourier sur G(F,) défini par le noyau kP

=

fomFo= [ dyg Lile) Kilge)
G(Fy)
est compatible avec l'opérateur de pr-transformation de Fourier sur T(Fy) défini dans l’exposé 11
porfo= [l kTt
T(Fy)

via l'opérateur de passage aux termes constants

fo o |detp(9)[3/2 - fons (o) = [tH et ()2 - 05(t)]/ / du-fz(t-U)]

B(Fz)

si et seulement si on a pour tout élément de T(F,) relevé en un élément t du tore maximal de

I G, | (F:) la relation
a€dg/{+1}

kpr(t) = / <® dﬂ@) ) (H |Na|;1> Uy (Z/‘a 'Troz(t)> 7{7\5 ((Na)vtab)

ot t*P désigne l'image de t dans le quotient G*®(F,) de T(F}).
Sous ces mémes hypothéses, l'opérateur

for I
est unitaire.

Sous ces mémes hypothéses, Uopérateur de “convolution” sur G(F,) préserve le tore mazimal T(Fy)
ainsi que le sous-groupe de Borel B(Fy). O
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Nous voudrions maintenant traiter le cas général d’'un groupe réductif quasi-déployé G sur F' muni d’une
représentation de transfert R
p:GxTp— GL,(C)

telle que I'r agisse sur l'espace C" de p par permutation de ses r vecteurs de base. L’action de I'r sur
Pensemble d’indices {1,2,...,r} définit une F-algebre séparable E de degré r, et p induit une suite exacte
de tores sur F

1—1T, —Tg =Resg/rGp — T — 1.

Nous allons construire d’abord des opérateurs dits “de convolution” sur les G(F,) puis caractériser les
opérateurs de p-transformation de Fourier recherchés en demandant qu’ils transforment les opérateurs de
multiplication point par point des fonctions en les opérateurs de convolution qui auront été construits.

Les opérateurs de convolution sur les G(F,) vont étre construits & partir des opérateurs de convolution
déja connus sur les Tg(F,) = EX C E, et donc aussi sur les T(F},).

Considérant ’espace linéaire
TE = ResE/F Al ,

avec donc Tg(F,) = E ®p F, = E,, Yz € |F|, on a d’abord :

Proposition I1I.15.

Le produit fi - fo de deux fonctions localement constantes d support compact [resp. de classe C™ a
décroissance rapide si x est archimédienne] sur un localisé E, = E @ Fy, © € |F|, de E

fla.f2 TE(Fx) :Eac —C

est encore une fonction localement constante a support compact [resp. de classe C* a décroissance rapide si
x est archimédienne] sur E,.

De plus, on a

f/7=/ dty - Fi(e —t2) - Falts) = Fi e o

x

ot *p désigne donc l'opérateur de convolution additive. O
Notons Zg — Tg X Tk x Tk le fermé irréductible défini par ’équation
T+ Ty =x3.

Il est de dimension 2 dim Tg = 27, et il est invariant par I'action diagonale de Tx dans Tg x Tr x Tg.
On a:

Lemme III.16.
Soit x une place arbitraire de F.

1l existe une unique forme différentielle

‘s

WwEg € QZE/TE

relative au morphisme de 3° projection B
pr%E : ZE — TE
et de degré mazximal r = dim Tg, telle que :
Vv

p
e via son action diagonale, Tr agit sur wg par le caractére detg(e) composé de Ty — 2T et de
detg : T — Gy,

91



e pour toutes fonctions localement constantes a support compact [resp. de classe C™ & décroissance
rapide si x est archimédienne] -
f17f2 : TE(FI) =E,—C,

on a

(fr %5 fa)(o) = / (ory, ) (f1) - (01%,)" (f2) - we

(pry, )1 (o)

ot prlZE7 pr%E,pr%E : Zp — Ty désignent les trois projections de Zg sur Tg.
d

On note T la variété torique affine normale de tore T définie comme le quotient de T par 'action du
noyau T, de py. : Ty — T Elle est définie par le cone convexe polyédral

Xp={xeXr|{x.pr)20, 1<i<r}.

Notons alors Z,, le schéma affine normal défini comme le quotient du schéma affine lisse Zp — Tg X
Tr x Tk par 'action diagonale de T,. Il est muni d’une action de T et de trois morphismes de projection
T-équivariants

prlsz ) pI'QZpT 9 pr3ZpT : ZPT - T .

Sa dimension est égale a 2 dim Tg — dim 7T, = dim Tg +dim T' = r +dim 7. La forme différentielle relative

wg € 7, T de degré r est invariante par I'action du sous-tore T, de Tg. Elle provient donc d’une forme
E E
différentielle
T
Wy, €0 Zoy /T

relative au morphisme

et de degré maximal r = dim Z,,, — dim 7.
Ona:

Proposition IT1.17.
Soit © une place ultramétrique de F'.
_ Pour toute pr-fonction f, sur T(F,) et toute fonction localement constante d support compact p, sur
T(F.), on a :
(i) La fonction @, est de carré intégrable, et sa pr-transformée de Fourier @, est intégrable.
(ii) Le produit f, - . est une pp-fonction sur T(Fy).
(iii) Sa pr-transformée de Fourier
T(E) 3t Jo-a (1)

est donnée par les intégrales bien définies

Ju -0z (0) = (prlz ) (fe) - (prQZ ) (Pz) Wz, = fa *pr Pg -
(prg, )Mo T -

Remarque :

De méme, si = est une place archimédienne de F, on dispose de 'opérateur de pr-convolution sur T'(F;)
défini par la formule

(hfe) = froon fo= | (o1, ) (F) - (013, ) (fa) v,

(prg, )M (@)
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et on a I R
fi-fa=fi#*pr f2
pour toute pr-fonction f; : T(F,) — C et toute fonction
fo: T(F,) —C

continue a support compact.

Démonstration :

(i) est évident.

(ii) Par définition, I'espace des ppr-fonctions est engendré par les translatées par les éléments de T(F,) de
fonctions

fo = (pr)s(ha)
images par p¥ : Tg(F,) — T(F}) de fonctions localement constantes & support compact
he :Tg(F,) = E, — C.
On peut donc supposer que f, est de cette forme et alors la conclusion résulte de ce que
fo e = (p7)s(ha -z 0 pY) -

(iii) Comme l'opérateur de convolution est T'(F,)-équivariant, on peut supposer ici encore que f, a la
forme

fm = (P%)*(hx)

pour une fonction localement constante a support compact
hy,:E, - C.

Comme on a dans ce cas

o~

fm = (P%)*(ﬁm),
fo u (p1)+ (e - 02 0 p7)

et

Fo0e= (01 ho-puop} ),

la formule annoncée se déduit de l'identité sur T (F;)

ho - 0 0 Pt (1) = / (prh, ) () - (013,)"(9r 0 PY) - w2,
(prd, )1 ()

par intégration le long des fibres de

oy Te(Fy) — T(F,).
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L’opérateur de convolution ,, sur T'(F,) en chaque place z € |F| va maintenant permettre de construire
un opérateur *, sur G(F,) en chaque telle place.

On a d’abord besoin de construire un schéma Z, muni d’une double action de G a gauche et & droite et
de trois projections équivariantes

1 2 3 .
pry ,pry ,pry  Z, — G xGxG.
On commence par le lemme suivant :

Lemme III.18.
(i) Le produit
GxGExG

muni de la double action diagonale de G a gauche et a droite est isomorphe sur F a
G\[G x (G x G x {1}) x G]

ot les points g de G agissent
e sur le premier facteur G par la translation a droite e g,

o sur (G x G x {1}) par convolution g=* e g,

o sur le dernier facteur G par la translation ¢ gauche g~ ' e.

(ii) Soit G*® louvert dense de G défini sur F constitué des points g de G dont le commutateur Cg(g)
est isomorphe sur F au tore maximal T de G.
Alors la variété munie de la double action de G

G\[G x (G x G™® x {1}) x G]
s’identifie o un ouvert dense de G x G x G, et elle est isomorphe sur F a
Na(T)\[G x (G x T x {1}) x G]

ot T8 est l'ouvert dense TN G de T, et No(T) =T x Wg est le normalisateur de T dans G.
O

On a d’autre part :

Lemme II1.19.

Supposons que G est déployé sur F' ou, plus généralement, que la F'-algébre séparable E associée a l'action

de T'p sur {1,2,...,7} admet une décomposition en produit de corps
E= ] E™
1<i<e

qui est “bien disposée” pour p au sens de la définition 11.13.

Alors la variété Z,, munie des trois projections
1 2 3 _ T
pry, Pz, ,Prz, = Loy — T

est également munie d’une action naturelle de We et donc de T x Wg = Ng(T) qui est définie sur F.
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Démonstration :

Par définition, Z,, est le schéma affine normal quotient par 'action de T, C Tr du schéma affine lisse
Z E < TE X TE X TE

défini par ’équation 1 + xo = x3.
L’isomorphisme ['p-équivariant N
TE — (CX)T
définit un isomorphisme sur F -
TE ;} (Al)r
tel que I'action induite de I'r sur (A1)" se fasse par permutation des facteurs.

Or, comme on a vu dans le lemme I1.14, le groupe de Weyl W muni de l'action de I'r s’identifie & un sous-
groupe de Wg , C Wg C G&". Vial'isomorphisme Tg = (AY)" sur F, le sous-schéma fermé Zp — TpxTpxTk
s’identifie au sous-schéma fermé 7, de (AN)™ x (A!)" x (AY)™ défini par la méme équation z1 + 29 = w3, et
il est stable par I’action diagonale du groupe symétrique &".

D’ou la conclusion. O

On peut maintenant poser :

Définition III.20.

Supposons comme ci-dessus que G est déployé sur F' ou, plus généralement, que la F-algébre séparable

E associée a Uaction de T'rp sur {1,2,...,7r} admet une décomposition
- T &
1<i<e

qui est “bien disposée” pour p au sens de la définition 11.13.

Alors on notera Z, le schéma au-dessus de 'ouvert dense
G\[G x (G x G*® x {1}) x G]
de G x G x G, que lisomorphisme sur F
G\[G x (G x G™8 x {1}) x G] = Ng(T)\[G x (G x T*8 x {1}) x G]

transforme en

No(T)\ [G x ((pry, )7 (T) N (0%, )7 (™) N (er, )7 (1)) < G

Remarque :

Le schéma Z,, au-dessus de T x T x T est 'adhérence schématique de son ouvert image réciproque de
TxT xToumémeT xT 8 xT.

De plus, comme il est T-équivariant, il est entierement déterminé par sa fibre au-dessus de T'x T"*¢ x {1}.
O

Voici les propriétés essentielles de 7, :

Proposition ITI.21.
Sous les hypotheses de la définition 111.20 , on a :
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(i) Le schéma Z, est bien défini sur F.

(ii) 1l est muni d’une double action de G & gauche et & droite et d’une triple projection équivariante
(pry,,pry, . pr% )i Z, = Gx G x G,

toutes bien définies sur F.

(iii) Sa restriction au-dessus de G x T x T se factorise a travers T x T x T.

Plus généralement, pour tout tore mazimal T de G, sa restriction au-dessus de GxXT' xT" sa factorise
a travers T' x T x T".

(iv) Sa restriction au-dessus de G x B x B se factorise d travers B X B x B.

Plus généralement, pour tout sous-groupe parabolique P de G, sa restriction au-dessus de G X P X P
se factorise a travers P x P x P.

Démonstration :

(i) Au-dessus de F, Z, s’identifie au quotient par T, de

(T x We)\ [G x ((pry,) ™ (Tr) N (pry,,) " (T"%) N (pry,) "' (1)) x G]
= (T x Wa)\ [G x ((prz,) " (T) N (prg, ) (T™%) 0 (pr,) " () x G]
ou T, est considéré comme un sous-tore de 7, = GJ,,.

L’action de I'r sur T, = G, par permutation des facteurs est compatible avec celle sur Wg, et elle
respecte le sous-schéma fermé 7, — T, x T, x T, ainsi que le sous-tore T,.

Ainsi, Z, est muni sur F d’une action naturelle de I'x qui définit sur lui une structure F-rationnelle.
(ii) est évident sur la construction.
(iii) Il suffit de prouver que la restriction de Z, au-dessus de G xT" x {1} se factorise & travers T’ x T' x {1}.
Si T" =T, cela résulte de la définition de Z,.
Si T’ est général, cela résulte de ce que T’ est conjugué de T sur F.
(iv) Il suffit de prouver que la restriction de Z, au-dessus de G x P x {1} se factorise & travers P x P x {1}.

Or, tout élément de I'ouvert dense P*® = P N G*® de P est conjugué a un élément de T7°® via un
élément de P. D’ou la conclusion.

d
On rappelle que la dimension de Z,,. est
dim Z,, =2 dim Tg — dim T, = dim Tg + dim T
si bien que les trois projections équivariantes
pry, vy, vy, Zpr — T

ont pour dimension relative
dim Z,, —dim T'=dim Tg = 1.

On en déduit :

Corollaire I11.22.

Sous les hypotheses de la définition 111.20, le schéma Z, a pour dimension

dim Z, = r 42 dim G — dim T
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et les trois projections équivariantes
1 2 3 .
Pry,.prz,,pry,  Z, — G

ont pour dimension relative

dim Z, —dim G =r +dim G — dim 7" = dim G 4 dim 7}, .

Rappelons maintenant que le schéma équivariant
Zpp =T xTxT
est muni d’une forme différentielle algébrique
wor €y, /T

relative a la troisieme projection
pr%pT “ o — T
et de degré maximal r = dim Z,,, — dim T
Le tore T" agit sur cette forme différentielle relative w,, par le caractére detg : T' — G,

On peut poser :
Définition IT1.23.

Sous les hypothéses de la définition 111.20, on notera

r+dim G —dimT
wpy € QZp/G

la forme différentielle (uniquement déterminée d multiplication prés par une constante) relative a la troisiéme
projection
pr‘}p 2 Z,— G

et de degré mazrimal
dim Z, —dim G =7 +dim G —dim T

telle que :
e ['action de G a gauche ou a droite sur Z, transforme w, par le caractére detg - detp = det,,
o en particulier, w, est invariante par conjugaison par G,
e au-dessus de G x G™8 x {1} C G x G x G, ot la fibre (pr%p)*l(l) C Z, est isomorphe &

Na(D)\ [(pr, )71 (1) < {(g1.92) € G x G [ 9192 = 1}] .
la forme différentielle relative w, est le produit de
wop €8z, / T
et d’une forme différentielle algébrique invariante de degré maximal de

Na(T)\{(g1,92) € G X G [ g1g2 =1} = Na(T)\G .
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Le schéma Z, au-dessus de G x G x G et la forme différentielle w, sur Z, relative a la projection
pr%p : Z, — G permettent de définir un opérateur de “p-convolution” sur G(F) en toute place « de F' :

Définition I11.24.
Sous les hypothéses de la définition 111.20, considérons une place arbitraire x € |F|.

On appellera “produit de p-convolution” de deux fonctions
forpe 1 G(F) — C
et on notera
fa*ppz : G(F) = C
la fonction définie par lintégrale
(Frsop@= [ b)) () (13,)" (@) w9 € G,
(prz,)~"(9)
quand celle-ci est bien définie.
Remarque :
Le produit f; *, ¢, sera défini plus généralement si

e ., est une fonction (ou méme une distribution) qui s’écrit comme limite, en un sens approprié, de
suites de fonctions

Pn :(;(E}) - (:7 neN

telles que les intégrales
(s @ = [ k)" (5 (013,00 -,
(pr, )71 (o)

soient bien définies,

e les suites de fonctions
fz*p on : G(Fy) — C
convergent en un sens approprié vers une fonction

fao*p 0zt G(Fp) — C

qui ne dépend pas de la suite (¢n)nen considérée. O

Nous pouvons maintenant poser :

Conjecture I11.25.

Supposons toujours que G est déployé sur F' ou, plus généralement, que la F-algebre séparable E associée

a Uaction de Tr sur {1,2,...,7} admet une décomposition
E= ][] EM™
1<i<e

qui est “bien disposée” pour p au sens de la définition 11.13.
Alors, en toute place x € |F|, il existe un unique opérateur de p-transformation de Fourier sur G(Fy) de
la forme du lemme 1.3

fo o Ful®) Z/G(F)dpg-fx(g)~k§(g°)

qui vérifie les propriétés suivantes :
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(1) Il est compatible avec lopérateur de pr-transformation de Fourier sur T(F,) déja défini

o > Bale) = / dt - ou(t) - k2T (t @)
T(Fy)

via lopérateur de passage aux termes constants

fo = |detp(o)[3/% - fo ny(0) = |det(e) 5p(e)]2/° / du- fy(eu).
Ng(Fe)

(2) Il préserve le produit hermitien

(fl,fz)H(f1,f2>=/G dyg- f1(9) - f2(g)

@

et définit donc un automorphisme unitaire de l’espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable sur
G(Fy) pour la mesure d, g.

(3) Il transforme Uopérateur de multiplication point par point des fonctions sur G(Fy)

(fi,fo) = f1- fa
en l'opérateur de p-convolution de la définition 111.24
(fa,2) = fu*p Pa
(quitte & modifier la forme différentielle w, qui définit *, par une constante multiplicative uniquement

déterminée).

Remarque :

Si un opérateur de p-transformation de Fourier sur G(F;)
foe B0 = [ dug-fulo) Relg)
G(Fz)

vérifie les propriétés (1) et (2) ci-dessus, alors son opérateur de convolution associée (défini comme le trans-
formé par f, — f, de la multiplication point par point des fonctions) est nécessairement égal & Uopérateur

(fxﬂp:v) = fa *p Pz

de la définition III.24 s’il stabilise le tore maximal T'(F,) de G(F,) au sens que le support Z C G(F,) x
G(F;) x G(Fy) de la distribution qui le définit vérifie la propriété

ZN(G(Fy) xT(Fy) x T(F,)) C T(Fy) x T(Fy) x T(F,) .
Cela résulte en effet de la propriété (1) de compatibilité avec le passage aux termes constants.

Pour la démonstration de la conjecture :

Si z est une place archimédienne, toute représentation irréductible de G(F},) est un sous-quotient d’une
représentation induite par un caractere du tore T'(F).

Il en résulte qu’il existe un unique opérateur de p-transformation de Fourier f, — f; sur G(F;) qui soit
compatible avec les translations a gauche et a droite au sens que
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— B PN
fmg = |detp(g)|:r1 -9 f$7
— - ~ 1
9fy = |det,(9)7" - 1,
et qui vérifie la propriété (1) de compatibilité avec le passage aux termes constants.
De plus, cet opérateur est unitaire puisque la ppr-transformation de Fourier sur T'(F},) est unitaire.

Il reste donc seulement a démontrer que son opérateur de convolution associé n’est autre que *, et, pour
cela, qu'il stabilise le tore T'(F,) de G(Fy).

Si z est une place ultramétrique, notons L?(G(F;)) I'espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable
sur G(F;) pour la mesure d, g, et L*(G(F;))'" le sous-espace de Hilbert défini comme I'adhérence dans
L?*(G(F)) de l'espace des fonctions localement constantes & support compact

fo:G(Fy) —C
dont la décomposition spectrale ne fait apparaitre que des représentations induites de caracteres du tore
T(Fy).
On dispose de 'opérateur de projection orthogonale
LA(G(Fy) — L*G(F))™,
fo f;or .
Il commute avec les translations a gauche et a droite.

On remarque que l'opérateur de p-transformation de Fourier recherché
fe— fo
doit nécessairement préserver le sous-espace L?(G(F;))*" de L?(G(F,)) et commuter avec le projecteur
fo = 27

De plus, la propriété (1) signifie que sa restriction au sous-espace L2(G(F,))*" est déja entierement
déterminée. C’est un opérateur unitaire puisque la pr-transformation de Fourier sur T'(F,) est unitaire.

tor

Pour déterminer entiérement l'opérateur de p-transformation de Fourier sur G(F}), il suffit de connaitre

son action sur les fonctions de la forme
fi-fa

ol fi et fo sont deux fonctions localement constantes & support compact sur G(F,) telles que fi°* = f;
et fi = fy, c’est-d-dire dont les décompositions spectrales ne font apparaitre que des représentations de
G(F;) induites de caractéres du tore T(Fy). En effet, ces produits suffisent & engendrer tout le spectre de
G(Fy).

Or on doit nécessairement avoir L

fi-fa=fix, f2

ol ﬁ, f/; et donc aussi J?l *, J?g sont déja déterminées.

Ainsi, on a montré la propriété d’unicité de la conjecture.

Pour la propriété d’existence, il faudra probablement recourir aux fonctions unitaires

UG, G(Fy) = G(F2) — (NF\G/Np)(Fa) —» U(1) = {z € € | |z = 1}

qui seront introduites et étudiées dans le chapitre IV.

L’invariance de ces fonctions par Np(F,) ou NP (F,) implique que leurs p-transformées de Fourier ]Ig’cz
sont bien définies a priori en tant que formes linéaires se factorisant a travers ’homomorphisme

fm — f;zor — f/;;a — f/-;or

sur lespace des fonctions f, € L?(G(Fy)) telles que la fonction Eo\r = f;ﬁor est intégrable sur G(Fy).
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Exposé TV.
Sur quelques opérateurs unitaires de multiplication
(Laurent Lafforgue, IHES, 8 juillet 2014)

1 Des fonctions unitaires sur les tores quotients

On considere toujours le groupe réductif G quasi-déployé sur F, muni de la paire de Borel (T, B), du
caractere detg : G — G,,, et d’une représentation de transfert

p:@XIFF—>GLT((C).

On suppose que I'r agit sur 'espace C” de p par permutation de ses r vecteurs de base, et on note E la
F-algebre séparable de degré r qui correspond a l'action de I'p sur {1,2,...,r}.

Le tore Te = Resg/r G, admet pour dual
Tg =T, = (C)"
muni de 'action de I'r par permutation, si bien que le morphisme I'r-équivariant
pT:f_’fr: (CX)T:fE
est dual d’un morphisme
pr:Tg —T
qui s’inscrit dans une suite exacte de tores sur F
1-T,—-Tg—T—1.
On a encore introduit 'espace linéaire

TE = RESE/F Al

qui est une variété torique affine lisse de tore Tg.

On pose :

Définition IV.1. —

Dans la situation ci-dessus, on note T la variété torique affine normale de tore T associée au cone
5 V V 5 i _ Vv . ;
conveze saturé X de X7 engendré par les composantes pr € Xp = Xy, 1 < @ < r, du morphisme

pr: T — T, = (C*).

De maniére équivalente, T est le quotient de Tk par Uaction du sous-tore T, de Tg.
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Remarques :

(i) La variété torique T est définie sur F' car la famille des pi., 1 < i < r, est stable par l'action de I'r,
donc aussi le cone saturé X-> de X7 qu’ils engendrent.

Comme la famille des pi. est également stable par l'action du groupe de Weyl W¢ de G, Paction de
W¢ sur T se prolonge en une action sur 7.

(ii) L’équivalence des deux définitions de T provient de ce qu'un caractére arbitraire
x:T— G,
se prolonge en un morphisme équivariant
x:T — Al

si et seulement si 4
(Xx;pp) >0, 1<i<r,

c’est-a-dire si et seulement si le caractere
xopy:Tg —T — G,

se prolonge en un morphisme -
xopy:Tp— AL,

On note X7 C X7 le cone saturé dual de X% C X composé des caracteres
x:T— Gy,
qui se prolongent en un morphisme équivariant
x:T — Al
On a:

Lemme IV.2. —

Pour tout caractére x € X7 C Xp, notons E, le corps, extension finie séparable de F', qui correspond a
lorbite finie de x sous laction du groupe de Galois T'p.

Alors :

(i) Pour tout tel x, on a un morphisme de tores sur F induit par x et ses transformés par I'r
xr:T — Resg_/rGm,
et il se prolonge en un morphisme équivariant
xr:T — Resg, /p Al

de variétés toriques sur F.

(ii) Six décrit un ensemble fini de générateurs du cone saturé Xo= C X, alors le morphisme produit

HXF ZT—> HReSEX/FAl
X X

est une immersion fermée. O
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Si x est un caractere de X7 C X7, on dispose donc en toute place x de I'application équivariante induite
xp : T(Fy) — (Resp, /p AY)(Fy) = By @p Fy = Ey .
On dispose d’autre part du morphisme de trace
TI'ZEX@-:EX@FFx_}FZE?
de la composante
Yyt Fy — U(1) C C*
du caractere
Y:Ap/F —U()cCC*,
et des endomorphismes linéaires
E.. — E.
Qy '+ Cp- Gy

de multiplication par des éléments ¢, € E, , = Fy ®f Fy.

Cela permet de poser la définition suivante :

Définition IV.3. -
Pour tout caractére x € Xox C Xr et pour toute place x € |F|, on appellera x-fonctions unitaires sur
T(F), _
Iy :T(F,) —U(@1)cC*,
les fonctions
T(Fy) 5t ¢ (Tr (o - xp(t)))
indexées par les éléments c, € Fy » = B, QF F.

Autrement dit, ce sont les fonctions composées

XF Cy® Tr Ve

T(Fy) E, . Ey . F, — U(1) c C*.

On a:

Proposition IV.4. —
Soit x une place ultramétrique de F'.

Alors les opérateurs de multiplication par les x-fonctions unitaires
]IX7Ca: T(Fw) - U(l) C CX ) X € XT’ Cg € EX,I’
préservent lespace des pr-fonctions sur T(Fy).

Remarque :

Réciproquement, on pourrait montrer que pour toute pp-fonction non nulle
fo :T(Fy)—C

et si x décrit une famille de générateurs du cone saturé X, alors l'espace des pr-fonctions sur T(F) est le
plus petit espace de fonctions
T(F,) —C

qui :
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e contient la fonction f,
e est stable par les translations,
e est stable par la pp-transformation de Fourier et son inverse,

e est stable par les opérateurs de multiplication par les y-fonctions unitaires I, ., : T(F,) — U(1),
¢y € By .

Démonstration de la proposition :

Par définition, les pp-fonctions sur T'(F,) sont les combinaisons linéaires de translatées par des éléments
de T(F,) de fonctions images directes

pr= (o) fo= [ty £ulty)
(p7)~1(e)
de fonctions localement constantes a support compact
fo:Tg(F,)=E®rF,=E, —C.

Or, comme chaque -
XF:T(Fy) = Ey

est équivariant, I’ensemble des y-fonctions unitaires
Iyec, ZT(F@’) - U(1)

est stable par translation par les éléments de T'(F}).

11 suffit donc de prouver que si
Yo = (p1)s fu
est 'image directe d’'une fonction localement constante a support compact
fac TE(Fi) — (C,

alors les produits ¢, - I ., sont encore des pr-fonctions. Mais ceci résulte de ce que

o Tye, = (1) (fa - (Tye, © p1))

ou la fonction composée

XsCx

_ Y _ 1
Ly, 0 py: Tp(Fy) —— T(F,) ——— U(1)

est localement constante et le produit f, - (I, ¢, © py.) est localement constant & support compact.

O

—_— —
Considérons maintenant les transformées de Fourier 1, ., des fonctions unitaires I, ., sur T'(F;). Elles
sont définies en le sens suivant :

Définition IV.5. —

Pour toute fonction mesurable bornée
wr: T(F,) — C,
sa pr-transformée de Fourier @, est bien définie en tant que forme linéaire
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sur l’espace des fonctions de carré intégrable f, dont la pr-transformée de Fourier f; est intégrable sur
T(F,).

Elle est caractérisée par la formule

20012 =/T dt -, (1) - (1)

x

pour toute fonction f, de carré intégrable et intégrable sur T (F,).

Remarque :
Si
I, :T(F,) —C

est une fonction continue & support compact qui vaut 1 dans un voisinage du point 0 € T(F}), on a

Pu(fe) = lim dpg- (pa-Ta(a-e)) (9) fulg)
=P JG(Fy)
pour toute fonction f, comme dans I’énoncé. O

On a:

Lemme IV.6. —

Considérons un caractére x € X, une place arbitraire © € |F|, un élément c, € Ey 4, la x-fonction
unitaire

I, :T(F,)—U(l)cC
et sa pp-transformée de Fourier lI/X: au sens ci-dessus, et enfin la fonction unitaire composée

Iy, o p% TE(FJC) =FE; — T(Fw) —U(l)ccr

et sa pg-transformée de Fourier (L ., o p¥) .

Alors :

(i) La forme linéaire (1., o py) est invariante par Uaction du sous-tore T,(F,) de Tg(Fy).

(ii) Pour toute fonction de carré intégrable f, sur Tg(F,) dont la pg-transformée de Fourier est intégrable
et dont l'image directe par pr

(p}/“)* fwz/(v)_l( )dtpfz(tp)
pY) (e

est bien définie et de carré intégrable sur T(F,), la pr-transformée de Fourier de celle-ci est intégrable
et on a

—

Tye, (pr)s fo) = (e, 0 pp) (f2)-
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Remarque :

La propriété (ii) ne détermine la distribution ]EZ que sur I'image de Tg(F,) dans T(F}) qui est un
sous-groupe ouvert. Cette image est T'(F;,) tout entier si 7' et T sont déployés, mais pas en général.

Cependant, pour tout t € T'(F,), on a

H;,cm (.) = ]I)(,cgC (. t) = Hx,xp(t)-cm (.)

et par conséquent

t71

|detG(t)|;l ) (Hx,cz) = ]IXvXF(t)'Cm .

—_—
Ainsi, la restriction de la distribution I, ., a

t-Im (py : Tp(F,) — T(F,))

s’identifie a la restriction de la distribution 1, . ().c, 2

Im (py)

multipliée par le facteur

|dete (t)]z -
0

—_—
On s’intéresse aux supports des distributions 1, ... Rappelons d’abord le résultat général suivant sur les
orbites des variétés toriques affines normales :

Lemme IV.7. -
Considérons la variété torique affine normale T de tore T sur le corps F. Alors :

(i)

(iii)

Les orbites géométriques de T muni de Uaction de T sont en nombre fini et naturellement indexées
par les faces C' du cone conveze polyédral saturé Xo C X qui définit T. On les note Tc. Chaque
orbite To est un sous-schéma localement fermé de T qui est défini sur toute extension F' de F dont
le groupe de Galois I'p: respecte la face C de X.

Toute orbite To de T posséde un unique “point base” en lequel tout caractére x € X7 prend la valeur
1 si x est élément de la face C et la valeur 0 sinon. Ce point base 1¢ est défini sur tout corps F' D F
sur lequel T est définie, avec alors

Te(F') =T(F') - 1¢.

La dimension de l'orbite T est égale a celle de la face correspondante C' de X=.

Une orbite Tc est contenue dans Uadhérence Tor d’une orbite Ter si et seulement si C est contenue
dans C' et donc est une face de celle-ci.

O

Prouvons maintenant :

Proposition IV.8. -

On considére un caractére x € Xz C Xr, une place x € |F|, un élément ¢, € Ey », = E, ®p F, et une
face C' de X7 telle que :
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o (' est définie sur Fy,

o C contient l'ensemble des images o(x) de x par un élément o € T'r telles que la coordonnée corres-
pondante de c, me soit pas nulle.

Alors, considérant les fonctions de carré intégrable
fo:T(E) —C
dont la pr-transformée de Fourier est intégrable, on a
Toe, (f2) =0

dés que f, est supportée par une partie compacte de T(F,) qui ne rencontre pas la strate T (Fy).

Démonstration :

Pour tout élément ¢t € T'(F,), on peut considérer la fonction unitaire
Ly oy (8)-c. © pr = HXOP;vaF(t)'Cz
sur Tg(F,) = E, = E ®F F,. Elle est associée au caractére
xopy:Tg —T — A,

D’apres le lemme IV.6 et la remarque qui le suit, on a

support (]IX;Cx) = U t-(pr)s support< Lyopy xr(t)ca )
teT(Fy)/Im(py.)

D’autre part, Xz est par définition le dual du cone convexe polyédral de X . engendré par les pir € X =
XT’ 1 S ) S r.

Notons I le sous-ensemble de {1,2,...,r} constitué des indices i tels que (x’,p%) = 0, VY’ € C. Ce
sous-ensemble est stable par 'action de I'g, et il définit C' au sens que

C={XeXg|(.pp)=0, Viel}.
Pour tout x’' € C, le caractére composé
Xlopr\z/ﬂ ZTE —>T—>A1

est un monodme de la forme
m m
VA AL

avec
mi,mo,...,m, €N

et
m; =0, Viel.

Donc les fonctions unitaires B
HxOp}ﬁ,XF(t)tm :Tp(Fy) - U(1) CC

ne dépendent que des coordonnées Z; de TE(FI) d’indices i ¢ I, et leurs transformées de Fourier sur TE(FT)

I

X0pysXF(t)-ca
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sont supportées par le sous-espace défini par les équations
Z; =0, Viel.
D’ou la conclusion. O
Enfin, nous souvenant que les v, x € |F|, sont les composantes d’un caractére global

=[] ve: Ar — Ap/F - U(1) CC*,

on peut compléter la définition IV.3 par la définition globale suivante :

Définition IV.9. —

Pour tout caractére x € X7w C X, on appellera x-fonctions unitaires sur T(Ar)
I,.:T(Ap) - U(1) CC*,
les fonctions -
T(Ap) >t =1 (Tr(c-xr(t)))
indexées par les éléments ¢ = (¢ )peir| € Ap, = BEx ®@r Ap = [l Eyeo.
z€|F|
Autrement dit, ce sont les fonctions composées

_ c-e Tr P
T(Ar) —— Ey ®r Ap —— E\ Qp Ap Ap U(l) cCcx.

Remarque :

Comme le caractere 1 vaut 1 sur les éléments du sous-groupe discret F' de Ap et que le morphisme
Tr: E, ®r Ap — Ap envoie E, dans F', on voit que si ¢ € E,, la fonction unitaire

L,.:T(Arp) - U(1) CcC*
prend la valeur 1 en tous les points de T(F). O

La remarque qui suit cette définition rend vraisemblable le résultat suivant :

Proposition IV.10. -

Pour tout caractére x € X7, les opérateurs de multiplication par les x-fonctions unitaires

Hx,c = H Hx,cw T(AF) - U(l) ccx , €= (Cm)wGIF\ € AEX/
z€|F|

vérifient les propriétés suivantes :
(i) Iis stabilisent lespace des pr-fonctions globales sur T(Ap).

(ii) Lorsque ¢ € E,, ils laissent invariante la fonctionnelle de Poisson

Fe 3t

YeT(F)

sur lespace des pr-fonctions globales f sur T(Ap).
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Démonstration :

i) On sait déja que l'opérateur de multiplication par I, . respecte I'espace des ppr-fonctions sur e
i) On sait déj3 'opérateur de multiplicati Iy e, te I’ d foncti T(F,
en toute place z € |F|.

En effet, en les places ultramétriques, c’est le contenu de la proposition IV.4. Et, en les places ar-
chimédiennes, I'espace des pr-fonctions est redéfini pour que cela soit vrai.

On conclut en remarquant que, en presque toute place ultramétrique = non ramifiée pour 7" et pr, la
fonction 1, ., vaut 1 sur le support T'(0,) de la ppr-fonction standard en cette place.

(ii) Cela résulte du lemme suivant :

Lemme IV.11. —

Pour toute p-fonction f sur T(A), on peut écrire

“ Z f(’}/)”: Z f(7)+ Z Z fC1,C27~~,Ck(7)

YET(F) YET(F) oy ont o, €0 (F)

ol :
o les C1,CYy,...,Cy décrivent les chaines de faces définies sur F' du céne convere polyédral Cy = X7
telles que, pour 1 <i <k, C; est une face de codimension 1 de C;_1,

o chaque fo,.cs.....cp €St une fonction continue sur la strate T, (A) qui se déduit de la fonction fc, c,...c
sur Te,_, (A) par un certain opérateur linéaire,

k—1

o pour tout point t € T, (A), la valeur de la fonction fc, . . .c, en le point t ne dépend que de la

restriction de la fonction fc,,. c. , @ des voisinages arbitrairement petits de t dans Tck_l(A)-

Principe de démonstration :

On utilise le calcul de

<N f)

YeT(F)

a partir de la décomposition spectrale de la fonction

T(F\T(A)St— > f(t).

YET(F)

La formation des termes fc, c,,..c, vient de calculs de résidus successifs. O

k

Fin de la démonstration de la proposition IV.10(ii) :
Si F est un corps de fonctions, la fonction I, . vaut 1 au voisinage de tout point rationnel v € T(F).

On déduit alors du lemme, en procédant par récurrence sur k, que les fonctigns for,.on et My fley.....on
coincident dans un voisinage suffisamment petit de tout point rationnel v € T'e, (F).

Si F' est un corps de nombres, on doit s’intéresser en plus a 'ordre du pole des fonctions analytiques pour
lesquelles un calcul de résidu en ce pole définit 'opérateur

Jcr,Cor O 7 JC1C, O -

Notons I I'ensemble des indices i, 1 < i < r, tels que le cocaractere pl € X ne s’annule pas sur la face
Ci—1 de X7 C X7 mais s’annule sur la face C, C C—1.

Cet ensemble I est stable par action du groupe de Galois I'r, et ’ordre m des pdles considérés est égal
au nombre d’orbites de I'r dans 1.
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Considérons la restriction de x a la strate T'c, , de T.

Si cette restriction est 0, la fonction 1, . vaut uniformément 1 sur T'c, ,(A) et Popérateur

feu,.coa — fou,..cn

commute avec la multiplication par I, ..

Si au contraire la restriction de y & T'c,_, n’est pas nulle,
t-lo_, =X (t ’ 1ck71)

est un caractere du tore T, , quotient de T', et tous les entiers (x, pi), i € I, sont égaux.

S’ils valent tous 0, la fonction I, . ne dépend pas de la coordonnée qui définit T, dans Te,_,, si bien
que 'opérateur
fer,.cnn = fer,on
commute avec la multiplication par I, ..

Sinon, la fonction I, ., en chaque place z est le composé du caractére additif 1, o Tr et d’un caractere
multiplicatif dont la dépendance en la coordonnée Z qui définit T, dans T'¢,_, est de la forme

’
m !/
Zvw— Z avec m' >m.

En les places ultramétriques, et comme dans le cas des corps de fonctions, la fonction 1, ., ne dépend plus
de la coordonnée Z si Z devient assez petit.

En les places archimédiennes, le premier terme non constant dans le développement en Z de la fonction
I, ., est d’ordre m’ qui est au moins égal a l'ordre m du pole en lequel sont calculés les résidus. Donc
l'opérateur
feu,.cni — fou,..cn
commute avec la multiplication par I, ..

Comme 1T, .(y) =1, Vv € T(F), cela termine la démonstration également dans le cas ol F' est un corps
de nombres.

O
2 Des fonctions unitaires sur les semi-groupes

On commence par la définition générale suivante :

Définition IV.12. -

Etant donné un groupe réductif G sur un corps k, un semi-groupe G de groupe G est une variété affine
intégre qui contient G comme ouvert dense et telle que le morphisme de multiplication G X G — G se prolonge
en

GxG—G.

On a les résultats classiques :

Proposition IV.13. -

Soit un groupe réductif quasi-déployé sur un corps k, muni d’une paire de Borel (T, B) définie sur k.
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(i)

Se donner un semi-groupe géométriquement normal G de groupe G sur k équivaut & se donner, dans
le réseau X des caracteres de T', un cone polyédral saturé X= stable par l’action du groupe de Weyl
We et par celle du groupe de Galois Ty, ou, ce qui revient au méme, son cone dual X% dans le réseau
XY, des cocaractéres de T.

Dans la correspondance de (i), la variété torique affine géométriquement normale T de tore T' qui est
associée au cone polyédral saturé X= s’identifie a l’adhérence schématique de T' dans G.

Dans la correspondance de (i), et si Ng et Npoo désignent les radicauxr unipotents de B et de son
sous-groupe de Borel opposé B°P, alors le quotient

NBOI)\@/NB - T+ 5

muni de ’action du tore T a gauche ou a droite, est la variété torique affine géométriquement normale
associée au cone saturé
XTJr C XT C XT

constitué des caractéres de X7 qui sont dominants, c’est-a-dire vérifient les inégalités
(x, ) >0, Va e Ap.

O

Revenons maintenant a notre groupe réductif quasi-déployé G sur le corps global F, avec sa paire de

Borel (

T, B) définie sur F et la représentation de transfert

p:G x Ty — GL,(C).

On suppose toujours que le groupe de Galois I'r agit sur ’espace C” de p par permutation de ses r vecteurs
de base, si bien que ’homomorphisme I'p-équivariant

pr = (phy.. o) : T > T, = (C*) =Tg

est dual d’'un homomorphisme de tores sur F’

oy Tg—T.

Comme la famille des caracteres pi. € Xp = X7 est stable par la double action du groupe de Weyl W¢
et du groupe de Galois I'p, la proposition IV.13 permet de poser :

Défini

tion IV.14. -

Dans la situation ci-dessus, on appelle “semi-groupe dual de la représentation p” le semi-groupe géométri-
quement normal G du groupe G associé au cone saturé

de XT-

Remarques :

(i)
(i)

Cette définition avait déja été introduite par Braverman et Kazhdan, en des termes différents mais
équivalents.

Ainsi, le cone X% C Xy dual de X7 C X7 est par définition le cone saturé engendré par les pi. ou,
ce qui revient au méme, par les orbites sous Wg des plus hauts poids des facteurs irréductibles de

p:G— GL.(C). O
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Rappelons que, pour tout caractére x € X7 C X, on a noté E, le corps, extension finie séparable de F',
qui correspond a l'orbite finie de x sous I’action du groupe de Galois I'r. Cela s’applique en particulier aux
éléments de X+ C X7.

En remplagant X7 par Xz+ dans I'énoncé du lemme IV.2, on obtient :

Corollaire IV.15. —

(i) Pour tout x € Xz+ C X7z C X, on a un morphisme de tores sur F' induit par X et ses transformés
par I'p
xr:T — Resg_/rGm,

et il se prolonge en un morphisme équivariant
xr: NJPA\G/Np = T = Resp /pA'

de variétés toriques sur F.

(ii) Si x décrit un ensemble fini de générateurs du cone saturé X+ C X C Xr, alors le morphisme
produit
HXF : NP\G/Ng = T = HResEX/F Al
X X

est une immersion fermée. O

Si x est un caractere de X+, on dispose donc en toute place x de I'application équivariante induite

o Val 7t Xr
NP (Fo)\G(F,)/Np(Fy) = T (Fy) —— (Resp, /p A")(Fy) = Ex ®p Fy = By 5.
Comme dans la définition IV.3, on peut composer cette application avec le morphisme de trace
Tr: By, — Fy,

le caractere
Yyt Fy - U(1) C C*

et n’importe quel endomorphisme linéaire de multiplication

E

e — Exa

ay +— Cyp-Qgy, aveccy €K, .,
pour poser :

Définition IV.16. —
Pour tout caractére x € Xm+ C X7 C X, et pour toute place x € |F'|, on appellera x-fonctions unitaires
7+ J—

sur T (Fy) ou NF(Fy)\G(Fy)/Ng(Fy)

16, : NP(F)\G(F,)/Np(F,) —» T (F,) — U(1) c C*,

X:Cz

les fonctions
T (Fy) 3t — by (Tr (ca - (1))

indexées par les €léments ¢, € B, , = B, @ F.
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Autrement dit, ce sont les fonctions composées

+ XF Cy-® Tr Yy
(Fy) Ey. Eyo F, U(l) c C* .

O

Le tore maximal T' de G est déja muni, en toute place z € |F|, d’un opérateur unitaire de pr-transformation
de Fourier sur T'(F)

T(Fm)

induit par la 9,-transformation de Fourier linéaire sur Tk (F},) = E,.

Supposant que G est également muni, en toute place z, d’'un opérateur unitaire de p-transformation de
Fourier compatible avec la pp-transformation de Fourier sur T'(F,), on peut considérer les transformées de

—

Fourier Hfﬁ% des fonctions unitaires Hgﬁ sur G(F,). Elles sont définies au sens suivant :

Définition IV.17. —

Supposons dorénavant que, pour toute place x € |F|, G(F,) est muni d’un opérateur de p-transformation
de Fourier

fos =/G dpg-K2(g) fo(0)

x

qui vérifie les deux propriétés suivantes :

(1) Il est compatible avec la pr-transformation de Fourier sur T(Fy) au sens que, pour toute fonction
continue & support compact,
fo: G(Fy) — C,

le produit
et ()3 - fons : T(Fz) — C

admet pour pr-transformée de Fourier le produit
[det s (@)|3/ - (Fa) s : T(Fy) = C.

(2) On a k5(g) = kP(—g), Vg € G(Fy), et l'opérateur

fﬂc’_’f/;

est unitaire au sens qu’il préserve le produit hermitien

(fl,fz)H<f1,fz>=/G dpg- f1(g) - Tog).

Fo

Alors, pour toute fonction mesurable bornée
Yo 1 G(Fy) — C,
sa p-transformée de Fourier p, est bien définie en tant que forme linéaire
fa = @2 (fa)

sur l’espace des fonctions de carré intégrable f, dont la pr-transformée de Fourier f/; est intégrable
sur G(Fy).
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Elle est caractérisée par la formule

Falfe) =/G dpg- 0ale) - olg)

Fo

pour toute fonction f, de carré intégrable sur G(F,) dont la p-transformée de Fourier ﬁ est intégrable.
O

Pour tout caractére x € Xz+, toute place » € [F| et tout élément c, € E, ., on dispose donc de la
distribution

—

G
X;Cax

définie comme la p-transformée de Fourier de la fonction unitaire ]Iicm sur G(Fy).
D’autre part, comme le caractere x € Xz+ est élément de X7 D X+, on dispose aussi de la fonction
unitaire 1, ., sur T(F,) D T(F;) et de sa pp-transformée de Fourier la distribution ]I/X: sur T'(Fy).

—

Les deux distributions Hf,cm sur G(F;) et lﬂ: sur T(F,) sont reliées de la maniére suivante :

Lemme IV.18. -
Considérons comme ci-dessus un caractére x € Xz, une place x € |F| et un élément ¢, de Ey ;.

Alors :

—

(i) La distribution ]IS,CI est invariante & droite par NP (Fy) et invariante d gauche par Np(Fy).

(ii) Si C est une face du cone Xo définie sur Fy et qui contient ceux des o(x), o € I'r, tels que la
coordonnée correspondante de c,, ne soit pas nulle, et si TC C T désigne le sous-tore fixateur des points

de la strate Tc C T, la distribution ]I)(icz est également invariante par le sous-tore TS (F,) C T(F)
agissant a droite ou a gauche.

(iii) Si fr et @, sont deux fonctions de carré intégrable sur G(Fy) et T(F,) respectivement, telles que fz
et P, sont intégrables, et qui sont reliées par la formule

Bult) = / do-du-Folv-t-u)- 1650 - |detn(®)]e, teT(E,),
NEP(F,;)XNB(F,;)

ot la mesure d, g de G(Fy) est écrite sous la forme
d,g = |detp(t)|s - |65(t)| - dt - dv - du, avecg=v-t-u,

on a

—

]Iicm (fT) = ]IX:Cm (QPI)

Démonstration :

(i) résulte de ce que la fonction ]Iicz est invariante & gauche par N3 (F;) et invariante & droite par

Np(F,).
(ii) Le sous-tore TC de T est I'intersection des noyaux des caractéres éléments de C. Donc le sous-tore
TC(F,) de T(F,) laisse invariante la fonction ]IS’ e, t G(Fy) — U(1) et il transforme la forme linéaire

. ] G _ qC
1. /G o B0 10 1 (0) = 1 ()

114



par le caractere
TC(F,) >t |det,(t)|;*.

Donc il laisse invariante la forme linéaire

—

forr 1S, (fo) =1, (fa).

(iii) résulte de ce que
o) = [ o100 Flo)
G(Fz)

/ dt - dv - du - |detp(t)]s - 105(t)]a - Tye, (t) - fulv-t-u)
T(Fp)XNgP (Fz) X Np (Fy)

puisque ]Ig’cz (v-t-u) =1, ., (t) pour tous v € NP (F,), u € Ng(Fy). O

En ce qui concerne les p-transformés de Fourier des opérateurs de multiplication par les fonctions unitaires

G .
HX7Cm’ ona:

Corollaire IV.19. -
Considérons encore un caractére x € X—+, une place x € |F| et un élément ¢, € Ey 5.

T
Alors :

(i) Le p-transformé de Fourier de l’opérateur unitaire de multiplication par la fonction ]Ig’cz sur G(F)
est N3P (Fy)-équivariant a droite et Np(F,)-équivariant a gauche.

(ii) Soient f1 et fo deux fonctions de carré intégrable sur G(F,) reliées par la formule

—~ ~ G
fo=fi I, .
Si les termes constants

o1 = |detp(e)X? - fing
g2 = |detp(e)[? fang,

sont bien définis et de carré intégrable sur T(Fy), ils sont reliés par la formule

Po =01 Dye, -

—

Intéressons-nous maintenant aux supports des distributions ]Ig,cz.
On a vu que si C' est une face du céne X7 définie sur F, et qui contient ceux des o(x), o € I'r, tels que

la coordonnée correspondante de ¢, ne soit pas nulle, alors la distribution ]I/X: est supportée par la strate
T (F,) de T(F,) au sens de la proposition IV.8.

—

Six € X+ C X7, on se iemande s’il ne pouirait pas arriver aussi que la distribution ]Ig,cz sur G(F)
soit supportée dans la strate T'c(F,) C T(Fy) C G(Fy).

D’apres le lemme IV.18(i), une condition nécessaire pour cela est certainement que les points de la strate

TC%T;)G
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soient invariants par ’action a droite de Npgop et par I'action a gauche de Np.

Or on a le lemme suivant :

Lemme IV.20. -
Soit C une face du cone saturé X= dont tous les éléments sont des caractéres dominants.
Alors les points de la strate B -
TC’ TG

sont invariants par Uaction & droite de NP et par Uaction a gauche de Np.

Remarque :

Le cone saturé X compte nécessairement au moins une aréte (c’est-a-dire une face de dimension 1) dont
les éléments sont des caracteres dominants.

Démonstration :

L’assertion est géométrique donc, quitte a remplacer F' par une extension finie, on peut supposer qu’il
n’y a pas d’action de I'p, autrement dit que T et G sont déployés.

11 suffit de démontrer que, pour toute racine positive o € <I>JC§, les points de T — T — G sont invariants
par l'action a gauche du sous-groupe additif U, C Np associé a « et invariants a droite par U_, C Npop.

On note T, la composante neutre du noyau de a : T — G,;,. C’est un sous-tore de T" de codimension
1. Son commutateur G, dans G est un sous-groupe de Levy standard. On peut supposer que G = G,
autrement dit que o et —a sont les seules racines de G et que U, = Ng, U_, = NZ.

Il existe une représentation injective G < GLg4 de G telle que G s’identifie & ’adhérence schématique de
G — GL4 dans M.

Comme G = G, le sous-groupe dérivé [G,G] = G = G4 est isomorphe & SL, ou PGL,. La
représentation G — GLg est somme directe de représentations G — GLj dont la restriction & G est
irréductible, donc est isomorphe & la représentation sym*~' de SLy ou PGLs.

On peut choisir pour Pespace A% de GLg des coordonnées affines qui soient compatibles avec la décomposi-
tion de G — GL4 comme somme directe de représentations irréductibles, et telles que T, Ng = U, et
NpP = U_, s’envoient respectivement dans Ty, Ny et Ngv.

Pour tout facteur irréductible G — GLj; de G — GLg, notons X; ;, 1 < 4,5 < k les k2 coordonnées
affines de My, D GLj. Ainsi, les coordonnées diagonales X;;, 1 <14 < k, définissent des caracteéres de T qui
sont éléments du cone X.

Sik > 2, le caractere Xy . € X7 ne peut pas étre dominant. Par conséquent, les caracteres X ;,2 < j <k,
ne peuvent pas étre éléments de la face C' de X7, et ils s’annulent nécessairement sur la strate T'c — T.

Comme I'image de Np = U, [resp. N° = U_,] dans GLj est contenue dans Ny [resp. N.*], on en
conclut comme voulu que les points de la strate T'¢ sont invariants a gauche par Np et invariants a droite
par N7

O

Nous pouvons maintenant prouver :

Proposition IV.21. -

On considére un caractére x € Xo C X, une place © € |F|, un élément ¢, € Ey , = E, Qp F, et une
face C du céne polyédral X= définie sur F, et qui contient l’ensemble des images o(x) de x par un élément
o € I'p telles que la coordonnée correspondante de c, ne soit pas nulle.

Alors :
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—

(i) La distribution ]If’cz sur G(Fy) est supportée par
Np(Fy)-Tco(F,) - NP (F,) C G (Fy)
au sens que, pour toute fonction f, sur G(Fy) telle que

e f. est de carré intégrable et f/; est intégrable,

o f. se prolonge en une fonction continue sur G(F,) supportée par une partie compacte qui ne
rencontre pas Np(Fy) - To(Fy) - NP (Fy),

on a nécesSair@ment
TG
Hx,cu,(fz) =0.

—

(ii) En particulier, si tous les éléments de C sont des caractéres dominants, la distribution 1157% est
supportée par B B -
TC(Fw) c T(Fz) c G(Fw) :

Démonstration :
/G\
(i) La distribution 1) . ~est une forme linéaire en les fonctions de carré intégrable

fo: G(Fy) — C,

telle que

1 (1) Ful9)

)

< / dyg-
G(Fs)

et qui est invariante & gauche par Ng(F,) et a droite par N5 (Fy).
Or, pour toute f, et tout v € Ng¥(F}), la fonction

T(F,) 5t — |detp(t)|Y/? - 105(t)]; /> / du - fo(u-t-v)
Np(Fy)
admet pour pp-transformée de Fourier la fonction

T(F,) 5t |detn(t)|12 - |55 (t)|/2 / du-Folv-t-u).
NB(Fr)

—

On en déduit que la forme linéaire ]If ., se factorise & travers 'opérateur linéaire

fo > @p = |t |detp(t)|Y/2 - 0p(t)]; /> / du - fo(u-t-v)

Np(Fs)

en une forme linéaire encore notée
/G\
Pz ]Ix,cz (901)

sur I'espace des fonctions de carré intégrable
¢y T(Fy) — C

avec

—

G
]Ix,cz (@m)

<[ ezl et 5a).
T(Fy)
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De plus, le sous-tore T¢(F,) C T(F,) agit sur la forme linéaire

Pz ]Ig,cz ((Px)

par le caractere
TC(F,) >t v |detp(t)|; /2 - |05(1)|/2.

On a:

Lemme IV.22. -

Les caractéres detp - 0p et detp 05" sont éléments du cone polyédral Xo.

Démonstration du lemme :
Comme X7 est stable par I'action du groupe de Weyl W, il suffit de traiter le cas de detp -5;1.

Pour tout poids pk. qui est le plus haut poids d'un facteur irréductible de la représentation de transfert
p: G — GL.(C), on a par définition du caractére detg

<detB7 p%"> = <5B7 p’ZT> .

Comme detp est un caractere de G et dp est un caractere dominant, on a pour tout poids pjT qui est une
image par W¢g d'un tel plus haut poids pf

(detB7p%.“> = <detB>pzT> = <5vazf> > <6B7p%“> .

Comme ces pjT images par W des plus hauts poids p% engendrent le cone saturé X% dual de X, le lemme
est démontré.

O

Suite de la démonstration de la proposition IV.21 :

Comme le caractere detp - 6p est élément de X+ et donc aussi de T, il induit une fonction continue
|detp - 6p(0)|Y/? : TH(F,) — T(Fy) — R, .

La borne

Pu dt - |Bs(t)], - [dets(8)13/ - 165 (t)]5
T(Fs)

a le sens d’une condition de régularité locale pour les fonctions
pr: T(F,) = C
ou pour les fonctions
@ Tp(Fy) — C
si 'on compose la forme linéaire
€
Pz — ]Ix,cx (¢x)

avec 'opérateur
O P = / dt, - ‘P;-(tp) .
(py) =1 (e)

De plus, on a

— —

I3, (vo) = [detp(O)]/? - [65(8)]5/ - 1T ., (al(te))
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pour tout t € T (F,).
En faisant tendre ¢ € T (F),) vers le point base de la strate T (F,) dans T'(F,), on obtient que la forme
linéaire

—

Pz — ]I)Cj,cm (‘pm)

est supportée par la strate T'c(F,) dans T(F,).

Donc la distribution

—

foo WG, (fo)
est supportée par B B
Np(Fs) - To(Fy) - Ng'(Fa) C G(Fy)
ce qui est la conclusion de (i).

(i) résulte de (i) et du lemme IV.20. O

A partir de maintenant, supposons que l'opérateur de p-transformation de Fourier sur G(F)

fx'—)f/;:/GF dpg'fw(g)'ka[c)(g.)

est non seulement unitaire et compatible avec la pr-transformation de Fourier sur T'(F,) mais qu’il “préserve
le tore T'(F,) par convolution” :

Cela signifie que pour toute fonction mesurable unitaire
I,:G(F,)—U(1)ccC*

dont la transformée de Fourier ]/I; est une distribution supportée par T(F},) C G(F}), et pour toutes fonctions
continues et de carré intégrable

fi, fa: G(F,) — C
reliées par la formule PR
fo=/ - 1s,
alors la restriction de fy & T'(F,) ne dépend que de la restriction de f1 & T(F).

On a la conséquence de la proposition IV.21 :

Corollaire IV.23. —

On suppose comme ci-dessus que la p-transformation de Fourier sur G(F,) préserve le tore T(Fy) par
convolution.

On considére un caractére x € X C Xp, une place v € |F|, un élément ¢, € Ey , = E, ®f F, et
une face C' du cone polyédral X= définie sur F, et qui contient l'ensemble des o(x), o € Tp, telles que la
coordonnée correspondante de c, ne soit pas nulle.

On suppose enfin que la face C est constituée de caracteres dominants.

Alors, pour toutes fonctions continues et de carré intégrable
f1,f2: G(Fy) = C

reliées par la formule sur G(Fy)
fo=hH-15,

119



et pour tous éléments u € Ng(Fy), v € N (Fy,), les fonctions

T(F,) — C
t o= S = filusteo) - |detp (D] 6B
t o= S0 = folu-t-v)-|detp(t)]y/* - [6p(8); 1/

xT

sont reliées par la formule sur T'(Fy)

)

—

f2 = A e, -

Remarques :
(i) En revanche, le p-transformé de Fourier de 'opérateur de multiplication par lIS’Cm ne préserve pas les
autres cellules de Bruhat de B(F,)\G(F;)/Ng’ (Fy).

(ii) Dans le cas de la transformation de Fourier linéaire sur G = GL,., associée a la représentation standard
p =1d de G = GL,(C), on peut prendre pour y le caractere

x:T=T,=G, — Gy,
tI(tl,t27...,tT-) = tl.

On a alors, pour toute place = € |F| et tout élément ¢, € F,

]Ix,cz(t):1/)x(cm't1)y Vt:(tl,...,tr) GT(FI),

15, (9) = Yulca - g11), V9= (9i)1<ij<r € G(Fy).
Le transformé de Fourier de l'opérateur de multiplication par 1, . est 'opérateur de translation
additive par (c,0,...,0).
Dans ce cas, cet opérateur commute avec I'opérateur de multiplication par le caractere

_1
2

r—=1 . .
t=(tr,.. tr) = [detp(D)V2 - [5p(0); 7 = [t te® - T] 6775 = [T Ili
1<i<r 2<i<lr
RS x EYAS

Mais cette derniére propriété n’est plus vérifiée dans le cas général.

Démonstration :

Par hypothese, il existe un opérateur linéaire U tel que la restriction T'(F},) 3 ¢ — fo(t) soit la transformée
par U de la restriction T'(Fy) 5 t — f1(¢). Comme la fonction HS’CT est invariante & gauche par NP (F,)
et invariante & droite par Ng(F), on a également que, pour tous u € Np(F,) et v € NgP(F), la fonction
T(F;) 3 (t) — fa(u-t-v) est la transformée par U de la fonction T(F,) > ¢t — fi(u -t v). Autrement

dit, il existe un opérateur linéaire U’ tel que, pour tous u € Ng(Fy) et v € NP (F,), la fonction f5"" est la
transformée par U’ de la fonction f;"" sur T'(Fy).

On conclut d’apres le corollaire IV.19(ii). O
3 Espaces de p-fonctions
On suppose dorénavant que le cone X7 admet une face C' définie sur F', c’est-a-dire stable par I'r,

constituée de caracteres dominants et “génératrice” au sens qu’elle n’est contenue dans aucun sous-espace
propre de X1 ®z Q respecté par 'action de We¢.
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Une telle face existe en particulier si G est déployé sur F ou, plus généralement, si G est de la forme
G= RGSF//F G(]

ot F est une extension finie séparable de F' et Gy est un groupe réductif déployé sur F’.

On a:

Lemme IV.24. -
Soit C une face génératrice de X qui est définie sur F' et constituée de caractéres dominants.

Alors :

(i) Le sous-réseau de X1 engendré par C et ses transformées par l'action du groupe de Weyl Wg est
d’indice fini.
1l est constitué des caractéres de T qui sont triviauz sur un certain sous-groupe fini Z¢ du centre de
G défini sur F.

(ii) La famille des coordonnées
xr : NJP\G/Np — ResEX/FA1 , xeC,

et de leurs translatées a gauche et a droite par des éléments de G(F) engendre lalgébre de structure
du semi-groupe normal -
G/Z¢o

du groupe G/Z¢.

Exemple :

Si G = C/}ig/,uk et p= symk G GLg+1(C) si bien que G s’inscrit dans le carré cartésien

G GLo
\L \Ldet
Gm Gm

et Xp = {(ni,n2) €Z? | n1+ny €kZ}, on a
Xz ={(n1,n2) € N* | ny +ns € KZ} .

On peut prendre pour C I'aréte engendrée par I'élément (k,0). Alors G/Z¢ s’identifie & GLy et G/Z¢
s’identifie & M.
[l

Rappelons que, en toute place ultramétrique =z de F', on voudrait définir un espace de p-fonctions qui
satisfasse les conditions du probleme 1.7.

En particulier, cet espace doit étre stable par les translations a gauche et a droite ainsi que par la p-
transformation de Fourier, et sa projection dans ’espace des fonctions dont la décomposition spectrale ne fait
apparaitre que des représentations m € {7}$ induites de caracteres x. € {m}1 est complétement déterminée
a priori.

Proposons de demander en plus la condition que 1’espace des p-fonctions soit stable par les opérateurs de
multiplication par les fonctions unitaires associées aux x € C et ¢, € E,,

19, :G(F,) — NP (F)\G(F,)/Np(F,) — U(1) c C*,

X>Ca
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et donc aussi par les translatées & gauche et & droite de ces fonctions par des éléments de G(Fy).

Orona:

Lemme IV.25. -
Soit toujours une face génératrice C de X= qui est définie sur F' et constituée de caractéres dominants.

Et soit x une place ultramétrique de F.
Alors :

(i) Un espace de p-fonctions
G(F,;)—C

qui satisfait les conditions du probleme 1.7 est nécessairement constitué de fonctions supportées par
des parties compactes de G(Fy,).

(ii) Demander qu’un espace de fonctions

supportées par des parties compactes de G(Fy) soit stable par multiplication par les fonctions
1$¢, :G(F,) —U(), x€C, c €EBy,,

et par leurs translatées a gauche et a droite par des éléments de G(Fy), équivaut ¢ demander qu’il
soit stable par multiplication par les fonctions localement constantes a support compact

G(Fy) — (G/Zc)(F:) — C.

Démonstration :

(i) résulte de ce que, d’aprés la condition (4) du probléeme 1.7, les p-fonctions sont supportées par des
parties de G(F;) dont les restrictions aux fibres de

|detg (). : G(Fy) — qf

sont compactes, et de la forme des fonctions L, (p, m, Z) dans les conditions (3) et (4).

(ii) résulte du lemme IV.24 qui précede. O

Compte tenu de ce lemme, la seule définition compatible avec la condition supplémentaire de stabilité
par les fonctions 1157%, x€C, cy € By, est:

Définition IV.26. —
Soit toujours une face génératrice C de X+ qui est définie sur F' et constituée de caractéres dominants.

Alors, pour toute place ultramétrique x de F, proposons d’appeler p-fonctions sur G(F,) les fonctions
Jfz:G(F,) —C

telles que :

o f. est invariante & gauche et & droite par un sous-groupe ouvert compact de G(F,),

e f. est supportée par une partie compacte de G(F,),
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e pour tous éléments g, g € G(F,) et pour toute fonction localement constante & support compact
I, :G(F,) — (G/Zc)(F,) — C,

le terme constant

T(Fy) 3t |detp(t)];/* - |5B(t)|;1/2~/ du- folg-u-t-g') Tg(u-t)
Np(Fy)

est une pr-fonction sur T'(Fy).

Remarque :

Comme Z¢ est un sous-groupe fini du centre de G, cette définition ne dépend pas du choix de C.
O

Par définition, 1'espace des pp-fonctions est stable par les opérateurs de multiplication par les fonctions
unitaires
¢ XEC, ¢, €B,®pF,=F,,.

X>Cx ?

On conjecture qu’il est également stable par les p-transformés de Fourier de ces opérateurs :

Conjecture IV.27. —

Soient fi1, fo : G(F,) — C deux fonctions de carré intégrable reliées par une formule de la forme

,7?2=J?1'HG avec x €C, ¢z € Fy ;.

XsCax 7

Alors, si f1 est une p-fonction, fo est aussi une p-fonction.

Remarque :
Démonstration en cours ...

On doit utiliser le corollaire IV.23 qui dit que pour tous u € Ng(F,), v € N5 (F;), les fonctions

t () = fulu-t-v) - [detp ()] - [05 (1))
t [y () = falu-t-v) - |dets(D)]/? - 165(t)]5 "2

sont reliées par la formule sur T'(F})
2 =N e,

combiné avec le fait que le pp-transformé de Fourier de 'opérateur de multiplication par I, ., sur T(F})
préserve le sous-espace des pp-fonctions.
O

Il n’est pas clair a piori que I'espace des p-fonctions sur G(F) de la définition IV.26 n’est pas 0.

On s’intéresse d’abord aux p-fonctions qui sont “de type torique”, c’est-a-dire dont la décomposition
spectrale ne fait apparaitre que des représentations induites du tore T(F,) de G(F;) ou des sous-quotients
de telles représentations.

On conjecture encore :

Conjecture IV.28. -

Une fonction
qui est

123



e invariante & gauche et & droite par un sous-groupe ouvert compact de G(Fy),
e supportée par une partie compacte de é(FT),
e de type torique,

est une p-fonction si et seulement si, pour tous g,g" € G(Fy), le terme constant

T(F,) 3t [detp(t)]3/* - [6p(1)]; "/ / du- fo(g-u-t-g)
Np(Fz)

est une pr-fonction sur T(Fy).

Remarques :

(i) La nécessité de la condition est évidente.
(i) Trés important : En revanche, la suffisance de la condition est une propriété subtile de p¥. : Ty — T'
ou, si I'on préfere, de 'homomorphisme I'p-équivariant
pTZj_\'—>j_\'E = ((CX)T.
Cest certainement ici qu’intervient I’hypothese que pr provient d’une représentation de transfert
p:GxTr— GL.(C).
(i) Démonstration en cours dans le cas ott G = GLy(C)/pux et p = sym* : G — GLy41(C) ...

On peut démontrer a partir de ces deux conjectures :

Corollaire conditionnel IV.29. —

Si les conjectures IV.27 et IV.28 ci-dessus sont vraies, alors l'espace des p-fonctions sur G(Fy) au sens
de la définition IV.26 satisfait toutes les conditions du probléeme 1.7.

En particulier, sa connaissance est équivalente a celle de facteurs
L.(p,7 2Z) et ex(p,m, Z)
pour toute m € {m}¢. O

En les places = € |F| archimédiennes, les facteurs L, (p,m, Z) et e,(p, 7, Z), m € {n}$, sont déja connus
de toute facon.

On pose quand méme :

Définition IV.30. —

Soit x une place archimédienne de F'.

(i) On appelle désormais espace des pr-fonctions sur T(F,) le plus petit espace de fonctions sur G(Fy)
qui

e contient les pr- fonctions sur T(Fy) au sens du chapitre I (corollaire 11.9),
o est stable par les opérateurs de multiplication par les fonctions unitaires Iy .., X € X7, ¢z € Ey 4,

e est stable par la pr-transformation de Fourier.
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(ii) On appelle p-fonctions sur G(F,) les fonctions
fo: G(Fy) —» C

de classe C™, a décroissance rapide sur les complémentaires des parties compactes de G(F,) et telles
que, pour tous g,q' € G(F,), le terme constant

T(F) 5t etsO - 050 [ du filgeucto)
Ng(Fa)

est une pr-fonction sur T'(Fy).

Remarques :
(i) La forme de la définition de (ii) est justifiée par le fait que toutes les représentations © € {m}¢
proviennent de caractéres du tore T'(F,), puisque la place = est archimédienne.

(ii) Ici encore, on doit pouvoir montrer que l'espace des p-fonctions sur G(F;) est stable par les opérateurs
de multiplication par les fonctions unitaires

G
I, s xel, c€E, .,
et donc aussi par les p-transformés de Fourier de ces opérateurs. (I

4 Formule de Poisson

Supposons vérifés tous les énoncés des paragraphes précédents.
On dispose donc en chaque place x € |F| d’un espace de p-fonctions sur G(Fy,).

Cet espace contient la p-fonction “standard” de la définition 1.8(i) en toute place ultramétrique = ou G
et p sont non ramifiés.

On dispose donc d’un espace des p-fonctions globales, tel qu’introduit dans la définition 1.8(ii).
Il est stable par translation a gauche ou a droite, ainsi que par la p-transformation de Fourier globale
f=
Enfin, il est stable par les opérateurs
frfoag,

de multiplication par les fonctions unitaires

X:Cx

1f, =J[1g.. :GA) - UQ)cC*, xeC, c=(c)ocir| € Ar,

et donc aussi par les p-transformés de Fourier de ces opérateurs, notés

—

f— ]Ii cHo f
D’apres le théoreme I1.11, on dispose sur l'espace des p-fonctions globales de deux formes linéaires
[ SB(f)

et

f= Sp(f)-
La premiere [resp. la seconde] est invariante a droite [resp. a gauche| par G(F) et invariante a gauche [resp.
a droite] par Np(A).
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Elles sont reliées par la formule de Poisson approchée

~

Se(f)=5p(f), Vf.
Enfin, on a

S — du - Flyut
5(f) /NB(A)/NB(F) w3 Fluh

YEG(F)

resp. Siy(f) = /N du- S Fum)]

B(A)/NB(F) 7eg(p)

si f admet un facteur local & support compact dans G(F,) en au moins une place ultramétrique x.

On peut noter

C Y /NB(A)du-f(uw)” - ) /NB(A)du-f(uV)

YE(NB\G)(F) YE(NB\G)(F)

+ > [ dwFau)-se)
ve(G/Ng)(F) * Ne(#)
et

DO SV N U DR BP0

Np(A)

v€(G/NB)(F) YE(G/NB)(F)
X [ e Fan | - sp.
ve(Np\@)(F) Y NE®)
On devrait pouvoir montrer :
Conjecture IV.31. —
(i) 1l existe sur l’espace des p-fonctions globales
f:GA)—=C

une unique forme linéaire

SED YL

YEG(F)
telle que :
o cette forme est invariante par les translations & gauche ou & droite par les éléments de G(F),

o clle est invariante par les opérateurs de multiplication par les fonctions unitaires
I¢,:G(A) - U(1)CcC*, xeC, ceEby,

e pour toute p-fonction f, on a

- S fw)=c Y /NB(A)du-f(uv)”.

/NB A)/Ns (F) ~EG(F) HE(NB\G)(F)
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(ii) Pour toute fonction f, on a aussi

/ du L« Z f('yufl)” _ o« Z du . f(WU71)7’ )
N5 (4)/N5(F) ~EG(F) ve@/Ng)(F) T NP W)
(iii) Enfin, on a
“ =)0 )
yEG(F) YEG(F)

st f admet un facteur local a support compact dans G(F,) en au moins une place ultramétrique x.

Remarques :
(i) 1l faut bien str remarquer que
I$.(v) =1, VyeG(F), VYceE,.
(ii) Réciproquement, tout élément u € Np(A) tel que
Hg’c(”wu"y/) =1, VxeC, Vy,7 e€G(F), VceE,

est nécessairement élément de Np(F).

(iii) La démonstration doit étre fondée sur les deux remarques précédentes et sur le fait que, d’apres la
proposition IV.10(ii), les opérateurs

oI .
de multiplication par les fonctions unitaires

L.:T(A)—-U1)cC*, xe€Xg, c€E,,

préservent la forme linéaire

> p(y)

YeT(F)

de l'espace des pp-fonctions globales ¢ sur T'(A). O

On devrait aussi pouvoir montrer :

Conjecture IV.32. -
La forme linéaire

DD (GO

YeG(F)

est invariante non seulement par les opérateurs
G
f i f : ]Ix,c
de multiplication par les fonctions unitaires
1$,:G(A) - UQ1), x€C, c€Ey,

mais aussi par leurs p-transformés de Fourier

—

feT8 %, f.

Remarque :

La démonstration doit étre fondée sur les deux faits suivants :
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e D’apres le corollaire IV.23, pour tous éléments v € Ng(A) D Np(F) et v € NZ°(A) D Np(F), les
fonctions

T(A) >t w— f*°(t) = flu-t-v)-|detp(t)]/? o5 ()~

—

T(A) >t — (llic *p f)w (t)

sont reliées par la formule sur T'(A)

vy uv
(]Ix,c *p f) =My e *pp [

o= Dy e *pr
désigne le pp-transformé de Fourier de 'opérateur
-,
de multiplication par la fonction unitaire I, . sur T'(A).

e Comme la forme linéaire

p Y ()

YeT(F)

est préservée a la fois par la pp-transformation de Fourier des pr-fonctions globales sur T'(A) et par
les opérateurs

pro@-Th,
de multiplication par les fonctions unitaires
L.:T(A)—U(Ql), x€Xg, c€Ey,
elle est préservée par les pp-transformés de Fourier
P ]I/X\c *pp P

de ces opérateurs. O

L’énoncé de cette conjecture, combiné avec la formule
Y [ dwswy = Y[ du gty v
ve(Np\G)(F) " VB ) ~ve@/Ng)(F) " NP W)
signifie que la p-transformée de Fourier de la forme linéaire
e Y sy
YEG(F)
satisfait toutes les propriétés de la conjecture IV.31.

L’assertion d’unicité dans la conjecture IV.31 implique alors :

Corollaire conditionnel IV.33. —

Si les conjectures IV.31 et IV.32 ci-dessus sont vraies, ainsi que les énoncés antérieurs qu’elles supposent,
on a pour toute p-fonction globale f sur G(A)

CY ser=c Y For

YEG(F) vEG(F)
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