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1. INTRODUCTION

Nous poursuivons dans cet article la construction et ’étude de la correspondance de Simpson
p-adique initiée dans [3], suivant Papproche générale résumée dans [2]. Aprés avoir fixé les notations
et conventions générales au § 2, nous développons dans les sections 3 & 6 quelques préliminaires
utiles pour la suite. Nous précisons au § 3 le cadre géométrique dans lequel seront placées nos
constructions et établissons un résultat technique important de connexité de certains schémas
(8.7). L’intermeéde § 4 regroupe quelques sorites utilisés & divers endroits du texte sur le complexe
de Koszul. La section 5 développe le formalisme des catégories additives a isogénie prés. La section
6 est consacrée a I'étude des systémes projectifs d’un topos annelé, en particulier & la notion de
module adique et aux conditions de finitude appropriées a ce cadre.

Soit K un corps de valuation discréte complet de caractéristique 0, & corps résiduel algébri-
quement clos de caractéristique p et soit K une cloture algébrique de K. On note Ok ’anneau
de valuation de K, 0% la cloture intégrale de Ok dans K et O¢ le séparé complété p-adique de
0. On pose S = Spec(0k) et on le munit de la structure logarithmique .#s définie par son
point fermé. On considére dans cet article un schéma logarithmique (X, .#x) lisse au-dessus de
(S, A s), vérifiant une condition locale (3.9) correspondant aux hypothéses faites dans la premiére
partie ([3] 6.2). On note X° le sous-schéma ouvert maximal de X ou la structure logarithmique
Mx est triviale. Le cadre topologique dans lequel se réalise la correspondance de Simpson p-adique
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est celui du topos de Faltings E associé au morphisme canonique X° @x K — X, dont Iétude
détaillée a été menée indépendamment dans [4]. Nous I’équipons dans § 7 d’un anneau %. Nous

introduisons ensuite dans § 8 le topos Es fibre spéciale de Eetle topos annelé (ESNO,@) complété
formel p-adique de (E,@), dans lequel auront lieu nos principales constructions.

Comme il a été esquissé dans I'introduction générale [2], la correspondance de Simpson p-adique
dépend d’une déformation (logarithmique) lisse de X ® g4, Oc au-dessus de I’épaississement infini-
tésimal p-adique universel de ¢ d’ordre < 1, introduit par Fontaine ([3] 9.8). Nous supposons dans
la suite de cette introduction qu’il existe une telle déformavtion que nous fixons. Nous définissons

dans la section 9, pour tout nombre rationnel r > 0, la %-algébre de Higgs-Tate d’épaisseur r,
notée €. Ces algebres forment un systéme inductif : pour tous nombres rationnels r > r’ > 0, on
a un homomorphisme canonique ¢ — £ Ce sont des analogues faisceautiques des algébres
de Higgs-Tate introduites dans la premiére partie ([3] 12.1). Elles sont naturellement munies de
champs de Higgs. La section 10 contient deux résultats d’acyclicité fondamentaux pour la suite.
Nous démontrons (10.24) que la limite inductive des complexes de Dolbeault de &) ,pour 7 € Qo,

est une résolution de 4, a isogénie prés. D’autre part, notant X le schéma formel complété p-adique
de X ®¢4, O, on dispose d’'un morphisme canonique de topos annelés

T: (BN, %) — (Xyar, Ox).

Nous démontrons (10.18) que ’homomorphisme canonique

1 |
Ox[=] — lim T,.(¢")[=]
€050 p

est un isomorphisme, et que pour tout entier ¢ > 1,

lim RqT*((ﬁ<r>)[11 =0.
'“@77;0 p

La section 11 est consacrée a la construction de la correspondance de Simpson p-adique. Nous
introduisons les notions de module de Dolbeault et de fibré de Higgs soluble (11.11) et nous
montrons (11.26) qu’elles donnent lieu a deux catégories équivalentes. Nous construisons en fait
deux équivalences de catégories explicites et quasi-inverses I'une de I’autre. Nous établissons aussi
la compatibilité de cette correspondance au passage a la cohomologie (11.29). Nous étudions dans
§ 12 la fonctorialité de cette correspondance par localisation étale sur X. On s’attend a ce que la
catégorie fibrée des modules de Dolbeault au-dessus du site étale restreint de X soit un champ
(12.15). Allant dans ce sens, nous montrons le caractére local pour la topologie de Zariski de X de
la propriété Dolbeault (12.16). Nous terminons dans la section 13 en construisant des exemples de
modules de Dolbeault. On s’attend en effet a ce que les fibrés de Higgs petits (13.1) soient solubles
et correspondent donc a des modules de Dolbeault. Nous démontrons (13.3) que c¢’est bien le cas si
X est affine du type considéré dans la premiére partie [3]. Nous démontrons aussi (13.4) que c’est
le cas en général si les modules de Dolbeault forment un champ.

2. NOTATIONS ET CONVENTIONS

Tous les anneaux considérés dans cet article possédent un élément unité ; les homomorphismes
d’anneauz sont toujours supposés transformer I’élément unité en I’élément unité. Nous considérons
surtout des anneauxr commutatifs, et lorsque nous parlons d’anneau sans préciser, il est sous-
entendu qu’il s’agit d’un anneau commutatif; en particulier, il est sous-entendu, lorsque mous
parlons d’un topos annelé (X, A) sans préciser, que A est commutatif.
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2.1. Dans cet article, p désigne un nombre premier, K un corps de valuation discrete complet
de caractéristique 0, & corps résiduel algébriguement clos k de caractéristique p, et K une cloture
algébrique de K. On note Ok l’anneau de valuation de K, 0% la cloture intégrale de Ok dans
K, mz I'idéal maximal de O, k le corps résiduel de 0% et v la valuation de K normalisée par
v(p) = 1. On désigne par O¢ le séparé complété p-adique de &, par C son corps des fractions et
par m¢ son idéal maximal. Sauf mention explicite du contraire, on considére ¢ comme un anneau
adique, muni de la topologie p-adique ([1] 1.8.7); c’est un anneau 1-valuatif ([1] 1.9.9).

On choisit un systéme compatible (3, )r>0 de racines n-iémes de p dans @7. Pour tout nombre
rationnel € > 0, on pose p° = (3,)°", ou n est un entier > 0 tel que en soit entier.

On pose S = Spec(Ok ), S = Spec(Ox) et S = Spec(O¢). On note s (resp. 7, resp. 7) le point
fermé de S (resp. générique de S, resp. générique de S). Pour tout entier n > 1 et tout S-schéma
X, on pose S, = Spec(Ok /p"Ok) et
(2.1.1) X, =X Xg Sy

On munit S de la structure logarithmique .#s définie par son point fermé, autrement dit,
Ms = j.(O)NOs, ot j: n— S est 'injection canonique (cf. [3] 5.10). Si 7 est une uniformisante
de Ok, on désigne par
(2.1.2) te: N = T(S, Hs)

’homomorphisme défini par ¢(1) = 7, qui est une carte pour (S,.#s) (cf. [3] 5.13). On munit S
et S des structures logarithmiques .45 et .4 images inverses de .#s (cf. [3] 5.11).
On désigne par . = Spf(0¢) le schéma formel complété p-adique de S ou, ce qui revient au

méme, de S.

2.2. Rappelons ([3] 9.3) que Fontaine associe fonctoriellement a toute Z,)-algébre A I'anneau
(2.2.1) Ha = lim A/pA,

et un homomorphisme 6 de 'anneau W(Z4) des vecteurs de Witt de Z4 dans le séparé complété
p-adique A de A. On pose

(2.2.2) y(A) = W(Za4)/ ker(0)?

et on note encore 0: <% (%a) — A I’homomorphisme induit par 6.

2.3.  Dans cet article, on se donne une suite (p;,)n>0 d’éléments de O telle que po = pet p}, | = p,
pour tout n > 0. On désigne par p I'élément de Z4_ (2.2.1) induit par la suite (p,)n>0 et on pose

(2.3.1) §=1[pl —peW(He,),

ot [ ] est le représentant multiplicatif. L’homomorphisme 6: W(Z¢_) — Oc est surjectif et son
noyau est engendré par ¢, qui n’est pas un diviseur de zéro dans W(Z4.) ([3] 9.5). On a donc une
suite exacte

(2.3.2) 0— Oc -5 ch(6g) L O — 0,

oll on a encore noté - le morphisme induit par la multiplication par ¢ dans 2%4(R). L’idéal ker(9)
de o (0% ) est de carré nul. C’est un Oc-module libre de base £. Il sera noté £0¢. On observera
que contrairement & &, ce module ne dépend pas du choix de la suite (pp)n>0.

On note €710 le Oc-module dual de £0¢. Pour tout &c-module M, on désigne les Oc-modules
M ®¢, (E0c) et M @g,, (§710¢) simplement par EM et €1 M, respectivement. On observera que
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contrairement a &, ces modules ne dépendent pas du choix de la suite (py,),>0. Il est donc important
de ne pas les identifier & M.
On pose

(2.3.3) 4(S) = Spec(h(0))
que 'on munit de la structure logarithmique .7, (3) définie dans ([3] 9.8). Le schéma logarithmique

((S), . ,(5)) est alors fin et saturé, et § induit une immersion fermée exacte
(2.3.4) ig: (S, Ms) — (2(S), M 4, 5))-

2.4. Pour toute catégorie abélienne A, on désigne par D(A) sa catégorie dérivée et par D~ (A),
D*(A) et DP(A) les sous-catégories pleines de D(A) formées des complexes & cohomologie bor-
née supérieurement, inférieurement et des deux cotés, respectivement. Sauf mention expresse du
contraire, les complexes de A sont a différentielles de degré +1, le degré étant écrit en exposant.

2.5.  Dans tout cet article, on fixe un univers U possédant un élément de cardinal infini. On appelle
catégorie des U-ensembles et 1’on note Ens, la catégorie des ensembles qui se trouvent dans U. Sauf
mention explicite du contraire, il sera sous-entendu que les schémas envisagés dans cet article sont
éléments de 'univers U. On désigne par Sch la catégorie des schémas éléments de U.

2.6. Suivant les conventions de ([5] VI), nous utilisons 'adjectif cohérent comme synonyme de
quasi-compact et quasi-séparé.

2.7. Soit (X, A) un topos annelé. On note Mod(A) ou Mod(A, X) la catégorie des A-modules de
X. Si M est un A-module, on désigne par S4(M) (resp. Aa(M), resp. I'4(M)) Palgébre symétrique
(resp. extérieure, resp. & puissances divisées) de M ([20] I 4.2.2.6) et pour tout entier n > 0, par
S%(M) (resp. A% (M), resp. I'"y(M)) sa partie homogéne de degré n. On omettra 'anneau A des
notations lorsqu’il n’y a aucun risque d’ambiguité. Les formations de ces algébres commutent a la
localisation au-dessus d’un objet de X.

Définition 2.8 ([6] I 1.3.1). Soit (X, A) un topos annelé. On dit quun A-module M de X est
localement projectif de type fini si les conditions équivalentes suivantes sont satisfaites :
(i) M est de type fini et le foncteur S#om (M, ) est exact;
(ii) M est de type fini et tout épimorphisme de A-modules N — M admet localement une
section ;
(iii) M est localement facteur direct d’un A-module libre de type fini.

Lorsque X a suffisamment de points et que pour tout point x de X, la fibre de A en x est un
anneau local, les A-modules localement projectifs de type fini sont les A-modules localement libres
de type fini ([6] I 2.15.1).

2.9. Pour tout schéma X, on note Et/x (resp. Xgt) le site (resp. topos) étale de X. On désigne
par Et;, x le site fini étale de X, c’est-a-dire, la sous-catégorie pleine de Et,x formée des schémas
étales finis sur X, munie de la topologie induite par celle de Et,x, et par Xt le topos fini étale de
X, cest-a-dire, le topos des faisceaux de U-ensembles sur Et; /x (cf. [4] 9.2). L’injection canonique
Et; /X = Et /x induit un morphisme de topos
(2.9.1) px: Xey — Xies-

On désigne par X,,; le topos de Zariski de X et par
(2.9.2) u: Xgg — Xpar
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le morphisme canonique ([5] VII 4.2.2). Si F' est un Ox-module de X5, on note encore F' le
faisceau de Xg défini pour tout X-schéma étale X' par ([5] VII 2 ¢))

(2.9.3) FX')=T(X',F ®gy Ox).
Cet abus de notation n’induit aucune confusion. On a un isomorphisme canonique
(2.9.4) u (F) = F.

Nous considérons donc « comme un morphisme du topos annelé (X, Ox) vers le topos annelé
(X,ar, Ox). Nous utilisons pour les modules la notation u~! pour désigner 'image inverse au sens
des faisceaux abéliens et nous réservons la notation u* pour I'image inverse au sens des modules.
L’isomorphisme (2.9.4) induit par adjonction un morphisme

(2.9.5) u*(F) — F.

Celui-ci est un isomorphisme si F’ est un & x-module de présentation finie. En effet, la question étant
locale, on peut se borner au cas ot il existe une suite exacte de &'x-modules 0% — 0% — F — 0

de X,,;. Celle-ci induit une suite exacte de Ox-modules OF — 0% — F — 0 de X¢;. L’assertion
s’ensuit compte tenu de I’exactitude & droite du foncteur uw*.

2.10. Soient X un schéma connexe, T un point géométrique de X. On désigne par

(2.10.1) wz: Etf/X — Ens

le foncteur fibre en T, qui & tout revétement étale Y de X associe ’ensemble des points géométriques
de Y au-dessus de T, par m1(X,Z) le groupe fondamental de X en T (c’est-a-dire le groupe des
automorphismes du foncteur wz) et par By, (x 7) le topos classifiant du groupe profini 7 (X, ),

c’est-a-dire la catégorie des U-ensembles discrets munis d’une action continue a gauche de 7 (X, )
([5] IV 2.7). Alors wz induit un foncteur pleinement fidéle

(2.10.2) i Ete x — By (xm)

d’image essentielle la sous-catégorie pleine de B, (x z) formée des ensembles finis ([14] V § 4 et
§ 7). Soit (X;)ier un systéme projectif sur un ensemble ordonné filtrant I dans Et; /x qui pro-
représente wz, normalisé par le fait que les morphismes de transition X; — X, (¢ > j) sont des
épimorphismes et que tout épimorphisme X; — X’ de Etf /x est équivalent & un épimorphisme
X; — X; (j < 1) convenable. Un tel pro-objet est essentiellement unique. Il est appelé le revétement

universel normalisé de X en T ou le pro-objet fondamental normalisé de Etf/X en T. On notera
que ’ensemble I est U-petit. Le foncteur

(2.10.3) ve: Xist = Bry(x 7, F—lim F(X;)
i€I®

est une équivalence de catégories qui prolonge le foncteur u% (cf. [4] 9.7). On lappelle le foncteur
fibre de Xigt en T.

2.11.  Conservons les hypothéses de 2.10, soit de plus R un anneau de X¢. Posons Ry = vz(R)
qui est un anneau muni de la topologie discréte et d’une action continue de 71 (X,Z) par des
homomorphismes d’anneaux. On désigne par Rep%éc(m (Y,79)) la catégorie des Ry-représentations
continues de 71 (Y, y) pour lesquelles la topologie est discréte ([3] 3.1). En restreignant le foncteur

vz aux R-modules, on obtient une équivalence de catégories que I’on note encore
(2.11.1) vz: Mod(R) = Repy(mi (X, 7)).

Pour quun R-module M de Xgs soit de type fini (resp. localement projectif de type fini (2.8)),
il faut et il suffit que le Rz-module sous-jacent a vg(M) soit de type fini (resp. projectif de
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type fini). En effet, la condition est nécessaire en vertu de ([4] 9.8). Montrons qu’elle est suf-
fisante. Supposons d’abord le Rz-module vz(M) de type fini. Soient N un Rz-module libre de
base e1,...,e4, u: N — vz(M) un épimorphisme Rz-linéaire. L’assertion recherchée étant locale
pour Xe, quitte & remplacer X par un revétement étale, on peut supposer que m (X, T) fixe
les éléments u(eq),...,u(eq) de vz(M). Munissant N de 'unique Rz-représentation de w1 (X,T)
telle que eq,...,eq soient fixes, '’homomorphisme u est alors 7 (X, Z)-équivariant. Par suite, M
est un R-module de type fini. Supposons de plus le Rz-module vz(M) projectif de type fini. Soit
v: vz(M) — N un scindage Rz-linéaire de u. Quitte a remplacer de nouveau X par un revétement
étale, on peut supposer que 1 (X, ) fixe les éléments v(u(e1)), ..., v(u(eq)) de N. Par suite, v est
71 (X, T)-équivariant. On en déduit que M est facteur direct d’'un R-module libre de type fini; d’ou
I’assertion.

3. SCHEMAS LOCALEMENT IRREDUCTIBLES

3.1. Soit X un schéma dont ’ensemble des composantes irréductibles est localement fini. On
rappelle que les conditions suivantes sont équivalentes ([16] 0.2.1.6) :

(i) Les composantes irréductibles de X sont ouvertes.

(ii) Les composantes irréductibles de X sont identiques & ses composantes connexes.

(iii) Les composantes connexes de X sont irréductibles.

(iv) Deux composantes irréductibles distinctes de X ne se rencontrent pas.
Le schéma X est alors la somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles. Lorsque ces
conditions sont remplies, on dit que X est localement irréductible. Cette notion est clairement locale
sur X, i.e., si (X;);es est un recouvrement ouvert de X, pour que X soit localement irréductible,
il faut et il suffit que pour tout ¢ € I, il en soit de méme pour X;.

Remarques 3.2. (i) L’ensemble des composantes irréductibles d’un schéma localement noethérien
est localement fini ([16] 0.2.2.2).
(ii) Pour qu’un schéma normal soit localement irréductible, il faut et il suffit que ’ensemble de
ses composantes irréductibles soit localement fini. En effet, la condition (iv) est clairement vérifiée.
(iii) Un schéma localement irréductible X est étale-localement connexe, i.e., pour tout mor-
phisme étale X’ — X, toute composante connexe de X’ est un ensemble ouvert dans X’ ([4]
9.6.3).

Lemme 3.3. Soient X un schéma normal et localement irréductible, f: Y — X un morphisme
étale. Alors' Y est normal et localement irréductible.

En effet, Y est normal en vertu de ([25] VII prop. 2). Il suffit donc de montrer que 1’ensemble
de ses composantes irréductibles est localement fini d’aprés 3.2(ii). La question étant locale sur X
et Y, on peut se borner au cas ou ils sont affines, de sorte que f est quasi-compact et par suite
quasi-fini. L’assertion recherchée résulte alors de ([19] 2.3.6(iii)).

Lemme 3.4. Soient X un schéma normal, j: U — X une immersion ouverte dense et quasi-
compacte. Pour que X soit localement irréductible, il faut et il suffit qu’il en soit de méme de U.

En effet, si X est localement irréductible, il en est de méme de U. Inversement, supposons U
localement irréductible et montrons qu’il en est de méme de X. On peut clairement se borner
au cas out X est quasi-compact. Par suite, U est quasi-compact et n’a donc qu’un nombre fini de
composantes irréductibles d’apres 3.1(i). Il en est alors de méme de X puisque X et U ont mémes
points génériques. Comme X est normal, il est localement irréductible en vertu de 3.2(ii).

Lemme 3.5. Soit A un anneau local hensélien, B une A-algébre intégre et entiére sur A. Alors B
est un anneau local hensélien. Si, de plus, A est strictement local, il en est de méme de B.



SUR LA CORRESPONDANCE DE SIMPSON p-ADIQUE. II 7

Considérons B comme une limite inductive filtrante de sous-A-algébres de type fini (B;)er.
Pour tout i € I, B; étant intégre et fini sur A4, il est local et hensélien. Pour tous (i, j) € I? tel que
i < j, le morphisme de transition B; — B; étant fini, il est local. Par suite, B est local et hensélien
([25] I § 3 prop. 1). Supposons A strictement local. Comme 'homomorphisme A — B est local, le
corps résiduel de B est une extension algébrique de celui de A. Il est donc séparablement clos. Par
suite, B est strictement local.

Lemme 3.6. Soient X un schéma, T un point géométrique de X, X' le localisé strict de X en
T,Y un X-schéma, Y =Y xx X', f: Y' — Y la projection canonique. Alors I’homomorphisme
canonique f~1(Oy) — Oy est un isomorphisme de Y}, .

Considérons X’ comme une limite projective cofiltrante de voisinages étales affines (X;)e; de T
dans X (cf. [5] VIII 4.5) et posons Y; =Y x x X; pour tout ¢ € I. Le schéma Y’ est alors la limite
projective des schémas (Y;)es ([19] 8.2.5). Soit ¥ un point géométrique de Y’. Pour tout ¢ € I,
la projection canonique Y; — Y induit un isomorphisme entre les localisés stricts de Y; et Y en
les images canoniques de y. D’autre part, il résulte de ([16] 0.6.1.6) et ([25] I § 3 prop. 1) que le
localisé strict de Y’ en ¥ est la limite projective des localisés stricts des Y; en les images canoniques
de 7. Par conséquent, la projection canonique Y’ — Y induit un isomorphisme entre les localisés
stricts de Y" en g et Y en f(7); autrement dit, ’homomorphisme canonique Oy ) — Oy est
un isomorphisme ; d’ou la proposition.

Proposition 3.7. Soient Y un trait strictement local (i.e., le spectre d’un anneau de valuation
discrete hensélien & corps résiduel séparablement clos), y et z ses points fermé et générique res-
pectivement, Z un point géométrique de Y localisé en z dont le corps résiduel k(Z) est une cloture
séparable du corps résiduel k(z) de z, Y la fermeture intégrale de Y dans Z, f: X — Y un mor-
phisme plat et localement de type fini, T un point géométrique de X au-dessus de y, X' le localisé
strict de X en T. Supposons X normal et X xy' Y normal et localement irréductible. Alors X' xyY
est normal et strictement local.

On notera d’abord que X Xy z étant localement noethérien, il est localement irréductible d’aprés
3.2(i) et par suite X est localement irréductible en vertu de 3.4. Montrons d’abord que X’ xy Y’
est normal et que ’ensemble de ses composantes irréductibles est fini. On peut se borner au cas o
X est affine. Considérons X’ comme une limite projective cofiltrante de voisinages étales affines
(Xi)er de T dans X (cf. [5] VIII 4.5). Alors X’ xy Y est canoniquement isomorphe & la limite
projective des schémas (X; xy Y);es ([19] 8.2.5). Pour tout i € I, les schémas X; et X; xy Y
sont affines, normaux et localement irréductibles d’aprés 3.3. Chacun est donc une somme finie de
schémas affines, intégres et normaux (3.1). Quitte & remplacer X; par sa composante irréductible
contenant 'image de @, on peut se borner au cas ot les X; sont irréductibles. En particulier, pour
tout (i,j) € I? tel que i < j, le morphisme X; — X; est dominant et donc schématiquement
dominant ([16] 5.4.3). Il en est alors de méme du morphisme X; xy Y — X; xy Y (|19] 11.10.5).
Soit ¢ un nombre premier inversible dans Y. En vertu de ([9] XIII 2.1.4 et [8] 3.2), le Fs-espace
vectoriel HY(X’ xy Z,[Fy) est de dimension finie n. D’autre part, pour tout i € I, le morphisme
canonique X’ Xy Z — X; Xy Z est dominant d’aprés ([19] 8.3.8(i)). Par suite,

(3.7.1) dimp, H(X; xy 2, F) < n.

Comme X; Xy Y est plat sur Y, le nombre de composantes irréductibles de X; xy Y est borné par
n. On déduit de ce qui précéde que X’ xy Y est une somme finie de n schémas affines et intégres
(|16] 0.6.1.6). Par ailleurs, X’ xy Y est normal d’aprés ([16] 0.6.5.12(ii)) ; d’ott I’assertion.
D’aprés ce qui précéde, X’ xy Y est la somme des schémas induits sur ses composantes irré-
ductibles (3.1). Chacun de ces schémas est affine, intégre, normal et entier sur X'. Il est donc
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strictement local en vertu de 3.5. D’autre part, le corps résiduel de I'(Y, Oy) étant une exten-
sion radicielle de celui de I'(Y, Oy ), la projection canonique Y xy y — ¥ est un homéomorphisme
universel. Il en est alors de méme de T xy Y — Z. Par suite, X’ xy Y est connexe; d’ou la
proposition.

Définition 3.8. Soient f: (X, #x) — (S, #s) un morphisme de schémas logarithmiques, 7 une

uniformisante de O, (N, ;) la carte pour (S, .#s) associée & 7 (2.1.2), (P,v) une carte pour
(X, #x) ([3] 5.13), ¥: N — P un homomorphisme tels que le diagramme

(3.8.1) (X, x) ——> B[P]

fl iﬁ*
Un

(S, #s) —— B|N]

soit commutatif, de sorte que ((P,7), (N, t;),9) est une carte pour f (cf. [3] 5.14). On dit que la
carte ((P,7), (N, tz), ) est adéquate si les conditions suivantes sont remplies :
(i) Le monoide P est torique, i.e., P est fin et saturé et P&P est libre sur Z ([3] 5.1).
(ii) L’homomorphisme ¢ est saturé ([3] 5.2).
(iii) L’homomorphisme ¥8P: Z — P8P est injectif, le sous-groupe de torsion de coker(eP) est
d’ordre premier & p et le morphisme de schémas usuels

déduit de (3.8.1) est étale.
(iv) Posons A = ¥(1) € P,
(3.8.3) L = Homy(P*®P, Z),
(3.8.4) H(P) = Hom(P,N).
On notera que H(P) est un monoide fin, saturé et affité et que ’homomorphisme cano-
nique H(P)8? — Hom((P*)8P,Z) est un isomorphisme ([24] 2.2.1). On suppose qu'il existe

hi,...,h. € H(P), qui sont Z-linéairement indépendants dans L, tels que
(3.8.5) ker(A\) NH(P) = {) _a:hi| (ar,...,a,) € N'},
i=1

ol l'on considére A comme un homomorphisme L — Z.

Définition 3.9. On dit qu'un morphisme de schémas logarithmiques f: (X, #x) — (S, #s) est
adéquat si X est de type fini sur S et si étale-localement sur X, f admet une carte adéquate (3.8).
Oun dit aussi que le schéma logarithmique (X, .#x) est adéquat sur (S, #s) ou (S, #s)-adéquat.

La notion de morphisme adéquat de schémas logarithmiques correspond & la notion de mor-
phisme & singularités toroidales de Faltings. Dans sa terminologie, un morphisme de schémas
logarithmiques f: (X, #x) — (S, #s) est qualifié de petit si f admet une carte adéquate, si X est
affine et connexe et si X, est non-vide, autrement dit, si les conditions de ([3] 6.2) sont remplies.
Nous préférons éviter cette terminologie.

Proposition 3.10. Soit f: (X, #x) — (S, #s) un morphisme adéquat de schémas logarith-
miques. Alors :
(i) Le morphisme f est lisse et saturé ([3] 5.18).
(ii) Le schéma usuel X, = X xgn est lisse surn et la structure logarithmique A x|X,, sur X,
est définie par un diviseur & croisements normaux sur X,,.
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(iii) Le schéma X est S-plat.

(iv) Le schéma X Qg 5 est réduit.

(v) Les schémas X et X x5 S sont normauz et localement irréductibles (3.1).
(i) Cela résulte aussitot ([22] 3.5) et ([28] chap. IT 3.5).

(ii) La question étant locale pour la topologie étale de X, on peut supposer que f admet une
carte adéquate. La proposition résulte alors de ([3] 6.3(v)). On notera que les conditions (Cy) et
(Cq) de ([3] 6.2) ne jouent aucun role dans la preuve de cet énoncé.

(iii) Cela résulte de (i) et ([22] 4.5).

(iv) Cela résulte de (i) et ([28] chap. IT 4.2).

(v) Le schéma X est normal en vertu de (i) et ([23] 8.2 et 4.1; cf. aussi [27] 1.5.1). On en déduit
par passage a la limite inductive que le schéma X xg S est normal (cf. la preuve de [3] 6.3(iii)).
Comme X est noethérien, il est localement irréductible d’aprés 3.2(ii). Par ailleurs, comme X x5S
est S-plat, ses points génériques sont les points génériques du schéma X X g 7, qui est noethérien.
Par suite, I’ensemble des points génériques de X x g S est fini, et X x g5 est localement irréductible
en vertu de 3.2(ii).

4. VARIATION SUR LE COMPLEXE DE KOSzUL

4.1. Dans cette section, (X, A) désigne un topos annelé. Pour tout morphisme de A-modules
u: B — F, il existe sur 'algébre bigraduée S(F) ®4 A(F) (2.7) (anti-commutative pour le second
degré; [20] T 4.3.1.1) une unique A-dérivation

(4.1.1) du: S(E) @4 A(F) — S(E) ®.4 A(F)

de bidegré (—1,1) telle que pour toutes sections locales z1,...,z, de E (n > 1) et y de A(F'), on
ait

n

(4.1.2) dy([z1 ® - @z, ®y) = Z[xl®~~-®xi71®x¢+1®'~®mn]®(u(xi)Ay)7
(4.1.3) d,(1®y) = (l)i

Elle satisfait de plus d, o d, = 0. Pour tout entier n > 0, la partie homogéne de degré n de
S(E) ® 4 A(F) donne un complexe

(4.1.4) 0—S"E)—=S" Y E)Y@QAF — - — E@4 A" YF) = A"(F) — 0.

L’algebre S(E) ® 4 A(F) munie de la dérivation d,, dépend fonctoriellement de w.

Si A est une Q-algébre, identifiant S(E) a l’algébre & puissances divisées I'(E) de E, d,, s’identifie
ala A-dérivation de I'(E) ® 4 A(F) définie dans ([20] I 4.3.1.2(b)). Il résulte alors de ([20] I 4.3.1.6)
que si u est un isomorphisme de A-modules plats, la suite (4.1.4) est exacte.

4.2. Soit
(4.2.1) 0—-A—-E—F—0

une suite exacte de A-modules plats. D’apres ([20] I 4.3.1.7), celle-ci induit pour tout entier n > 1,
une suite exacte localement scindée (2.7)

(4.2.2) 0—S"E)— S"(E) — S"(F) — 0.
On en déduit une suite exacte

(4.2.3) 0— S"Y(F)— S"(E)/S"*(E) — S"(F) — 0.
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On définit ainsi un foncteur S™ de la catégorie Ext(F, A) des extensions de F' par A dans la
catégorie Ext(S™(F),S" 1(F)) des extensions de S"(F) par S"~1(F). Passant aux groupes des
classes d’isomorphismes des objets de ces catégories, on obtient un homomorphisme, que 1’on note
encore

(4.2.4) S": Exthy(F, A) — Ext! (S"(F),S" " }(F)).

4.3. Soient F un A-module localement projectif de type fini (2.8), n un entier > 1. La suite
spectrale qui relie les Ext locaux et globaux ([5] V 6.1) fournit un isomorphisme

(4.3.1) Exth (F, A) 5 HY (X, #oma(F, A)).

De méme, comme le A-module S"(F') est localement libre de type fini, on a un isomorphisme
canonique

(4.3.2) Ext! (S™(F),S""Y(F)) 5 HY(X, #oma(S"(F),S" Y(F))).
Par ailleurs, on désigne par
(4.3.3) Jn: Homa(F,A) — Homa(S"(F),S"H(F))

le morphisme qui pour tout U € Ob(X), associe a tout morphisme u: F|U — A|U la restriction a
S™(F)|U de la dérivation d,, de S(F|U) définie dans (4.1.1). Celui-ci induit un accouplement

(4.34) Homa(F,A) @4 S"(F) — S"Y(F).
Proposition 4.4. Pour tout A-module localement projectif de type fini F et tout entier n > 1, le
diagramme

(4.4.1) Ext(F, A) —— > Ext},(S"(F),S""1(F))

! |

H (X, #oma(F, A)) —2= H(X, #oma(S"(F), "L (F)))

ot S™ est le morphisme (4.2.4), J, est le morphisme (4.3.3) et les fleches verticales sont les iso-
morphismes (4.3.1) et (4.3.2), est commutatif.

On rappelle d’abord ([5] V 3.4) que la suite spectrale de Cartan-Leray relative aux recouvrements
de l'objet final de X induit un isomorphisme

(4.4.2) HY(X, #oma(F, A)) = H (X, #om,(F, A)),

ou la source désigne le groupe de cohomologie de Cech ([5] V (2.4.5.4)). On peut décrire explicite-
ment ’isomorphisme

(4.4.3) Exthy(F, A) = HY (X, #oma(F, A))
composé de (4.3.1) et I'inverse de (4.4.2) comme suit. Soit
(4.4.4) 0—-A—-ELF—0

une suite exacte de A-modules. Comme F est localement projectif de type fini, il existe une famille
U = (U;)ier d’objets de X, épimorphique au-dessus de l'objet final, telle que pour tout ¢ € I, il
existe une section (A|U;)-linéaire ¢;: F|U; — E|U; de v|U;. Pour tout (i,j) € I?, posant U, ; =
U; x Uy, la différence ¢; ; = ¢;|U;; — ¢;|U; ; définit un morphisme de F|U;; dans A|U; ;. La
collection (g; ;) est un 1-cocycle pour le recouvrement % a coefficients dans J#om 4 (F, A) dont la
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classe dans H' (X, #om (F, A)) est 'image canonique de 'extension (4.4.4) (i.e., son image par
l'isomorphisme (4.4.3)). Pour tout ¢ € I, on note 1! le morphisme composé

(4.4.5) s (F)|U; S s (B)|U; — (S(B) /S 2(E))|U |

ou la seconde fléche est la projection canonique. C’est clairement un scindage au-dessus de U; de
la suite exacte (4.2.3)

(4.4.6) 0— S"Y(F)— S"(E)/S"*(E) — S"(F) — 0

déduite de (4.4.4). Pour tout (i, j) € I?, la différence 97'; = ¢}|U; j —47|U; ; définit un morphisme

de S"(F)|U; ; dans S"~(F)|U; ;. La collection (¢7;) est un 1-cocycle pour le recouvrement % &

coefficients dans .7#om 4 (S"™(F),S"~(F)) dont la classe dans H' (X, .7 om 4 (S™(F),S" 1(F))) est
I'image canonique de l'extension (4.4.6).
Pour tout (i,5) € I? et toutes sections locales x1,...,z, de F|U; ;,

(4.4.7) Yii(zi@-®z)) = ([T @ @x]) =P (11 ®@ - @ ])
= [(pj(@1) + (1) @ @ (pj(zn) + @i j(2n))]
—[pj(z1) ® - @ pj(xn)] mod (S"?(E))

= Z%‘,j(xa)[xl ® ®Ta-1® Tat1 @+ @ T
a=1

= Jul(pi)([z1® - @ p)).
La proposition s’ensuit.
4.5. Soient
(4.5.1) 0 5A-EF 0

une suite exacte de A-modules localement projectifs de type fini, n, ¢ un entier > 0. D’aprés 4.2,
la suite exacte (4.5.1) induit une suite exacte

(4.5.2) 0 — S™(F) — S"*Y(E)/S" " Y(E) — S"*}(F) — 0.

Par ailleurs, 'accouplement (4.3.4) induit un accouplement

(4.5.3) H' (X, #oma(F, A)) @ ax) HI(X,S"TH(F)) — HIT (X, S™(F)).
Il résulte aussitot de 4.4 que le morphisme

(4.5.4) HY(X,S" T (F)) — HITH(X,S"(F))

bord de la suite exacte longue de cohomologie déduite de la suite exacte courte (4.5.2), est induit
par le cup-produit avec la classe de l'extension (4.5.1) par 'accouplement (4.5.3).
Notons

(4.5.5) J0:T(X,F) - HY(X, A)

le morphisme bord de la suite exacte longue de cohomologie déduite de la suite exacte courte
(4.5.1). Il résulte encore de 4.4 (plus précisément de (4.4.7)) qu'on a un diagramme commutatif

(4.5.6) S (D(X, F)) — > [(X, S"F1(F))

| i

S"(D(X, F)) @ax) H (X, A) —> H! (X, "(F))
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ol a est la restriction a S™(I'(X, F)) de la A(X)-dérivation dy de S(T'(X, F)) ®a(x) A(H (X, A))
définie dans (4.1.1) relativement au morphisme 9, la fleche horizontale supérieure (resp. inférieure)
est le morphisme canonique (resp. est induite par le cup-produit) et la fleche verticale de droite est
le morphisme (4.5.4) pour ¢ = 0. Par associativité du cup-produit, on en déduit que le diagramme

(4.5.7) S"THI(X, F)) ®acx) HI(X, A) ———— HI(X,S"+(F))

a®idl

S"(D(X, F)) ®@acx) H'(X, A) @a(x) HI(X, A)

id@ul

S*(D(X, F)) ®acx) HFH(X, A) ————— HITH(X, S™(F))

ot U est le cup-produit de la A(X)-algebre &;>oH!(X, A), les morphismes horizontaux sont induits
par le cup-produit et la fleche verticale de droite est le morphisme (4.5.4), est commutatif.

4.6. Soient f: (X, A) — (Y, B) un morphisme de topos annelés,

(4.6.1) 0-A—-E—-F—0

une suite exacte de A-modules localement projectifs de type fini. On désigne par
(4.6.2) u: fo(F) — R f.(A)

le morphisme bord de la suite exacte longue de cohomologie déduite de la suite exacte courte
(4.6.1). D’aprés 4.2, la suite exacte (4.5.1) induit pour tout entier n > 0, une suite exacte

(4.6.3) 0 — S™(F) — S"*Y(E)/S" " Y(E) — S"*}(F) — 0.

Proposition 4.7. Sous les hypothéses de (4.6), pour tous entiers n,q > 0, on a un diagramme
commutatif

(4.7.1) S"HL(f.(F)) ®p Rfo(A) ————= RIf (S"TH(F))
a®idl
S™(f«(F)) ®@p R f.(A) @5 RUf.(A) o

id@ul

S*(f«(F)) ®p RIT fi(A) ————RIFLL,(S™(F))

ol O est le morphisme bord de la suite exacte longue de cohomologie déduite de la suite exacte courte
(4.6.1), a est la restriction a S"YL(f.(F)) de la B-dérivation d,, de S(f+(F))®@p AR f.(A)) définie
dans (4.1.1) relativement au morphisme u (4.6.2), U est le cup-produit de B-algébre @;>oR" f.(A)
et les morphismes horizontaux sont induits par le cup-produit.

En effet, R7f, (S"T1(F)) est le faisceau sur X (pour la topologie canonique) associé au préfaisceau
qui & tout V € Ob(Y') associe HI(f*(V),S"T1(F)), et d est induit par le morphisme

(4.7.2) HI(f*(V), 8" (F)) — HIPH(f*(V),S™(F))

bord de la suite exacte longue de cohomologie déduite de la suite exacte courte (4.6.3). La propo-
sition résulte alors de (4.5.7).
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5. CATEGORIES ADDITIVES A ISOGENIES PRES

Définition 5.1. Soit C une catégorie additive.
(i) Un morphisme u: M — N de C est appelé isogénie s’il existe un entier n # 0 et un
morphisme v: N — M de C tels que vou =n-idy; et uov =n-idy.
(ii) Un objet M de C est dit d’exposant fini s'il existe un entier n # 0 tel que n - idy = 0.

On peut compléter la terminologie et faire les remarques suivantes :

5.1.1. La famille des isogénies de C permet un calcul de fractions bilatéral ([20] I 1.4.2). On
appelle catégorie des objets de C a isogénie pres, et 'on note Cg, la catégorie localisée de C par
rapport aux isogénies. On désigne par

(5.1.2) F:C— CQ, M — MQ
le foncteur de localisation. On vérifie aisément que pour tous M, N € Ob(C), on a
(5.1.3) HOHICQ (MQ, NQ) = HOmc(M, N) ®z Q.

En particulier, la catégorie Cg est additive et le foncteur de localisation est additif. Pour qu'un
objet M de C soit d’exposant fini, il faut et il suffit que Mg soit nul.

5.1.4. Si C est une catégorie abélienne, la catégorie Cg est abélienne et le foncteur de localisation
F: C — Cgq est exact. En fait, Cg s’identifie canoniquement & la catégorie quotient de C par
la sous-catégorie épaisse E des objets d’exposant fini. En effet, notons C/E la catégorie quotient
de C par E et T: C — C/E le foncteur canonique ([12] III §1). Pour tout M € Ob(E), on a
F(M) = 0. Par suite, il existe un et un unique foncteur F': C/E — Cg tel que F' = F' o T. Par
ailleurs, pour tout M € Ob(C) et tout entier n # 0, T'(n-idys) est un isomorphisme. Il existe donc
un et un unique foncteur 77: Cg — C/E tel que T' =T o F. On voit aussitot que T” et F’ sont
des équivalences de catégories quasi-inverses 'une de I'autre.

5.1.5. Tout foncteur additif (resp. exact) entre catégories additives (resp. abéliennes) C — C’
s’étend de maniére unique en un foncteur additif (resp. exact) Cg — Cfy, compatible aux foncteurs
de localisation.

5.1.6. Si C est une catégorie abélienne, le foncteur de localisation C — Cg transforme les objets
injectifs en des objets injectifs ([12] III cor. 1 & prop. 1). En particulier, si C posséde suffisamment
d’injectifs, il en est de méme de Cg.

5.2. Soit (X, A) un topos annelé. On désigne par Mod(A) la catégorie des A-modules de X et
par Modg(A4), au lieu de Mod(A)g, la catégorie des A-modules de X a isogénies pres (5.1.1). Le
produit tensoriel des A-modules induit un bifoncteur

(5.2.1) Modg(A) x Modg(A) — Modg(A), (M,N)— M ®a, N,

faisant de Modg(A) une catégorie monoidale symétrique, ayant Ag pour objet unité. Les objets
de Modg(A) seront aussi appelés des Ag-modules. Cette terminologie se justifie en considérant
Ag comme un monoide de Modg(A). Si M et N sont deux Ag-modules, on note Hom 4, (M, N)
le groupe des morphismes de M dans N dans Modg(A). Le bifoncteur “faisceau des morphismes”
de la catégorie des A-modules de X induit un bifoncteur

(5.2.2) Modg(A) x Modg(A) — Modg(A), (M,N)— Homa,(M,N).

Les bifoncteurs (5.2.1) et (5.2.2) héritent des mémes propriétés d’exactitudes que les bifoncteurs
sur la catégorie Mod(A) qui leurs ont donné naissance.
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5.3. Pour tout morphisme de topos annelés f: (Y, B) — (X, A), on désigne encore par

(5.3.1) [*: Modg(A) — Modg(B),
(5.3.2) f«: Modg(B) — Modg(A),

les foncteurs induits par les foncteurs image inverse et image directe par f, de sorte que le premier
est un adjoint & gauche du second. Le premier foncteur est exact et le second foncteur est exact a
gauche. On note

(5.3.3) Rf.: DY (Modg(B)) — D% (Modg(A)),
(5.3.4) Rif.: Modg(B) — Modg(4), (¢€N),

les foncteurs dérivés droits de fi (5.3.2). Ces notations n’induisent aucune confusion avec celles des
foncteurs deérivés droits du foncteur f.: Mod(B) — Mod(A), puisque le foncteur de localisation
Mod(B) — Modg(B) est exact et transforme les objets injectifs en des objets injectifs.

Définition 5.4. Soit (X, A) un topos annelé. On dit qu'un Ag-module M est plat (ou Ag-plat) si
le foncteur N +— M ® 4, N de la catégorie Modg(A) dans elle-méme est exact.

On peut faire les remarques suivantes :

5.4.1. Soit M un A-module. Pour que Mg soit Ag-plat, il faut et il suffit que pour tout morphisme
injectif de A-modules u: N — N’, le noyau de u ® ids soit d’exposant fini (5.1.4).

5.4.2. Si M est un A-module plat, alors Mg est Ag-plat.
5.4.3. Soient B une A-algébre, M un Ag-module plat. Alors M ® 4, Bg est Bg-plat.

5.4.4. Soit B une A-algébre telle que le foncteur
Mod(A) — Mod(B), N+~ N®a B

soit exact et fidele. Pour quun Ag-module M soit plat, il faut et il suffit que le Bg-module
M Raq BQ soit plat.

5.5.  Soient (X, A) un topos annelé, U un objet de X. On désigne par jy: X,y — X le morphisme
de localisation de X en U. Pour tout F' € Ob(X), le faisceau j;;(F') sera aussi noté F|U. Le topos
Xy sera annelé par A|U. Le foncteur prolongement par zéro jyi: Mod(A|U) — Mod(A) étant
exact et fidele ([5] IV 11.3.1), il induit un foncteur exact et fidéle que 'on note encore

(5.5.1) jU!Z MOdQ(A|U) — 1\/10(1(@(14)7 P jU!(P),
et que 'on appelle encore le prolongement par zéro. C’est un adjoint & gauche du foncteur (5.3.1)
(5.5.2) Jir: Modg(A) — Modg(A|U).

Pour tout Ag-module M, le (A|U)g-module jj;(M) sera aussi noté M|U. Pour tout A-module N,
on a par définition (N|U)g = Ng|U.

Lemme 5.6. Soient (X, A) un topos annelé, U un objet de X. Alors :
(i) Pour tout (Ag|U)-module plat P, jui(P) est Ag-plat.
(ii) Pour tout Ag-module plat M, ji;(M) est (Ag|U)-plat.
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En effet, il résulte aussitot de ([5] IV 12.11) que pour tout Ag-module M et tout (Ag|U)-module
P, on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(5.6.1) Jur(P @(aqlv) Jir(M)) = jui(P) @aq M.

(i) Cela résulte de (5.6.1) et du fait que les foncteurs jj; et jyn sont exacts.
(ii) II résulte de (5.6.1) et du fait que le foncteur jyn est exact que le foncteur

(5.6.2) MOdQ(A|U) — MOdQ(A), P jon(P ®(AglU) j(*](M))

est exact. Comme le foncteur jy est de plus fidéle (5.5), on en déduit que le foncteur P +—
P @44y Ji; (M) sur la catégorie Modg(A|U) est exact ; d’olt la proposition.

Lemme 5.7. Soient (X, A) un topos annelé, (U;)1<i<n un recouvrement fini de 'objet final de X,
M, N deuzx Ag-modules. Pour tous 1 <1,j <n, on pose Uj; = U; x U;. Alors :
(i) Le diagramme d’applications d’ensembles

(571) HOHIAQ(M,N)H H HOHI(AQ‘Ui)(M‘Ui,N‘Ui):i H Hom(A@\U,:7j)(M|Uij7N|Uij)

1<i<n 1<i,j<n

est exact.
(ii) Pour que M soit nul, il faut et il suffit que pour tout 1 < i <n, M|U; soit nul.
(iii) Pour que M soit Ag-plat, il faut et il suffit que pour tout 1 < i <n, M|U; soit (Ag|U;)-plat.

(i) Soient M°, N° deux A-modules tels que M = Mg et N = Ng, u,v: M° — N° deux
morphismes A-linéaires. Supposons que pour tout 1 < i < n, on ait ug|U; = vg|U;. Il existe alors
un entier m # 0 tel que m - u|U; = m - v|U;. On en déduit que m - v = m - v, d’ou l'exactitude a
gauche de (5.7.1). Par ailleurs, soient, pour tout 1 < i < n, u;: M°|U; — N°|U; un morphisme
(A|U;)-linéaire tels que (u;,g)1<i<n soit dans le noyau de la double fleche de (5.7.1). Il existe alors
un entier m’ # 0 tel que pour tout 1 < 4,5 < n, on ait m’ - u;|U;; = m' - u;|U;;. Par suite, les
morphismes (m’ - u;)1<i<n se recollent en un morphisme A-linéaire w: M° — N°. Il est clair que
(ui@)1<i<n est I'image canonique de m’~'wg, d’ou I'exactitude au centre de (5.7.1).

(ii) En effet, M est nul si et seulement si idy; = 0. L’assertion résulte donc de (i).

(iii) En effet, la condition est nécessaire en vertu de 5.6(ii), et elle est suffisante compte tenu de
(ii) et ([5] TV 12.11).

5.8. Soient (X, A) un topos annelé, E un A-module. On appelle A-isogénie de Higgs a coefficients
dans E la donnée d’un quadruplet

(5.8.1) (M,N,u: M - N,0: M - N®4 E)

formé de deux A-modules M et N et de deux morphismes A-linéaires u et 6 vérifiant la propriété
suivante : il existe un entier n # 0 et un morphisme A-linéaire v: N — M tels que vou = n-idyy,
uov =n-idy et que (M, (v®idg)oh) et (N,Hov) soient des A-modules de Higgs a coefficients dans
E (]3] 2.8). On notera que u induit une isogénie de modules de Higgs de (M, (v ® idg) o §) dans
(N,60v) (5.1), d’ou la terminologie. Soient (M, N, u,0), (M’, N',;u’,6") deux A-isogénies de Higgs
a coefficients dans E. Un morphisme de (M, N,u,0) dans (M’, N',u',0") est la donnée de deux
morphismes A-linéaires a: M — M’ et 3: N — N’ tels que fou=v'oa et (6®idg)ol =0 oa.
On désigne par IH(A, E) la catégorie des A-isogénies de Higgs & coefficients dans E. C’est une
catégorie additive. On note IHg (A, E) la catégorie des objets de TH(A, E) a isogénie preés.
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5.9. Soient (X, A) un topos annelé¢, £ un A-module, (M, N,u,8) une A-isogénie de Higgs a coef-
ficients dans E. Pour tout ¢ > 1, on désigne par

(5.9.1) 0;: M @4 N'E — N @4 N E

le morphisme A-linéaire défini pour toutes sections locales m de M et w de A'E par 0;(m @ w) =
6(m) A w. On note

(5.9.2) 0;: Mg ®a4, (N'E)g — Mg ®a4, (NT'E)g

le morphisme de Modg(A4) composé de I'image de 6; et de 'inverse de 'image de u ® idpi+1p.
Soient v: N — M un morphisme A-linéaire, n un entier non nul tels que v ou = n -idy; et que
(M, (v®idg) o 0) soit un A-module de Higgs a coefficients dans E. Notons

(5.9.3) Vit M @A NE — Moy NTE
le morphisme A-linéaire induit par (v®idg)o0 ([3] (2.8.3)). L'image canonique de ¥; dans Modg(A)

est alors égale a n - ;. On en déduit que 6;11 0 6; = 0 (cf. [3] (2.8.2)). On appelle complexe de
Dolbeault de (M, N,u,8) et 'on note K*(M, N,u, ) le complexe de cochaines de Modg(A)

(5.9.4) Mg 2% Mo ®4, Eg 2 Mg ®4, (N2E)g — ...,

ol Mg est placé en degré 0 et les différentielles sont de degré 1. On obtient ainsi un foncteur de
la catégorie TH(A, E) dans la catégorie des complexes de Modg(A). Toute isogénie de TH(A, E)
induit un isomorphisme des complexes de Dolbeault associés. Le foncteur “complexe de Dolbeault”
induit donc un foncteur de ITHg(A, E) dans la catégorie des complexes de Modg(A).

5.10. Soient (X, A) un topos annelé¢, B une A-algébre, A € I'(X, A). On appelle \-isoconnexion
relativement a [’extension B/A (ou simplement A-isoconnezion lorsqu’il n’y a aucun risque de
confusion) la donnée d’un quadruplet

(5.10.1) (M,N,u: M — N,V: M — Qp,, @p N)

o M et N sont des B-modules, u est une isogénie de B-modules (5.1) et V est un morphisme
A-linéaire tel que pour toutes sections locales x de B et t de M, on ait

(5.10.2) V(zt) = Md(z) @ u(t) + =V (1).

Pour tout morphisme B-linéaire v: N — M pour lequel il existe un entier n tel que uov =n-idy
et vou =mn-idy, les couples (M, (id ® v) o V) et (N,V ov) sont des modules & (n\)-connexions
([3] 2.10), et w est un morphisme de (M, (id®v)o V) dans (N, Vowv). On dit que la A-isoconnexion
(M, N,u,V) est intégrable s’ existe un morphisme B-linéaire v: N — M et un entier n # 0 tels
que uov =n-idy, vou =n-idy et que les (n\)-connexions (id @ v) o V sur M et Vov sur N
soient intégrables.

Soient (M, N,u,V), (M',N’,u', V') deux M\-isoconnexions. Un morphisme de (M, N,u, V) dans
(M', N, u/',V’) est la donnée de deux morphismes B-linéaires a: M — M’ et 8: N — N’ tels que
Bou=uoaet (ld®pB)oV=Voa.

5.11. Soient f: (X', A’) — (X, A) un morphisme de topos annelés, B une A-algébre, B’ une
B-algeébre, a: f*(B) — B’ un homomorphisme de A’-algébres, A € T'(X, A), (M, N,u,V) une
A-isoconnexion relativement a l'extension B/A. Notons A’ 'image canonique de A dans I'(X', A'),
d': B' — Qp, ,, la A'-dérivation universelle de B’ et

(5.11.1) Vi [ (Qsa) = i jar
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le morphisme a-linéaire canonique. On voit aussitot que (f*(M), f*(N), f*(u), f*(V)) est une
MN-isoconnexion relativement a lextension f*(B)/A’, qui est intégrable si (M, N,u, V) Dest.
Il existe un unique morphisme A’-linéaire

(5.11.2) V' B' @y f1(M) = Qprjar @53y [*(N)

tel que pour toutes sections locales ' de B’ et t de f*(M), on ait

(5.11.3) V(@' @t)=Nd'(2") @ f*(u)(t) + 2’ (v @ id - (a)) (f* (V) (1))

Le quadruplet (B’ ®«(py f*(M), B’ @-(p) f*(N),idp @¢«(py f*(u), V') est une X'-isoconnexion
relativement a extension B’/A’, qui est intégrable si (M, N, u, V) Dest.

5.12. Soient (X, A) un topos annelé, B une A-algébre, A € I'(X, A), (M, N,u, V) une A-isocon-
nexion intégrable relativement & ’extension B/A. Supposons qu'’il existe un A-module E et un B-
isomorphisme v: E®4 B = Qp , tels que pour toute section locale w de F, on ait d(y(w®1)) =0
(cf. [3] 2.12). Soit (M', N’ u’,6") une A-isogénie de Higgs a coeflicients dans F. Il existe un unique
morphisme A-linéaire

(5.12.1) V:M@sM —Qp @ N®a N

tel que pour toutes sections locales t de M et ' de M’, on ait

(5.12.2) Vitet)=Vt)@au (') + (y@pidy @4 idy/)(u(t) @4 0 (t)).

Le quadruplet (M @4 M', N @4 N';u® u', V') est une A-isoconnexion intégrable.

5.13. On rappelle que . désigne le schéma formel Spf(0¢) (2.1). Soient X un .#-schéma formel
localement de présentation finie (cf. [1] 2.3.15), # un idéal de définition cohérent de X, .# un
Ox-module. Le schéma formel X est donc idyllique ([1] 2.6.13). Suivant ([1] 2.10.1), on appelle
cloture rigide de F et I'on note S, (F), le Ox-module

rig
(5.13.1) H5p(F) =lim Home (J", F).

Cette notion ne dépend pas de I'idéal _#. Par ailleurs, on pose

1
(5.13.2) 9[5] =Jg, = F ®z, Qp.
Comme pOyx est un idéal de définition de X, le morphisme canonique %g, — %?g(f ) est un

isomorphisme d’aprés ([1] 2.10.5). On dit que .% est rig-nul si le morphisme canonique .# — Zq,
est nul (cf. [1] 2.10.1.4).

Considérons les conditions suivantes :

(i) Fq, =0.

(ii) .# est rig-nul.

(iii) Tl existe un entier n > 1 tel que p™.# = 0.
D’apres ([1] 2.10.10), on a alors (iii)=-(i)«<>(ii). De plus, si X est quasi-compact et si .# est de type
fini, les trois conditions sont équivalentes. On en déduit que si X est quasi-compact et si .# est de
type fini, pour tout Ox-module ¢, 'homomorphisme canonique

(5.13.3) Homg, (F,9) ®z, Qp — Homﬁx[%](f@p, “,)

est injectif.
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Lemme 5.14. Soit X un ¥-schéma formel de présentation finie. On note ModCOh(ﬁx) (resp.

ModCOh(ﬁx[%])) la catégorie des Ox-modules (resp. ﬁx[%]—modules) cohérents et ModeOh(ﬁx) la
catégorie des Ox-modules cohérents a isogénie prés. Alors le foncteur canonique

(5.14.1) Mod“" (65) — ModCOh(ﬁx[%]L F e Fo,.

induit une équivalence de catégories abéliennes

(5.14.2) Mod%™" (6%) Modwh(ﬁx%]).

On notera d’abord que le foncteur (5.14.1) est bien défini en vertu de ([1] 2.10.24(i)) et qu’il
induit un foncteur exact

(5.14.3) ModSh (6%) — Modwh(@%]).

Celui-ci est essentiellement surjectif en vertu de ([1] 2.10.24(ii)). Montrons qu’il est pleinement
fidele. Soient %, ¢4 deux Ox-modules cohérents. L’homomorphisme canonique

(5.14.4) Homg, (F,9) @z, Qp — Homﬁx[%](pr, “,)

est injectif d’apres (5.13.3). D’autre part, pour tout morphisme Ox-linéaire v: .# — % , il existe
un entier n > 0 tel que v(p".#) soit contenu dans I"image du morphisme canonique cy: 4 — %, .
Comme %, = ker(cg) est cohérent ([1] 2.10.14), il existe un entier m > 0 tel que p"%or = 0. On en
déduit qu’il existe un morphisme Ox-linéaire w: F — ¥ tel que cwow = p™+t™v. L’homomorphisme
(5.14.4) est donc surjectif ; d’ot la proposition.

5.15. Soient X un .#-schéma formel de présentation finie, & un Ox-module. On désigne par

MH(ﬁx[%],g’@p) la catégorie des ﬁx[%]—modules de Higgs a coefficients dans &g, ([3] 2.8), par
MHCOh(ﬁx[%L ép,) la sous-catégorie pleine formée des modules de Higgs dont le ﬁx[%]—module

sous-jacent est cohérent, par IH(O%, &) la catégorie des Ox-isogénies de Higgs a coefficients dans
& (5.8) et par IH" (0%, &) la sous-catégorie pleine formée des quadruplets (.#, A, u,0) tels que
les Ox-modules .# et .4 soient cohérents. Ce sont des catégories additives. On note IHg (0%, &)
(resp. IH(CQOh(ﬁx,éa)) la catégorie des objets de TH(Ox, &) (resp. IH®" (0%, &)) a isogénie prés
(5.1.1). On a un foncteur

(5.15.1)  IH(Ox,&) — MH(ﬁx[%], 8o,). (M,N u0) > (M, (ug @ide,) o 0g,).

Lemme 5.16. Les hypotheses étant celles de (5.15), soient, de plus, (M, N ,u,0), (M, N ', 0)
deur objets de TH(Ox,&) tels que M et N soient des Ox-modules de type fini, (My,,0) et
(///@pﬂ’) leurs images respectives par le foncteur (5.15.1). Alors ’lhomomorphisme canonique

(5.16.1) Hompu oy ,6) (A, N 0, 0), (A, N W, 0") @z, Qp —
Homyyy (o (1).6,,) (A0, 0), (#g,.0)

est injectif.

En effet, soient a: A4 — A’ et B: N — A’ deux morphismes Ox-linéaires définissant un
morphisme de (.#, A", u,0) dans (A4', A", u',0") de IH(O%, &), dont 'image ag, par 'homomor-
phisme (5.16.1) est nulle. Comme (a(.#))g, = 0 et que .# est de type fini sur O, il existe un
entier n > 0 tel que p"a = 0 (5.13). De méme, comme (g, = 0, il existe un entier m > 0 tel que
p™ B = 0. La proposition s’ensuit.
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Lemme 5.17. Les hypothéses étant celles de (5.15), supposons de plus & cohérent. Alors le fonc-
teur

(5.17.1) IHE" (0, 8) HMHCOh(ﬁae[ ), &q,)

induit par (5.15.1) est une équivalence de catégories.

Soient N un ﬁx[%]—module cohérent, 6 un ﬁx[%]—champ de Higgs sur N a coefficients dans &y, .

D’aprés ([1] 2.10.24(ii)), il existe un @x-module cohérent .4 et un isomorphisme u: 45, = N. On
peut supposer .4/ sans p-torsion ([1] 2.10.14). D’aprés la preuve de 5.14, il existe un entier n > 0
et un morphisme Ox-linéaire ¥: A — A ®p, & tels que le diagramme

(5.17.2) N N

| [

N Qo gHN@ﬁx[%] ng

ou les fleches horizontales sont induites par wu, soit commutatif. Quitte & multiplier ¥ par une
puissance de p, on peut supposer que ¢ A ¥ = 0 (5.13.3) (i.e., que ¥ est un champ de Higgs).
Comme 4 est sans p-torsion, le morphisme ¢ se factorise en deux morphismes Ox-linéaires

Vn

(5.17.3) W N e N R, 6

ol v, est I'isomorphisme induit par la multiplication par p™ sur .4". Le composé

v, ®ide

(5.17.4) PN e N Ry E (PN ) Doy &

est alors aussi un champ de Higgs. Notons ¢,, : p".4” — 4 l'injection canonique. On a Jor,, = p™d,,
de sorte que le diagramme

(5.17.5) PN e N
ﬂnl le
</V ®ﬁx éa N ®ﬁx[%] g@p

est commutatif. Par suite, (p" A, A, 1,,0,) est un objet de TH"(O%, &) dont image par le
foncteur (5.15.1) est isomorphe & (N, #). Le foncteur (5.17.1) est donc essentiellement surjectif On
sait d’aprés 5.16 qu’il est fidele. Montrons qu’il est plein. Soient (A, A", u,0) et (A, N 0, 0)
deux objets de TH®" (0, &), (My,, 0) et (A, ,0") leurs images respectives par le foncteur (5.17.1),

A My, — ///Q un morphisme ﬁ’x[ J-linéaire tel que (A ® idey,, )o 0=00o)\D apreés la preuve de
5.14, il existe un entier n > 0 et un morphlsme Ox-linéaire «: //[ — A tels que le diagramme

(5.17.6) M —— My,
QL ip"k
/A H%@p

ot les fléches horizontales sont les morphismes canoniques, soit commutatif. D’aprés ([1] 2.10.22(i)
et 2.10.10), il existe un entier m > 0 tel que p™ annule le noyau et le conoyau de u. Il existe donc
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un morphisme Ox-linéaire 3: A — A tel que 3o u = u' o (p*™a). Notons

C: JV/ ®6’3€ g 4}‘/16;; ®ﬁ3€[;71,] QP
le morphisme canonique. Comme (A’ Qg &)tor = ker(c) est cohérent ([1] 2.10.14), il existe
un entier ¢ > 0 tel que pZker(c) = 0. La relation (A ® idg%) o6 = 0 o )\ implique alors que
((p1B) ®idg) 00 = 0" o (p72"a). Le foncteur (5.17.1) est donc plein.

6. SYSTEMES PROJECTIFS D’UN TOPOS

6.1. Dans cette section, X désigne un U-topos et I une U-petite catégorie (2.5). On considére
toujours X comme muni de sa topologie canonique, qui en fait un U-site. On munit X x I de la
topologie totale relative au site fibré constant X x I — I de fibre X (cf. [5] VI 7.4.1 et [4] 7.1), qui
en fait un U-site. On rappelle ([5] VI 7.4.7) que le topos des faisceaux de U-ensembles sur X x I est
canoniquement équivalent a la catégorie Hom(I°, X) des foncteurs de I° dans X, que l'on note
encore X!°. En particulier, X!° est un U-topos. Ce dernier fait peut se voir directement ([5] IV
1.2). On renvoie a ([4] 7.4) pour la description des anneaux et des modules de X .
Pour tout ¢ € Ob([), on note

(6.1.1) i X = X x1I

le foncteur qui & un objet F' de X associe le couple (F,i). Celui-ci étant cocontinu ([5] VI 7.4.2),
il définit un morphisme de topos ([5] IV 4.7)

(6.1.2) it X — X
D’aprés ([5] VI 7.4.7), pour tous F € Ob(X!") et i € Ob(I), on a
(6.1.3) of (F) = F(i).
On note encore
(6.1.4) i X — X

le composé de ay (6.1.1) et du foncteur canonique X xI — X!°. Pour tous j € Ob(I) et F' € Ob(X),
on a

(6.1.5) ai(F)(j) = F x (Homy(j,1)) x,

ot (Homy(j,4))x est le faisceau constant sur X de valeur Homy(j,4). D’apreés ([5] VI 7.4.3(4)), le
foncteur a1 (6.1.4) est un adjoint & gauche de o
Pour tout morphisme f: ¢ — j de I, on a un morphisme

(6.1.6) pri g — ),

défini au niveau des images inverses, pour tout F € Ob(X'"), par le morphisme F(j) — F(i)
induit par f ([5] VI (7.4.5.2)). Si f et g sont deux morphismes composables de I, on a pyr = pgpy.

Remarques 6.2. (i) Soient U € Ob(X), i € Ob(I). Pour qu'une famille (Uy,%,) — (U,1))nen
soit couvrante pour la topologie totale de X x I, il faut et il suffit qu’elle soit raffinée par une
famille (Vin, 1) — (U,4))menm, o (Vi, — U)menr est une famille couvrante de X ([5] VI 7.4.2(1)).

(ii) Tl résulte de (i) que pour qu’un crible 2 de X!* soit épimorphique strict universel, i.e. couvre
I'objet final de X!° pour la topologie canonique, il faut et il suffit que pour tout i € Ob(I), il existe
un raffinement (U;,,)nen, de Pobjet final de X tel que pour tout n € N;, a;(U; ) soit un objet
de # (6.1.4).

(iii) Supposons que les produits fibrés soient représentables dans I. La topologie totale sur X x I
coincide alors avec la topologie co-évanescente relative au site fibré constant X x I — I de fibre
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X, lorsque 'on munit I de la topologie chaotique ([4] 5.4). Autrement dit, la topologie totale sur
X x I est engendrée par la prétopologie formée des recouvrements verticaux ([4] 5.3 et 5.7).

Remarques 6.3. (i) Les U-limites inductives (resp. les limites projectives finies) dans X!° se
calculent terme & terme, autrement dit, pour tout foncteur p: N — X7 ° tel que la catégorie N soit
U-petite (resp. finie), si F' est un objet de X!° qui représente la limite inductive (resp. projective)
de ¢, alors pour tout ¢ € Ob([), la limite inductive (resp. projective) de a; o ¢ est représentable
par o (F).

(ii) Soit + un objet final de I. D’aprés (6.1.5), pour tout j € Ob(I), a}a,y est le foncteur identique
de X. Donc en vertu de (i), a1 est exact & gauche, et le couple (a1, &) forme un morphisme de
topos

(6.3.1) B, xI" = X.

Le morphisme f,a,: X — X est isomorphe au morphisme identique (cf. [5] VI 7.4.12).

(iii) Soit ¢ un objet de I qui n’est pas final. Il existe alors j € Ob([) tel que Hom;(j, %) ne soit
pas un singleton. En particulier, aa; ne transforme pas I'objet final en 'objet final (6.1.5). Par
suite, ;1 n’est pas exact a gauche, et le couple (a;,af) ne forme pas un morphisme de topos,
contrairement & ce qui a été affirmé dans ([10] ligne 20 page 59). Toutefois, I'isomorphisme (4.4)
et la suite spectrale (4.5) de loc. cit. sont corrects en vertu de ([4] 7.7 et 7.8).

6.4. Le foncteur
(6.4.1) A X — XTI

qui & un objet F' de X associe le foncteur constant 1° — X de valeur F, est exact & gauche en
vertu de 6.3(i). Il admet pour adjoint & droite le foncteur

(6.4.2) M XX

qui a un foncteur I° — X associe sa limite projective ([5] 1T 4.1(3)). Le couple (A*, A,) définit donc
un morphisme de topos

(6.4.3) D Ci'e

6.5. Tout morphisme de U-topos f: X — Y induit un morphisme cartésien de topos fibrés
constants au-dessus de [

(6.5.1) fxidr: X xI—-Y x1I.
D’aprés ([5] VI 7.4.10), celui-ci induit un morphisme de topos
(6.5.2) xSyl

tel que pour tout F € X'°, on ait (|5] VI (7.4.9.2))

(6.5.3) (fI)(F) = f. o F.
On voit aussitot que pour tout G € YI°, on a

(6.5.4) (Y (G) = f*oG.

Notons RY(f1°), (¢ € N) les foncteurs dérivés droits du foncteur (f°), pour les groupes abéliens.
D’aprés ([4] 7.7), pour tout groupe abélien F' de X!° et tout i € Ob(I), on a un isomorphisme
canonique fonctoriel

(6.5.5) RY(f1°).(F)(i) = RILL(F ().



22 AHMED ABBES ET MICHEL GROS

Proposition 6.6. Supposons que les produits fibrés soient représentables dans I ; soient, de plus,
U un objet de X, jui: X,y — X le foncteur canonique, ju: X,y — X le morphisme de localisation
de X en U, jy-wy: (XT°) a=y — XTI le morphisme de localisation de X*° en \*(U). Alors :

(i) La topologie totale sur X iy x I est induite par la topologie totale sur X x I wia le foncteur

Jur X idry.
(ii) Il existe une équivalence canonique de topos
(6.6.1) he (X0)" S (X)) ae ),

telle que (jp)'" = Jx=y o h (6.5.2). En particulier, pour tout F' € Ob(X™"), F x X\*(U)
s’identifie au foncteur 1° — Xy, i F(i) x U.

On notera d’abord que la topologie canonique de X,y est induite par la topologie canonique de
X via le foncteur jy, et que le foncteur “extension par le vide” s’identifie dans ce cas au foncteur
Jur (5] IV 1.2, TIT 3.5 et 5.4), d’ou la notation.

(i) La topologie totale sur X x I est engendrée par la prétopologie formée des recouvrements
verticaux d’apres 6.2(iii) ; et de méme pour Xy x I. La proposition résulte donc de ([5] III 3.3 et
II 1.4).

(ii) Pour tous V € Ob(X) et ¢ € Ob(I), on a un isomorphisme canonique (6.1.3)

(6.6.2) AN (U)(V x i) = Hom y 1o (st (V), \*(U)) = Homx (V, of (A*(U))) = U(V).
Par suite, le foncteur jy x id;: X,y x I — X x I se factorise canoniquement en

i

(6.6.3) Xy x I -5 (X x 1) jpey —2 X x I,

ol e est une équivalence de catégories et j). ;) est le foncteur canonique. D’apres (i) et ([5] III
5.4), e induit une équivalence de topos

(6.6.4) e (X)) 5 (X)) a0

Pour tout F € Ob(X!"), on a Jrey(F) = F o j\.qy daprés ([5] III 2.3 et 5.2(2)). Donc
W (3w (F)) = F o (jur x idr). Comme F o (juy x idy) = ((Gu))*(F) (6.5.4), on en déduit
que (ju)'" = jx-w) o h.

6.7. Soit J un ensemble ordonné U-petit. On note encore J la catégorie définie par J, c’est-a-dire
la catégorie ayant pour objets les éléments de J, avec au plus une fléche de source et de but donnés,
et pour tous i,j € J, Pensemble Hom (i, ) est non-vide si et seulement si i < j. Il est souvent
commode d’utiliser pour les objets F': J° — X de X”° la notation indicielle (Fj)jes ouméme (F}),
ou F; = F(j) pour tout j € J. On dit qu'un objet (F}) de X7° est strict si pour tous éléments
1 > j de J, le morphisme de transition F; — F} est un épimorphisme.

Nous nous limitons dans cet article aux cas ou J est soit I’ensemble ordonné des entiers naturels
N, soit I'un des sous-ensembles ordonnés [n] = {0,1,...,n}. On observera que dans chacun de ces
cas, les produits fibrés sont représentables dans J.

Lemme 6.8. Soient n un entier > 0, t,: X x [n] — X x N le foncteur d’injection canonique.
Alors :
(i) La topologie totale sur X x [n] est induite par la topologie totale sur X x N via le foncteur ty,.
(ii) Le foncteur v, est continu et cocontinu pour les topologies totales. Notons

(6.8.1) on: XM XN
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le morphisme associé de topos. Pour tout F = (Fy);en € Ob(XY"), on a

(6.8.2) en(F) = (Fi)icin)-
(iii) Le foncteur ¢, : : XN X° admet pour adjoint & gauche le foncteur
(6.8.3) o1 XM XN
défini pour tout F = (F})c[n) € Ob(X") par
(6.8.4) on1(F) = (Fi)ien,

ot pour tout i > n+ 1, F; = () est l’objet initial de X.

(i) La topologie totale sur X x N est engendrée par la prétopologie formée des recouvrements
verticaux d’aprés 6.2(iii) ; et de méme pour X X [n]. La proposition résulte donc de ([5] III 3.3 et
II 1.4).

(ii) Notons X (resp. (X x N)*, resp. (X x [n])") la catégorie des préfaisceaux de U-ensembles
sur X (resp. X X N, resp. X X [n]). On a alors une équivalence de catégories (6.1.1)

(6.8.5) (X x NN 5 XN = Hom(N°, X), F — (F o ay)ien;

~

et de méme pour (X x [n])". Le foncteur ¢,, induit par composition le foncteur

(6.8.6) T XY S X (Fien (F3)ien)-

Celui-ci admet pour adjoint a droite le foncteur

(6.8.7) Toe: X7 XN () iepn = (Fiien,

ol pour tout ¢ > n + 1, F; = F,, et le morphisme F; — F;_; est l'identité de F),. Le foncteur 7},
admet pour adjoint & gauche le foncteur

(6.8.8) T X7 XN (F3)iem) — (Fi)ien,

ol pour tout 7 > n + 1, F; = () est I’objet initial de X. Il est clair que 7 transforme les faisceaux
sur X x N en des faisceaux sur X X [n] et que 7, transforme les faisceaux sur X x [n] en des
faisceaux sur X x N. Par suite, 4,, est continu et cocontinu. La continuité résulte aussi de (i). La
formule (6.8.2) est une conséquence de (6.8.6) et ([5] IIT 2.3).

(iii) Cela résulte de (6.8.8) et ([5] III 1.3).

Lemme 6.9. Soient U un objet de X, ju: X,y — X le morphisme de localisation de X en U,
n €N, jwn: (XNO)/O[”!(U) — XN le morphisme de localisation de XV en o (U) (6.1.4). On a
alors une équivalence canonique de topos

o

(6.9.1) he (X0)M 5 (XY 6,00,

telle que jiyn) o h soit le composé

o ) i )Ne o
(6.9.2) (X ) £ () UL XN
ot la premiere fleche est le morphisme (6.8.1) et la seconde fleche est le morphisme (6.5.2).

Notons u: a1 (U) — A*(U) Padjoint de I'isomorphisme canonique U = a2 (A\*(U)) et &y, (U)
I'image de (U, n) par le foncteur canonique X,y x N — (X/U)No (6.1.4). D’apres 6.6(ii), on a une
équivalence canonique de topos

(6.9.3) g: ()™ S (X))
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Compte tenu de (6.6.3) et ([5] III 5.4), on a g(@,:(U)) = u. On peut donc se borner au cas ot U
est 'objet final ex de X en vertu de 6.6(ii) et ([5] IV 5.6).
Le foncteur d’injection canonique ¢, : X X [n] — X x N se factorise canoniquement en

(6.9.4) X x [n] —Z> (X X N) jexm) ——>= X x N,

ol v est une équivalence de catégories et j!, est le foncteur canonique. D’aprés 6.8(i) et ([5] III 5.4),
v induit une équivalence de topos

(6.9.5) he X2 (XN
Pour tout F' = (F)ien € Ob(X""), on a ji, (F) = Foj, (5] Il 2.3 et 5.2(2)). Donc
B (Jlexc ny(F)) = Foun. Comme Fouy = (Fy)iejn) = ¢, (F) (6.8.2), on en déduit que jiey n)0h = ¢n.

/any(ex)

Proposition 6.10 ([4] 7.9). Soient n un entier > 0, A = (A;)ig[n) un anneau de X M =
(M;)ign) un A-module de X[ Pour tout entier ¢ > 0, on a alors un isomorphisme canonique
(6.10.1) HY(X M M) S HI(X, M,,).

Proposition 6.11 ([4] 7.10). Soient A = (A,)nen un anneau de X', U un objet de X, M =
(Mp)nen un A-module de XN Pour tout entier q > 0, on a alors une suite exacte canonique et
fonctorielle

(6.11.1) 0 — R'lim H* (U, M,,) — HI(\*(U), M) — lim HY(U, M,,) — 0,
neN® neN®

ot l’on a posé H~Y(U, M,,) = 0 pour tout n € N.

En effet, on peut se borner au cas ou U est 'objet final de X (6.6), auquel cas la proposition
est un cas particulier de ([4] 7.10).

6.12. Soient A = (A, )nen un anneau de XN M = (Mp)nen et N = (Np)nen deux A-modules
de XN°. On a alors un isomorphisme canonique bifonctoriel

(6.12.1) M ®@a N = (M, ®a, Np)nen-

En effet, pour tout n € N, on a un isomorphisme canonique ([5] IV 13.4)

(6.12.2) an (M @4 N) S ap (M) ®@qx ay an(N).

De méme, pour tout entier ¢ > 0, on a des isomorphismes canoniques fonctoriels (2.7)
(6.12.3) SLOM) S (8%, (Ma)uen,

(6.12.4) NA(M) = (A, (Mn))nen.

Lemme 6.13. Soient A = (Ap)nen un anneau de XN M = (Mp)nen un A-module de XN
Pour que M soit A-plat, il faut et il suffit que pour tout entier n > 0, M,, soit A,-plat.

En effet, la condition est nécessaire en vertu de (6.1.3) et ([5] V 1.7.1), et elle est suffisante
d’apres 6.3(i) et (6.12.1).

Proposition 6.14. Soient A = (Ap)nen un anneau de XN M = (Mp)nen un A-module strict
de XN° (6.7). Pour que M soit de type fini sur A, il faut et il suffit que pour tout entier n > 0,
M, soit de type fini sur A,.
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Il n’y a évidemment que la suffisance de la condition & montrer (6.1.3). Supposons que pour
tout entier n > 0, le A,-module M,, soit type fini. Soient n un entier > 0, U € Ob(X) tels que
M, |U soit engendré sur A,|U par un nombre fini de sections s1,...,s;, € I'(U, M,,). Comme M
est strict, pour tout entier 0 < i < n, M;|U est engendré sur A;|U par les images canoniques des
sections sq, ..., sy dans I'(U, M;). En vertu de 6.9, on a une équivalence canonique de catégories
(6.14.1) he (X p)™

TS (XYY ey
telle que h*(A|a,,(U)) soit isomorphe a I'anneau (A;|U);ef,) de (X/U)[”]O et que h*(M|a(U))
soit isomorphe au module (M;|U);cfn) de (X /U)["]O. D’aprés 6.10, on a un isomorphisme canonique

(6.14.2) DX, (M| U)igpn) = T(U, My,).

Compte tenu de 6.3(i), le module (M;|U);c[,) est alors engendré sur (A4;|U);epn) par les sections
S1,.-.580 € (U, My,).

Pour tout entier m > 0, soit (Up, ;)je.,, un raffinement de 'objet final de X tel que pour tout j €
Ims Moy |Up,; soit engendré sur A,,|Up, j par un nombre fini de sections de I'(Uy, ;, My, ). D’aprés ce
qui préceéde, pour tout m € N et tout j € Jp,, le module M|cu1 (Un,,;) est engendré sur Alap (Un,, ;)
par un nombre fini de sections de I'(Uyy, j, My,). D’autre part, la famille (omi(Unm,j))men,je,, €st
un raffinement de Pobjet final de X en vertu de 6.2(ii). Par suite, M est de type fini sur A.

Définition 6.15. Soient n un entier > 0, A = (A;);e[n) un anneau de X On dit quun A-
module (M;);e[,) de X% est adique si pour tous entiers i et jtels que 0 < i <5 < mnle
morphisme M; ®4; A; — M; déduit du morphisme de transition M; — M; est un isomorphisme
(cf. [4] 7.11).

Définition 6.16. Soit A = (4;);en un anneau de XN On dit quun A-module (M;)ien de XN°
est adique si pour tous entiers i et j tels que 0 <4 < j, le morphisme M; ® 4, A; — M; déduit du
morphisme de transition M; — M; est un isomorphisme (cf. [4] 7.11).

Lemme 6.17. Supposons que X ait suffisamment de points. Soient de plus, R un anneau de X,
J un idéal de R. Pour tout entier n > 0, on pose R, = R/J""1. On note R lanneau (Rn)nen de
XN Alors pour qu'un R-module adique (Mp)nen de XN soit de type fini, il faut et il suffit que
le Ro-module My soit de type fini.

Il n’y a évidemment que la suffisance de la condition & montrer. Supposons le Ryg-module M,
de type fini. Soient ¢: X — Ens un foncteur fibre, n un entier > 1. Comme on a ¢(R,) =

P(R)/ ()" et o(Mo) = o(My)/(o(J)o(Mp)), ¢(My) est de type fini sur p(Ry,) d’apres ([1]
1.8.5). Par suite, M,, est de type fini sur R,, d’ou la proposition en vertu de 6.14.

6.18. Soient f: Y — X un morphisme de U-topos, A = (A, )ren un anneau de XN B = (Bn)nen
un anneau de YN u: A — (), (B) un homomorphisme d’anneaux. On considére fN°: YN —
XN comme un morphisme de topos annelés respectivement, par A et B. Nous utilisons pour les
modules la notation ( fNO)_1 pour désigner I'image inverse au sens des faisceaux abéliens et nous
réservons la notation ( fNo)* pour I'image inverse au sens des modules. La donnée de u est équiva-
lente & la donnée pour tout n € N d’un homomorphisme d’anneaux u,: A, — f«(B,) telle que ces
homomorphismes soient compatibles aux morphismes de transition de A et B (6.5.3). L’homomor-
phisme (fN°)~1(4) — B adjoint de u correspond au systéme d’homomorphismes f*(A4,) — B,
adjoints des u,, (n € N) (6.5.4). Pour tout n € N, on désigne par

(6.18.1) fat (Y, Bpn) — (X, Ap)
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le morphisme de topos annelés défini par f et u,. D’aprés (6.5.4) et (6.12.1), pour tout A-module
M = (Mp)nen de X N° “on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(6.18.2) ()" (M) = (f7(My)).
Par suite, si M est adique, il en est de méme de (fN°)*(M).

Lemme 6.19. Soient n un entier > 0, A = (A;)ic[n) un anneau de X, (M;)igin) un A-module

de X!"° . Pour que le A-module M soit localement projectif de type fini (2.8), il faut et il suffit que
M soit adique et que le A,,-module M, soit localement projectif de type fini.

Supposons d’abord M localement projectif de type fini sur A. Le A,-module M, est alors
localement projectif de type fini (6.1.3). Montrons que M est adique. D’aprés 6.2(ii), il existe un
raffinement (U;);es de l'objet final de X tel que pour tout j € J, M|an(U;) soit un facteur
direct d’un Aloy(Uj)-module libre de type fini. On a A*(U;) = a,(U;) (6.1.5). Compte tenu de
6.6(il), on peut alors se borner au cas o M est un facteur direct d’'un A-module libre de type
fini. Il existe donc un entier d > 1, un A-module N = (Ni)ie[n] et un isomorphisme A-linéaire
A 5 M @ N. On en déduit que pour tous entiers i et j tels que 0 < i < j < n, les morphismes
canoniques M; ®4; A — M; et N; ® A; A; — N; sont des isomorphismes ; autrement dit, M et N
sont adiques.

Supposons ensuite que M soit adique et que le A,,-module M, soit localement projectif de type
fini. Montrons que le A-module M est localement projectif de type fini. Compte tenu de 6.6(ii),
on peut se borner au cas ot M, est un facteur direct d'un A,-module libre de type fini. Il existe
donc un entier d > 1, un A,-module N,, et un isomorphisme A,,-linéaire Ag 5 M, & N,,. Celui-ci
induit un isomorphisme A-linéaire

(6.19.1) AT S M ® (N, @4, Adicin)-

Proposition 6.20. Soient A = (Ap)nen un anneau de XN M= (Mp)nen un A-module de XN,
Pour que le A-module M soit localement projectif de type fini (2.8), il faut et il suffit que M soit
adique et que pour tout entier n > 0, le A,-module M,, soit localement projectif de type fini.

Supposons d’abord M localement projectif de type fini sur A. Pour tout entier n > 0, le (A;);c[n-
module (M;);cy,) est localement projectif de type fini d’apres 6.8(ii). On en déduit que M est adique
et que pour tout entier n > 0, le A,-module M,, est localement projectif de type fini en vertu de
6.19. Supposons ensuite que M soit adique et que pour tout entier n > 0, le A,-module M,
soit localement projectif de type fini. Soient n un entier > 0, U € Ob(X). D’aprés 6.9, on a une
équivalence canonique de catégories

(6.20.1) he (X)) 5 (XY) a0,

telle que h*(A|a,,(U)) soit isomorphe a I'anneau (A;|U);ef, de (X/U)[”]O et que h*(M|a(U))
soit isomorphe au module (M;|U);epy) de (X/U)["]o. Par suite, le A|ay,(U)-module M|a,(U) est
localement projectif de type fini en vertu de 6.19. On en déduit, compte tenu de 6.2(ii), que le
A-module M est localement projectif de type fini.

6.21. Soient Y un schéma connexe, ¥ un point géométrique de Y, Yig le topos fini étale de Y
(2.9), By, (v,5) le topos classifiant du groupe profini 71 (Y,7),
(6.21.1) vg: Yeee — Br (v

le foncteur fibre de Yis en 7 (2.10). Soit R un anneau de Y. Posons Ry = vz(R), qui est un
anneau muni de la topologie discréte et d’une action continue de 71 (Y, %) par des homomorphismes
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d’anneaux. On désigne par ﬁg le séparé complété p-adique de Ry que 'on munit de la topologie
p-adique et de Paction de 71 (Y,7) induite par celle sur Ry. D’apreés ([7] III § 2.11 prop. 14 et cor. 1;
cf. aussi [1] 1.8.7), pour tout entier n > 1, on a

(6.21.2) Ry/p" Ry ~ Ry/p" Ry.

L’action de w1 (Y, y) sur ﬁfg est donc continue.

Pour tout anneau topologique A muni d’une action continue de 71(Y,%) par des homomor-
phismes d’anneaux, on désigne par Rep%™ (71 (Y, 7)) la catégorie des A-représentations continues
de m(Y,9) (3] 3.1). Considérons les catégories suivantes :

(a) Rep%i;c(m (Y, 7)) la sous-catégorie pleine de Rep‘ﬁ;‘t(m(Y, 7)) formée des Ry-représenta-

tions continues de m1(Y,7) pour lesquelles la topologié est discréte.

(b) p-ad(Rep%;C(m (Y,7))) la catégorie des systémes projectifs p-adiques de Rep%i;c(m (Y,79)) :
un systéme projectif (Mp)nen de Rep}i{;c(m(Y, 7)) est p-adique si pour tout entier n > 0,
p" 1M, = 0 et pour tous entiers m > n > 0, le morphisme M,, /p"+t'M,, — M, induit par
le morphisme de transition M,, — M, est un isomorphisme ([15] V 3.1.1).

(c) p—adtf(Repc}g;C (m1 (Y, 7))) la sous-catégorie pleine de p—ad(Rep%;C(m (Y,7))) formée des sys-
témes projectifs p-adiques de type fini : on dit qu’un systéme projectif p-adique (M,,),en de
Rep%;C(m(Y, 7)) est de type fini si pour tout entier n > 0, M, est un Ry-module de type
fini, ou ce qui revient au meéme, si My est un Ry-module de type fini ([1] 1.8.5).

0t (11 (Y, 7)) formée des ﬁg-représenta—

(d) Rep%atf(m(Y, 7)) la sous-catégorie pleine de Rep%”

72 Yy
tions p-adiques de type fini de 71 (Y,7) : une Ry-représentation de m1(Y,7) est p-adique de type
fini si elle est continue pour la topologie p-adique et si le Ry-module sous-jacent est séparé de

type fini. On notera que tout ﬁg—module de type fini est complet pour la topologie p-adique
([7] chap. III § 2.11 cor. 1 de prop. 16).
La limite projective définit un foncteur

(6.21.3) p-ad(Repy“(m1(Y,7))) — Rep%’;t(m(Y, ),

qui induit une équivalence de catégories

(6.21.4) prad, (Repfis*(m (v, 7)) = Reps™ (m (v,7).

En effet, pour tout objet (M,,) de p—adtf(Rep%;C(m (Y,9))), le Ey—module

M = lim M,

neN

est de type fini et pour tout n € N, on a M\/pn“z\? ~ M,, d’aprés ([7] III § 2.11 prop. 14 et cor. 1).
En restreignant le foncteur vy (6.21.1) aux R-modules, on obtient une équivalence de catégories
que ’on note encore

(6.21.5) vy: Mod(R) = Rep§™(m1(Y,7))-

On note R l'anneau (R/p" ™' R),en de Y&, et Mod(R) (resp. Mod™ (R)) la catégorie des
R-modules adiques (resp. adiques de type fini) de Yg: . Pour qu'un R-module (Mp)nen de Y&O
soit adique (resp. adique de type fini), il faut et il suffit que le systéme projectif (vy(M,)) de

disc

Repy (m1 (Y, 7)) soit p-adique (resp. p-adique de type fini en vertu de 6.14). Les foncteurs (6.21.5)



28 AHMED ABBES ET MICHEL GROS

et (6.21.3) induisent donc un foncteur
(6.21.6) Mod*(R) — Repi™ (m1(Y,7))
et une équivalence de catégories

(6.21.7) Mod™!(R) = Reps™!(m1(¥.7)).

7. TOPOS ANNELE DE FALTINGS

7.1. Dans cette section, on se donne un diagramme commutatif de morphismes de schémas

(7.1.1) y —>%

N iﬁ
X
tel que X soit normal et localement irréductible (3.1) et que j soit une immersion ouverte quasi-

compacte. On notera que X et par suite Y sont étale-localement connexes d’aprés 3.2(iii). Pour
tout X-schéma U, on pose

(7.1.2) U:UXXY et Uy=UxxY.
On désigne par
(7.1.3) m E— Et/X

le U-site fibré de Faltings associé au morphisme A (2.9) ([4] 10.1). On rappelle que les objets de
E sont les morphismes de schémas V' — U au-dessus de h tels que le morphisme U — X soit
étale et que le morphisme V' — Uy soit étale fini. Soient (V' — U’), (V — U) deux objets de E.
Un morphisme de (V' — U’) dans (V — U) est la donnée d’un X-morphisme U’ — U et d'un
Y-morphisme V' — V tels que le diagramme

(7.1.4) VI ——

V—sU
soit commutatif. Le foncteur 7 est alors défini pour tout (V — U) € Ob(E), par
(7.1.5) TV —-U)=U.

Pour tout U € Ob(Et /x), la fibre de E au-dessus de U s’identifie canoniquement au site fini étale
de Uy (2.9). On note
(7.1.6) ayr: Etf/UY —E, V—(V-U)
le foncteur canonique ([4] (5.1.2)).

On désigne par
(7.1.7) 5 — Bt x
le U-topos fibré associé & 7. La catégorie fibre de § au-dessus de tout U € Ob(Et/X) est canoni-
quement équivalente au topos fini étale (Uy )ts; de Uy (2.9) et le foncteur image inverse pour tout
morphisme f: U' — U de Et,x s’identifie au foncteur (fy)js: (Uy)tee — (Uy )rer image inverse
par le morphisme de topos (fy )est: (Us et — (Uy )rer ([4] 9.3). On désigne par

(7.1.8) 3 — (Bt x)°
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la catégorie fibrée obtenue en associant & tout U € Ob(Et/X) la catégorie (Uy)tet, et & tout
morphisme f: U’ — U de Et /x le foncteur (fy)rses: (Uy)tee — (Uy)iss image directe par le
morphisme de topos (fy )sst. On désigne par

(7.1.9) PV — (Bt x)°

la catégorie fibrée obtenue en associant & tout U € Ob(Et /x) la catégorie (Btg Juy )" des préfais-
ceaux de U-ensembles sur Etf /Uy » €t & tout morphisme f: U" — U de Et /x le foncteur

(7.1.10) (fy )sees s (Btejoy )" — (Bteyrr, )"

obtenu en composant avec le foncteur image inverse fo : Eteyp, — Etejyy

7.2.  On désigne par Ela catégorie des préfaisceaux de U-ensembles sur E. On a alors une équi-
valence de catégories ([4] 5.2)
(7.2.1) E — Homg, .((Et/x)°, 2Y)
F — {Uw Foan}.
Oun identifiera dans la suite F' a la section {U — F o} qui lui est associée par cette équivalence.
On munit E de la topologie co-évanescente définie par = ([4] 5.3) et on note E le topos des
faisceaux de U-ensembles sur E. Les site et topos ainsi définis sont appelés site et topos de Faltings

associés a h ([4] 10.1). Si F' est un préfaisceau sur E, on note F'® le faisceau associé. D’apres ([4]
5.9), le foncteur (7.2.1) induit un foncteur pleinement fidéle

(7.2.2) E — Homg, . (Et)x)°3")
d’image essentielle les sections {U +— Fy} vérifiant une condition de recollement.

7.3. Le foncteur ax;: Et; sy — E est continu et exact a gauche ([4] 5.30). I définit donc un
morphisme de topos ([4] (10.6.3))

(7.3.1) B: E — Yig.

Le foncteur

(7.3.2) UJr:]é)t/X—>E7 U~ (Uy - U)

est continu et exact a gauche ([4] 5.30). II définit donc un morphisme de topos ([4] (10.6.4))
(7.3.3) o: E— Xg.

Par ailleurs, le foncteur

(7.3.4) v E—Ety, (VU -V

est continu et exact a gauche ([4] 10.7). II définit donc un morphisme de topos
(7.3.5) U: Yy — E.

On a des morphismes canoniques ([4] (10.8.3) et (10.8.4))

(7.3.6) ot = W.hg,

(7.3.7) gr = Upy,

ol py: Yer — Yier est le morphisme canonique (2.9.1). Si X est quasi-séparé et si Y est cohérent,
(7.3.7) est un isomorphisme en vertu de ([4] 10.9(iii)).
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Remarque 7.4. Il résulte aussitot de ([4] 5.8) que {U +— Uy} est un faisceau sur E. C’est donc
un objet final de E et on a des isomorphismes canoniques

(7.4.1) o*(X) S {U — Uy} & (V).

7.5. Considérons un diagramme commutatif

(7.5.1) Y’ L X'

.

Y—X

et notons E’ le topos de Faltings associé au morphisme h’ et E' le topos des faisceaux de U-
ensembles sur £’ ([4] 10.1). On a alors un foncteur continu et exact a gauche ([4] 10.12)

(7.5.2) Ot E—E, (V-U)~(VxyY —UxxX').
Il définit un morphisme de topos

(7.5.3) ®:E' — E.

7.6.  On désigne par D le site co-évanescent associé au foncteur ht: Et /X = Et /vy induit par A ([4]

4.1). Le topos des faisceaux de U-ensembles sur D est le topos co-évanescent X¢r X x,, Yat associé
au morphisme hg: Yoo — X induit par h ([4] 3.12 et 4.10). Tout objet de E est naturellement
un objet de D. On définit ainsi un foncteur pleinement fidéle et exact a gauche

(7.6.1) pt:E— D.

Celui-ci est continu et exact & gauche ([4] 10.15). II définit donc un morphisme de topos
(7.6.2) p: Xeo X x0 Yoo — E.

Si X et Y sont cohérents, la famille des points de E images par p des points de X 9 X, Yat est

conservative en vertu de ([4] 10.18). On rappelle ([4] 10.20) que la donnée d’un point de X §Xc'c Yet
est équivalente a la donnée d’une paire de points géométriques T de X et i de Y et d’une fleche
de spécialisation u de h(y) vers T, c’est-a-dire, d'un X-morphisme u: 7 — Xz, oit X(z) désigne
le localisé strict de X en Z. Un tel point sera noté (g ~» T) ou encore (u: § ~» T). On désigne par
p(y ~» T) son image par p, qui est donc un point de E.

7.7. Supposons X strictement local, de point fermé z. On désigne par Fy.on la sous-catégorie
pleine de E formée des objets (V — U) tels que le morphisme U — X soit séparé et cohérent,
que 'on munit de la topologie induite par celle de E. Le foncteur d’injection canonique Fgcon, — F
induit alors par restriction une équivalence de catégories entre E et le topos des faisceaux de
U-ensembles sur Fscon ([4] 10.4).

Pour tout morphisme étale, séparé et cohérent U — X, on désigne par U' la somme disjointe
des localisés stricts de U en les points de U, ; c’est un sous-schéma ouvert et fermé de U, qui est
fini sur X ([19] 18.5.11). D’apres ([4] 10.23), le foncteur

(7.7.1) 07 Econ — Bty)y, (V—oU)—=Vxy U
est continu et exact a gauche. Il définit donc un morphisme de topos

(7.7.2) 0: Yier — E.
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On a un isomorphisme canonique ([4] (10.24.3))

(7.7.3) 80~ idy,,,.

On en déduit un morphisme de changement de base ([4] (10.24.4))

(7.7.4) B, — 6"

Celui-ci est un isomorphisme en vertu de ([4] 10.27) ; en particulier, le foncteur g, est exact.

7.8. Soient T un point géométrique de X, X’ le localisé strict de X en Z, Y/ = Y xx X/,

h': Y’ — X’ la projection canonique. On désigne par E’ le site de Faltings associé au morphisme
h', par E’ le topos des faisceaux de U-ensembles sur E’, par

(7.8.1) B E — Y,
le morphisme canonique (7.3.1), par

(7.8.2) ®: F - E

le morphisme de fonctorialité (7.5.3) et par

(7.8.3) 0: Y, — E'
le morphisme (7.7.2). On note

(7.8.4) oz B — Y,

le foncteur composé 0% o O*.

Si X et Y sont cohérents, la famille des foncteurs ¢z, lorsque T décrit I'ensemble des points
géométriques de X, est conservative en vertu de ([4] 10.38).

On désigne par €z la catégorie des X-schémas étales Z-pointés ([5] VIII 3.9), ou ce qui revient
au méme, la catégorie des voisinages du point de Xg; associé a T dans le site Et/X ([5] IV 6.8.2).
Pour tout U € Ob(€&z), on désigne par

(7.8.5) Y Uy
le morphisme canonique. D’aprés ([4] 10.35), si h est cohérent et si ’ensemble des composantes
connexes de Y’ est localement fini, alors pour tout faisceau F = {U ~— Fy} de E, on a un
isomorphisme canonique fonctoriel
(7.8.6) lim (t)ie (Fo) = s (F).

Uee?

7.9. On désigne par # le préfaisceau sur E défini pour tout (V — U) € Ob(FE), par
(7.9.1) B(V —-U)) =T, 0F)

et par #° le faisceau associé. D’apres ([4] 5.32(ii)) et avec les conventions de notation de 2.9, on
a un isomorphisme canonique

(7.9.2) o (h(O%)) = B°.
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7.10. Pour tout (V — U) € Ob(E), on note U la fermeture intégrale de U = U x y X dans V.

. . ) (o
Pour tout morphisme (V' — U’) — (V — U) de E, on a un morphisme canonique U’ —TU qui
s’insére dans un diagramme commutatif

(7.10.1) " 7V T U’
L
14 [ U U
On désigne par Z le préfaisceau sur E défini pour tout (V — U) € Ob(E), par
(7.10.2) BV —U) =TT, ).
Pour tout U € Ob(]:Et/X)7 on pose (7.1.6)
(7.10.3) By = B o .

Remarques 7.11. Soit (V — U) un objet de E. Alors :
. . . . =V . .

(i) Comme V est entier sur Uy, le morphisme canonique V' — Uy XU est un isomorphisme.
En particulier, le morphisme canonique V' — U est une immersion ouverte schématiquement
dominante. v -

(ii) Le schéma U est normal et localement irréductible (3.1). En effet, U et V sont normaux
et localement irréductibles d’aprés 3.3. Soit Uy un ouvert de U n’ayant qu'un nombre fini de

. . =V . .
composantes irréductibles. Alors Uy Xz U est la somme finie des fermetures intégrales de Uy
dans les points génériques de V' qui sont au-dessus de Uy, dont chacune est un schéma intégre
et normal en vertu de ([17] 6.3.7).
(iii) Pour tout U-schéma étale U’, posant V' =V xy U’, le morphisme canonique (7.10.1)
A
(7.11.1) U" U xyU
. . —=V . . ..
est un isomorphisme. En effet, U™ xy U’ est normal et localement irréductible d’apres (ii)
. . —=V . . .
et 3.3, et le morphisme canonique V! — U~ Xy U’ est une immersion ouverte schématique-

ment dominante en vertu de (i) et ([19] 11.10.5). L’assertion s’ensuit car T s'identifie a la

. —V
fermeture intégrale de U xy U’ dans V.

Lemme 7.12. Soient (V — U) un objet de E, f: W — V un torseur pour la topologie étale de
V sous un groupe constant fini G. On désigne par f: 7" =T e morphisme induit par f. Alors
Vaction naturelle de G sur U est admissible ([14] V Déf. 1.7) et (Uv,f) est un schéma quotient
de UW par G, autrement dit, le morphisme canonique

(7.12.1) ﬁﬁv - 7*(ﬁUW)G

est un isomorphisme. En particulier, le morphisme canonique
—V —W

(7.12.2) LU ,Ov) =TT, Ogw)®

est un isomorphisme.

En effet, 'action de G sur T" est admissible en vertu de ([14] V Cor. 1.8). Notons Z le quotient
de T par G. D’aprés 7.11(i) et ([14] Prop. 1.9), f induit un isomorphisme V = Uy xg Z,
et le morphisme V' — Z est une immersion ouverte schématiquement dominante. Comme Z est
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. - L. . =V . . - . . N
entier sur U, on en déduit que le morphisme Z — U induit par f est un isomorphisme, d’ou

l'isomorphisme (7.12.1). L’isomorphisme (7.12.2) s’en déduit puisque le foncteur 1“(UV7 —) sur le
topos de Zariski de U est exact & gauche.

7.13. Soient U un objet de Et/x, 7 un point géométrique de Uy . Le schéma U étant localement
irréductible (3.3), il est la somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles. On note

U la composante irréductible de U (ou ce qui revient au méme, sa composante connexe) contenant
y. De méme, Uy est la somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles. On pose
V=0 X+ Y qui est la composante irréductible de Uy contenant 7. On désigne par B, (v le
topos classifiant du groupe profini 71 (V,7), par (V;);cs le revétement universel normalisé de V' en
7 (cf. 2.10) et par

(7.13.1) vy View = Bryvy),  F e lim F(V;)

i€1°
le foncteur fibre de Vig; en 3 (2.10.3). Pour chaque ¢ € Ob(I), (V; — U) est naturellement un objet

de E. On peut donc considérer le systéme projectif filtrant des schémas (Uvi)ie 7- On pose

(7.13.2) Ry =1lim T(T", Ov,),

i€l

qui est une représentation discréte continue de 71(V, %) en vertu de 7.12, autrement dit, ¢’est un
objet de By (vg)-

Remarque 7.14. Conservons les hypothéses de (7.13) et notons T la limite projective dans la

catégorie des U-schémas du systéme projectif filtrant (Uw)ig, qui existe en vertu de ([19] 8.2.3).
D’apres ([5] VI 5.3), si U est cohérent, on a un isomorphisme canonique

(7.14.1) I, 0yv) = Ry

Lemme 7.15. Sous les hypothéses de (7.13), By (7.10.3) est un faisceau pour la topologie étale
de Et¢ y,., et on a un isomorphisme canonique

(7.15.1) v (Bu|V) = Ry

Il suffit de montrer que la restriction du préfaisceau HBy au site Etf v est un faisceau. L’iso-
morphisme (7.15.1) résultera alors aussitot des définitions. Notons

(7.15.2) pr: Bty — Br,vg)
le foncteur fibre en 3 (2.10.2). Pour tout W € Ob(Etf/V), on a un isomorphisme fonctoriel

(7.15.3) pi (W) = lim Homy (V;, W).

i€I®
On en déduit un morphisme fonctoriel en W
7W —
(7.15.4) (U, Oyw) — Homp_,_ (uh (W), Ryp).
Celui-ci est un isomorphisme en vertu de 7.12, d’oul ’assertion recherchée.

Proposition 7.16. Le préfaisceau & sur E est un faisceau pour la topologie co-évanescente.
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Soient (V' — U) € Ob(E), (U; — U);e; un recouvrement de Et/x. Pour tout (i, j) € I%, posons
‘/i:VXUUiy Uij ZUi XUU]' et Vij :Uij XUV. OnaU;/i ZUV XUUi etﬁl‘-/jij ZUV XUUij
d’aprés 7.11(iii). Considérant ﬁUv comme un faisceau du topos étale de Uv, le recouvrement étale

Vi =V . . . L
(U;" = U )ier induit alors une suite exacte d’applications d’ensembles

(7.16.1) BV -U) = [BV:i-U)= [ 2((Vij — Usy)).
iel (i,§)eI?

La proposition s’ensuit compte tenu de 7.15 et ([4] 5.8).

7.17. On dira dans la suite que % est I'anneau de E associé & X. D’aprés 7.9, ’homomorphisme
canonique & — % induit un homomorphisme o* (A, (O5)) — £ (cf. 2.9). Sauf mention explicite du
contraire, on considére o: E — X4 (7.3.3) comme un morphisme de topos annelés, respectivement
par % et h,(Ox). Nous utilisons pour les modules la notation o~ pour désigner 'image inverse
au sens des faisceaux abéliens et nous réservons la notation o* pour I'image inverse au sens des
modules.

Remarque 7.18. Le préfaisceau % n’est pas en général un faisceau pour la topologie de E définie
originellement par Faltings dans ([11] page 214). En effet, supposons que /& soit entier, que j ne
soit pas fermée et qu’il existe une immersion ouverte affine Z — X telle que ¥ = Z xx X,
j: Y — X étant la projection canonique. Considérons deux schémas affines U et U’ de Et /x et
un morphisme surjectif U’ — U tel que U{, — Uy soit fini et que U — U ne soit pas entier.
On pourrait par exemple prendre pour U un sous-schéma ouvert affine de X tel que 'immersion
ouverte jir: Uy — U ne soit pas fermée et pour U’ la somme de U et Uz. Posons V = Uj,. Il est
clair que (V' — U) est un objet de E et que (V — U’) — (V — U) est un recouvrement pour la
topologie de E définie par Faltings dans ([11] page 214). Mais la suite

(7.18.1) BV —-U))— B(V-U)=2B(V—-U xyU))
n’est cependant pas exacte. En effet, supposons qu’elle le soit. Le diagramme
(7.18.2) VU 22U xpU = U,

ou A est le morphisme diagonal et la double fléche représente les deux projections canoniques, est
commutatif. Par suite, la double fléeche de (7.18.1) est faite de deux copies du méme morphisme.
Donc ’application canonique

(7.18.3) BV = U)) — B(V —U"))

est un isomorphisme. Comme T'(T Oz) C B((V — U')), on en déduit que T, Og) est entier
sur I'(U, O), et par suite que U — U est entier puisque U et U sont affines, ce qui contredit les
hypothéses.

Proposition 7.19. Supposons X et X strictement locaux et soit de plus  un point géométrique
de Y. Notons x le point fermé de X et (§ ~» x) le point de Xgx X x,, Yer défini par Uunique fleche
de spécialisation de h(y) dans z (7.6). Alors :

(i) La fibre B gy de B en le point p(y ~ ) de E (7.6.2) est un anneau normal et strictement
local.
(ii) On a un isomorphisme canonique

(7.19.1) (he(Ox))2 = T(X, Ox).
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(iii) L’homomorphisme
(7.19.2) (h* (O%))s — Bpga)
induit par Uhomomorphisme canonique o~ (h.(O%)) — 2 (7.17) est local.

(i) On notera d’abord que Y est intégre. Soit (V;);er le revétement universel normalisé de Y au
point 7 (2.10). Il résulte de ([4] (10.36.1)) qu’on a un isomorphisme canonique

(7.19.3) lim B((Vi = X)) = Byga):

—
i€l

. Vi s . ~
Pour chaque i € Ob(I), le schéma X * est normal, intégre et entier sur X (7.11). Il est donc
strictement local en vertu de 3.5. Par ailleurs, pour tout morphisme 7 — ¢ de I, le morphisme

de transition YV' — y est entier et dominant. En particulier, ’homomorphisme de transition
B((V; = X)) — B((V; — X)) est local. On en déduit que anneau (.., est local, normal et

hensélien ([16] 0.6.5.12(ii) et [25] I § 3 prop. 1). Comme 'homomorphisme I'(X, O5) — B,z
est entier et donc local, le corps résiduel de @p@wx) est une extension algébrique de celui de

['(X, O%). 1l est donc séparablement clos.
(ii) Cela résulte aussitot du fait que X est strictement local.
(iii) Rappelons d’abord qu’on a un isomorphisme canonique ([4] (10.20.1))

(7.19.4) (07 (7 O%))) p(gmr) = P (O) -
La proposition résulte alors du fait que ’homomorphisme
(7.19.5) I(X, Og) = B o)

induit par ’homomorphisme canonique o~ (. (05)) — 2 est entier d’aprés (7.19.3) et donc local.

7.20. Considérons un diagramme commutatif

(7.20.1) I X — )I
y —L-x-—tox

et posons h' = K’ o j'. Supposons que X' soit normal et localement irréductible et que j’ soit une
immersion ouverte quasi-compacte. On désigne par E’ (resp. E’) le site (resp. topos) de Faltings

associé au morphisme A’ (7.2), par 7 Vanneau de E’ associé & X (7.17) et par

(7.20.2) ®: F - E

le morphisme de fonctorialité (7.5.3). Pour tout (V! — U’) € Ob(E'), on pose U = U’ xx: X et
on note U'* la fermeture intégrale de U dans V7, de sorte que

(7.20.3) Z (V' - U) =0T, 6,.).
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Pour tout (V' — U) € Ob(E), posons V! =V xy Y et U = U xx X', de sorte (V' — U’) est un
objet de E’ et que l'on a un diagramme commutatif

(7.20.4) Y’ V/ U’ Y/
o) e
Y Vv U X

On en déduit un morphisme

(7.20.5) TV T,

et par suite un homomorphisme d’anneaux de E
(7.20.6) B — 0,.(B).

« 1. . . L . —!
Nous considérons dans la suite ® comme un morphisme de topos annelés (respectivement par %
et %). Nous utilisons pour les modules la notation ®~! pour désigner I'image inverse au sens des
faisceaux abéliens et nous réservons la notation ®* pour 'image inverse au sens des modules.

Lemme 7.21. Les hypothéses étant celles de (7.20), supposons de plus que g soit étale et que les
deuz carrés du diagramme (7.20.1) soient cartésiens, de sorte que (Y' — X') est un objet de E.
Alors :

(i) Le morphisme

(7.21.1) > Y (B) - Z#
adjoint du morphisme (7.20.6) est un isomorphisme.

(ii) Le morphisme de topos annelés @ : (E’,@/) — (E,@) s’identifie au morphisme de localisa-
tion de (E, %) en o*(X').

En effet, le morphisme de topos ®: E' — F sidentifie au morphisme de localisation de E en
o*(X") = (Y — X')* en vertu de ([4] 10.14). Il suffit donc de montrer la premiére proposition. Le
foncteur ®*: E — E’ s'identifie au foncteur de restriction par le foncteur canonique E’ — E. Pour
tout (V — U) € Ob(E’), on a un isomorphisme canonique

(7.21.2) Uxx' X SUxxX=0.
On en déduit un isomorphisme (fonctoriel en (V' — U))
(7.21.3) LBV —U) S B (V- U)).

1l reste & montrer que celui-ci est adjoint du morphisme (7.20.6). Posons U’ = U xx X' et V' =
V xy Y’. Les morphismes structuraux U — X’ et V — Y’ induisent des sections U — U’ et
V — V' des projections canoniques U’ — U et V/ — V. On en déduit un diagramme commutatif

(7.21.4)
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et par suite des morphismes v T ~ U dont le composé est I'identité de U Le composé
(721.5) Y B)(V—=U)) = d (BB )V >U) =B (V' -U")) - B (V—U))

ot la premiére fleche est induite par (7.20.6) et la derniére fleche est le morphisme d’adjonction,
est donc I'isomorphisme (7.21.3) ; d’ou la premiére proposition.

Lemme 7.22. Les hypotheses étant celles de (7.20), supposons de plus que X' soit le localisé strict
de X en un point géométrique T et que les deuz carrés du diagramme (7.20.1) soient cartésiens.

Soient (V. — U) un objet de E, U' = U xx X', V! =V xy Y'. Alors le morphisme canonique

7V T xx X' (7.20.5) est un isomorphisme.

En effet, on a un diagramme commutatif & carrés cartésiens

(7.22.1) ‘] T (j ‘)j
v U U X

. . =V’ . —V
On peut donc identifier U a la fermeture intégrale de U~ xx X’ dans V. Il suffit alors de
. . =V . . .
montrer que le morphisme canonique V/ — U~ X x X’ est une immersion ouverte quasi-compacte

. . =V . . .
et schématiquement dominante et que U~ x x X’ est normal et localement irréductible. La premiére
assertion résulte de 7.11(i) et ([19] 11.10.5). La seconde assertion étant locale, pour la prouver, on
peut se borner au cas ot X est affine. Considérons X’ comme une limite projective cofiltrante de

voisinages étales affines (X;)er de T dans X (cf. [5] VIII 4.5). Alors 7" x x X' est canoniquement
isomorphe 4 la limite projective des schémas (UV X x X;)ier (|19] 8.2.5). Comme chaque T’ X x X;
est normal d’aprés 7.11(ii) et (|25] VII prop. 2), T xx X' est normal d’apres ([16] 0.6.5.12(ii)).
D’autre part, comme X' est normal et localement irréductible par hypothése, il en est de méme
de V' d’aprés 3.3. On en déduit que ﬁv x x X’ est localement irréductible en vertu de 3.4; d’ou
la proposition.

Proposition 7.23. Les hypothéses étant celles de (7.20), supposons de plus que h soit cohérent,
que X' soit le localisé strict de X en un point géométrique T et que les deux carrés du diagramme
(7.20.1) soient cartésiens. Alors le morphisme
(7.23.1) > B) > B
adjoint du morphisme (7.20.6) est un isomorphisme.

Choisissons un voisinage ouvert affine X, de I'image de T dans X et notons I la catégorie des

Xo-schémas étales Z-pointés qui sont affines au-dessus de Xg (cf. [5] VIII 3.9 et 4.5). On désigne
par

(7.23.2) &1

le U-site fibré défini dans ([4] (11.2.2)) : la catégorie fibre de & au-dessus d’un objet U de I est le
site de Faltings associé a la projection canonique hy: Uy — U, et le foncteur image inverse associé
a un morphisme f: U’ — U de I est le foncteur @Jf: &y — &y défini dans (7.5.2). On note

(7.23.3) F -1

le U-topos fibré associé & &'/1. La catégorie fibre de . au-dessus d’un objet U de I est le topos éNDU
des faisceaux de U-ensembles sur le site co-évanescent &y, et le foncteur image inverse relatif a un
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morphisme f: U' — U de I est le foncteur image inverse par le morphisme de topos ®;: gy/ — gaU
défini dans (7.5.3). On note

(7.23.4) FV - I°

la catégorie fibrée obtenue en associant & tout objet U de I la catégorie Fy = g[] et a tout
morphisme f: U’ — U de I le foncteur image directe par le morphisme de topos ®;. On rappelle
([4] 10.14) que pour tout U € Ob(I), é"NU est canoniquement équivalent au topos E/(UYﬁU)a, ol
(Uy — U)* désigne le faisceau associé a (Uy — U).

En vertu de ([4] 11.3), le topos E' est canoniquement équivalent 4 la limite projective du topos
fibré .% /1. Munissons & de la topologie totale ([5] VI 7.4.1) et notons Top(&') le topos des faisceaux
de U-ensembles sur &. On a alors un morphisme canonique ([4] (11.4.2))

(7.23.5) w: E' — Top(&)
et un diagramme commutatif canonique de foncteurs ([4] (11.4.3))

(7236) E/ — Homcart/fo (Io7yV)

w*l

Top(&) —— Homy- (1°, F")
ou les fleches horizontales sont des équivalences de catégories et la fleche verticale de droite est
I'injection canonique (cf. [5] VI 8.2.9).

Pour tout objet U de I, on note %,y 'anneau de (;@'U associé a U (7.17). Pour tout morphisme
f: U — U de I, on a un homomorphisme canonique @/U — fbf*(@/[j/) (7.20.6). Ces homo-
morphismes vérifient une relation de compatibilité pour la composition des morphismes de I du
type ([1] (1.1.2.2)). Ils définissent donc un anneau de Top(&) que I'on note {U +— %y} (a ne pas
confondre avec lanneau 2 = {U — %y} de E (7.10.3)). Pour tout U € Ob(I), on a un morphisme
canonique gy : X' — U qui induit un morphisme de topos annelés (7.20.6)

(7.23.7) Oy (B, B) — (&0, By).
La collection des homomorphismes @/U — @U*(@/) définit un homomorphisme d’anneaux de

Top(&)

—/

(7.23.8) (U~ %15} — @ (B).
Montrons que 'homomorphisme adjoint
(7.23.9) T ({U— By} — B

est un isomorphisme. Comme le foncteur w, est pleinement fidéle (7.23.6), il suffit de montrer que
I’homomorphisme induit
/

(7.23.10) @ (@ ({U — Bu})) — @ (B)

est un isomorphisme. Compte tenu de ([5] VI 8.5.3), cela revient & montrer que pour tout U €

Ob(I), 'homomorphisme canonique de &y

(7.23.11) lim  ®p.(B ) — Qu(F),

fr U U

ol la limite est prise sur les morphismes f: U’ — U de I, est un isomorphisme.



SUR LA CORRESPONDANCE DE SIMPSON p-ADIQUE. II 39

Soit (Vi — Uy) un objet de E/(y, —.u) tel que le morphisme U; — U soit cohérent. Le morphisme
canonique
—=V1 ’ . =% y
(7.23.12) U, xgX'— lim U; xyU

P
U’EOb(I/U)

est un isomorphisme d’aprés ([19] 8.2.5). Comme 7 est cohérent, le schéma U:‘Lfl est cohérent. On
en déduit par ([5] VI 5.2), 7.11(iii) et 7.22 que I’homomorphisme canonique

(7.23.13) lim B (Vi xu U' = Ur xp U')) = Z (Vi xu X' = Uy xu X))

U’€0b(I 17)

est un isomorphisme. Par ailleurs, h étant cohérent, le faisceau (V3 — U;p)® de (;(5U associé a
(Vi — Uy) est cohérent d’aprés ([4] 10.5(i)). Donc en vertu de ([4] 10.4 et 10.5(ii)) et ([5] VI 5.3),
l'isomorphisme (7.23.13) montre que (7.23.11) est un isomorphisme.

On déduit de l'isomorphisme (7.23.9) et de ([4] (11.4.4)) que 'homomorphisme canonique
(7.23.14) lim &' (%) — #
est un isomorphisme. Pour tout U € Ob([I), le morphisme canonique U — X induit un morphisme
de topos annelés
(7.23.15) pu: (Ev, Bu) — (E, B).

Comme "’homomorphisme pl}l(@) — @/U est un isomorphisme en vertu de 7.21(i), la proposition
résulte de I'isomorphisme (7.23.14).
8. Tor0OS DE FALTINGS AU-DESSUS D’UN TRAIT

8.1. Dans cette section, on se donne un S-schéma cohérent X et un sous-schéma ouvert X° de
X, (2.1). Pour tout X-schéma U, on pose

(8.1.1) U=UxgS et U°=Uxx X°.

On note j: X° — X et h: X — X les morphismes canoniques. On suppose j quasi-compact et X
normal et localement irréductible (3.1). On notera que X et X° sont cohérents et étale-localement
connexes d’apres 3.2(iii). On se propose d’appliquer les constructions de § 7 aux morphismes de la
ligne supérieure du diagramme commutatif suivant :

(8.1.2) X ——

On désigne par E (resp. E) le site (resp. topos) de Faltings associé au morphisme 70 jx: X =X
(7.2), et par # I'anneau de F associé¢ a X (7.17), qui est alors une &'zalgébre. On note

(813) o E — Xéta

(8.1.4) p: Xeo Xxo Xoo — B,

les morphismes canoniques (7.3.3) et (7.6.2), respectivement.
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Pour tout entier n > 0, on pose
(8.1.5) By =B|p"B.
Pour tout U € Ob(Et/X)7 on pose By = Boay (7.1.6) et
(8.1.6) Bun = Bu/p" PBu.

On notera que ’homomorphisme canonique @U,n — B, 0ay nest pas en général un isomorphisme ;
c’est pourquoi nous n’utiliserons pas la notation %, 7. Toutefois, les correspondances {U +— p" %}
et {U +— Ay} forment naturellement des préfaisceaux sur E (7.2.1), et les morphismes canoniques

(8.1.7) {Uwp" %y} — p"%,
(8.1.8) (U Bun}* — B,

ou les termes de gauche désignent les faisceaux associés dans E, sont des isomorphismes d’aprés
(4] 8.2 et 8.9).

Lemme 8.2. Z est Ox-plat.

Pour tout (V' — U) € Ob(E), comme V' est un 7-schéma, T est S-plat en vertu de 7.11(i).
Par suite, Z n’a pas de Op-torsion et est donc O-plat ([7] Chap. VI §3.6 lem. 1).

8.3. Comme X, est un ouvert de Xgt, i.e., un sous-objet de 'objet final X ([5] IV 8.3), 0*(X,,) =
(YO — X;;)* est un ouvert de £ (7.3.3). On rappelle que le topos E/4-(x,) est canoniquement
équivalent au topos de Faltings associé au morphisme X — X, ([4] 10.14). On note

(831) v E/o*(X,,) — E

le morphisme de localisation de E en 0*(X,), que T'on identifie au morphisme de fonctorialité
induit par I'injection canonique X, — X (7.5). On a alors une suite de trois foncteurs adjoints

(832) T E/J*(XT,) — E7 ’Y*Z E — E/U*(X,,)a Y E/o*(XT,) — E,

dans le sens que pour deux foncteurs consécutifs de la suite, celui de droite est adjoint & droite de
Pautre. Les foncteurs v et ~, sont pleinement fideéles ([5] IV 9.2.4).
On désigne par E; le sous-topos fermé de E complémentaire de I'ouvert o*(X,), c’est-a-dire la

sous-catégorie pleine de E formée des faisceaux F tels que ~v*(F) soit un objet final de E/U*( X,)
([5] IV 9.3.5), et par

(8.3.3) §:E,—F

le plongement canonique, c’est-a-dire le morphisme de topos tel que J,: E, — E soit le foncteur
d’injection canonique. Pour tout F' € Ob(E), on pose Fy = §*(F).

On désigne par Pt(E), Pt(E/U*(X,,)) et Pt(E,) les catégories des points de E, E/o*(x,,,) et E,
respectivement, et par

(8.3.4) w: Pt(E/y-(x,)) — Pt(E) et v:Pt(E,) — Pt(E)

les foncteurs induits par v et d, respectivement. Ces foncteurs sont pleinement fidéles, et tout point
de E appartient a I'image essentielle de I'un ou I’autre de ces foncteurs exclusivement ([5] IV 9.7.2).
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Remarque 8.4. Par définition, pour tout F' € Ob(ES), la projection canonique
(8.4.1) 0"(X,) X 6,(F) — 0*(X,)

est un isomorphisme. Il existe donc un unique morphisme ¢*(X,) — §,(F) de E, autrement dit,
0*(0*(X,)) est un objet initial de Ej.

Lemme 8.5. (i) Soit (§ ~» T) un point de X §Xét X, (7.6). Pour que p(j ~ T) appartienne
Uimage essentielle de w (resp. v) (8.3.4), il faut et il suffit que T soit au-dessus de n (resp. s).

(ii) La famille des points de E/o-(x,) (resp. Es) définie par la famille des points p(y ~~ T) de
E tels que T soit au-dessus de 1 (resp. s) est conservative.

(i) En effet, pour que p(7 ~~ T) appartienne a 'image essentielle de u (resp. v), il faut et il suffit
que (0*(Xy))pg~z) soit un singleton (resp. vide). Par ailleurs, on a un isomorphisme canonique
(4] (10.20.1))

(8.5.1) (0" (X)) p—m) — (X)),
d’ou la proposition.

(ii) Cela résulte de (i), ([4] 10.18) et ([5] IV 9.7.3).

Lemme 8.6. Pour tout Jjn'sceau F={U+w Fy} de E, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) F est un objet de E. . .
(ii) Pour tout U € Bt,x, , Fy est un objet final de Uy, i.e., est représentable par U .
(iil) Pour tout point (g ~ T) de Xe ;Xét X, (7.6) tel que T soit au-dessus de 1, la fibre
F,jwz) de F en p(y ~ T) est un singleton.
En effet, d’aprés ([4] 5.36), on a un isomorphisme canonique

(8.6.1) Y(F) S {U' — Fy}, (U € Ob(Et)x,)).

Comme {U’ — Um}, pour U’ € Ob(]i]t/Xn)7 est un objet final de E/U*(X,,) (7.4), les conditions (i)
et (ii) sont équivalentes. Par ailleurs, les conditions (i) et (iii) sont équivalentes en vertu de 8.5(ii).

Lemme 8.7. Pour tout n >0, Uanneau B, (8.1.5) est un objet de E,.

En effet, pour tout point (¥ ~ 7) de Xe ;Xét X, (7.6) tel que Z soit au-dessus de 7, I'ho-
momorphisme canonique o~ !(0x) — 2 (7.17) induit un homomorphisme Oxz — B G-z ([4]
(10.20.1)). Par suite, p est inversible dans @p@w@, d’oul la proposition en vertu de 8.6.

8.8. Notons a: Xy — X et b: X;, — X les injections canoniques. Le topos E/a*(x,]) étant cano-
niquement équivalent au topos de Faltings associé au morphisme X = X, notons

(8.8.1) ot Eroe(x,) — Xt

le morphisme canonique (7.3.3). D’aprés ([4] (10.12.6)), le diagramme

g

(8.8.2) Ejge(x,) — Xnat

l lb

E40>Xét
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est commutatif & isomorphisme canonique prés. En vertu de ([5] IV 9.4.3), il existe un morphisme
(8.8.3) Os: ES — X6t

unique & isomorphisme prés tel que le diagramme
(8.8.4) B, —> X
% l
~ o
E— Xe
soit commutatif & isomorphisme prés.

8.9. Soit m un entier > 1. Le trait S étant strictement local, il existe un unique S-morphisme

s — S. Celui-ci induit un morphisme @,: X; — X, = X xg S, (2.1.1) qui s’insére dans un
diagramme commutatif

(8.9.1) X, >%
/ l’“ |
X, > X, "> X
Ol @y, ln; Ln €t Ny, sont les morphismes canoniques. Par ailleurs, 'homomorphisme canonique
o~ (h(O%)) — 2 (7.17) induit un homomorphisme (8.1.5)
(8.9.2) 0 Hins (T (%)) = B
Comme ay,, @y, et hy, sont des homéomorphismes universels, on peut identifier 0% & un faisceau de
X ¢ Par suite, 0" (tn« (hn« (0% ))) est canoniquement isomorphe a anneau o} (0% ) de E (8.8).

Comme 2, est aussi un objet de E (8.7), on peut considérer (8.9.2) comme un homomorphisme

de Es

(8.9.3) as_l(ﬁyn) — B,

Le morphisme o (8.8.3) est donc sous-jacent a un morphisme de topos annelés, que I’on note
(8.9.4) on: (Bs, Bn) — (Xoa, Ox,)-

8.10. On désigne par % V'anneau (Bi1)nen de EN° (6.7) et par O Vanneau (O | )nen de

XN ou de XN

S,zar

s.ct» selon le contexte. Cet abus de notation n’induit aucune confusion (cf. 2.9).
D’aprés 6.5, les morphismes (0n+1)nen (8.9.4) induisent un morphisme de topos annelés

(8.10.1) i (B, B) — (X5, 0

s,6t) X)'
Pour tout entier n > 1, on désigne par
(8102) Up, - (Xs’ét, ﬁyn) d (Xs,zary ﬁ}n)

le morphisme canonique de topos annelés (cf. 2.9 et 8.9). Les morphismes (t,+1)nen induisent un
morphisme de topos annelés

(8103) (Xyetﬂ L) (Xs zar? ﬁ?)

On désigne par X le schéma formel complété p-adique de X. L’espace topologique sous-jacent
a X est canoniquement isomorphe & X. Il est annelé par le faisceau d’anneaux topologiques Ox
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limite projective des faisceaux d’anneaux pseudo-discrets (Og . Jnen ([16] 0.3.9.1). On désigne
par
(8.10.4) A XN = X gar

le morphisme défini dans (6.4.3). Le faisceau d’anneaux A, (0%) est canoniquement isomorphe au
faisceau d’anneaux (sans topologies) sous-jacent a Ox ([16] 0.3.9.1 et 0.3.2.6). On considére alors
A comme un morphisme de topos annelés, respectivement par ﬁ? et Ox. On note

(8105) T: (EL\IO’@) g (Xs,zah ﬁ.’f)

le morphisme composé de topos annelés Ao @ o &.

8.11. Soient g: X’ — X un morphisme cohérent, X’> un sous-schéma ouvert de X’° = X° x x X’.
Pour tout X’-schéma U’, on pose

(8.11.1) UP =U' xx X'

On note j': X > — X' l'injection canonique et A': X = X' le morphisme canonique (8.1.1).
Supposons X' normal et localement irréductible. On désigne par E’ (resp E ) le site (resp. topos)

de Faltings associé au morphisme 4’ o j—/: X" - x (7.2), par Z Tanneau de E' associé 4 X
(7.17) et par

(8.11.2) o' (BB ) — (Xb, H(Ox))

le morphisme canonique de topos annelés (7.17). On note E’, le sous-topos fermé de E’ complé-
mentaire de I'ouvert o’ (X,),

(8.11.3) §:E - F
le plongement canonique et

(8.11.4) o\ B, — X!

s,ét

le morphisme canonique de topos (8.8.3). Pour tout entier n > 1, on pose @; 4 /p"@/7 et on
désigne par

(8.11.5) o0 (B B,) = (Xl O
le morphisme de topos annelés induit par ¢’ (8.9.4).

Soit
(8.11.6) o: (F,%)— (E, B

le morphisme de topos annelés déduit de g par fonctorialité (7.20). D’aprés ([4] (10.12.6)) et les
définitions 7.17 et 7.20, le diagramme de morphismes de topos annelés

(8.11.7) (B %) — (E, B)

(Xby, H(O%)) — (Xt B (O%))
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ou g est le morphisme induit par g, est commutatif a isomorphisme canonique prés, dans le sens
de ([1] 1.2.3). On a un isomorphisme canonique ®*(0*(X,)) ~ 0" (X}) (7.5.2). En vertu de ([5] IV
9.4.3), il existe donc un morphisme de topos

(8.11.8) ®,: E\ — E,

unique & isomorphisme prés tel que le diagramme

(8.11.9) BB,
é'l lg
E'—>F

soit commutatif & isomorphisme prés, et méme 2-cartésien. Il résulte de ([4] (10.12.6)) et ([5] IV
9.4.3) que le diagramme de morphisme de topos

(8.11.10) B, ——F,

/ 9gs
Xs,ét > X51ét

est commutatif a isomorphisme canonique prés.
— — — —
L’homomorphisme canonique ® (%) — % induit un homomorphisme ®*(%,) — %,,. Le
morphisme @, est donc sous-jacent & un morphisme de topos annelés, que 1’on note

(8.11.11) o,: (E.,B,) — (Es, B,).

11 résulte de (8.11.7) et (8.11.10) que le diagramme de morphismes de topos annelés

(8.11.12) (E', B.) * (B, B.)
(X! 00 O )~ (X, Ox,)

ol g,, est le morphisme induit par g, est commutatif a isomorphisme canonique prés, dans le sens
de ([1] 1.2.3).
!

Posons 8 = (@;H)RGN, qui est un anneau de E;No. D’aprés 6.5, les morphismes (®,,11)nen
définissent un morphisme de topos annelés

v ~ o 2/ ~no
(8.11.13) o: (EN' %) — (EY | %).
On désigne par X’ le schéma formel complété p-adique de X et par

~ o —=/
(8.11.14) T :(EN %) — (X, 0%)

zar?

le morphisme de topos annelés défini dans (8.10.5) relativement a (X', X'®). Il résulte aussitot de
(8.11.12) et du caractére fonctoriel des morphismes % (8.10.3) et A (8.10.4) que le diagramme de
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morphismes de topos annelés

v/

(8.11.15) (EQNO,@)L(EEP,@)

‘| A

(X;,zara ﬁf’) QH (Xs,zam ﬁx)

ou g est le morphisme induit par g, est commutatif & isomorphisme canonique prés, dans le sens de
([1] 1.2.3). On en déduit, pour tout Z-module .% et tout entier ¢ > 0, un morphisme de changement
de base

(8.11.16) g"(RIT,(ZF)) — RIT.(&*(F)).

Lemme 8.12. Les hypothéses étant celles de (8.11), supposons de plus g étale et X'> = X'°. Alors
O, (8.11.8) est canoniquement isomorphe au morphisme de localisation de Es en o (X)).

On observera d’abord que (Y’D — X') est un objet de E et que le faisceau associé n’est autre
que o*(X’). Par ailleurs, on a un isomorphisme canonique §*(c*(X’)) = o*(X%) (8.8.4). Notons
J: E/J*(X/) — E (resp. js: (Es)/a;(xg) — E,) le morphisme de localisation de E en o*(X') (resp.
de Ey en 0%(X/)). D’apres ([5] IV 5.10), le morphisme § induit un morphisme

(8.12.1) O/0+(x)t (Es)jar(x) = Ero(x)

qui s’insére dans un diagramme commutatif & isomorphisme canonique prés

(8122) (Es)/a:(Xé) L>Es

5/0*(X/)i lé

E/O'*(X’) —F

Ce diagramme est en fait 2-cartésien d’aprés ([5] IV 5.11). D’autre part, les topos E' et E/U*(X/)
sont canoniquement équivalents et le morphisme ® s’identifie & j en vertu de ([4] 10.14). Comme
le diagramme (8.11.9) est aussi 2-cartésien, la proposition s’ensuit.

Lemme 8.13. Les hypothéses étant celles de (8.11), supposons de plus que X'> = X'° et que 'une
des deux conditions suivantes soit remplie :

(i) g est étale.

(ii) X' est le localisé strict de X en un point géométrique T.

Alors pour tout entier n > 1, l’lhomomorphisme ®%(%4,) — @;L est un isomorphisme.
Cela résulte de 7.21(i) et 7.23.

Proposition 8.14. Les hypothéses étant celles de (8.11), supposons de plus g étale et X' = X'°,
et notons encore \: EN° — E, le morphisme de topos défini dans (6.4.3). Alors ® (8.11.13) est

canoniquement isomorphe au morphisme de localisation du topos annelé (EN° | 2) en X\* (o7 (X1)).

En effet, le morphisme de topos '1>§0 : E;NO — E§o s’identifie au morphisme de localisation de
EY" en A*(0%(X!)), d’apres 8.12 et 6.6(ii). D’autre part, ’homomorphisme canonique (®Y°)*(Z) —

2 est un isomorphisme en vertu de 8.13 et (6.5.4) ; d’ou la proposition.
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Corollaire 8.15. Les hypotheses étant celles de (8.11), supposons de plus que g soit une immersion
ouwverte et que X'® = X'°. Alors pour tout é—module F et tout entier ¢ > 0, le morphisme de
changement de base (8.11.16)

(8.15.1) g*(RIT,(F)) — RIT.(&*(F))

est un isomorphisme.

En effet, les carrés du diagramme de morphismes de topos

(8.15.2) BV —2 >,

o
o‘? l las

N° A
Xs,ét Xs,ét

o
u':,’ l lus

o A
XN — X, sar

s,zar

ol us est le morphisme canonique (2.9.2) et A désigne (abusivement) les morphismes définis dans
(6.4.3), sont commutatifs a isomorphismes canoniques prés (6.5.4). Notant T = A o u) o o, qui
est le morphisme de topos sous-jacent & T (8.10.5), on en déduit un isomorphisme

(8.15.3) T (X!) & A (0% (X))

S

Il résulte alors de (8.11.15) et 8.14 que T’ s’identifie au morphisme T ,x, (cf. [5] IV 5.10); d’out la
proposition.

9. LES ALGEBRES DE HIGGS-TATE

9.1. Dans cette section, f: (X, #x) — (S, .#s) désigne un morphisme adéquat de schémas loga-

rithmiques (3.9). On note X° le sous-schéma ouvert maximal de X ou la structure logarithmique

AMx est triviale; c’est un sous-schéma ouvert de X,. Pour tout S-schéma Y et tout X-schéma

usuel U, on pose (2.1)

(9.1.1) Y=Y x5S, Y=Yxg5 et U°=U xyx X°.

On note j: X° — X et i: X — X les morphismes canoniques. Pour alléger les notations, on pose
ol 1

(9.1.2) Dx/s = Vx )/ (S.ts):

que 'on considére comme un faisceau de X,., ou Xgt, selon le contexte (cf. 2.9). Pour tout entier

n > 1, on pose

(9-1.3) ﬁlin/m = ﬁﬁ(/s oy O%,,

ol X, =Xxg5, (2.1.1), que on considére comme un faisceau de X ,ar 0u X ¢, selon le contexte

(cf. 2.9 et 8.9). On munit X et X des structures logarithmiques .#5 et M+ images inverses de
AMx. On a alors des isomorphismes canoniques (2.1)

(9.1.4) (Y, .//ff) = (X, //fx) X(S,//!s) (?, <%§),
(9.1.5) (X, ) = (X, Mx) X (5.05) (S, M),

le produit étant indifféeremment pris dans la catégorie des schémas logarithmiques ou dans celle
des schémas logarithmiques fins.
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Une ((S), # 1, (5))-d€formation lisse de (Y, M=) (2.3) est la donnée d'un morphisme lisse
de schémas logarithmiques fins

(9.1.6) F (X, ) = (2(8), M oy 5))
et d’'un (?, Mz)-isomorphisme
(9.1.7) (X, ) = (X M) X (5, ) (S5 ),

le produit étant indifféremment pris dans la catégorie des schémas logarithmiques ou dans celle des
schémas logarithmiques fins (cf. [22] 3.14). Dans la suite de cette section, on suppose qu’il existe

une telle déformation (X, #5) que lon fize.

9.2. D’aprés 3.10(v), les schémas X et X sont normaux et localement irréductibles. Par ailleurs,
X étant noethérien, j est quasi-compact. On peut donc appliquer les constructions de § 8 aux
morphismes de la ligne supérieure du diagramme commutatif suivant :

(9.2.1) v Xyl x
NN
Nn——3§—>S5

On note

(9.2.2) T E — Bt x

le U-site fibré de Faltings associ¢ au morphisme ho j: XX (7.1). On munit F de la topologie
co-évanescente et on désigne par E le topos des faisceaux de U-ensembles sur E (7.2), par %
I'anneau de E associé a X (7.17) et par

(9.2.3) o E — Xg,
(9.2.4) p: Xeo X xo Xow — B,

les morphismes canoniques (7.3.3) et (7.6.2). On note Ej le sous-topos fermé de E complémentaire
de Pouvert o*(X,) (8.3),

(9.2.5) 0: Es — FE

le plongement canonique et

(9.2.6) 0s: By — Xoa

le morphisme de topos induit par o (8.8.3). Pour tout entier n > 0, on pose
(9.2.7) By =RB|p"B.

Pour tout U € Ob(]i]t/X)7 on pose By = Boay (7.1.6) et

(9.2.8) Bun = Bu[p"PBu.

On notera que ’lhomomorphisme canonique %y, — %, oarn n'est pas en général un isomorphisme
(cf. (8.1.8)). On rappelle (8.7) que %, est un anneau de Ey. Si n > 1, on note

(929) Op (Em@n) g (Xs,éta ﬁfﬂ)

le morphisme canonique de topos annelés (8.9.4).
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9.3. On désigne par P la sous-catégorie pleine de Et /x formée des schémas affines U tels que le
morphisme (U, #x|U) — (S, .#s) induit par f admette une carte adéquate (3.8). On munit P de
la topologie induite par celle de Et /x- Comme X est noethérien et donc quasi-séparé, tout objet
de P est cohérent sur X. Par suite, P est une famille U-petite, topologiquement génératrice du site

Et /x et est stable par produits fibrés. On désigne par
(931) P EP — P

le site fibré déduit de m (9.2.2) par changement de base par le foncteur d’injection canonique
P — Et /x- On munit Ep de la topologie co-évanescente définie par mp et on note Ep le topos
des faisceaux de U-ensembles sur Ep. D’aprés ([4] 5.19 et 5.20), la topologie de Ep est induite par
celle de F au moyen du foncteur de projection canonique Ep — FE, et celui-ci induit par restriction
une équivalence de catégories

(9.3.2) E > Ep.

Remarque 9.4. Soient U un objet de P, § un point géométrique générique de ﬁo, ﬁ‘f] I’anneau
deéfini dans (7.13.2). Les schémas U et U étant localement irréductibles (3.3), ils sont les sommes
des schémas induits sur leurs composantes irréductibles. Notons U’ (resp. UI) la composante irré-
ductible de U (resp. U) contenant 7. De méme, U° est la somme des schémas induits sur ses com-
posantes irréductibles et U° =T x x X° est la composante irréductible de [ contenant . Alors
U’ est naturellement un objet de P au-dessus de U, et I'homomorphisme canonique Ry, — Ry,
est un isomorphisme 1 (U, 7)-équivariant. Si U! =0, Ry, est une K-algebre. Supposons U/ # 0),
de sorte que le morphisme (U’, #x|U’) — (S, .#s) induit par f vérifie les hypotheses de ([3] 6.2).
L’algebre R?J munie de ’action de m (U/O@) correspond alors a l'algeébre R munie de I'action de

A introduite dans ([3] 6.7 et 6.9); d’oit la notation. L’anneau du schéma affine U correspond &
l'algeébre Ry dans loc. cit., d’aprés ([3] 6.8(1)).

9.5. On désigne par Q la sous-catégorie pleine de P (9.3) formée des schémas affines connexes U
tels qu’il existe une carte fine et saturée M — I'(U, #x) pour (U, #x|U) induisant un isomor-
phisme

(9.5.1) M S T(U, . #x)/T(U, 65).

Cette carte est a priori indépendante de la carte adéquate requise dans la définition des objets de
P. On munit Q de la topologie induite par celle de Et,x. Il résulte de ([3] 5.17) que Q est une
sous-catégorie topologiquement génératrice de Et /x- On désigne par

(9.5.2) TQ: EQ — Q

le site fibré déduit de m (9.2.2) par changement de base par le foncteur d’injection canonique
Q — Et /x- Le foncteur de projection canonique Eq — E est pleinement fidéle et la catégorie
Eq est U-petite et topologiquement génératrice du site £. On munit Eq de la topologie induite
par celle de E. Par restriction, le topos E est alors équivalent a la catégorie des faisceaux de U-
ensembles sur Eq ([5] III 4.1). On prendra garde qu’en général, Q n’étant pas stable par produits
fibrés, on ne peut pas parler de topologie co-évanescente sur Eq associée & mq, et encore moins
appliquer ([4] 5.19 et 5.20).
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9.6. On désigne par EQ la catégorie des préfaisceaux de U-ensembles sur Eq et par
(9.6.1) gzé — Q°
la catégorie fibrée obtenue en associant a tout U € Ob(Q) la catégorie (Et, /ﬁo)/\ des préfaisceaux
de U-ensembles sur Etf e, et a tout morphisme f: U’ — U de Q le foncteur
(9.6.2) ?fét*: (Etf/U"’)A - (Etf/U")/\
obtenu en composant avec le foncteur image inverse Etf T Etf /g bar le morphisme fo U -
U° déduit de f; autrement dit, ,@(VQ est la catégorie fibrée sur Q° déduite de la catégorie fibrée
(7.1.9) par changement de base par le foncteur d’injection canonique Q — Et/X. Pour tout U €
Ob(Q), on note ay: Etf/ﬁo — Eq le foncteur canonique (7.1.6). D’aprés ([14] VI 12; cf. aussi [1]
1.1.2), on a une équivalence de catégories
(9.6.3) Eq = Homgq:(Q°, 2y)
F — {Uw~ Foam}.

Oun identifiera dans la suite F' a la section {U — F o} qui lui est associée par cette équivalence.

Comme Eq est une sous-catégorie topologiquement génératrice de E, le foncteur “faisceau as-
socié¢” sur Eq induit un foncteur que I'on note aussi
(9.6.4) Eq—E, F~ F%

Soient F' = {W + Gyw} (W € Ob(Et,x)) un objet de E (7.2.1), Fq = {U +— Gy} (U € Ob(Q))
lobjet de EQ obtenu en restreignant F' a Eq. Il résulte aussitot de ([5] IT 3.0.4) et de la définition
du foncteur “faisceau associ€” ([5] IT 3.4) qu’on a un isomorphisme canonique de E

(9.6.5) Fg = Fe

Remarque 9.7. Soit F' = {U — Fy} un préfaisceau sur Eq. Pour chaque U € Ob(Q), notons Fj%
le faisceau de U;)ét associé a Fyr. Alors {U +— F{} est un préfaisceau sur Eq et on a un morphisme

canonique {U — Fy} — {U — F§} de EQ, induisant un isomorphisme entre les faisceaux associés.
Cette assertion ne résulte pas directement de ([4] 5.15) puisque Q n’est pas stable par produits
fibrés. La preuve est toutefois similaire. Le seul point a vérifier est I'isomorphisme ([4] (5.15.3)).

Soient G = {W — Gw} (W € Ob(Et/X)) un objet de E, Gq ={U — Gu} (U € Ob(Q)) l'objet
de EQ obtenu en restreignant G & Eq. Pour tout U € Ob(Q), Gy est un faisceau de U:ét (7.2.2).
Par suite, 'application

(9.7.1) Homp ({U — Fj}{U — Gu}) — Homg ({U — Fu},{U — Gu})

induite par le morphisme canonique {U +— Fy} — {U +— F{} est un isomorphisme. L’assertion
s’ensuit.

9.8. Soient T un point géométrique de X au-dessus de s, X’ le localisé strict de X en Z. On note
7' X’ — X' Pinjection canonique et g, g et &' les fléches canoniques du diagramme cartésien
suivant

(9.8.1) Y/ — X
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En vertu de 3.7, X' est normal et strictement local (et en particulier intégre). On désigne par E’
(resp. E') le site (resp. topos) de Faltings associé¢ au morphisme A" o j: X° - x (7.2) et par
%' Tanneau de E' associé a X' (7.17). On note

(9.8.2) o B — Xk,
(9.8.3) P Xl Xxi, Xy — E
les morphismes canoniques (7.3.3) et (7.6.2), respectivement, et
(9.8.4) o: (F,%)— (E, B

le morphisme de topos annelés déduit de g par fonctorialité (7.20). D’aprés 7.23, ’homomorphisme

canonique ®~1(%) — Z est un isomorphisme. On désigne par E; le sous-topos fermé de E'
complémentaire de I'ouvert o’*(X, ), par

(9.8.5) §:E. —F
le plongement canonique et par
(9.8.6) o,: B, — E,

le morphisme de topos induit par ® (8.11.8). Pour tout entier n > 0, on pose

(9.8.7) B, =F |p" B,
et on note

le morphisme de topos annelés induit par ® (8.11.11).
On désigne par

(9.8.9) i B — Xigy

le foncteur (7.8.4). On rappelle que la donnée d’un voisinage du point de X4 associé a T dans le
site Et/x (resp. P (9.3), resp. Q (9.5)) est équivalente a la donnée d’un X-schéma étale T-pointé
(resp. de P, resp. de Q) (5] IV 6.8.2). Ces objets forment naturellement une catégorie cofiltrante,
que Pon note &z (resp. €z(P), resp. €z(Q)). Les catégories €z (P) et Ez(Q) sont U-petites, et
les foncteurs d’injection canoniques Q — P — Et /x induisent des foncteurs pleinement fideles et
cofinaux €z(Q) — €z(P) — ¢z Pour tout U € Ob(€&z), on désigne par

(9.8.10) tr: X U

le morphisme canonique. D’apreés (7.8.6), comme X est intégre (3.7), on a un isomorphisme
canonique

(9.8.11) lim (tv)ie,(Bu) = 0=(B),

)
Ueez

ot By est le faisceau de U?ét défini dans (7.10.3). On peut évidemment remplacer dans la limite
ci-dessus €z par €z(P) ou €z(Q).
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9.9. Conservons les hypothéses de (9.8), soient de plus ¥ un point géométrique de YO, u:y— X'
un X-morphisme, (¥ ~ T) le point de X x Xo. Xg; défini par u (7.6). On note aussi (abusivement)
T le point fermé de X'/, 7 le point géométrique de X' défini par le morphisme v: § — X' induit
par u, et (§ ~» T) le point de X, ;Xét Y;Zt défini par v. Les points p(g ~ T) et ®(p' (7 ~ T)) de
E sont alors canoniquement, isomorphes ([4] 10.16). L’homomorphisme canonique ®~1(2) — 7
étant un isomorphisme (7.23), il induit un isomorphisme

(9.9.1) B gz — B

/
P (G~T)"

On désigne par Bm(yfo 7) le topos classifiant du groupe profini m; (Y’O,y) (y/o étant integre)
et par

—/0 ~
(9.9.2) vy Xigy — Bm(?o@
le foncteur fibre de Y;:t en 7 (2.10.3). Pour tout U € Ob(&z), on note aussi (abusivement) 7 le
point géométrique de U° défini par le morphisme tyov: y — [ (9.8.10). Comme U est localement
irréductible (3.3), il est la somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles. Notons U
la composante irréductible de U contenant 7. De méme, U° est la somme des schémas induits sur
. . o == . . =0
ses composantes irréductibles et U = U Xxx X° est la composante irréductible de U contenant
—
y. Le morphisme t;; se factorise donc a travers U °. On désigne par Bm(ﬁ"’ 7) le topos classifiant

du groupe profini 7y (U/O,g) et par R@ la, Oz-algebre de B o9 définie dans (7.13.2).

On déduit de (9.8.11) et (7.15.1) un isomorphisme de Oy-algebres de B, x5

(9.9.3) lim Ry S vy(p(%)).
Uee%
Par suite, pour tout entier n > 0, on a des isomorphismes canoniques d’anneaux de Bm(Y“’ 7)
(9.9.4) lim Ry /p" Ry = vylox(Bn))-
Ue@%

D’aprés ([4] 10.30 et 9.8), Panneau sous-jacent a v5(pz(%)) est canoniquement isomorphe a la fibre

B p(7)> €t de méme pour £,

Proposition 9.10. Soit (§ ~ T) un point de Xe zxét X, tel que T soit au-dessus de s. Alors :
(i) La fibre B ,jz) de B en p(y ~ T) est un anneau normal et strictement local.
(ii) La fibre h(O)z de W Ox) en T est un anneau normal et strictement local.
(iii) L’homomorphisme
(9.10.1) hWOx)z — @p@wa
induit par Uhomomorphisme canonique o~ (h.(O%)) — % (7.17) est local.

Reprenons les notations de 9.8 et 9.9.
(i) Cela résulte de (9.9.1) et 7.19(i).
(ii) D’aprés 3.6, le morphisme canonique g~ '(05) — O est un isomorphisme de Y;t. On en
déduit par ([5] VIII 5.2) un isomorphisme canonique
~ —
(9.10.2) h(Ox)z = T(X, Ogr).

La proposition s’ensuit en vertu de 3.7.



52 AHMED ABBES ET MICHEL GROS
(iii) Le diagramme de morphismes de topos

(9.10.3) B—F

P g
Xét > At

est commutatif & isomorphisme canonique prés ([4] (10.12.6)). De plus, le diagramme

(9.10.4) (g~ (ha(6%)) —— (0~} (h.Ox) —> ()
C\L lb
o' (H(g7H(0%)) — =o' (H.(O%)) 74

ol ¢ est le morphisme de changement de base relativement au diagramme (9.8.1) et les autres fléches
sont les morphismes canoniques, est commutatif. Comme 7 est entier, ¢ est un isomorphisme ([5]
VIII 5.6). Par ailleurs, a est un isomorphisme (3.6) et b est un isomorphisme (7.23). La proposition
résulte alors de 7.19(iii).

Corollaire 9.11. (i) Le topos E, est localement annelé par By = @|Es
(ii) Pour tout entier n > 1, 0,,: (Es, $B,) — (Xsst, O%,) (9.2.9) est un morphisme de topos
localement annelés.

Cela résulte de 8.5, 9.10 et ([5] IV 13.9).
Proposition 9.12. L’endomorphisme de Frobenius absolu de 8, est surjectif.

En vertu de 8.5, 8.7 et ([4] 10.39), il suffit de montrer que pour tout point géométrique T de
X au-dessus de s, ’endomorphisme de Frobenius absolu de %; induit un endomorphisme surjectif
de @z(%1). Soient § un point géométrique générique de X°, u:y — X’ un X-morphisme, ot X’
est le localisé strict de X en Z. Avec les notations de 9.8 et 9.9, on a un isomorphisme canonique
(9.9.4)

(9.12.1) vg(ez(%1)) = lim Ry /pRi.
Uee4(P)°

Par fonctorialité de I'isomorphisme (7.8.6), celui-ci est compatible aux endomorphismes de Frobe-
nius absolus de B, et Ry, /pRy;. Pour tout U € Ob(€5(P)), I'endomorphisme de Frobenius absolu
de Ry, /pR}; est surjectif en vertu de 9.4 et (3] 9.10); d’ou la proposition.

9.13. Soient Y un objet de Q (9.5) tel que Yy # 0, ¥ un point géométrique de Y’. Comme Y est
localement irréductible (3.3), il est la somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles.
Onnote Y la composante irréductible de Y contenant 7. De méme, Y" est la somme des schémas
s . . R I v . .
induits sur ses composantes irréductibles, et Y =Y xx X° est la composante irréductible de
0 —a ~y
Y contenant y. On désigne par R';j/ Panneau défini dans (7.13.2) et par Ry son séparé complété
p-adique. On pose (2.2.1)
(9.13.1) #ry = lim Ry, [pRy.,

Y —

z—aP
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=y
et on note Oy : W(#+»y ) — Ry 'homomorphisme de Fontaine défini dans ([3] (9.3.4)). On pose

R}
(9.13.2) A(Ry) = W( gz )/ ker(By)?,

5 =y
et on note encore fy : @ (Ry-) — Ry ’homomorphisme induit par 8y ([3] (9.3.5)). On pose enfin

(9.13.3) Y’ = Spec(RY),
(9.13.4) V' = Spec(Ry),
(9.13.5) (V') = Spec(oh(RY)).

On observera que Y étant affine, Y7 nest autre que le schéma défini dans 7.14. On munit v’ (resp.

Y ) de la structure logarithmique .#gv (resp. .%?y) image inverse de .#x (cf. [3] 5.11) et %(?y)

de la structure logarithmique .# oo (77

W (%7 ) 'homomorphisme définis dans ([3] 9.6) (notés Q et g dans loc. cit.) en prenant pour
Y

définie comme suit. Soient @)y le monoide et gy : Qy —

u homomorphisme canonique T'(Y, #x) — F(Y AMv). On désigne par A o (V7) la structure

logarithmique sur %(?y) associée a la structure pré-logarithmique définie par '’homomorphisme

Qy — <4(Ry) induit par gy. L’homomorphisme fy induit alors un morphisme (3] (9.6.4))

(9.13.6) ty: (§g7 -///§y) (%(Y 4 o (V7 ))

Le schéma logarithmique (%(Y ), M est fin et saturé et iy est une immersion fermée exacte.

72 v ))
En effet, tous les foncteurs fibre de Yfét étant isomorphes, il suffit de montrer cette assertion dans
le cas ol 7 est localisé en un point générique de Y. Compte tenu de 9.4, les notations ci-dessus
correspondent alors a celles introduites dans ([3] 9.11), a Pexception de /// (V77 qui correspond
dans loc. cit. Mais comme Y est un objet de Q, cette

introduite dans ([3]

/
plutot a la structure logarithmique //ng )

derniére est canoniquement isomorphe a la structure logarithmique .Z_,
9.12) en vertu de ([3] 9.13) ; d’ou l'assertion (et la notation).
On pose

o (YY)

T ~ EST-X7)
(9.13.7) Ty = Homﬁz(gﬁqs(m ey (v) Ry, ERy)

=7

=y ~
et on identifie le Ry module dual & f‘lﬁﬁ(/s(Y) Reox (V) RY (cf. 2.3). On désigne par Y, le topos

de Zariski de Y , par Ty le ﬁgy module associé a Ty et par Ty le Y -fibré vectoriel associé & son
dual, autrement dit, (2.7)

_ ~ 7
(9.13.8) TS = SPGC(Sﬁz (€ 10%,5(Y) ©ox(v) By))-
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=Y~ T _
Soient U un ouvert de Zariski de ¥ , U louvert de «%(Y") défini par U. On note ZZ(U)
I’ensemble des fléches pointillées qui complétent le diagramme

(9.13.9) (U, Me|U) 255 (T, M, 55,10
| A\
(X, M) (X,.5) |

(3 M) — 5 > ((S), M 1, (5))

de fagon a le laisser commutatif. D’aprés ([3] 5.23), le foncteur U +— ZL(U) est un 'T‘?,-torseur de

o~

ES T _
Y .- On désigne par 7Y le Ry-module des fonctions affines sur £/ (cf. [3] 4.9). Celui-ci s’insére
dans une suite exacte canonique ([3] (4.9.1))

ES7) o ~ =v
(9.13.10) 0— Ry —» FJ — 5719&'/5(}/) Rey(v) By — 0.
Cette suite induit pour tout entier m > 1, une suite exacte (4.2.2)
_ _ ~ =y
(9.13.11) 0 — SIZHFY) — SZy (FY) — 825 (6710 s(Y) @ox(v) Ry) — 0.
Ry Ry Ry
=~y —
Les Ry-modules (S7% (%)) men forment donc un systéme inductif filtrant, dont la limite inductive
Ry
(9.13.12) €Y = lim SZy (FL)
> Y

m=>0

=y =y
est naturellement munie d’une structure de Ry-algébre. D’aprés ([3] 4.10), le Y -schéma

(9.13.13) LY, = Spec(€Y)

_ ~Y _
est naturellement un TY-fibré principal homogéne sur Y qui représente canoniquement .. On

notera que .,2”57 ﬁg , ‘53 et Lg dépendent du choix de la déformation ()N( , M3 ) fixée dans 9.1.
— 0 =Y
Le groupe 7 (Y/ ,J) agit naturellement a gauche sur les schémas logarithmiques (Y ,///?y) et
Y
(%(Y )7'%£{2(77)
dans ([3] 10.4), on munit 'T?, d’une structure canonique de ﬁﬁy—module Wl(?m,y)-équivariant

), et le morphisme iy est m; (?’O,y)—équivariant (cf. [3] 9.11). Procédant comme

et ZY d’'une structure canonique de T%-torseur (Y/O,y)—équivariant (cf. [3] 4.18). D’apres ([3]
4.21), ces deux structures induisent une structure 7y (?/O , J)-équivariante sur le ﬁﬁg—module associé
_ ) . _

a #{, ou, ce qui revient au méme, une action Ry-semi-linéaire de wl(Y/o,y) sur Z{., telle que

les morphismes de la suite (9.13.10) soient ﬂl(?/o,g)—équivariants. On en déduit une action de
— - =y

T (Y’o,y) sur €Y par des automorphismes d’anneaux, compatible avec son action sur Ry .

Lemme 9.14. Sous les hypothéses de (9.13), les actions de 71'1(7/0,@) sur Fy et sur € sont

continues pour les topologies p-adiques.
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En effet, compte tenu de 7.15 et du fait que tous les foncteurs fibres de Yfet sont isomorphes
(2.10.3), on peut supposer que ¥ est localisé en un point générique de Y. Notons Y X1 unique
morphisme étale qui reléve Y — X ([19] 18.1.2) et .4 (resp. .45 ) la structure logarithmique sur

=~ ~ =Y ~
Y (resp. Y) image inverse de M (resp. .3 ). Soient U un ouvert de Zariski de Y, U I'ouvert

de %(?y) défini par U. L’ensemble 2% (U) est alors canoniquement isomorphe a ensemble des
fléches pointillées qui complétent le diagramme

(9.14.1) (U, M=5|U) ——— (T, o |0)

(é, ) ——— ((S), 4, @)

de facon a le laisser commutatif. La RY algebre (KU munie de I'action de 7 (Y ,y) s’identifie donc
a 'algebre de Higgs-Tate associée & (Y, .4y, Y , M ) définie dans ([3] 10.5) (cf. 9.4). La proposition
s’ensuit en vertu de ([3] 12.4).

9.15. Soient Y un objet de Q (9.3) tel que Yy # (), n un entier > 0. Si A est un anneau et M
un A-module, on note encore A (resp. M) le faisceau constant de valeur A (resp. M) de Yis,. Le
schéma Y étant localement irréductible, il est la somme des schémas induits sur ses composantes
irréductibles. Soient W une composante irréductible de Y, TI(W) son groupoide fondamental ([4]
9.9). Compte tenu de 7.15 et ([4] 9.10), le faisceau By |W de Wi définit un foncteur

(9.15.1) (W) — Ens, 7+— Ry.

On en déduit un foncteur

(9.15.2) (W) — Ens, 7+ Zy/p"FL.

D’aprés 9.14, pour tout point géométrique gy de W, ﬂ}y/ /p”fg est une représentation discréte et
continue de 71 (W, 7). Par suite, en vertu de ([4] 9.10), le foncteur (9.15.2) définit un (By.,|W)-
module Fy,, de Wigt, unique a isomorphisme canomque pres ott By, = By |p" By (9.2.8). Par
descente ([13] IT 3.4.4), il existe un By ,-module Fy.,, de Yis,, unique a isomorphisme canonique

prés, tel que pour toute composante irréductible W de Y°, on ait Fyn|W = Fwn.
La suite exacte (9.13.10) induit une suite exacte de Ay ,-modules

(9.15.3) 0= Byy — Fyn — 0% /5(Y) @6y (v) By — 0.
Celle-ci induit pour tout entier m > 1, une suite exacte (4.2.2)
082 (Fy) = S5, (Fra) = 55, (€ DoY) @oyir) Brn) = 0.
Les Py ,-modules (S%Y (Fv.n))men forment donc un systéme inductif dont la limite inductive

(9.15.4) Gy = lim SZ (Fy,p)

m>0
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est naturellement munie d’une structure de @y77l—algébre de ?;'t' On notera que Fy,, et Gy,
dépendent du choix de la déformation (X,.#5) fixée dans 9.1.

9.16. Soient g: Y — Z un morphisme de Q tel que Y, # ), § un point géométrique de Y°, z = 9(y).
On rappelle que Y et Z sont sommes des schémas induits sur leurs composantes irréductibles
(3.3). On note Y la composante irréductible de Y contenant 7 et an composante irréductible
de Z contenant Z, de sorte que §(7/) cY.On reprend les notations de 9.13 pour Y et pour
Z. Le morphisme g°: Y  — Z_ induit un homomorphisme de groupes m (?’O,y) — T (7’0,2).
Le morphisme canonique (§°)i(#z) — %y induit un homomorphisme d’anneaux (YIO,@)—
équivariant (7.15.1)
(9.16.1) R, - R.,
— =y =~z

et par suite un morphisme m; (Y/o,g)—équivariant de schémas h: Y — Z . Comme g est étale,

. . L /o _ . o =
on a un morphisme canonique ﬁﬁz—hnéalrc et m (Y ,y)-équivariant u: T% — h,(TY) tel que
le morphisme adjoint uf: h*(TEZ) — Tg soit un isomorphisme. Il résulte aussitét des définitions
(9.13.9) qu’on a un morphisme canonique u-équivariant et m; (Y/O,g)—équivariant
(9.16.2) v: LF — h (L)
D’aprés ([3] 4.22), le couple (u,v) induit un isomorphisme Ry-linéaire et 7 (YIO,Q)—équivariant

=y

(9.16.3) FL 5 FE ®== Ry,
z
~Z — 0
et par suite, un morphisme R ,-linéaire et m (Y/ ,J)-équivariant
(9.16.4) Tz — FL

qui s’insére dans un diagramme commutatif

— ~Z

(9.16.5) 0 R, 77 §710%5(2) ®ox(2) Ry 0
=7 7 3 =¥ N
0 Ry Fy §719%/5(Y) ®ox(v) By 0

On en déduit un homomorphisme 7y (710,5)—équivariant de ﬁzz—algébres
(9.16.6) €5 — CL.
On désigne par TI(Y"") et TI(Z"") les groupoides fondamentaux de Y~ et Z - et par
(9.16.7) v IY°) = I(Z°)
le foncteur induit par le foncteur image inverse Etf /7° — Etf ik Pour tout entier n > 0, on
note Fy,,: H(?/O) — Ens et Fz,,: II(Z

ﬂyﬂ?m de ?/fzt et Z. Z7,L|7/O de 7;;, respectivement. Le morphisme (9.16.4) induit clairement un
morphisme de foncteurs

(9.16.8) Fzmnoy— Fyp.

/O) — Ens les foncteurs associés par ([4] 9.10) aux objets
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On en déduit par ([4] 9.10) un morphisme (§°)}s, (% z,,)-linéaire
(9.16.9) (@)t Fzn) = Fyom,

et donc par adjonction, un morphisme %y ,,-linéaire

(9.16.10) Tz = Gieo(Fyon)-

11 résulte de (9.16.5) que le diagramme
(9.16.11)

0—— (?O)?ét(gz,n) —(9°)iee(Fz ) — 5_1§§(/S(Z) Xox(Z) (gf’);‘ét(ﬁz’n) —0

| | |

0 @Y,n yY,n gilﬁﬁg/s (Y) Xﬁx (Y) gY,n

0

est commutatif. On en déduit un homomorphisme de (§°), (%z,n)-algébres
(9.16.12) (9°)iet(Czn) — Gy,

et donc par adjonction un homomorphisme de @Zm—algébres

(9.16.13) Cz.n = Grees(Cyin)-

9.17. Pour tout entier n > 0 et tout objet Y de Q tel que Yy = 0, on pose €y, = Fy,n = 0.
La suite exacte (9.15.3) vaut encore dans ce cas, puisque %y est une K-algébre. Les morphismes
(9.16.10) et (9.16.13) sont alors définis pour tout morphisme de Q, et ils vérifient des relations de
cocycles du type ([1] (1.1.2.2)).

9.18. Soient r un nombre rationnel > 0, n un entier > 0, Y un objet de Q. On désigne par 9}(;31
I’extension de @y}n—modules de Y;ét déduite de Fy,, (9.15.3) par image inverse par le morphisme
de multiplication par p” sur f_lﬁﬁ(/s(Y) ®ox (v) By n, de sorte qu’on a une suite exacte canonique
de Ay ,-modules

(9.18.1) 0— By — FY) — 10 5(Y) @6y (v) By — 0.
Celle-ci induit pour tout entier m > 1, une suite exacte de By ,-modules (4.2.2)

08! (Fy)) =Sz (Fy)) — S2 (€70 5(Y) @0 (v) Brn) — 0.

\n

Les @y’n—modules (S%Y (91(/2))7,161\; forment donc un systéme inductif dont la limite inductive

\n

(9.18.2) Gy, =lim 8% (Fy)

m>0

. — R <0
est naturellement munie d’une structure de By ,-algébre de Y.
Pour tous nombres rationnels r > r’ > 0, on a un morphisme Py pn-linéaire canonique

(9.18.3) ay s F) > F)
qui reléve la multiplication par p™~" sur f’lﬁﬁ(/s(Y) Qo (v) By, et qui étend I'identité sur By,
(9.18.1). 1 induit un homomorphisme de By ,-algébres

(9.18.4) G - 6.
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9.19. Soient r un nombre rationnel > 0, n un entier > 0, g: ¥ — Z un morphisme de Q. Le
diagramme (9.16.11) induit un morphisme (g°)f, (%2 n)-linéaire
(9.19.1) @l F50) = V)
qui s’insére dans un diagramme commutatif
(9.19.2)
0— (7)1 (Bz.n) — @V FL)) —= €'V 5(2) X o(2) (0°)iee( B zn) —0

| i |

0 @Y,n ﬁ}(f?l filQﬁ(/S(Y) Xox (Y) @Y,n

0

On en déduit par adjonction un morphisme @Zm—linéaire

(9.19.3) T = @ o (FY).

On en déduit aussi un morphisme de (§°), (% z.n)-algébres

(9.19.4) @)iee(€50) = G

et donc par adjonction un morphisme de @Z,n—algébres

(9.19.5) ©Y) — (@)t (EV).

Les morphismes (9.19.3) et (9.19.5) vérifient des relations de cocycles du type ([1] (1.1.2.2)).

Lemme 9.20. Pour tout nombre rationnel r > 0, tout entier n > 0 et tout morphisme g: Y — Z
de Q, les morphismes (9.19.1) et (9.19.4) induisent des isomorphismes

(9.20.1) @ FE) o @y Prn = Fh,
(9.20.2) (?")%“ét(‘féf%) ® gy, Brm) BYm = ‘fﬂ-

En effet, le premier isomorphisme résulte du diagramme (9.19.2) et du fait que le morphisme
canonique

(9.20.3) Ok 5(2) ®oy(2) Ox (V) — O 5(Y)

est un isomorphisme. Le second isomorphisme se déduit du premier.

9.21. Soient r un nombre rationnel > 0, n un entier > 0. D’aprés 9.19, les correspondances
(9.21.1) (Vo 2001 et {Y =@} (Y €0b(Q)),

définissent des préfaisceaux sur Eq (9.5.2) de modules et d’algébres, respectivement, relativement
a Panneau {Y +— Ay, }. On pose

(9.21.2) F = (Y = FINe
(9.21.3) e = (Y ey

les faisceaux associés dans E (9.6.4). D’apres (8.1.8) et (9.6.5), Z" est un Z,-module ; on 'appelle
la B, -extension de Higgs-Tate d’épaisseur r associée (f, X, M 5). De méme, %ST) est une %B,-
algébre; on Lappelle la %, -algébre de Higgs-Tate d’épaisseur r associée (f, X, #5). On pose
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Fp = yéo) et 6, = %éo), et on les appelle la B -extension de Higgs-Tate et la B, -algebre de
Higgs-Tate, respectivement, associées a (f, X, .#5).
Pour tous nombres rationnels » > r’ > 0, les morphismes (9.18.3) induisent un morphisme

AB,,-linéaire

(9.21.4) a1z,

Les homomorphismes (9.18.4) induisent un homomorphisme de %,,-algébres
(9.21.5) ol ) g,

Pour tous nombres rationnels » > r’ > r”” >0, on a

(9.21.6) a,” =a;," oay” et al =a" "o ay” .

Proposition 9.22. Soient r un nombre rationnel > 0, n un entier > 1. Alors :
(i) Les faisceaux ﬁ}(f) et %E” sont des objets de E. o
(ii) On a une suite exacte localement scindée canonique de %B,-modules ((9.1.3) et (9.2.9))

(9.22.1) 0— B, — F" - a;;(g—lﬁl?n/gn) —0.
FElle induit pour tout entier m > 1, une suite exacte de B, -modules (2.7)
(9.22.2) 0 Sz (FL) - S (F0) - on(SE, (€70 ) 0.
En particulier, les B, -modules (S% (9‘,&7'))),71@; forment un systéme inductif filtrant.
(iii) On a un isomorphisme canonique de B, -algébres

(9.22.3) %\ S lim Sz (F7).

m>0

(iv) Pour tous nombres rationnels r > 1’ > 0, le diagramme

(9.22.4) 0 B, F on(E10% /5,) —=0
]
0—> B, —> F) on (€0 <) 0

ot les lignes horizontales sont les suites exactes (9.22.1) et la fleche verticale de droite dé-
signe la multiplication par p’“”“l, est commutatif. De plus, les morphismes az;jrl et a’;f’ sont
compatibles avec les isomorphismes (9.22.3) pour r et r'.
(i) En effet, comme 91(/2 = ‘5}(,2 = 0 pour tout Y € Ob(Q) tel que Ys =0, on a <9Z,(LT)\U*(XW) =
% |o*(X,)) = 0 en vertu de ([5] III 5.5).
(ii) On a un isomorphisme canonique (8.8.4)

(9.22.5) o (€70 5 ) S o ET O s) ®o1(0x) B

Donc en vertu de ([4] 5.32(ii), 8.9 et 5.15) et (9.6.5), 0;(5’16% /5 ) est le faisceau de E associé
au préfaisceau sur Eq défini par la correspondance

(9.22.6) {V 67105 (V) @0y (v) By}, (Y €0b(Q)).
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La suite exacte (9.22.1) résulte alors de (9.18.1) et (9.19.2) puisque le foncteur “faisceau associé”
est exact ([5] II 4.1). Elle est localement scindée car le %,,-module o7 (¢ 71@1& /5") est localement
libre de type fini. La suite exacte (9.22.2) s’en déduit par (4.2.2).

(iii) On déduit facilement de 9.7 et ([5] IV 12.10) que pour tout entier m > 0, S%n (9}@) est le
faisceau associé au préfaisceau

(9.22.7) (Y =82 (Z)) (Y €0b(Q)).

La proposition s’ensuit compte tenu de 9.7 et du fait que le foncteur “faisceau associé” commute
aux limites inductives ([5] II 4.1).
(iv) Cela résulte aussitot des preuves de (ii) et (iii).

9.23. Soient r un nombre rationnel > 0, n un entier > 1. D’aprés 9.22, on a un isomorphisme
canonique ‘fy)—linéaire

(9.23.1) O g;;(g—lﬁl?n/gn) Rz, E).

La A,-dérivation universelle de %ﬁ” correspond via cet isomorphisme a 'unique 4,,-dérivation

(9.23.2) dD: 6 = on(67'0% 5 ) g G

qui prolonge le morphisme canonique F 02(5_151? /5 ) (9.22.1). Il résulte de 9.22(iv) que

pour tous nombres rationnels 7 > ' > 0, on a

(9.23.3) P d @l ) 0 d™ = d) ol

9.24. Soient Y un objet de Q (9.5) tel que Yy # 0, ¥ un point géométrique de Y’ Reprenons
les notations de (9.13). Pour tout nombre rationnel r > 0, on désigne par ﬁ;j,’(r) I'extension de
ﬁi—modules déduite de ﬂg (9.13.10) par image inverse par le morphisme de multiplication par p”

~ 27 BN
sur fleﬁ(/S(Y) ®ey (v) Ry, de sorte qu'on a une suite exacte de Ry -modules
NP A 151 =Y
(9.24.1) 0= Ry = Fy7 =& Qx/5(Y) @y vy By — 0.
=7
Celle-ci induit pour tout entier m > 1, une suite exacte de Ry -modules (4.2.2)

Y, (r m Y, (r m —10 =V
(9.24.2) 0— sl FlM) - s2y (FL SZ (¢ 104 5(Y) ®oy vy Ry) — 0.
Y

Y Y

=y 7
En particulier, les Ry-modules (S™%; (ﬁg’(”))meN forment un systéme inductif filtrant dont la
R
limite inductive .

(9.24.3) 2" = lim S (FL,
m=o0 1Y

est naturellement munie d’une structure de ﬁi—algébre. Il résulte aussitot de 9.16 que les formations
de yg’(r) et (53,(7") sont fonctorielles en la paire (Y,7).

Comme Y est localement irréductible (3.3), il est la somme des schémas induits sur ses compo-
santes irréductibles. On note Y la composante irréductible de Y contenant 7. De méme, Y estla
somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles, et Y=Y x x X° est la composante
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irréductible de Y~ contenant 7. On note B7r1(7’° ) le topos classifiant du groupe profini m; (?/O,y)
et

—/0  ~
(9.24.4) vg: Yig = B 57 4

le foncteur fibre en 7 (2.10.3). On a alors un isomorphisme canonique d’anneaux (7.15.1)
(9.24.5) vy (By V') 5 RY.

Comme vy est exact et qu’il commute aux limites inductives, pour tout entier n > 0, on a des

. . . Y =Y N .
isomorphismes canoniques de Ry-modules et de Ry--algébres, respectivement,

(9.24.6) vy yﬂy"’) & gTO g0,
r) <o ~ 7, (r e T, (T
(9.24.7) l@(cg}(/ﬁ)l‘y ) S %y ) Ip cg)?i( )

Proposition 9.25. Soient T un point de X au-dessus de s, X' le localisé strict de X en T, r
un nombre rationnel > 0, n un entier > 0. Reprenons les notations de (9.8). On a alors des

. . . —/0
tsomorphismes canoniques de X s,

(9.25.1) im  (t0)ia (€5 S ex(E),
Ucex(Q)°

9.25.2) im  (t0)ia( ) S es(F).
Ueex(Q)°

On notera que la proposition ne résulte pas directement de ([4] 10.37) puisque Q n’est pas stable
par produits fibrés. Mais la preuve est similaire. Ecrivant (7.2.1)

(9.25.3) " ={U w Cy}, U e Ob(Et/x),

on a, en vertu de ([4] 10.35), un isomorphisme canonique fonctoriel

(9.25.4) lim (tv)ie(Cu) = ¢x(E\7).
Ueed

On peut évidemment remplacer €z par €z(Q). Pour tout U € Ob(Q), on a un morphisme cano-
nique %[(JT,)L — Cy. Pour démontrer (9.25.1), il suffit donc de montrer que le morphisme induit

(9.25.5) wi o lim (t0)ia(€5)) = lim o (t0)ia(Co)
Ueex(Q)° Ueex(Q)°

est un isomorphisme.
—/0 —/0

Soient 7 un point géométrique de X, g Xigy — Ens le foncteur fibre associé¢ au point pso (7)

/0 -0
de X . Notons encore 7 le point géométrique tx (7) de X (9.8&0), de sorte qu’on a une fleche de
spécialisation de h(y) dans T, i.e., (¥ ~» T) est un point de X¢; X x,, yzt. D’apres ([4] (10.20.4) et
10.21(i)), pour qu’un objet (V — U) de Eq soit sous-jacent & un voisinage de p(y ~ T) dans Eq
([5] IV 6.8.2), il faut et il suffit qu’il existe un X-morphisme T — U et un morphisme § — V qui
reléve le morphisme composé § — X 5% U° (9.8.10). Pour tout U € Ob(€5), U" est la somme des
schémas induits sur ses composantes irréductibles (3.3). Notons V' la composante irréductible de

U’ contenant ty(7) et (V;) jeg7 le revétement universel normalisé de V' en ¢y (y) (cf. 2.10). D’aprés
“U
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([5] IV (6.8.4)), on a un diagramme commutatif

600

—_—
Ueez(Q)° je(Jg)o

|~

—
Ueex(Q)° jg(‘]gy)

(9.25.6)

p(Y~~T)

ou la fleche horizontale et la fléche oblique sont des isomorphismes et v est le morphisme canonique;;
c’est donc un isomorphisme. Par ailleurs, on a v = ¢g(u) ([4] 9.8). Comme X est intégre (3.7) et
que le point po (7) de Y;Zt est conservatif, u est un isomorphisme ; d’ott 'isomorphisme (9.25.1).
La preuve de (9.25.2) est similaire.

Corollaire 9.26. Soient (y ~» T) un point de X §Xéc X, tel que T soit au-dessus de s, X' le
localisé strict de X en T, n un entier > 0, v un nombre rationnel > 0. Reprenons les notations de
(9.8) et (9.9). On a alors des isomorphismes canoniques de B, <o

8

(9.26.1) T C CAD))
Ueex(Q)°

(9.26.2) lim FEO TR S (e ).
Ueex(Q)°

Remarques 9.27. Conservons les hypothéses de (9.26) ; supposons, de plus, n > 1.
(i) Les isomorphismes (9.26.1), (9.26.2) et (9.9.4) sont compatibles entre eux.
(ii) On a un isomorphisme canonique de Bm(f”’,?)
(9.27.1) lim €7'Q%s(U) @ox ) (RG/P"Ry) = vylew(on (€% 5)))-
Ueed
En effet, d’aprés (9.22.5) et ([4] 5.32(ii), 8.9 et 5.15), 0;(5_1()% /5 ) est le faisceau de E
associé au préfaisceau sur Eq défini par la correspondance

(9.27.2) {U— 719k 5(U) @0y ) Buan}, (U € Ob(Et)x)).
L’assertion résulte donc de ([4] 10.37) et (7.15.1).

iii) L’image de la suite exacte (9.22.1) par le foncteur composé vy o pz s’identifie & la limite
v ° ¥z
projective sur la catégorie €z(Q)° des suites exactes
(027.3) 0= Ry/p"Ry — F5" " F = €10 s(U) @0 w) Ri/p"Ry) = 0

déduites de (9.24.1).
(iv) L’image de l'isomorphisme (9.22.3) par le foncteur composé vy o ¢z s’identifie & I'isomor-
phisme

(9.27.4) h_nn %37(r)/pncgg,(r) > lim hi,n S%?U (yg,(r)/pnyg,(r))

—_—
Ueex(Q)° Ueez(Q)° m=>0

déduit de (9.24.3). La preuve est similaire a celle 9.25 et est laissée au lecteur.
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9.28. On désigne par @ I'anneau (%, 11)nen de ENO (6.7), par ﬁi I’anneau (ﬁynﬂ)neN de Xﬁ;t
(& ne pas confondre avec 0 (9.1.1)) et par £ 19;/3 le O module (& 191 Xoir /T )nEN de Xﬁzt
(9.1.3). On note

(9.28.1) o: (B, ) — (X5, 05)

le morphisme de topos annelés induit par les (0y,41)nen (9.2.9). o
Soit r un nombre rationnel > 0. Pour tous entiers m > n > 1, on a un morphisme %,,-

linéaire canonique FZ o 7 et un homomorphisme canonique de %,,-algébres &\ _ %,&”,

compatibles avec la suite exacte (9.22.1) et I'isomorphisme (9.22.3) et tels que les morphismes

induits

(9.28.2) T @z Bn— F et € @y By— E

soient des isomorphismes. Ces morphismes forment des systémes compatibles lorsque m et n varient,

de sorte que (ﬁé?l)neN et (Cféﬁl)neN sont des systémes projectifs. On appelle B-extension de

Higgs Tate d’ e’paisseur r associée a (f, X, M %), et 'on note FM) | e %—module (G\T(ni_l)meN de

. On appelle % algebre de Higgs-Tate d’ epazsseur r associée a (f,X M), et on note ‘g(’")
la %—algebre ((fmﬂ)meN de EN°. Ce sont des Z-modules adlques (6.16). D’apres 6.3(1), (6.5.4) et

(6.12.1), la suite exacte (9.22.1) induit une suite exacte de Z-modules

(9.28.3) 0B F0 51 (6710 ) — 0.

Comme le 0x-module Q X/s est localement libre de type fini, le %‘-module *(& ’15%@) est loca-
lement libre de type fini et la suite (9.28.3) est localement scindée. D’aprés (4.2.2), elle induit pour

tout entier m > 1, une suite exacte de %-modules

(9.28.4) 0— s%-l(gﬂﬂ) . s%(ﬁrm) — (S5 (&7 191?&))

En particulier, les Z-modules (Sﬁ@(ﬁu7 (")) men forment un systéme inductif filtrant. D’aprés 6.3(i),

(6.12.3) et (9.22.3), on a un isomorphisme canonique de %—algébres
(9.28.5) £ 3 lim s%(y“(”).

m>0

On pose .Z = F(© ot € =€ et on les appelle la B-extension de Higgs-Tate et la ZB-algébre
de Higgs-Tate, respectivement, associées a (f, X, .# ). Pour tous nombres rationnels r > r’ > 0,

les morphismes (2" )pen (9.21.4) induisent un morphisme de P-linéaire

(9.28.6) N NN (0)

Les homomorphismes (a2" ) ,ex (9.21.5) induisent un homomorphisme de @—algébres
(9.28.7) arr g g,

Pour tous nombres rationnels » > r’ > r”” >0, on a

(9.28.8) ar =am " o et & =& oar
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Les dérivations (df{il)neN (9.23.2) définissent un morphisme

(9.28.9) d") . € s (1L %) ®5 &),

qui n’est autre que la B-dérivation universelle de (). Elle prolonge le morphisme canonique
F) g (e 10L /u) Pour tous nombres rationnels » > 7/ > 0, on a

(9.28.10) P d@a™ ) od™ =d) o qnr
Remarques 9.29. Soient r» un nombre rationnel > 0, n un entier > 1.
(i) Pour tout entier m > 0, les morphismes canoniques S% (F) = € et S%(j 1)y — €™
sont injectifs. En effet, pour tout entier m’ > m, le morphisme canonique S%"(ﬁsz)) —
S%/ (%, (T)) est injectif (9.22.2). Comme les limites injectives filtrantes commutent aux limites

projectives finies dans EN Sm ( 7, 7(1 )) — 59”( ") est injectif. La seconde assertion se déduit de
la premiére par 6.3(i).

(ii) Ona o} (¢ 1(21 %./5.) = dP(F) c dT(€57) (9.23.2). Par suite, la dérivation d” est un
Bn-champ de Higgs a coefficients dans o7 (£~ 191 X, /3. ) d’aprés ([3] 2.12).

(iii) On a & (5*152%&) = d"(F™) c d(E(") (9.28.9). Par suite, la dérivation d”) est un

é—champ de Higgs a coefficients dans 5* (£~ IQE(/&).

Proposition 9.30. Pour tout nombre rationnel r > 0, le foncteur
(9.30.1) Mod(%) — Mod(¢'"), M — M @ ¢

est exact et fidéle ; en particulier, £ est B-plat.

Comme le Ox-module ﬁ}( /s est localement libre de type fini, la suite exacte (9.28.3) est locale-
ment scindée. Un scindage local de cette suite induit, pour tout entier m > 0, un scindage local de

la suite exacte (9.28.4). On en déduit que S%(j (1)) est Z-plat et que ’homomorphisme canonique

% — %) admet localement des sections. La proposition s’ensuit compte tenu de (9.28.5).

10. CALCULS COHOMOLOGIQUES

10.1. Les hypothéses et notations générales de § 9 sont en vigueur dans cette section. On désigne,

de plus, par d = dim(X/S) la dimension relative de X sur S, par # Panneau (Zpi1)nen de BN
(6.7) et par O I'anneau (O, , )nen de XN oude XY,  selon le contexte (cf. 2.9 et 8.9). Pour
tous entiers 1, n > 1, on pose

(10.1.1) Qs =N (Qkg) et ﬁ%n/g = N(OE

s,zar 5,6t
X, /8.)"

On note £~ Q}/g le ﬁ’ -module (£~ Q o1 /Boin

—1 ()t [ 101
(10.1.2) T L S N(ETY ).

Jnen- On a un isomorphisme canonique (6.12.4)

Pour tout entier n > 1, on désigne par

(10.1.3) on: (B, #Bn) = (Xy a1, O%,)
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le morphisme canonique de topos annelés (9.2.9), par

(1014) Up, - (Xs7ét, ﬁyn) — (Xs,zara ﬁyn)
le morphisme canonique de topos annelés (2.9) et par

(10.1.5) Tn: (Es, Brn) — (X zars ﬁyn)
le morphisme composé u,, o o,,. On note

(10.1.6) o: (BN, %) — (X, 05),
(10.1.7) i (X O2) = (X O%),

(10.1.8) BV, B) - (XN, 64,

s,zary Uy

les morphismes de topos annelés induit par les (0,,4+1)neN; (Unt1)nen €t (Tnt1)nen, respectivement,
de sorte que T =1 o 4.

On rappelle qu’'on a posé . = Spf(0¢) (2.1). On désigne par X le schéma formel complété p-
adique de X. C’est un .#-schéma formel de présentation finie ([1] 2.3.15). Il est donc idyllique ([1]

2.6.13). On désigne par 5_’:(226/(5, le complété p-adique du O-module §_iQ%/§ = g_ng(/S(@ﬁX O
([1] 2.5.1). On a un isomorphisme canonique ([1] 2.5.5(ii))
(10.1.9) E ey 5 ANE Dy 0).
On désigne par
(10.1.10) A (X O%) = (X zar, Ox)

le morphisme défini dans (8.10.5) et par
(10.1.11) T: (BN, %) — (Xopar, Ox)

le morphisme composé Ao#. Nous utilisons pour les modules la notation T~! pour désigner I'image
inverse au sens des faisceaux abéliens et nous réservons la notation T* pour I'image inverse au sens
des modules ; et de méme pour & et 7. Pour tout &x-module .# de X ,ar, on a un isomorphisme
canonique

(10.1.12) THF) S #((F )" T ) nen).
En particulier, T*(%) est adique (6.18).

10.2.  Pour tout entier n > 1, le morphisme d’adjonction de X 4

(10.2.1) 0% 5 = o070k 5))
induit un morphisme 0% -linéaire
(10.2.2) 0% 5 = Ta(0n(E710% 5 ).

De méme, compte tenu de (6.5.3), le morphisme d’adjonction

-101 o o exe—101

)

induit un morphisme ﬁi—linéairc

(10.2.4) 5—1(2%/§ — %*(&*(5—1?2%/?)).
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Ce dernier induit un morphisme Ox-linéaire

(10.2.5) £y, — T*(&*(f_lQ%/ﬁ)).
On notera que le morphisme adjoint
(10.2.6) THE Q%) — &*(5*19%/§)

est un isomorphisme d’aprés (10.1.12) et la remarque suivant (2.9.5).
On désigne par

(10.2.7) On: €710% /5, = Rlow(%n)

le morphisme 0% -linéaire de X; ¢ composé du morphisme (10.2.1) et du morphisme bord de la
suite exacte longue de cohomologie déduite de la suite exacte canonique (9.22.1)

(10.2.8) 0— By — Fn — a;(g*ﬁ%n/gn) — 0.
On note

5. e—151 1 (5
(10.2.9) 0: ¢ Qi/ﬁ — R'6.(%)

le morphisme ﬁi—linéaire de Xizt composé du morphisme (10.2.3) et du morphisme bord de la

suite exacte longue de cohomologie déduite de la suite exacte canonique (9.28.3)
(10.2.10) 0B —F -5 (0L ) - 0.

Compte tenu de (6.5.4), (6.5.5) et (6.12.1), on peut identifier & au morphisme (8y,)n>1.
On désigne par

9

(10.2.11) §: &0, — R'TL(D)

le morphisme Ox-linéaire de X, 4oy composé du morphisme (10.2.5) et du morphisme bord de la
suite exacte longue de cohomologie déduite de la suite exacte canonique (9.28.3)

(10.2.12) 0B —F - ek ) — .

Proposition 10.3. Soit n un entier > 1. o
(i) 1l existe un et un unique homomorphisme de ﬁyn-algébres graduées de X, ¢

(10.3.1) AETTOL

X1L/§n) - @izoRiUn* (@n)

dont la composante en degré un est le morphisme 0, (10.2.7). De plus, son noyau est annulé
L d
par p%mf et son conoyau est annulé par p%mf.
(ii) Pour tout entieri > d+ 1 (10.1), Rio,.(%,) est presque-nul.
Soit T un point géométrique de X au-dessus de s. On désigne par X’ le localisé strict de X en
T, par
(10.3.2) oz B — Xpg

le foncteur (7.8.4), par €z (resp. €z(Q)) la catégorie des voisinages du point de X associé & T
dans le site Et/x (resp. Q (9.5)) et pour tout U € Ob(&5z), par

(10.3.3) ty: X U
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le morphisme canonique. En vertu de 3.7, X' est normal et strictement local (et en particulier
intégre). D’aprés ([4] 10.31), pour tout entier ¢ > 0, on a un isomorphisme canonique

(10.3.4) (Ri00s(Zn))z = H (X o, 02(%B)).

Comme X est S-plat, X est intégre et non-vide. Soient §: y§ — X un point géométrique

générique,
—/0 ~

(10.3.5) vg: Xeg — Bm(yzo,g)
le foncteur fibre associ¢ (2.10.3). On note encore 7 le point géométrique de X~ et a:j — X’
le morphisme induits par 3. On obtient ainsi un point (g ~ Z) de X¢ Xx,, 7;. Pour tout
U € Ob(€&z), on note encore § le point géométrique de U° deéfini par le morphisme composé
tyof:y — U° (10.3.3). On observera que 7 est localisé en un point générique de U~ ([5] VIII 7.5).
Comme U est localement irréductible (3.3), il est la somme des schémas induits sur ses composantes
irréductibles. Notons U la composante irréductible de U contenant 7. De méme, U° est la somme
des schémas induits sur ses composantes irréductibles, et U° =T x x X° est la composante
irréductible de U° contenant y. Le morphisme ¢y se factorise a travers U”. D’apres (7.8.6), on a
un isomorphisme canonique

~

(10.3.6) lim (tv)ie(Bv) = 0z(%B).

veel
Celui-ci induit pour tout entier ¢ > 0, un isomorphisme
RPN W e _
(10.3.7) H' (Xiey, pz(#n)) = lim H((Utg) 7o, Bun)-
veel

En effet, si Z est un voisinage étale affine de T dans X, il suffit d’appliquer ([4] 11.10) a la sous-
catégorie pleine de (€z),; formée des schémas affines sur Z. Compte tenu de (7.15.1) et ([4] (9.7.6)),
on déduit de (10.3.4) et (10.3.7) un isomorphisme

(10.38) (Rion,(Zn))z = lim Hi(m(U",5). Ry /0" RY).
Ueed

Les isomorphismes (10.3.4) et (10.3.7) sont clairement compatibles aux cup-produits. Il en est donc
de méme de (10.3.8).
D’autre part, on a un isomorphisme canonique ([5] VIII 5.2)

~ - o~ —
(10.3.9) (%, /5.)e = T(X Q% 5 1X),

N PR TN Al
ou 'on considére Q= —
Xn/Sn

X Comme X est intégre, on en déduit un isomorphisme ([5] VII 5.8)

& gauche comme un faisceau de X, ¢; et & droite comme un faisceau de

(10.3.10) (2%, /5,)z = lim ﬁlm/@,,(ﬁ)'
Uee2

(i) Soit U un objet de ¢z(Q). On notera que les schémas U, U et U’ sont affines. La suite exacte

de Ry -représentations de w1 (U, %)

(10.3.11) 0 — Ry /p"Ry — F4/p" Fi — &' Qxys(U) @0y (R /p"Ry) — 0
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déduite de (9.13.10), induit un morphisme O (U/)-linéaire

- o €70 o 0) = (0”0 Ty (5" ),

ot I'on considére O et QlY /5, comme des faisceaux de X¢;. On peut explicitement décrire ce
n n n

morphisme en tenant compte de 9.4. En effet, d’aprés ([3] 10.16), on a un diagramme commutatif

~10 =5/ ay — = _
(103.13) &% s, ! (m (U 9), By, /0" Ryy)
FHO _\ 1Y ne15Y —b o 1 —=§ o, 1 =
Y (m (T, 9), € RY (19" Ry (1) == W (m (T, 9),p7 Ry /p" 77 Ry)
ol a est induit par le morphisme défini dans ([3] (8.13.2)), b est induit par 'isomorphisme
~Y ~ 1 ~Y
(10.3.14) Ry (1) = pr—1ERy,

deéfini dans ([3] 9.18) et ¢ est induit par I'injection canonique pﬁﬁg — EZ
En vertu de ([3] 8.17(i)), il existe un et un unique homomorphisme de O (U/)—algébres graduées

(10.3.15) MNET 5, (@) = @l (m (T, 9), 6 Ry ()/p"¢ R ()

dont la composante en degré un est le morphisme a. Celui-ci est presque-injectif et son conoyau
1 —/
est annulé par pr-Tmz. On en déduit qu’il existe un et un unique homomorphisme de 0% (U )-

algébres graduées

0310 NMERe 5, () = Sinolt'(m (T 5). By ")

dont la composante en degré 1 est ay. Une chasse au diagramme (10.3.13) montre que le noyau

de (10.3.16) est annulé par p%mf. Comme H'(m (U/O,ﬂ),ﬁlyj/pnﬁﬁ) est presque-nul pour tout
i >d+1 en vertu de ([3] 8.17(ii)), le conoyau de (10.3.16) est annulé par pzv%lmf.

Par ailleurs, d’aprés 9.27(iii), I'image de la suite exacte (10.2.8) par le foncteur vy o ¢z s’identifie
a la limite inductive sur la catégorie €z(Q)° des suites exactes (10.3.11). On en déduit péniblement
que la fibre du morphisme 9,, (10.2.7) en T s’identifie a la limite inductive sur la catégorie €z(Q)°
des morphismes ay ; d’ou existence (et 1'unicité) de 'homomorphisme (10.3.1) compte tenu de
8.5(ii). La fibre de ce dernier en T s’identifie & la limite inductive sur la catégorie €z(Q)° des
homomorphismes (10.3.16). La proposition s’ensuit puisque les limites inductives filtrantes sont
exactes.

(ii) Cela résulte de (10.3.8), 8.5(ii) et ([3] 8.17(ii)).

Corollaire 10.4. (i) Il existe un et un unique homomorphisme de ﬁ%-algébres graduées de XSR{;

(10.4.1) AETIQL L) — @i20R15.(B)

1
i/ﬁ)
dont la composante en degré un est induite par le morphisme d (10.2.9). De plus, son noyau est
2d+1

2d L
annulé par pr-Tmz et son conoyau est annulé par p»-1T mz.

(ii) Pour tout entier i > d+ 1, Ri5.(%B) est presque-nul.

Cela résulte de 10.3, 6.3(i) et (6.5.5).
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v

Proposition 10.5. (i) Pour tous entiersi > 1 et j > 1, le ﬁi—module Rl (R1G.(B)) est annulé
par p4:j11 M.
(ii) Pour tout entier ¢ > 0, le noyau du morphisme

(10.5.1) R7%,(B) — 1, (R5.(5))

. . . . (d+1)(4d+1)

induit par la suite spectrale de Cartan-Leray, est annulé par p— »=T  mz et son conoyau est
q(4d+1)

annulé par p~ P=T my.

(i) En effet, il résulte de 10.3(i) et ([5] VII 4.3) que pour tout entier n > 1, les O -modules
Rt (R701,4(#,,)) sont annulés par p%mf. La proposition s’ensuit compte tenu de (6.5.5).

(ii) On peut clairement se borner au cas ot ¢ > 1. Considérons la suite spectrale de Cartan-Leray
([5] V 5.4)

(10.5.2) E./ = R, (R75.(B)) = R™I7,(5),
et notons (E)o<i<q la filtration aboutissement sur R%7, (é) On observera que EY est le noyau du

morphisme (10.5.1). On sait que Eé’j est annulé par p%mf pour tous i > 1 et 5 > 0 d’apres (i),

et qu’il est presque-nul pour tous ¢ > 0 et j > d + 1 en vertu de 10.4(ii). On en déduit que

(10.5.3) E!/EL | =EL™
est annulé par p»-T my pour tout ¢ > 1 et qu’il est presque-nul pour tout i < ¢ —d — 1. Par suite,
(4d+1)(d+1)
E{ est annulé par p »-1T  mz; d’ou la premiére assertion. Par ailleurs, on a E%7 = ngQ, et le
conoyau du morphisme (10.5.1) s’identifie au conoyau du composé des injections canoniques
0, 0, 0,
(10.5.4) Ejly = By — - = Ey?.

Le conoyau de chacune de ces injections est annulé par p»-1 mg d’aprés (i); d’ou la seconde
assertion.

Lemme 10.6. Soit .4 = (Mp41)nen un ﬁi—module de XN° tel que pour tous entiersm > n > 1,

s,zar

My, s0it un Ox -module quasi-cohérent sur X, et que le morphisme canonique My, — My soit
surjectif. Alors R, (A#) (10.1.10) est nul pour tout entieri > 1.

En effet, d’apres ([5] V 5.1), RIA, (/) est le faisceau associé au préfaisceau sur X5 zar qui & tout
ouvert de Zariski U de X, associe le 0+ (U)-module H!(\*(U),.#). En vertu de 6.11, on a une
suite exacte canonique

(10.6.1) 0 — R'lim H'"Y(U, .#,) — H\(A\*(U),.#) — lim H\(U, .#,,) — 0.
n>1 n>1

On identifie dans la suite les sites de Zariski de X, et X3 (8.9). Soit U un ouvert affine de X;.
Pour tout entier n > 1, U détermine un ouvert affine de X,, ([16] 2.3.5). Par suite, H (U, .#,) = 0
et pour tous entiers m > n > 1, le morphisme canonique

(10.6.2) HYu, #,,) — H°(U, .4,

est surjectif, de sorte que le systéme projectif de groupes abéliens (HO(U, .#,,11))nen vérifie la
condition de Mittag-Leffler. On en déduit que H'(A\*(U),.#) = 0 (|21] 1.15 et [26] 3.1). La propo-
sition s’ensuit puisque les ouverts affines de X, forment une famille topologiquement génératrice
du site de Zariski de X
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Proposition 10.7. Pour tout entier j > 0, posons a; = (dﬂﬂ)(;f{l)%dﬂ. Alors :

(i) Pour tous entiersi>1 et j >0, le O -module RN (RI7.(#)) est annulé par p®imz.
(ii) Pour tout entier ¢ > 0, le noyau et le conoyau du morphisme

(10.7.1) RIT.(%) — A (RU7.(2))
induit par la suite spectrale de Cartan-Leray (10.1.11), sont annulés par ng;é “Ime.

(i) En effet, en vertu de 10.4(i), on a un morphisme & -lin¢aire de XEZar

v

iy 5 (Ris
(10.7.2) 13 Q?/§ — 1, (R75.(28)),

_2d_ . dd+1i P
dont le noyau est annulé par pr-Tmy et le conoyau est annulé par p»-T mz. On en déduit, compte
> 6d+1

tenu de 10.6, que REA, (11, (R75.(%))) est annulé par p »—1 mz. Par ailleurs, d’apres 10.5(ii), on a
un morphisme ﬁi—linéaire

(10.7.3) RIF(A) — 1. (R15.(A))

i (d+1)(4d+1) ) J(ad+1) .
dont le noyau est annulé par p— »=T  my- et le conoyau est annulé par p T my. La proposition
s’ensuit.

(ii) La preuve est similaire a celle de 10.5(ii). On peut clairement supposer g > 1. Considérons
la suite spectrale de Cartan-Leray

(10.7.4) Ei = RN (Ri7,(%)) = R T, (),
et notons (EY)g<;<, la filtration aboutissement sur RqT*(é). On observera que E{ est le noyau

du morphisme (10.7.1). D’aprés (i), Eéj est annulé par p*m4 pour tous i > 1 et j > 0. Il en est
alors de méme de

(1073 BY/EY,, = B

pour tout ¢ > 1. Donc EY est annulé par ng;é “my. Par ailleurs, on a E% = ngQ, et le conoyau
du morphisme (10.7.1) s’identifie au conoyau du composé des injections canoniques

(10.7.6) By, — By — - — B

Pour tout entier m tel que 2 < m < g+ 1, le conoyau de l'injection canonique E(r)ﬁi1 — E%4 est
annulé par p*—m+imz d’aprés (i) ; d’ou la proposition.

Corollaire 10.8. Il existe un et un unique isomorphisme de ﬁx[%]—algébres graduées (5.13.2)
PO T RS |
(10.8.1) A (€ 19%5/%5]) — GizoRT(A)[]

dont la composante en degré un est le morphisme 6 ®z, Q, (10.2.11).
En effet, Phomomorphisme (10.4.1) induit un homomorphisme de Ox-algébres graduées
(10.8.2) ANETTQY o) — Bizoda(ils(R15.(H)))

dont le noyau et le conoyau sont rig-nuls d’aprés 10.4(i) (cf. 5.13). Par ailleurs, les morphismes

v

(10.8.3) Dino RTL(B) — Bisod (R (D)) — @iso (s (R15, (B)))
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induits par les suites spectrales de Cartan-Leray, sont des homomorphismes de Ox-algébres gra-
duées (cf. [18] 0.12.2.6), dont les noyaux et conoyaux sont rig-nuls en vertu de 10.5(ii) et 10.7(ii).
On obtient Iisomorphisme (10.8.1) recherché en appliquant le foncteur — ®z, Q.

Lemme 10.9. Soient # un Ox-module localement libre de type fini, ¢ un entier > 0. Pour tout
entier n > 1, posons My, = M ¢, ﬁyn et M = (Mp+1)nen que l'on consideére aussi comme un

N°

faisceau de X ¢ ([5] VIL 2 ¢)). On a alors un isomorphisme canonique

(10.9.1) M @p, RIT,(B) > RIT (6%(M)).

En effet, on a un isomorphisme canonique i, (.#) = .4 . Par ailleurs, en vertu de ([1] 2.8.5), on
a un isomorphisme canonique .# — A\, (.#). Le morphisme d’adjonction .# — &.(5*(.#)) induit
alors un morphisme Ox-linéaire

(10.9.2) M — T (5*(M)).
On en déduit par cup-produit un morphisme Ox-linéaire

(10.9.3) M @6, RIT(B) — RIT,(6%(M)).

Pour voir que c’est un isomorphisme, on peut se ramener au cas ol .# = Ox (la question étant
locale pour la topologie de Zariski de X), auquel cas l’assertion est immédiate.

10.10. D’apres ([20] I 4.3.1.7), la suite exacte canonique (9.28.3)

(10.10.1) 0B —F — 5 (6710 1) — 0
induit, pour tout entier m > 1, une suite exacte (2.7)
(10.10.2) 0— S%’l(ﬁ) —8Z(F) — &*(sigi(g—lsz%/é)) — 0.
On munit Sﬁ@(ﬁu’ ) de la filtration décroissante exhaustive (S%_i (Z))ien. On a alors une suite exacte
canonique {
vxrgm—1/s—101 m( gr m—2/ g& ok QM -101
(10.10.3) 0—0o (Sﬁf €3 Qf/i)) — Sé(ﬁ)/saj (F)— 0o (Sﬁi(f Qi/ﬁ ) — 0.
Pour tous entiers i et j, posons
0,j _ ity sx(q—i (¢—1QL
(10.10.4) Bl = RT (07855 (67 2% ).
et notons
(10.10.5) dy?: By — BTN

le morphisme induit par la suite exacte (10.10.3). D’aprés 10.9, on a un isomorphisme Ox-linéaire
canonique

v

(10.10.6) STHET Q) p) B0 RTPTL(B) 5 BYY.

On en déduit, compte tenu de 10.8, un isomorphisme

IPOSRNPOR | OSPPO PR |
(10.10.7) STHE lQé/y[E])Q@ﬁx[%]/\ﬂ(f 19%5/5/[5])%]31][;]
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Proposition 10.11. On a un diagramme commutatif

(10.11.1) STHETI0NY L [5]) ®op ) A7) L [1]) — > B[]

¢m¢ ldi’jt@zp@p

S_i_l(g_lﬁﬁe/y[%]) Qox[l] /\i+j+1(§_1§%e/y[%]) — Eiﬂ’j[%}

ot ¢*J est la restriction de la ﬁx[%]—dérivation de
= 1 1= 1
(10.11.2) S(¢ 19%5/.5/[};]) Ree2) ME 19%6/5"[5])

définie dans (4.1.1) relativement au morphisme identique de f‘lﬁ}e/y[%], et les fleches horizontales

sont les isomorphismes (10.10.7).

En effet, en vertu de 4.7 et compte tenu du morphisme (10.2.5), on a un diagramme commutatif

v

(10.11.3) S—i(g—lﬁ;/y) R, RIHT,(B) B
a®idl
ST, ) B0y RITL(B) @, RHT.(B) dy?
id®ul
STHETI0Y) ) @0y RTTIT(B) DA

x,s) de la Ox-dérivation ds de S(f_lﬁi/y) Q0 /\(RlT*(é))
définie dans (4.1.1) relativement au morphisme 6 (10.2.11), U est le cup-produit de la &x-algébre

oll a est la restriction a S™¢ (710}

®i>0R T, (%) et les fleches horizontales sont les isomorphismes (10.10.6). La proposition s’ensuit.

Proposition 10.12. Soit m un entier > 1. Alors :
(i) Le morphisme

(10.12.1) T*(Sgl(ﬁv‘))[%] - T*(S%(ﬁ))[%]

induit par (10.10.2) est un isomorphisme.
(ii) Pour tout entier ¢ > 1, le morphisme

o1 ool

q m—1/ g - q m( g -

(10.12.2) R T*(Ség (J))[p] —R T*(S@(J))[p]
induit par (10.10.2) est nul.

Pour tous entiers i et j, on pose (10.10.4)

.. Ei_mvj+m Si i>0
) 1 - Y%
(10.12.3) I o { . iz

On désigne par

(10.12.4) mBEY = Ri+jT*(S%(j))
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la suite spectrale d’hypercohomologie du Z-module filtré Sg(ﬁv~ ) (10.10.2), dont les différentielles
mdi? sont données par (10.10.5)

(10.12.5)

g — di_m’j-’_m sii >0,
meL 0 sii<O.

Pour tout entier ¢ > 0, notons (,,Ef);cz la filtration aboutissement sur R‘IT*(S%(?)), de sorte

que l'on a

(10.12.6) mE T = mE] /mB .
On a alors
RIT.(SZ(F)) sii<0,
(10.12.7) i o) (SZ(F) =
0 sit>m+1,
et mng C mE(l)’q. On déduit que I'image du morphisme canonique
(10.12.8) RQT*(sgl(gZ‘)) — RqT*(s%(ﬂ“))

est ,,E¥, et son conoyau est mEgg.

Par ailleurs, il résulte de 10.11 et 4.1 que pour tous entiers i et ¢ vérifiant I'une des deux
conditions suivantes :

(i) g=0et i <m,

(i) g>1eti>1,
on a
(10.12.9) O] E I o L

2. mE mEs .

p p

La proposition s’ensuit.

Proposition 10.13. Soient r,r’ deux nombres rationnels tels que r > 1’ > 0. Alors :
(i) Pour tout entier n > 1, 'homomorphisme canonique (9.21.3)

(10.13.1) Ox. — on(€")

est presque-injectif. Notons %”nm son conoyau.
(ii) Il existe un nombre rationnel o > 0 tel que pour tout entier n > 1, le morphisme

(10.13.2) AT — )

induit par I’homomorphisme az”’/: ‘é’r(f) — ‘K,ET’) (9.21.5) soit annulé par p©.
(ii) Il existe un mombre rationnel B > 0 tel que pour tous entiers n,q > 1, le morphisme
canonique

(10.13.3) R0, (€7)) — R0, (€))
soit annulé par p°.

Soient n et ¢ deux entiers tels que n > 1 et ¢ > 0, T un point géométrique de X au-dessus de s.
On désigne par X' le localisé strict de X en T, par

~ —/
(10.13.4) oz B — Xpg
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le foncteur (7.8.4), par €z (resp. €z(Q)) la catégorie des voisinages du point de X associé & T
dans le site Et/X (resp. Q (9.5)) et pour tout U € Ob(&5z), par

(10.13.5) tr: X U

le morphisme canonique. En vertu de 3.7, X' est normal et strictement local (et en particulier
intégre). D’aprés ([4] 10.31), on a un isomorphisme canonique

(10.13.6) (R0, (67))z = H (X g0, 02(67)).

Comme X est S-plat, X est intégre et non-vide. Soient 3: 7 — X~ un point générique
géométrique,
(10.13.7) vyt Xige = B o)
le foncteur fibre associé (2.10.3). On note encore g le point géométrique de X' etary — X/
le morphisme induits par 3. On obtient ainsi un point (7 ~» =) de X x Xet Y;’t. Pour tout
U € Ob(€z), on note encore y le point géométrique de U° défini par le morphisme composé
tyofB:y — U (10.13.5). On observera que ¥ est localisé en un point générique de U’ ([5] VIII 7.5).
Comme U est localement irréductible (3.3), il est la somme des schémas induits sur ses composantes
irréductibles. Notons U la composante irréductible de U contenant 7. De méme, U’ est la somme
des schémas induits sur ses composantes irréductibles, et U° =T x x X° est la composante
irréductible de U~ contenant y. Le morphisme t;; se factorise a travers U”. D’apres (9.26.1), on a

un isomorphisme canonique de Bm(Y” 7
(10.13.8) lim G2 /pr el S u(os(€)).
UeQ}QW

En vertu de ([4] 11.10 et (9.7.6)), celui-ci induit un isomorphisme
(10.13.9) H (X, (@) = lim BY(m (T°,5), 57" 967 "),
Ueez(Q)°

On déduit de (10.13.6) et (10.13.9) un isomorphisme
(10.13.10) (R0, (€)= lim  HY(m (U, 5),60" /pel™).

—_—
Ueex(Q)°
D’autre part, on démontre, comme pour (10.3.10), qu’on a un isomorphisme canonique

(10.13.11) (Ox,)x = lim Og (U),

o
Ueel

ou 'on consideére ﬁfn a gauche comme un faisceau de X ¢; et a droite comme un faisceau de Xt
La fibre du morphisme (10.13.1) en T s’identifie & la limite inductive sur la catégorie €z(Q)° du
morphisme canonique

(10.13.12) o5 (U) — (65" jprgy W ym@ v,

Comme les limites inductives filtrantes sont exactes, la proposition résulte alors de ([3] 12.7),
compte tenu de 9.4 et de la preuve de 9.14.

Corollaire 10.14. Soient r,r’ deux nombres rationnels tels que r > r’ > 0. Alors :
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(i) L’homomorphisme canonique de X}igt (9.28)
(10.14.1) O — 5.(¢7)

est presque-injectif. Notons AT son cONnoYyau.
(i) Il existe un nombre rationnel o > 0 tel que le morphisme

(10.14.2) A )

induit par I’homomorphisme canonique ar' s g — 0" (9.28.7) soit annulé par p©.
(iil) 1l existe un nombre rationnel 8 > 0 tel que pour tout entier ¢ > 1, le morphisme canonique
de X1,
(10.14.3) R, (¢") — R%.,(€")
soit annulé par p°.
Cela résulte de 10.13, 6.3(i) et (6.5.5).

Lemme 10.15. Soient r,v’ deuz nombres rationnels tels que r > r' > 0. Alors :
(i) L’homomorphisme canonique de XY, (9.28.1)

s,zar

(10.15.1) O — #(60)

est presque-injectif. Notons A" son conoyau.
(i) Il existe un nombre rationnel o > 0 tel que le morphisme

(10.15.2) AT g

induit par ’homomorphisme canonique ar s g — ) (9.28.7) soit annulé par p©.
(iii) Pour tout entier ¢ > 1, il existe un nombre rationnel 8 > 0 tel que le morphisme canonique
de X2,
(10.15.3) RI%,(6")) — RI%,(€))

soit annulé par p°.

Reprenons les notations de 10.14, de plus, notons N et M) les noyaux des morphismes
(10.14.1) et (10.15.1), respectivement.

(i) Comme .# (") = 1, (A4"("), 1a proposition résulte de 10.14(i).

(ii) Comme Rlﬂ*(ﬁi) = 0 d’aprés (6.5.5) et ([5] VII 4.3), on a une suite exacte
(10.15.4) 0— R (AN T) = A" — a, (#).

La proposition résulte alors de 10.14(i)-(ii).
(iii) Considérons la suite spectrale de Cartan-Leray

(10.15.5) "EL = R, (R76,(61)) = R™H#, (€1,
et notons ("E)g<i<, la filtration aboutissement sur R%%,(¢™)), de sorte que I'on a
(10.15.6) TE;?/TE;?+1 — TEiaolI*i.

Pour tout entier 0 <4 < ¢+ 1, posons r; = 7'+ (¢+ 1 —i)(r — ') /(¢ +1). D’apreés 10.14(iii), pour
tout entier 0 < i < g — 1, il existe un nombre rationnel 3; > 0 tel que le morphisme canonique

(10157) TiE’é"I—i N 7’1'+1Eé.,q—i
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soit annulé par p%. Il en est alors de méme du morphisme T"‘Eg’c’f—i — T"‘“Eio’g_i. Par ailleurs,
R, (05) = 0 d’aprés (6.5.5) et ([5] VII 4.3). On en déduit que le morphisme canonique

(10.15.8) R, (5,(2""))) — R, ("))

est presque-injectif d’aprés 10.14(i). Par suite, en vertu de 10.14(ii), il existe un nombre rationnel
Bq > 0 tel que le morphisme canonique

(10.15.9) ragd0  rari g20

soit annulé par pP. Il en est alors de méme du morphisme TQEZQDO — “1+1Eg<’30. La proposition
s’ensuit en prenant § = Z?:o Bi.

Proposition 10.16. Soient r,r’ deux nombres rationnels tels que v > r' > 0. Alors :
(i) L’homomorphisme canonique (9.28.1)

(10.16.1) Ox — T.(€")

est injectif. Notons Z") son conoyau.
(i) Il existe un nombre rationnel o > 0 tel que le morphisme

(10.16.2) L0 P

induit par I’homomorphisme canonique ar' s ¢ — " (9.28.7) soit annulé par p©.
(iii) Pour tout entier ¢ > 1, il existe un nombre rationnel 3 > 0 tel que le morphisme canonique

(10.16.3) RqT*(cgf(r)) - RqT*(Cg(r’))
soit annulé par p°.

Reprenons les notations de 10.15, de plus, notons M) le noyau du morphisme (10.15.1).

(i) Le noyau du morphisme (10.16.1) est canoniquement isomorphe a A, (.#Z) (10.1.10). Il est
donc presque-nul en vertu de 10.15(i). Comme Ox est Oc-plat d’aprés 3.10(iii) (rig-pur dans la
terminologie de [1] 2.10.1.4), le morphisme (10.16.1) est injectif.

(ii) Comme Rl)\*(ﬁi) = 0 d’aprés 10.6, on a une suite exacte

(10.16.4) 0— RN (AT) - 20 5 A (A1),

La proposition résulte alors de 10.15(i)-(ii).
(iii) La preuve est similaire a celle de 10.15(iii). Considérons la suite spectrale de Cartan-Leray

(10.16.5) TEY = RN (RIA(TM)) = RIVT,(€1),
et notons ("E)g<i<, la filtration aboutissement sur R7T,(¢™)), de sorte que 'on a
(10.16.6) PEJTEL, = TER,

Pour tout entier 0 <i < ¢+ 1, posons r; =1’ + (¢+1—1)(r —1')/(¢+1). D’apres 10.15(iii), pour
tout entier 0 < i < ¢ — 1, il existe un nombre rationnel 3; > 0 tel que le morphisme canonique

(10.16.7) T;:E;;Q*i N rHlE%qfi

soit annulé par p%. Il en est alors de méme du morphisme "E59™" — "+ ELY2"% Par ailleurs,
Rqﬂ*(ﬁi) = 0 d’aprés 10.6. On en déduit que le morphisme canonique

(10.16.8) RIN, (%, (€)) — RIN, ()
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est presque-injectif d’aprés 10.15(i). Par suite, en vertu de 10.15(ii), il existe un nombre rationnel
Bq > 0 tel que le morphisme canonique

(10.16.9) PR, Tt EZ0

soit annulé par pP. Il en est alors de méme du morphisme TGE&O — ”“E&O. La proposition
s’ensuit en prenant 3 =Y 7_ §;.

Corollaire 10.17. Soient r, ' deux nombres rationnels tels que r > r’ > 0.
(i) L’homomorphisme canonique

1 . 1
(10.17.1) " Ox[=] = T[]
p p
admet (en tant que morphisme ﬁx[%]—linéaire) un inverse a gauche canonique
P u(,,,) 1 ].
(10.17.2) v T(C )[Z] - ﬁx[;]-

(ii) Le composé

Y 1, or 1, o Serryr g L
(10.17.3) TAED)[] = Ox[-] = T(¢)[]
p p p
est I’homomorphisme canonique.
(iii) Pour tout entier ¢ > 1, le morphisme canonique

(10.17.4) qu—*(%r(r))%] - Rqr*(cg(rﬂ)[%

]

est nul.
En effet, d’apreés 10.16(i)-(ii), u” est injectif et il existe un et un unique morphisme ﬁx[%]-linéaire

’ ~ 1 1
10.17.5 m T (EN[E] = Ol
( ) v ( )[p] ae[p]

tel que u” o o™ soit I'homomorphisme canonique T*((f(r))[%] — T*(?(’“l))[%]. Comme on a
u” o™ oyt = u’/, on en déduit que v™" est un inverse a gauche de u”. On vérifie aussitot
qu’il ne dépend pas de r'; d’ou les propositions (i) et (ii). La proposition (iii) résulte aussitot de
10.16(ii).

Corollaire 10.18. L’homomorphisme canonique

1 Y 1
(10.18.1) Ox[=] — lim T.(€")[~]
reezo p
est un isomorphisme, et pour tout entier ¢ > 1,
Y 1
(10.18.2) lim RIT,.(€M)[=] = 0.
. p

re€l>o
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10.19. Pour tout nombre rationnel r > 0 et tout entier n > 1, on rappelle que la %,-dérivation
universelle de %ST) (9.23.2)

(10.19.1) AP €D — on(€710% 5

) ®@n cgrgr)
est un %,-champ de Higgs a coefficients dans U;‘L(f_lﬁlY /5 ) (9.29). On note K'(%gr),png))

le complexe de Dolbeault du Z,,-module de Higgs (Z.", p"d"") ([3] 2.8.2) et K*(%\",p"d\") le
complexe de Dolbeault augmenté

(10.19.2) B — KU(ED , prd) — KLEM, prd") — K€, prd") — ...

)

ot &, est placé en degré —1 et la différentielle 4,, — %&’") est ’homomorphisme canonique.
Pour tous nombres rationnels » > 7/ > 0, on a (9.23.3)

(10.19.3) p"(id ® a;"“/) o dg“) — pT/dSLV") ° a:;,r’7
oll a:;r/ e - %(LT/) est ’homomorphisme (9.21.5). Par suite, afl’rl induit un morphisme
(10.19.4) v K60, prdD) — K€, prd().

Proposition 10.20. Pour tous nombres rationnels r > r’ > 0, il existe un nombre rationnel o > 0
tel que pour tous entiers n et q avec n > 1, le morphisme

(10.20.1) HY (™) HU(R (67, p"d))) — HUR* (%), pd)))
soit annulé par p.

Soient m un entier > 1, T un point géométrique de X au-dessus de s. On désigne par X' le
localisé strict de X en T, par

(10.20.2) vz B — Xypa

le foncteur (7.8.4), par €z (resp. €z(Q)) la catégorie des voisinages du point de X associé & T
dans le site Et,x (resp. Q (9.5)) et pour tout U € Ob(&z), par

(10.20.3) ty: X U

le morphisme canonique. En vertu de 3.7, X' est normal et strictement local (et en particulier
. N </ rad ~-/° . N . . — <-/° . 4 P
intégre). Comme X est S-plat, X  est intégre et non-vide. Soient 5: § — X ~ un point géométrique
générique,

—/0 ~
(10.20.4) vy Xegp — Bm(y,o’m
le foncteur fibre associé (2.10.3). On note encore ¥y le point géométrique de X’ et a: 7 — X’
le morphisme induit par 8. On obtient ainsi un point (¥ ~ T) de Xg Xx,, Y;t. Pour tout
U € Ob(€z), on note encore g le point géométrique de U° défini par le morphisme composé
tyofB:y — U (10.20.3). On observera que 7 est localisé en un point générique de U° (|5] VIII
7.5). Comme U est localement irréductible (3.3), il est la somme des schémas induits sur ses
composantes irréductibles. Notons U la composante irréductible de U contenant 7. De méme, U’
est la somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles, et U° =T x x X° est la
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composante irréductible de U’ contenant y. Le morphisme ty se factorise a travers [0 D’aprés
(9.9.4) et (9.26.1), on a des isomorphismes canoniques de B

™ (X'"°7)
(10.20.5) lim Ry/p" Ry = vylea(%n)).
veel
Ueex(Q)°

Les anneaux sous-jacents a ces représentations sont canoniquement isomorphes aux fibres de %,

et ") en p(W ~ @) ([4] 10.30 et 9.8). D’autre part, on a des isomorphismes canoniques (10.13.11)
et (10.3.10)

(10.20.7) (Ox.)x > lim O (U),
UZ%
~ -~ .,
(10.20.8) (Qlyn/gn)fe lim Qlyn/gn(U),
Ueel
ol I'on considére ﬁfn et 621? /5 a gauche comme des faisceaux de X, ¢4 et a droite comme

des faisceaux de X¢. Ces modules sont canoniquement isomorphes aux fibres de o5(0%,) et

oy (ﬁlfn/gn) en p(7 ~ 7) ([4] (10.20.1)). Tl résulte de 9.27 que la fibre de la dérivation d5 (9.23.2)

en p(y ~ T) s’identifie & la limite inductive sur la catégorie Ex(Q)° des (EyU /p”?yU)—dérivations
universelles

(10.20.9) G ey — €105 (U) o) (65 ).

D’apres 8.5, la famille des points p(g ~ T) de Es est conservative. Comme les limites inductives
filtrantes sont exactes, la proposition résulte alors de ([3] 12.3(i)), compte tenu de 9.4 et de la
preuve de 9.14.

10.21. Pour tout nombre rationnel r > 0, on note encore
(10.21.1) A7 ¢ = Tk ,) 0560
la é—dérivatiom induite par d( (9.28.9) et lisomorphisme (10.2.6), que l'on identifie & la é—
dérivation universelle de €("). Cest un Z-champ de Higgs a coefficients dans T* (5’1§§€/y) (9.29).
On désigne par K* (‘g(”, p’"a?(’“)) le complexe de Dolbeault du Z-module de Higgs (‘g ), p’"cz(’“)) et
par K* (%", prdu(’")) le complexe de Dolbeault augmenté
(10.21.2) % — KOG, prd™)y — KHED, prd™) — - - KNG, prd)) — ..,
ol é est placé en degré —1 et la différentielle é — € est I’homomorphisme canonique.

Pour tous nombres rationnels » > 7/ > 0, on a (9.28.10)
(10.21.3) prid®a"")od™ = pr'dr) o gm

ou a”" : € — (") est I'homomorphisme (9.28.7). Par suite, & " induit un morphisme de
complexes

(10.21.4) g RYED, prd™) — RE), pr d)).
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On note Mon(é) la catégorie des P-modules de EN° a isogénie prés (5.2), et on désigne par
K@(?(T),prcz(r)) et Kf@(‘f(r),prci(r)) les images des complexes K'(‘g(r),prci(”) et K* (?(T),prcz(r))
dans Modg(%).

Proposition 10.22. Pour tous nombres rationnels r > 1’ > 0 et tout entier q, le morphisme
canonique (10.21.4)

(10.22.1) H,I(%,w): Hq(f%(g(r),prg(r))) = Hq(ﬁé(’@(cgf(r')’pr'd'(r’)))
est nul.
Cela résulte de 10.20 et 6.3(i).

Corollaire 10.23. Soient r, ' deux nombres rationnels tels que r > r' > 0.
(i) Le morphisme canonique

(10.23.1) ' By — HOKY(ED, prd))
admet un inverse 4 gauche canonique
(10.23.2) v HORY (M, prd™)) — Hq.

(ii) Le composé

(10.23.3) HO(K8,(T), prd™)) 25 By 5 HOKY(ET), prd™))
est le morphisme canonique.
(iii) Pour tout entier ¢ > 1, le morphisme canonique

(10.23.4) Hq(K@((gm’prg(r))) R Hq(Kb(g(r')’pr'CZ(w)))
est nul.

En effet, considérons le diagramme commutatif canonique (sans la fléche pointillée)

(10.23.5) By ——> HO(K' (€0, prd™))) ——= HO(K(€ "), prd™))

lww’ iH”%’*')

93@ *> HO(K' ((g(v ) " d(r ))) o HO(KQ(‘?(T/)’pT'J(T’)))

Il résulte de 10.22 que u” et par suite u” sont injectifs, et qu’il existe un et un unique morphisme
v™" comme ci-dessus tel que w™" = u" ov™" . Comme on a u” ov™" ou” = u", on en déduit
que o™ est un inverse A gauche de u". On vérifie aussitot qu’il ne dépend pas de r’; d’ou les
propositions (i) et (ii). La proposition (iii) résulte aussitot de 10.22.
Corollaire 10.24. Le morphisme canonique

7 : 0/mre (S(r r 3(r
(10.24.1) B — lim H(Ky(E ", prd™))

r€Q>0

est un isomorphisme, et pour tout entier ¢ > 1,
(10.24.2) lim HY(K$(€™,prd™)) =0

r€Q>

Cela résulte de 10.23.
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Remarque 10.25. Les limites inductives filtrantes ne sont pas a priori représentables dans la
catégorie Modg ().

11. MODULES DE DOLBEAULT

11.1. Les hypotheses et notations generales de § 9 sont en vigueur dans cette section. On des1gne
de plus, par Mod (%) la catégorie des Z-modules de EN° (9. 28) par Modad(ﬂ) (resp. Modatf(%))
la sous- categone pleine formée des Z-modules adlques (resp. Z-modules adiques de type ﬁm) (6.16)
et par Mon(%’) (resp. Modad(%) resp. Modatf(%’)) la catégorie des ObJetb de Mod(%’) (resp.

Mod™ (,93) resp. Modatf(,@)) a isogénie pres (5.1.1). La catégorie Mon(%) est alors abélienne
et les foncteurs canoniques

v

(11.1.1) Mod: () — Mod\ (%) — Modg (%)

sont pleinement fidéles. N
On désigne par ¥ le .#-schéma formel complété p-adique de X et par & *IQ;{ /5 le complété

p-adique du Og-module £~ IQ%E = _1(2%(/5 ®gy Ox (cf. 2.1). On note Mod“"(0x) (resp.

ModCOh(ﬁx[%D) la catégorie des @x-modules (resp. ﬁx[%]—modules) cohérents de X ,ar (5.13).
On désigne par

(1112) T: (E§°7§) - (XS,ZBI7 ﬁ%)

le morphisme de topos annelés défini dans (10.1.11). Le foncteur T, induit un foncteur additif et
exact & gauche que I'on note encore

~ 1
(11.1.3) T.: Modg(#) — Mod(0x[-]).
p
D’aprés 5.14, le foncteur T* induit un foncteur additif que 1’on note encore

(11.1.4) T+ Modwh(ﬁx[z%]) . Mod2 ().

Pour tout ﬁx[%]—module cohérent .Z et tout %o-module ¢, on a un homomorphisme canonique
bifonctoriel

(11.1.5) Hom. (T*(J) 9) —>H0mﬁx[ 1(F,Tw(9)),

qui est injectif d’apres (5.13.3) et 5.14. On appelle abusivement ’adjoint d’un morphisme é@—
linéaire T*(#) — ¢ son image par ’homomorphisme (11.1.5).

On note
(11.1.6) RT*:D+(Mon(§)) - D+(Mod(ﬁx[%])),
(11.1.7) RIT,: Modg(#) — Mod(ﬁx[%]), (g €N),

les foncteurs dérivés droits du foncteur T, (11.1.3). Ces notations n’induisent aucune confusion
avec celles des foncteurs dérivés droits du foncteur T, : Mod(%) — Mod(0x), puisque le foncteur

de localisation Mod(%) — Modg(%) est exact et transforme les objets injectifs en des objets
injectifs.
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11.2. Soient .# un Ox-module, .# un %-module, ¢ un entier > 0. Le morphisme d’adjonction
M — T.(T*(A)) et le cup-produit induisent un morphisme bifonctoriel

(11.2.1) M D6y RIT(N) = RIT (T () @5 N).

On peut faire les remarques suivantes :
(i) Pour tout Ox-module .#’, le composé

(11.2.2) %@(jx /A R0y R,qT*(JV) 4>///®{j’x RqT*(T*(////) ®§ </V)

T |

RIT (T M R¢, M) ®= N)

des morphismes induits par les morphismes (11.2.1) relatifs & .# et .#’, n’est autre que le
morphisme (11.2.1) relatif & # ®g¢, 4.
(ii) Lorsque ¢ = 0, le morphisme (11.2.1) est le composé

(11.2.3) M @y To(N) = TuT(M @0y Tu(N)) = To(TH (M) @5 ),

ou la premiére fléche est le morphisme d’adjonction et la seconde fléche est induite par le
morphisme canonique T*(T,(.4")) — 4. Son adjoint

(11.2.4) T (M Ry To(N) = T (M) @5 N
est donc induit par le morphisme canonique T*(T,(A4)) — A

11.3. Soient . un ﬁx[%]—module cohérent, ¥ un %g-module, ¢ un entier > 0. Compte tenu de
5.14, le morphisme (11.2.1) induit un morphisme bifonctoriel

(11.3.1) F Qo1 RITAF) = RITL(TH(F) @5 9).

On peut faire les remarques suivantes :
(i) Soit .Z' un ﬁx[%]—module cohérent. Il résulte de 11.2(i) que le composé

(11.3.2) F Boy1] F' Qox ) RITu(Y) —= F o RITL(TH(F) @ 9)

T

RIT(TH(F ZPNEY F)®= 9b)

des morphismes induits par les morphismes (11.3.1) relatifs a % et %', n’est autre que le
morphisme (11.3.1) relatif & 7 ®4 (1) F".
P

(i) Soient .Z un ﬁx[%]—module cohérent, u: T*(.Z) — ¢ un morphisme éQ—linéaire, v: L —
T4(%) le morphisme adjoint (11.1.5). Il résulte alors de 11.2(ii) et 5.14 que le morphisme

(11.3.3) efﬁ‘®ﬁx[%}$HT*(T*(?) ®§@ 9)
induit par (11.3.1) et v, est 'adjoint du morphisme
(11.3.4) TH(F ®pp1) ) = TH(F) ®5 ¢

induit par u.
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Lemme 11.4. (i) Soient .# un Ox-module localement libre de type fini, A un é—module, q un
entier > 0. Alors le morphisme canonique (11.2.1)

(11.4.1) MR RIT(N) = RIT (T (M) @5 N)

est un isomorphisme.
(ii) Soient F un ﬁx[%]-module localement projectif de type fini (2.8), 4 un Bg-module, q un
entier > 0. Alors le morphisme canonique (11.3.1)

(11.4.2) F R, 1 RITUY) = RIT(TH(TF) ®5 )
P Q
est un isomorphisme.

On se limite & démontrer (ii); la preuve de (i) est similaire et plus simple. Il existe un recou-
vrement ouvert de Zariski (U;);c; de X tel que pour tout ¢ € I, la restriction de F a (U;)s soit
un facteur direct d’un (ﬁx|Ui)[%]—module libre de type fini. Compte tenu de 8.15, on peut alors se

borner au cas ot .% est un facteur direct d’un ﬁx[%]—module libre de type fini, et méme au cas ot
ZF est un ﬁx[%}-module libre de type fini, auquel cas I’assertion est évidente.

11.5. On désigne par IH(ﬁx,g_lﬁé/(y) la catégorie des Ox-isogénies de Higgs a coefficients
dans £71QL 7 (5.8) et par TH! (0%, €710 /) la sous-catégorie pleine formée des quadru-
plets (A, N ,u,0) tels que .4 et A soient des Ox-modules cohérents. Ce sont des catégories
additives. On note THg(0x,£7'Q% ) (resp. IHfQOh(ﬁx7£’1Q%€/y)) la catégorie des objets de

IH(ﬁx,f_lﬁée/y) (resp. IHCOh(ﬁx,f_lﬁé/y)) a isogénie pres (5.1.1).
On sous-entend par Ox[;]-module de Higgs & coefficients dans f’lﬁé/y, un Ox[;]-module
de Higgs a coefficients dans f‘lﬁi/y[%] (3] 2.8). Dans la suite, on omettra le champ de Higgs

de la notation d’un module de Higgs lorsqu’on en n’a pas explicitement besoin. On désigne par
MH(ﬁx[%],ﬁ’lﬁé/y)ja catégorie des ﬁx[%]-module de Higgs a coefficients dans 5’1Q§€/y et
par MHCOh(ﬁx[%}, 5_19;/5,) la sous-catégorie pleine formée des modules de Higgs dont le ﬁx[%]—
module sous-jacent est cohérent. Le foncteur (5.15.1)
(11.5.1) IH(O%,¢7'0%,,) — MH(Ox[]],6'0% )

(M, N u,0) = (M, ([d@ug))oby,)

induit un foncteur

15 1. a1
(11.5.2) THq(Ox, & '0% ) 0) — MH(ﬁx[E],f '0%/5)-
D’aprés 5.17, celui-ci induit une équivalence de catégories

—10 ~ co 1 -10
(11.5.3) H" (0x, £ 0%, ) = MH h(ﬁx[lghf 10%))-

Définition 11.6. On appelle ﬁx[%]-ﬁbré de Higgs a coefficients dans 5715%{/% tout ﬁx[%]—module
de Higgs a coefficients dans 5_1()%6/5, dont le ﬁx[%]—module sous-jacent est localement projectif
de type fini (2.8).
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11.7.  Soit  un nombre rationnel > 0. On note encore

(11.7.1) A" 60 - Tk, ) @5 60

la Z-dérivation induite par d) (9.28.9) et I'isomorphisme (10.2.6), que l'on identifie a la B-
dérivation universelle de €(". Cest un PB-champ de Higgs a coefficients dans T*(f‘lﬁ;/y)
(9.29). On désigne par Z" la catégorie des p"-isoconnexions intégrables relativement a l'extension
€ /2 (5.10) et par IH(A, T* ({’1§§€/y)) la catégorie des Z-isogénies de Higgs & coefficients dans
T*(f‘lﬁé/y) (5.8). Ce sont deux catégories additives. On note Zf, (resp. THo (%, T* (f‘lﬁé/y)))
la catégorie des objets de = (resp. IH (%, T*(f‘lﬁﬁe/y))) a isogénie prés (5.1.1). D’aprés 5.12 et
9.29(iii), on a un foncteur naturel

(11.7.2) = IH(Z, T (0%, ).

En particulier, on peut associer fonctoriellement a tout objet de g un complexe de Dolbeault

dans Mon(é) (cf. 5.9).
Considérons le foncteur

(11.7.3) &": Mod(#) —~ Z', M (€D @yt TV 0 ,id,pd7) id),
ot ) est la B-dérivation universelle de ¢) (10.21.1), et notons encore

(11.7.4) &": Modg(%) — =5

le foncteur induit. Considérons par ailleurs le foncteur

(11.7.5) KT E — Mod(B), (F.9,u,V) ker(V),

et notons encore

(11.7.6) ". 25 — Modg(%)

le foncteur induit. Il est clair que le foncteur (11.7.3) est un adjoint & gauche du foncteur (11.7.5).
Par suite, le foncteur (11.7.4) est un adjoint a gauche du foncteur (11.7.6).

D’apres 5.12, si (A, A, v,0) est une Ox-isogénie de Higgs a coefficients dans 5’15;/5”
(11.7.7) (€ @z THA), €0 @z T*(A),id @ T*(v),p"d") @ T*(v) +id @ T*(6))
est un objet de Z". On obtient ainsi un foncteur
(11.7.8) T IH(Ox, €10k ) — B
D’aprés (11.5.3), celui-ci induit un foncteur que 1’on note encore
(11.7.9) T+ MHCOh(ﬁx[%],(lﬁ;/y) — =5,

Soit (F#,9,u, V) un objet de Z". Compte tenu de 11.4(i), V induit un morphisme Ox-linéaire :
(11.7.10) TV): Tu(F) = €71k ®o, Tu(9).

On déduit facilement de 11.3(1) que (T+(F), T«(¥4), T«(u), T«(V)) est une Ox-isogénie de Higgs
a coefficients dans & *10; /5 On obtient ainsi un foncteur

(11.7.11) Th - TH(Ox, 'k ).
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Le composé des foncteurs (11.7.11) et (11.5.1) induit un foncteur que ’on note encore
1 ~
(11.7.12) Th:Eh— MH(ﬁx[E],g*m;/y).

Il est clair que le foncteur (11.7.8) est un adjoint & gauche du foncteur (11.7.11). On en déduit
que pour tous A4 € Ob(MHCOh(ﬁx[%],ﬁ’lﬁé/y)) et «/ € Ob(Zp), on a un homomorphisme
canonique bifonctoriel

+
(11.7.13) HOIHE&(TT (N), o) — HomMH(ﬁx[%Lé,@;/y)(e/V, T (),
qui est injectif d’apres 5.16 et 5.17. On appelle abusivement 1’adjoint d’un morphisme T (A4") —
o/ de Ep, son image par 'homomorphisme (11.7.13).
11.8. Soient r, r’ deux nombres rationnels tels que » > ' > 0, (#,%,u, V) une p"-isoconnexion
intégrable relativement a I’extension £ /9. D’aprés (10.21.3), il existe un et un unique morphisme
PB-linéaire
(11.8.1) VG @y F— T 0y 0) @5 €7 @ 9
tel que pour toutes sections locales z’ de ) et s de F , on ait
(11.8.2) V(@' @i 8) = 0" dT) (@) @ u(s) + 2 Dy V(5).
Le quadruplet (‘é(T') R ﬁfgfrl) Oy 9,id @y u, V') est une p" -isoconnexion intégrable
relativement & l'extension € /98. On obtient ainsi un foncteur
(11.8.3) €2 -2
Celui-ci induit un foncteur que I’on note encore
(11.8.4) " Ef — Ep.

v

/On a un isomorphisme canonique de foncteurs de Mod(j) dans 2" (resp. de Modg(#) dans
=5)
(11.8.5) EAAYC Ny L
Par ailleurs, on a un isomorphisme canonique de foncteurs de IH(ﬁx,,g*lﬁ; / &) dans g (resp.
de MH™"(0x[1],¢710% ) dans Ef) )

(11.8.6) oo T 2, T
Le diagramme
v K fe—15S
(11.8.7) F T ) ©5 9
&8 gmid iid@géd"v"'&gm id

@) R F v, T*(&’lﬁi/y) ®= @) R b

est clairement commutatif. On en déduit un morphisme canonique de foncteurs de 2" dans Mod (%)
(resp. de = dans Modg (%))

(11.8.8) KT A o
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On en déduit aussi un morphisme canonique de foncteurs de =" dans IH(Ox, & 191 /y) (resp. de
Ep dans MH(Ox[;], &~ 19;/5/))
(11.8.9) Th — T o™

Pour tout nombre rationnel 7"’ tel ¥' > r”” > 0, on a un isomorphisme canonique de foncteurs

—r :T// —r :‘1‘”
de E" dans E" (resp. de Ey dans = )

7w "

(11.8.10) o e,

Remarque 11.9. Sous les hypothéses de (11.8), (€™ Rpr F, ¢ Qpr ¥,1d @y u,p" V)
est la p"-isoconnexion intégrable relativement a I’extension ?(7/)/@ déduite de (F#,¥9,u,V) par

extension des scalaires par d”/ définie dans 5.11. Ce décalage s’explique par le fait que ’homo-

morphisme canonique Ql Sy — Q;( N s’identifie &

(11.9.1) prid @ e T*(g—lg;e/y) ®= o) T*(E—lg};/y) ® GO}

Définition 11.10. Soient .# un objet de Modatf(,%’) (11.1), A un ﬁx[ |-fibré de Higgs a coef-
ficients dans £~ 1ﬂlx/y (11.6).
(i) Soit r un nombre rationnel > 0. On dit que .# et .4 sont r-associés s’il existe un isomor-
phisme de =g
(11.10.1) a: TN (AN) 5 & ().

On dit alors aussi que le triplet (#, .4, a) est r-admissible.
(ii) On dit que # et A sont associés s'il existe un nombre rationnel r > 0 tel que #Z et A
soient r-associés.

On notera que pour tous nombres rationnels » > ' > 0, si .# et 4 sont r-associés, ils sont

r’-associés, compte tenu de (11.8.5) et (11.8.6).

Définition 11.11. (i) On appelle %’@ -module de Dolbeault tout objet de Modatf (%’) pour lequel
il existe un ﬁx[ J-fibré de Higgs associé, a coefficients dans £~ 1955/5,

(ii) On dit qu’un ﬁx[ |-fibré de Higgs a coeflicients dans £~ 1(21 x, st soluble s’il admet un
module de Dolbeault assoc1e

On désigne par ModDOlb(ﬂ) la sous-catégorie pleine de Modatf(é) formée des j@—modules
de Dolbeault, et par MH*(0x [7} 10l x,.) la sous-catégorie pleine de MH(ﬁx[ & 1Qi/y)

formée des ﬁx[ |-fibrés de Higgs solubles a coefficients dans £~ 1956/5,

Proposition 11.12. Tout é@—module de Dolbeault est é(@—plat (5.4).

Soient . un %’@ -module de Dolbeault, .4 un ﬁx[ |-fibré de Higgs a coefficients dans £~ 1936 2
7 un nombre rationnel > 0, a: T"F(A") = &"(#) un isomorphisme de Zp. Comme le ﬁgg[ ]-
module .4 est localement libre de type fini, le Cég)—module TH(AN) ®= (fg est plat d’aprés
0
5.7(iii). On en déduit que .# ®= %;é;) est fg)—pla‘c. Par suite, .# est Bg-plat en vertu de 5.4.4
Q
et 9.30.



SUR LA CORRESPONDANCE DE SIMPSON p-ADIQUE. II 87

11.13. Pour tout @Q—module M et tous nombres rationnels r > r’ > 0, le morphisme (11.8.9) et

l'isomorphisme (11.8.5) induisent un morphisme de MH(ﬁx[%],g_lﬁé/y)

(11.13.1) TS (M) — T (& (M),

On obtient ainsi un systéeme inductif filtrant (T, (&"(.#)))req.,- On désigne par # le foncteur

. 1 ~
(11.13.2) A Modg(Z) — MH(@E[E],EIQ%{/y), M lim TS ().
T€QS
Pour tout objet .4 de MH(@X[%LE*();M,) et tous nombres rationnels r > 7’ > 0, le mor-

phisme (11.8.8) et 'isomorphisme (11.8.6) induisent un morphisme de Modg(%)
(11.13.3) HT(TTHAN)) = 7 (T H(A)).

On obtient ainsi un systéme inductif filtrant (2" (T"T(4))),>0. On rappelle (10.25) que les limites

inductives filtrantes ne sont pas a priori représentables dans la catégorie Modg(%).

Lemme 11.14. On a un isomorphisme canonique de MH(@X[%]@_IQ;/‘?)

(11.14.1) (ﬁx[%]y()) % (Fy).

Cela résulte de 10.18.

Lemme 11.15. Soient A un ﬁx[%}—ﬁbré de Higgs a coefficients dans ‘f_lﬁ%e/f (11.6), r un

nombre rationnel > 0. On a alors un isomorphisme canonique de MH(ﬁx[%],g’lSN);/y)
(11.15.1) V' N @1y THE(B)) = TL(T™(A),

ot le membre de gauche est le produit tensoriel des modules de Higgs ([3] 2.8.8). De plus, on a les
propriétés sutvantes :
(i) Le morphisme

(11.15.2) N = TL(TH(A))

induit par " et le morphisme canonique ﬁx[%] — Ti(G’“(é@)), est l'adjoint du morphisme
identité de T™(A) (11.7.13).
(ii) Pour tout nombre rationnel ' tel que r > 1’ >0, le diagramme

(11.15.3) N @y

1
P

| T () —— TH(T™(A)
N @i TH(E (Bg)) = T (T ()

ot les fleches wverticales sont induites par le morphisme (11.8.9) et par les isomorphismes
(11.8.5) et (11.8.6), est commutatif.
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En effet, d’aprés 11.4(ii), on a des isomorphismes canoniques de ﬁx[%]—modules

(11.15.4) N By TLEF) 5 Tu(TH (N @5 %)),

(11.15.5) €710Q%,, ®o, TL(T(A) ®s, %) T(T*E10L ®ox A) O ),

~

(1115.6) €70y Qo N Ry Tol(8y)) 5 Tu(T(E ' Qhy s @00 H) 0 57).

Le troisiéme isomorphisme est induit par les deux premiers d’aprés 11.3(i). De plus, compte tenu
du caractere bifonctoriel de I'isomorphisme (11.4.2), le diagramme

(11.15.7) N @oypa) To(6) TATH () @, %)
a®id+prid®T*(dg))l lT*(T*(9)®id+prid®J<r>)
§70 5 ®ox N Bpp(y) To(6g)) — Tu(T (670 @0 N) @5 G5))

ou 6 est le champs de Higgs de ./, est commutatif. On prend alors pour 4" (11.15.1) I'isomorphisme
(11.15.4). La proposition (i) résulte de 11.2(ii) et 5.17. La proposition (ii) est une conséquence du
caractere bifonctoriel de I'isomorphisme (11.4.2).

11.16. Soient r un nombre rationnel > 0, (.#, 4", ) un triplet r-admissible. Pour tout nombre
rationnel 7’ tel que 0 < v’ < r, on désigne par

(11.16.1) o TN D ST ()
I’isomorphisme de Ea induit par €' () et les isomorphismes (11.8.5) et (11.8.6), et par
(11.16.2) BN = TS (M)

son adjoint (11.7.13).

Proposition 11.17. Les hypothéses étant celles de (11.16), soient, de plus, r', " deux nombres
rationnels tels que 0 < r” <1’ <r. Alors :
(i) Le morphisme composé

ﬂr/ r’ r’
(11.17.1) N —= TS (M) — H (M),
ot la seconde fleche est le morphisme canonique (11.13.2), est un isomorphisme, indépendant
de r'.

(ii) Le morphisme composé

(11.17.2) TS (M) — H(M) > N £, V(& ()

ot la premiére fleche est le morphisme canonique (11.13.2) et la deuzieme fleche est l’isomor-
phisme inverse de (11.17.1), est le morphisme canonique (11.13.1).

(i) Pour tout nombre rationnel 0 < ¢ < r, on désigne par
(11.17.3) A 4 ®ox[2) TL (8" (%Bg)) = TL(TH(A))
I'isomorphisme (11.15.1) de MH(ﬁx[%],f_lﬁé/y), et par

(11.17.4) st B [d] TL(6"(%Bg)) & T'(&'(A))
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le composé T (a') o~*. Le diagramme

(11.17.5) N Dgpa) TH(S" (%0)) s Tr(e ()

"
-

P P — S5 " "

ou les fleches verticales sont les morphismes canoniques (11.13.1), est commutatif en vertu de

11.15(ii). Les isomorphismes (6*)g<t<, induisent par passage a la limite inductive un isomorphisme
i

de MH(0x[L],¢ 0%, ,)

(11.17.6) 0: N Qg H(Bo) = H(M).

Considérons le diagramme commutatif

’

(11.17.7) N N @) T (S (Bg)) ——= T (&7 ()

|

JV ®ﬁx[%] %(@Q)

1
P

H(AM)

oil /" est induit par le morphisme canonique ﬁf[%] — Ti(G"i (%q)) et les fleches verticales sont
les morphismes canoniques. D’aprés 11.15(i), on a
(11.17.8) 5" ol = Ti (@ )oy" ot =p".

La proposition s’ensuit en vertu de 11.14.
(ii) Cela résulte de (11.17.5), (11.17.7) et 10.17(ii).

Corollaire 11.18. Pour tout @@—module de Dolbeault M , 76 ( M) (11.13.2) est un ﬁgg[%]—ﬁbré de
Higgs soluble associé a 4 . En particulier, 7€ induit un foncteur que l’on note encore

~ 1 ~
(11.18.1) A Modg®" (%) — ME* (0x[-],§7'Qk ), M — H(M).
p
Corollaire 11.19. Pour tout é@-module de Dolbeault A , il existe un nombre rationnel r > 0 et
un isomorphisme de =g,

(11.19.1) a: TV (M) = & ()
vérifiant les propriétés suivantes. Pour tout nombre rationnel v’ tel que 0 < r’ < r, notons
(11.19.2) o T (M) S ST ()

lisomorphisme de Ea induit par €' () et les isomorphismes (11.8.5) et (11.8.6), et

’

(11.19.3) B A M) — T (S (M)
son adjoint (11.7.13). Alors :

(i) Pour tout nombre rationnel ' tel que 0 < r' < r, le morphisme ﬁT' est un inverse a droite
du morphisme canonique w@" Ti(G’”,(///)) — H(M).
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(ii) Pour tous nombres rationnels r' et v’ tels que 0 < r"” < r' <r, le composé

r r w"/ ﬁTU ! !
(11.19.4) TL(&" (M) — H( M) — T, (&" (MA))
est le morphisme canonique.

Remarque 11.20. Sous les hypothéses de 11.19, I'isomorphisme « n’est a priori pas uniquement
déterminé par (.#,r), mais pour tout nombre rationnel 0 < r’ < r, le morphisme a” (11.19.2) ne
dépend que de ., et il en dépend fonctoriellement (cf. la preuve de 11.26).

11.21. Soient r un nombre rationnel > 0, (#, 4", «) un triplet r-admissible. Pour éviter toute
ambiguité avec (11.16.1), notons

(11.21.1) a: G (M) — T H(AN)

I'inverse de o dans Zp. Pour tout nombre rationnel 7’ tel que 0 < 7" <, on désigne par

~

(11.21.2) & & () S T ()

I’isomorphisme de Ea induit par ¢""' (&) et les isomorphismes (11.8.5) et (11.8.6), et par

(11.21.3) Bt — AT (TTH(A))
le morphisme adjoint.

Proposition 11.22. Les hypothéses étant celles de (11.21), soient, de plus, r', r" deux nombres
rationnels tels que 0 < 1" <7’ <r. Alors :
(i) La limite inductive ¥ (A") du systeme inductif (A (T (AN)))teq-, (11.13.3) est représen-

table dans Modg(%).

(ii) Le morphisme composé

(11.22.1) w7 AT H(AN)) — V(AN),

ot la seconde fléche est le morphisme canonique, est un isomorphisme, indépendant de r'.
(iii) Le morphisme composé

(11.22.2) A (TN — VN ot o 7 (T ()

ot la premiére fleche est le morphisme canonique et la seconde fléeche est lisomorphisme
inverse de (11.22.1), est le morphisme canonique (11.13.3).

(i) Comme # est @Q—plat d’aprés 11.12, pour tout nombre rationnel £ > 0, on a un isomor-

phisme canonique de Modg (%)
(11.22.3) VM By HHSHBy)) > HHSHM)).
On désigne par

(11.22.4) O Ml Gy KOS (HQ)) S H(TH(N))
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le composé # (&) o 4!, Le diagramme

v

(11.22.5) M@ HT (S (%)) e (T

S

! ! — o ! i
M AT (S (Ba) e (T ()

ot les fleches verticales sont induites par le morphisme (11.8.8) et les isomorphismes (11.8.5) et
(11.8.6), est clairement commutatif. La proposition résulte alors de 10.23.
(ii) D’aprés 10.23, le morphisme canonique

(11.22.6) M~ N Mo KNS ()
lim .
t€EQso

est un isomorphisme. Les isomorphismes (6*)o<t<, induisent alors par passage a la limite inductive
un isomorphisme

(11.22.7) 5ol SV (N,

Il résulte aussitot des définitions que le diagramme

(11.22.8) Moy KT (HQ) e (T )
/L . Y(A)

ou " est induit par le morphisme canonique By — # " (6™ (Zg)) et la fleche non-libellée est le
morphisme canonique, est commutatif. On vérifie aussitoét qu’on a

(11.22.9) §" o = (@ ) oy 0 =5
La proposition s’ensuit.
(iii) Cela résulte de (11.22.5) et 10.23(ii).

Corollaire 11.23. On a un foncteur

(11.23.1) 7/;MHSOI(m[%],(lﬁ;/y)HModgolb@), o lim T (TTHA).

r€Q%0

De plus, pour tout objet A de MHSOl(ﬁx[%],f’lﬁi/y), V(AN est associé a N .

Corollaire 11.24. Pour tout ﬁx[%]-ﬁbré de Higgs soluble A & coefficients dans 5*152;6/5,, il
existe un nombre rationnel r > 0 et un isomorphisme de =g

(11.24.1) a: &"(V(AN) S TN

vérifiant les propriétés suivantes. Pour tout nombre rationnel v’ tel que 0 < r’ < r, notons
(11.24.2) & ST (V(AN)) S T

lisomorphisme de Ea induit par €' (&) et les isomorphismes (11.8.5) et (11.8.6), et

> !

(11.24.3) B V(N = (T ()
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son adjoint. Alors :
(i) Pour tout nombre rationnel v’ tel que 0 < r' < r, le morphisme B est un inverse a droite
du morphisme canonique w" : KT (T H(AN)) — YV (N).
(ii) Pour tous nombres rationnels r' et v’ tels que 0 < r"” <1’ <r, le composé

(11.24.4) (TN s () D e (T ()
est le morphisme canonique.

Remarque 11.25. Sous les hypothéses de 11.24, I'isomorphisme & n’est a priori pas uniquement
déterminé par (4, r), mais pour tout nombre rationnel 0 < r’ < r, le morphisme &" (11.24.2) ne
dépend que de 4 et il en dépend fonctoriellement (cf. la preuve de 11.26).

Théoréme 11.26. Les foncteurs (11.18.1) et (11.23.1)

v

H ~
(11.26.1) Mod}°" () <7> MH*!(0x[2],6710% )

sont des équivalences de catégories quasi-inverses l'une de [’autre.

Pour tout objet .# de ModBOIb(@), (M) est un ﬁx[%]—ﬁbré de Higgs soluble associé a .Z,
en vertu de 11.18. Choisissons un nombre rationnel r_, > 0 et un isomorphisme de EE{’

(11.26.2) ay: Tt (A (M) = & (H)

vérifiant les propriétés du 11.19. Pour tout nombre rationnel r tel que 0 < r < r_y, on désigne par
(11.26.3) y TH(AH(M)) = ST (M)

I'isomorphisme de = induit par €"#"(a_4) et les isomorphismes (11.8.5) et (11.8.6), par
(11.26.4) Gy G (M) = Traet(H(MA)),

(11.26.5) ay, 6" () S T (),

les inverses de a4 et a”,, respectivement, et par

(11.26.6) By (M) — TU(& (M),

(11.26.7) Byt — HT(T (M),

les morphismes adjoints de o”, et &”,, respectivement. On notera que &”,, est induit par €™ " (¢ 4 )
et les isomorphismes (11.8.5) et (11.8.6). D’aprés 11.22(ii), le morphisme composé

(11.26.8) 5 (T ) — v (),

ou la seconde fléche est le morphisme canonique, est un isomorphisme, qui dépend a priori de «a_y
mais pas de r. Montrons que cet isomorphisme ne dépend que de .# (mais pas du choix de «_y)
et qu’il en dépend fonctoriellement. Il suffit de montrer que pour tout morphisme u: .# — .#’ de

Modg‘)lb(,@) et tout nombre rationnel 0 < r < inf(r4,7.4), le diagramme de =g,

(11.26.9) TrH (M) —> ST (M)
T"*(‘}f(u))i iGT(U)

T (M) - & ()
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est commutatif. Soient 7, ' deux nombres rationnels tels que 0 < r < 1’ < inf(r_ 4,7 4). Considé-
rons le diagramme

’

(11.26.10) TS (M) L (M)~ TS (M)
T (& (u))l l%(u) lme’(u))
" 87,

TH (& (M) s (M) - TS ()

ol w;{ et wf"/l/, sont les morphismes canoniques. Il résulte de 11.19(ii) que le grand rectangle est

commutatif. Comme le carré de gauche est commutatif et que w;ﬂ est surjectif d’apres 11.19(i),

le carré de droite est aussi commutatif. L’assertion recherchée s’ensuit compte tenu de I'injectivité
de (11.7.13).

De méme, pour tout objet .4 de MHSOI(ﬁx[%],g’lﬁé/yL ¥ (A) est un éQ—module de Dol-

beault associé & .4, en vertu de 11.23. Choisissons un nombre rationnel r_s > 0 et un isomorphisme
de Z¢

—Q
(11.26.11) Gy &N (V(AN)) S T ()
vérifiant les propriétés du 11.24. Pour tout nombre rationnel r tel que 0 < r < r_4, on désigne par

(11.26.12) @y & (V(AN)) S T (A)

Iisomorphisme de Zp, induit par €"+"(é_ s ) et les isomorphismes (11.8.5) et (11.8.6), par

(11.26.13) ay: T H) 5 & (v(A)),
(11.26.14) TR S (T (AN)),
les inverses de &4 et &', , respectivement, et par

(11.26.15) By V(N) — HT(TTHAN)),
(11.26.16) By N = TS (V(AN))),

les morphismes adjoints de &”, et o', , respectivement. D’aprés 11.17(i), le morphisme composé

(11.26.17) N TS () — (v (),

ou la seconde fléche est le morphisme canonique, est un isomorphisme, qui dépend a priori de ¢&_ 4
mais pas de r. Montrons que cet isomorphisme ne dépend que de .4 (mais pas du choix de &_y)
et qu’il en dépend fonctoriellement. Il suffit de montrer que pour tout morphisme v: A" — A4 de

MH*!(0x[1], §_1§~l;€/5ﬂ) et tout nombre rationnel 0 <1 <inf(r,r. ), le diagramme de =g

p
(11.26.18) & (V(N)) L TrH(N)
67‘(‘1/(v))i iT"*(v)

& (V(N) e TrH ()
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est commutatif. Soient r, ' deux nombres rationnels tels que 0 < r < r’ < inf(r 4,7 _4/). Considé-

rons le diagramme de Mon(j)

’

(11.26.19) K (THHN)) —L= Y (N) L ()
L%/T,(T7J+('U))i i“f/(v) ngT(TTJr(U))
’ B;V/

A (TN 2 (A7) L e (T (7))

ol wf/;/ et w;;/, sont les morphismes canoniques. Il résulte de 11.24(ii) que le grand rectangle est

commutatif. Comme le carré de gauche est commutatif et que wg// est inversible & droite d’aprés
11.24(i), le carré de droite est aussi commutatif; d’ot Passertion recherchée.

Lemme 11.27. Pour tout Bg-module plat .4 et tout entier ¢ > 0, on a un isomorphisme cano-
nique fonctoriel (10.21)

(11.27.1) lim RIT.(/4 ® K8 (€, prd™)) 5 RIT . (A),
reeso ¢
ot RIT (A ®= K@(ﬁé(r),prg(r))) désigne l’hypercohomologie du foncteur T, (11.1.3) par rapport
Q
au complexe M ®= K@(%(T),prd("')).
Q

En effet, la suite spectrale d’hypercohomologie du foncteur T, induit, pour tout nombre rationnel
r > 0, une suite spectrale fonctorielle

(11.27.2)  "EY = RIT (A4 B, /(K (€, p"d ™)) = R T (4 ®, K&(¢ ™), prd™)).

D’apreés 10.23(iii), pour tous entiers ¢ > 0 et j > 1 et tous nombres rationnels » > ' > 0, le
morphisme canonique

(11.27.3) "EY TRy’
est nul. On a donc
(11.27.4) lim "EY7 =0.

r€Q>0

Par ailleurs, il résulte de 10.23(ii) que les morphismes canoniques

(11.27.5) Bo — HOKY(E™, prd™)),
pour r € Qs ¢, induisent un isomorphisme
'3 ~ . r i,O
(11.27.6) RIT. () = lim "B,
r€Q>0

Comme les limites inductives filtrantes sont représentables dans Mod (0% [1%]) et qu’elles commutent
aux limites projectives finies ([5] II 4.3), la proposition s’ensuit.

Lemme 11.28. Soient A un ﬁx[%]—ﬁbré de Higgs a coefficients dans f‘lﬁx/(y, q un entier > 0.
Notons K*(A") le complexe de Dolbeault de A ([3] 2.8.2) et pour tout nombre rationnel r > 0,
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K*(T"(A")) le complexe de Dolbeault de T"t(A") (11.7). On a alors un isomorphisme canonique
fonctoriel

(11.28.1) lim RIT,(K*(T"T(A))) = HYK®(A)),
retzo

ot RIT (K (T (A))) désigne I’hypercohomologie du foncteur T. (11.1.3) par rapport au com-
pleze K*(T"(A)).

Soient  un nombre rationnel > 0, i et j deux entiers > 0. Compte tenu de 11.4(i), d”) (10.21.1)
induit un morphisme Ox-linéaire
(11.28.2) F L RIT (€0)) - €710k, 5 @0, RITL(E1),
qui est clairement un @x-champ de Higgs sur R7 T, (%) a coefficients dans f’lﬁi/y. On note 0
le ﬁx[%]—champ de Higgs sur .4 et 19{;)(:) =0®id+plid® (") le ﬁx[%}—champ de Higgs total sur
N Ry RjT*((g\(T)) ([3] 2.8.8). D’aprés 11.4(ii), on a un isomorphisme canonique ﬁgg[%]-linéaire
(11.28.3) RITL (KT () 5 K (A @ RITLGD),07),
compatible avec les différentielles des deux complexes de Dolbeault.

Par ailleurs, on a une suite spectrale canonique fonctorielle

(11.28.4) TEN = RITL(KY(T ™ (A))) = RT(K(TH(A))).
D’apres 10.18 et (11.28.3), pour tout ¢ > 0, on a un isomorphisme canonique
(11.28.5) lim "EY? S KA, 0),

r€Q> 0

et pour tout j > 1, on a
(11.28.6) lim "E}Y =0.
reQ>o
De plus, les isomorphismes (11.28.5) (pour ¢ € N) forment un isomorphisme de complexes. La
proposition s’ensuit ([5] IT 4.3).

Théoréme 11.29. Soient .4 un j@-module de Dolbeault, q un entier > 0. Notons K* (3 (A))
le complexe de Dolbeault du ﬁx[%]-ﬁbre’ de Higgs 7€ () (]3] 2.8.2). On a alors un isomorphisme

canonique fonctoriel de ﬁx[%]—modules
(11.29.1) RIT, () = HYK® (A (M))).

En effet, 52 (4) est un ﬁx[%]—ﬁbré de Higgs soluble associé & .# en vertu de 11.18. Choisissons
un nombre rationnel 4 > 0 et un isomorphisme de EE{’
(11.29.2) gy T (M) = & (M)
vérifiant les propriétés du 11.19. Pour tout nombre rationnel r tel que 0 < r < r_y, on désigne par
(11.29.3) aly TH(H(M)) S ST (M)

Iisomorphisme de Zf) induit par € "(a_4) et les isomorphismes (11.8.5) et (11.8.6). D’aprés
la preuve de 11.26, a”, ne dépend que de .# (mais pas de a.z) et il en dépend fonctorielle-

ment. Par ailleurs, T"(J#(.#)) étant naturellement un objet de IHQ(é7 T*(ﬁ’lﬁé/y)), notons
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K*(T™(#(A))) son complexe de Dolbeault dans Mon(é) (11.7). Comme # est j@—plat
d’aprés 11.12, o7, induit un isomorphisme (10.21)

(11.29.4) KTt (a) = ®s K8 (€, prd™).

On en déduit un isomorphisme canonique fonctoriel de ﬁx[%]—modules

(11.20.5) tim RO (K (T (A(A))) & i RIT. (4 05 Ky(¢),prd)),
relso r€Qs

ot R?T,(—) désigne 'hypercohomologie du foncteur T.. Le théoréme s’ensuit compte tenu de
11.27 et 11.28.

12. IMAGE INVERSE D’UN MODULE DE DOLBEAULT PAR UN MORPHISME ETALE

12.1. Les hypothéses et notations générales de § 9 et § 11 sont en vigueur dans cette section. Soit,
de plus, g: X’ — X un morphisme étale. On munit X’ de la structure logarithmique .#x: image
inverse de .#x et on note f': (X', Mx') — (S, #s) le morphisme induit par f et g. On observera
que [’ est adéquat (3.9) et que X’° = X° xx X' est le sous- schema ouvert maximal de X’ ou la
structure logarithmique .#x est triviale. On munit X et X des structures logarlthmlques M
et ///7, images inverses de .#x. Il existe essentiellement un unique morphisme étale g: X =X
qui s 1nsere dans un diagramme cartésien (9.1)

(12.1.1) v —— X'

]

X—X

On munit X’ de la structure logarithmique .# %, image inverse de .#5, de sorte que ()~( M)
— ~/
est une (#(5), A, 5 )-déformation lisse de (X, #5).
On associe a (f”, X/, M 5,) des objets analogues a ceux définis dans § 9 et § 11 pour (f, X, M),
qu’on note par les mémes symboles affectés d’un exposant ’. On désigne par
(12.1.2) ®: F — E,
(12.1.3) ®,: E. — E,,
les morphismes de topos (7.5.3) et (8.11.8) induits par fonctorialité par g. D’aprés ([4] 10.14), @

s’identifie au morphisme de localisation de F en o*(X’). De plus, 'homomorphisme canonique

(%) — %' est un isomorphisme en vertu de 7.21(i). Pour tout entier n > 1, ®; est sous-jacent
4 un morphisme canonique de topos annelés (8.11.11)

(12.1.4) O,: (., B,) — (Es, Bn).

L’homomorphisme ®*(%,,) — @; étant un isomorphisme (8.13), il n’y a pas de différence pour les
P r-modules entre 'image inverse par @ au sens des faisceaux abéliens et I'image inverse par @,
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au sens des modules. Le diagramme de morphismes de topos annelés (8.11.12)

@n

(12.1.5) (EL,#,) (Ey, By)
(Xew Ox) s (Xeer O%,)

ol g,, est le morphisme induit par g, est commutatif & isomorphisme canonique prés.

12.2. Tout objet de £’ étant naturellement un objet de E, on note j: E’ — E le foncteur cano-
nique. Celui-ci se factorise & travers une équivalence de catégories

(12.2.1) E'S Eyzo_xy;

qui est méme une équivalence de catégories au-dessus de Et /x’, ot I'on considére K /(XX
comme une (Et /x)-catégorie par changement de base du foncteur fibrant canonique 7: £ — Et /X

(9.2.2). D’apres ([4] 5.36), la topologie co-évanescente de E’ est induite par celle de E' au moyen
de j. Par suite, j est continu et cocontinu ([5] IIT 5.2). De plus, ¢ s’identifie au morphisme de
localisation de E en o*(X') = (X — X')* ([4] 10.14). En particulier, ®* n’est autre que le
foncteur de restriction par j. On désigne par Q' la sous-catégorie pleine de Et /x des objets qui
sont dans Q (9.5) et par

(12.2.2) Tq: EBg — Q'

le catégorie fibrée déduite par changement de base du foncteur fibrant canonique 7’: £/ — Et /X
Le foncteur j induit donc un foncteur jq: Eé, — Eq qui s’insére dans un diagramme commutatif
& isomorphisme canonique prés

(12.2.3) Eqy 2> Eq

4,k

El——F

ou u et u’ sont les foncteurs de projection canoniques. Les foncteurs u et ' sont pleinement fidéles,
et la catégorie Eq (resp. Egq,) est U-petite et topologiquement génératrice du site £ (resp. E')
d’aprés 9.5. Il résulte aussitot de (12.2.1) que jq se factorise a travers une équivalence de catégories

(12.2.4) Eq = (EQ) jz-(x° _x1):

ou u* (Y/O — X') est le préfaisceau sur Eq déduit de (YIO — X') par restriction par u. On munit
Eq (resp. Eg/) de la topologie induite par celle de E (resp. E’). Le foncteur ®*: E — E’ étant
essentiellement surjectif, la topologie de Eg, est induite par celle de Eq par jq ([5] II 2.2). Par
suite, jq est continu et cocontinu ([5] IIT 5.2).

12.3. Soient Y un objet de Q' (12.2) tel que Yy # 0, ¥ un point géométrique de Y’, Y la
composante irréductible de Y contenant 7 (3.3). Considérons les objets associés a Y dans 9.13
et 9.15 relatifs a (f,)N(,///);). On notera que l'anneau R‘z/ (7.13.2), la structure logarithmique

7 B _
//l%(?y) sur % (Y") (9.13.5) et le Ry-module TY (9.13.7) ne changent pas que 'on utilise f ou

~ ~ — ~ =Y
f'. Remplacant (f,X,.#5) par (f', X', .#%,), on désigne par LY le TY-torseur de Y, défini
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=y — 1)
dans (9.13.9), par Zy¢ le Ry-module défini dans (9.13.10) et par %3’ la Ry-algébre définie dans

(9.13.12). Soient U un ouvert de Zariski de v , U ouvert de a4 (Y ) défini par U. Considérons le
diagramme commutatif (sans la fléche pomtlllee)

_ g
(12.3.1) U, Mr|U) ——

‘//ZY
iyU\L l
"M,

R

§%$

(U (yy

Comme g est étale, application
(12.3.2) LPU) - LLU), ¢ gGorb,
=7 —ro
est bijective. On en déduit un isomorphisme Ry -linéaire et m; (Y’ ,J)-équivariant
(12.3.3) FL S F,

qui s’insére dans un diagramme commutatif

=~y g S =Y e
(12.3.4) 0 R, 3T 7105 /5 (Y) ®ox(v) Ry 0
~F _ - )
0 Ry Ty §710%, 5(Y) ®py, vy Ry — 0

ot les lignes horizontales sont les suites exactes (9.13.10). L’isomorphisme (12.3.3) induit un iso-
morphisme 71 (Y, 7)-équivariant de ﬁi-algébres
(12.3.5) ¢l = 6.

Soit n un entier > 1. Remplacant (f,)?,//lg) par (f’,)?’,‘///;(,), on désigne par Jy. le @/Y—
module de Yy, défini dans (9.15.3) et par Cy ., la @ly-algébre de Yy, définie dans (9.15.4). D’aprés
7.21(ii), on a un isomorphisme canonique d’anneaux de Y
(12.3.6) By = By
Compte tenu de ce qui précéde, on a un isomorphisme Ay -linéaire canonique
(12.3.7) Fym S T
On en déduit un isomorphisme de %y-algébres
(12.3.8) Gy = G

12.4. Soient n un entier > 1, 7 un nombre rationnel > 0. D’apreés ([5] 111 2.3(2)), comme le foncteur

jq: Eq — Eq est cocontinu (12.2), les isomorphismes (12.3.7) induisent un isomorphisme de @;—
modules

(12.4.1) pn: O (Fn) = Ty,
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qui s’insére dans un diagramme commutatif

(12.4.2) 0——> &,(B,) —= OL(Fn) —= (on (€10 <)) ——=0
lpn l
— x(¢c—10)1
0 B, Z, o (€ Qy;/gn) —0

ou les lignes horizontales sont les suites exactes déduites de (9.22.1) (cf. la preuve de 9.22(ii)). De
méme, les isomorphismes (12.3.8) induisent un isomorphisme de @;—algébres

(12.4.3) Yot ®E(Cn) = €,
compatible avec p,, via les isomorphismes (9.22.3).
D’aprés (12.4.2), p,, induit un isomorphisme @;—linéaire

(12.4.4) p s @n (F() — F

qui s’insére dans un diagramme commutatif

(12.4.5) 0——= & (B,) — &4(F)) —= Ph(04(E710% <)) —=0
lpﬁf) J/
0 7z, Z!0) e o) ——0

o les lignes horizontales sont les suites exactes déduites de (9.22.1). On en déduit un isomorphisme
de @;—algébres

(12.4.6) A e () S g,
12.5.  On désigne par X (resp. X’) le schéma formel complété p-adique de X (resp. Y/), par
(12.5.1) g: X - X
le prolongement de g: X — X aux complétés et par
o ~ o 2/ ~o
(12.5.2) o: (EN' %) — (BN, B)
le morphisme de topos annelés induit par les morphismes (®,,),>1 (12.1.4) (cf. 6.5). On note encore

v/

v

(12.5.3) &*: Modg(#) — Modg(# )
le foncteur induit par I'image inverse par d. D’aprés 8.14, P est canoniquement isomorphe au mor-
phisme de localisation du topos annelé (E?o,é) en A* (03 (X1)), ot A: EN° — E, est le morphisme
de topos défini dans (6.4.3). Par suite, il n’y a pas de différence pour les é—modulcs entre I'image

inverse par ® au sens des faisceaux abéliens et I'image inverse au sens des modules. Le diagramme
de morphismes de topos annelés

(12.5.4) (E;Nf”é/) 2 (E‘E’O,é)

‘| A

(Xg,zar’ ﬁf’) L> (Xs,zam ﬁ%)
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o T et T’ sont les morphismes de topos annelés définis dans (10.1.11), est commutatif & isomor-
phisme canonique prés (8.11.15). Le morphisme canonique

(12.5.5) g€ 0 p) = € 0%
étant un isomorphisme, il induit par (12.5.4) un isomorphisme
(125.6) 0: &N (TH(E7 0%y0)) = T(E7 0 y0)-
Soit r un nombre rationnel > 0. Compte tenu de (6.5.4) et (6.12.1), les isomorphismes (pg))nzl
(12.4.4) induisent un isomorphisme é/—linéaire
(12.5.7) p o (F ) S g,
De méme, les isomorphismes (*yff))nzl (12.4.6) induisent un isomorphisme de él—algébres
(12.5.8) 5 o (g)) 5 0,
11 résulte aussitot de (12.4.5) que le diagramme

,“Y(T)

(12.5.9) * (€M) (r)

é*(d“(r))l ld“/(r)

F *(¢c—10) >(r sy *(¢—10) Si(r
b (T ) 580 L T ) 0 400

ot d et d'™ sont les dérivations (11.7.1), est commutatif. Pour tous nombres rationnels r > r’ >
0, le diagramme

(r)

(12.5.10) & (€)= i)
&= (&r,r’)l ld/r,r/
s (r')

(¢ L i)

’
m,r

ot a" et & sont les homomorphismes canoniques (9.28.7), est commutatif.

12.6. On désigne (abusivement) par

y 1. 1= 1. 1~
(12.6.1) gt MH(ﬁx[;],g '0% ) — MH(Ox/ [5],5 "% 5)

le foncteur image inverse pour les modules de Higgs ([3] 2.9) induit par g et le morphisme canonique
(12.5.5). On définit de méme un foncteur image inverse (11.5)

(12.6.2) g": TH(Ox, €710k ) — TH(Ow, €1k 5).
Celui-ci induit un foncteur que ’on note encore

(12.6.3) 0" THo(0x, 7'k ) — THo (0,670 ).
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Le diagramme de foncteurs

(12.6.4) IH(0x,€10% ) — MH(0x[1],6710 )

i -

IHQ(ﬁ%’7€71§§I/y) —— MH(Ox [%]7 §7lQégf/y)

ot les fleches horizontales sont les foncteurs (11.5.2) est commutatif & isomorphisme canonique
pres.

12.7.  Soit r un nombre rationnel > 0. D’aprés 5.11 et (12.5.9), pour tout objet (Z,¥4,u,V) de
27 (11.7), (B*(F), ®*(¢), ®*(u), ®*(V)) s’identifie & un objet de " au moyen des isomorphismes
5 (12.5.8) et § (12.5.6). On en déduit un foncteur qu’on note encore

(12.7.1) d*: =" — ="

Celui-ci induit un foncteur que I’on note encore

v

(12.7.2) &*: =5 — =5

Les diagrammes de foncteurs

r

(12.7.3) Mod (%) S =

! &’ =
Mod(#% ) — = E

ou les fleches horizontales sont les foncteurs (11.7.3), et

18 T
(12.7.4) IH(O%,§1Q% ) —>E"

IH(@-}%’,571§1 //y) SN =r

ot les fleches horizontales sont les foncteurs (11.7.8), sont clairement commutatifs a isomorphismes
canoniques prés. D’aprés 8.14, le diagramme de foncteurs

v

(12.7.5) =" > Mod (%)

I

v/

S
2" > Mod(% )

o A" et #'" sont les foncteurs (11.7.5), est commutatif a isomorphisme canonique pres.
Le morphisme de changement de base relatif au diagramme (12.5.4) induit un morphisme de
foncteurs de " dans TH (0%, 5_19;,/(5»

(12.7.6) g oTh — T od",
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ot T% et T'T sont les foncteurs (11.7.11). D’aprés ([5] XVII 2.1.3), celui-ci est ’adjoint du mor-
phisme

(12.7.7) T ogioTh 50" 0T o T — &7,

ou la premicre fleche est I'isomorphisme sous-jacent au diagramme (12.7.4) et la seconde fléche est
la fleche d’adjonction. Par suite, pour tout objet .4 de IH(O, 5’1955/5,) et tout objet .# de =7,
le diagramme d’applications d’ensembles

(12.7.8) Homz- (T (A),.F) Homyg o, eray,, ) (5 THT))

a lb
Homz/ (T H(g*(A)), 8*(F)) —= Homyy o, g, (87 (A), T (F)))

x!')

ou les fléches horizontales sont les isomorphismes d’adjonction, a est induit par le foncteur d* et
I’isomorphisme sous-jacent au diagramme (12.7.4) et b est induit par le foncteur g* et le morphisme
(12.7.6), est commutatif.

Pour tous nombres rationnels r > r’ > 0, le diagramme de foncteurs

’
T
€

(1279) = ET'

o~ lé*
ey’

€
o €
N o

ot les fleches horizontales sont les foncteurs (11.8.3), est commutatif & isomorphisme canonique
prés. Il résulte aussitot de (12.5.10) que le diagramme de morphismes de foncteurs

(12.7.10) gtoTT g oT o€
T o or — > T’f o o ¥ —— Ti’l o ®* o et

ol les fléches horizontales sont induites par le morphisme (11.8.9), les fléches verticales sont induites
par le morphisme (12.7.6) et l'identification notée avec un symbole = provient du diagramme
(12.7.9), est commutatif. Par suite, le morphisme composé

(12.7.11) g oT, o8 - T od" 06 5T oG 0",

ou la premiére fleche est induite par (12.7.6) et la seconde fleche est Iisomorphisme sous-jacent
au diagramme (12.7.3), induit par passage a la limite inductive, pour r € Q~¢, un morphisme de

9

foncteurs de Modg(%) dans MH(ﬁx:[%], 5*152%6,/5,)
(12.7.12) g ol — H' o,
ou S et ' sont les foncteurs (11.13.2).

Proposition 12.8. Supposons que g soit une immersion ouverte. Alors :
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(i) Pour tout nombre rationnel r > 0, le morphisme (12.7.6) est un isomorphisme. Il rend
commutatif le diagramme de foncteurs

TT
(12.8.1) = — > TH(Ox, €10

3€/§7)
é*L lg*
T/’V‘

= —>TH (0w, 104 )
(ii) Le morphisme (12.7.12) est un isomorphisme. Il rend commutatif le diagramme de foncteurs

- Ea
(12.8.2) Modg () ——> MH(0x[2],6'Q% )

é*i lg*
= MH(Op[L], 6101
Modg(# ) — (Ox[;1, 6% ,5)

(i) Cela résulte de 8.15.
(ii) Cela résulte de (i) et des définitions.

Proposition 12.9. Soient .# un %@-module de Dolbeault, N un ﬁx[%]-ﬁbré de Higgs soluble a

v ~/
coefficients dans £~ 19;// Alors ®* (M) est un Bg-module de Dolbeault et g*(AN") est un ﬁx/[%]-

fibré de Higgs soluble a coefficients dans f_lﬁée//y- Si de plus, # et N sont associés, (T)*(///) et
g*(A) sont associés.

En effet, g*(A4) est un ﬁx/[ J-ibré de Higgs a coefficients dans £~ 1(21 X/ €t O* (M) est un

objet de Mod“’tf (% ). Supposons qu'’il existe un nombre rationnel r > 0 et un isomorphisme de E Eo

(12.9.1) a: T"H(AN) 5 &"(A).
Compte tenu de (12.7.3) et (12.7.4), ®*(a) induit un isomorphisme de = =5
(12.9.2) o TG (AN) D SR (A));

d’ou la proposition.
12.10. D’aprés 12.9, ®* induit un foncteur

(12.10.1) &*: Mod2"" () — MOdDolb(% )

et g* induit un foncteur

* SO 1 SO 1 -10
(12.10.2) g*: MH*! (0% x[ )6 '0%,») - MH I(mf[;],f "% 5)-
Proposition 12.11. (i) Le diagramme de foncteurs

(12.11.1) ModR°"" () —— MH*(0x[1], ¢~ 1Q§e/y)

-~/ SO
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ot H et I sont les foncteurs (11.18.1) est commutatif & isomorphisme canonique pres.
(ii) Le diagramme de foncteurs

v

(12112) MHSOl(ﬁx[%Lgflﬁ&/y) $Mod801b(%)

] :

v/

3, 1 _ ~ 4VI
MH* (02/[;].€7' Q) ) —> Mod}*" (7 )
ot ¥V et V' sont les foncteurs (11.23.1) est commutatif & isomorphisme canonique pres.

(i) Pour tout objet . de ModBOIb(@), M et (M) sont associés en vertu de 11.18. Choisissons
un nombre rationnel r_; > 0 et un isomorphisme de E&ﬂ

(12.11.3) Qg T (M) = S (M)
vérifiant les propriétés du 11.19. Pour tout nombre rationnel r tel que 0 < r < r_y, on désigne par
(12.11.4) T (M) = ST (M)

Iisomorphisme de =g induit par €™ "(a.,) (11.8.4) et les isomorphismes (11.8.5) et (11.8.6).
Compte tenu de (12.7.3) et (12.7.4), *(a_y) induit un isomorphisme de Eg

(12.11.5) o g T (g (M) S S (D (M)).
De méme, ®*(a”,) induit un isomorphisme de Eg

(12.11.6) oty T g (AH(AM))) S SO (M),
qu’on peut aussi déduire de ¢ (¢’ ,) par (12.7.9). On désigne par
(12.11.7) By g (H(M)) — TS (D% (M)

v -/
son adjoint (11.7.13). D’apreés 12.9, ®*(.#) est un By-module de Dolbeault et g* (7 (.#)) est un

ﬁgy[%]-ﬁbré de Higgs soluble a coefficients dans 5*1?2;,/5,, associé a <i>*(///) Par suite, en vertu
de 11.17(i), le morphisme composé

(12.11.8) 0 (A (M) P TS (@ () — A& (M),

o la seconde fléche est le morphisme canonique (11.13.2), est un isomorphisme qui dépend a
priori de oy mais pas de r. D’aprés la preuve de 11.26, pour tout morphisme w: .# — #' de

o

Modg‘)lb(%) et tout nombre rationnel r tel que 0 <7 <inf(r.z,7.4'), le diagramme de =g

(12.11.9) TrH (M) —2> & (M)
T"*(ﬁm))i l@(u)

T (M) - & (M)
est commutatif. On en déduit que 'isomorphisme composé (12.11.8)
(12.11.10) g (M) S (S ()

ne dépend que de . (mais pas du choix de «_z) et qu'il en dépend fonctoriellement; d’ou la
proposition.
(ii) La preuve est similaire a celle de (i) et est laissée au lecteur.
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Remarque 12.12. Soit .# un é(@—module de Dolbeault.
(i) Le morphisme canonique (12.7.12)
(12.12.1) g (M) — A (D (M)

est un isomorphisme; c’est I'isomorphisme sous-jacent au diagramme commutatif (12.11.1).
En effet, reprenons les notations de la preuve de 12.11(i) et notons, de plus,

(12.12.2) By (M) — T (& (A))
le morphisme adjoint de o’ . Il résulte de (12.7.8) que le morphisme 5’7, (12.11.7) est égal

au composé

(12123) (A () "L G (TS (M) — TH(E (& () = TS (@ () |

ot la deuxiéme fléche est le morphisme (12.7.6) et la derniére fléche est I'isomorphisme sous-
jacent au diagramme (12.7.3). Par ailleurs, la limite inductive des morphismes §’,, pour
r € Qso0, est I'identité, et la limite inductive des morphismes 5’7, pour r € Qs, est égale a
l’isomorphisme composé (12.11.8), sous-jacent au diagramme commutatif (12.11.1).

(ii) Soient r un nombre rationnel > 0,

(12.12.4) a: T V(M) = & ()
un isomorphisme de Zp vérifiant les propriétés de 11.19. Compte tenu de (i), (12.7.3) et
(12.7.4), on peut identifier ®*(a) & un isomorphisme
(12.12.5) o T (S (M) S ST(SF ().
v ~/
Par ailleurs, ®*(.#) est un %y-module de Dolbeault d’aprés 12.9. Il résulte aussitot de 11.17
que o vérifie les propriétés de 11.19.
12.13.  On note ¥ le morphisme composé
(12.13.1) P BN B T X o S X,
ol A est le morphisme de topos défini dans (6.4.3) et ¢: X3 — X est U'injection canonique. Pour
tout objet U de Et,x, on désigne par fy: (U, //ZX|U) (S M) le morphisme induit par f,
et par U — X l'unique morphisme étale qui reléve U — X de sorte que (U M5 |U) est une

(e (S), M o, 5))-déformation lisse de (U M |U) Le localisé du topos annelé (EN ,33) en Y*(U)
est canoniquement équivalent au topos annele analogue associé a fy en vertu de 8.14. Pour tout

nombre rationnel r > 0, le localisé de la Z-algébre %) en 1*(U) est canoniquement isomorphe a
la (éW*(U))—algébre analogue associée a la déformation (U, //[g\ﬁ), d’apres (12.5.8). On désigne
par Mod(%)y*(U)) la catégorie des (]y*(U))-modules de (EN) /y- 1), par Modg (24" (U))
la catégorie des (%W)*(U ))-modules & isogénie prés, par Ej; la catégorie des p"-isoconnexions
intégrables relativement & extension (%(")]¢* (U ))/(@W) (U)) (ct. 11.7), par = E,g la catégorie des
objets de Zf; & isogénie prés et par ModDOlb(%’\w*(U)) la catégorie des (%’W) (U))g-modules de

Dolbeault relativement a la déformation (U, .45 e U) (cf. 11.11). D’apres 12.9, pour tout morphisme
g: U —Ude Et/X, le foncteur de restriction

(12.13.2) Modg(Z|¢*(U)) — Modg(Blv*(U")), M v M|p*(U"),
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induit un foncteur

(12.13.3) ModB*™ (74" (U)) — ModR”™(Z[v* (U)).
On note

(12.13.4) BB, Ae AU,
(12.13.5) She — Sing B Bt

les foncteurs de restriction définis dans (12.7.1) et (12.7.2), respectivement.

Lemme 12.14. Soient r un nombre rationnel > 0, A, B deuz objets de = g, (Ui)ier un recouvre-
ment étale de X. Pour tous (i,7) € I?, on pose U;; = U; x x U;. Alors le diagramme d’applications
d’ensembles

(12.14.1)

Homszy (A, B) — HHomEBi,@(AW*(Ui)’BWJ*(Ui)) = H Homgaij‘Q(AW*(Uij), Bl (Uy))
icl (i,5)€T?

est exact.

En effet, comme X est quasi-compact, on peut supposer I fini, auquel cas ’assertion résulte
facilement de 5.7.

12.15.  On note MOD’(@) la EY-catégorie fibrée (et méme scindée [14] VI § 9) des Z-modules
sur BN ([13] 1T 3.4.1). C’est un champ au-dessus de EY d’aprés ([13] II 3.4.4). On désigne par
Eton/x la sous-catégorie pleine de Et,x formée des schémas étales de présentation finie sur X et
par

(12.15.1) MOD(2) — Biteon, x

v

le changement de base de MOD'(%) (|14] VI § 3) par 1* o, oit ¢ est le morphisme (12.13.1) et
€: Eteon/x — Xe est le foncteur canonique. C’est aussi un champ d’aprés ([13] IT 3.1.1). On en
déduit une catégorie fibrée

(12.15.2) MOD@@) — Bteon/x

dont la fibre au-dessus d'un objet U de Ete /x est la catégorie Mon(éw*(U)) et le foncteur

image inverse par un morphisme U’ — U de Etcoh /x est le foncteur de restriction (12.13.2). On
notera que ce n’est a priori pas un champ. Elle induit une catégorie fibrée

(12.15.3) MODR™ (%) — Bteon, x

dont la fibre au-dessus d'un objet U de Ety, /x est la catégorie 1\/[0d(8Olb (@W*(U)) et le foncteur

image inverse par un morphisme U’ — U de Etcoh/X est le foncteur de restriction (12.13.3). On
s’attend & ce que (12.15.3) soit un champ. On peut toutefois montrer le résultat partiel suivant.

Proposition 12.16. Soient .# un objet de Modgf(é), (Us)ier un recouvrement ouvert (de Za-
riski) de X. Pour que A soit de Dolbeault, il faut et il suffit que pour tout i € I, A |p*(U;) soit
de Dolbeault.

En effet, la condition est nécessaire en vertu de 12.9. Supposons que pour tout i € I, . |p*(U;)
soit de Dolbeault et montrons que .# est de Dolbeault. Comme X est quasi-compact, on peut
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supposer [ fini. Choisissons pour tout ¢ € I, un nombre rationnel r; > 0 et un isomorphisme de
0.0

(12.16.1) a;: TPH (A1 (U3) S ST (M| (Ur)

vérifiant les propriétés du 11.19, ott 4, T11 et &; sont les foncteurs (11.18.1), (11.7.11) et (11.7.3),
respectivement, associés a (fu,,U;, 4 |U;). Pour tout nombre rationnel r tel que 0 < 7 < 7y, on
désigne par ;""" : Zpj o — Ef;. o le foncteur (11.8.4) associé a (fu,, Ui, #5|U;) et par

(12.16.2) aj s TIH (AN (Uh)) = & (A (Uh)

Pisomorphisme de Zf;. ¢ induit par €;""(a;) et les isomorphismes (11.8.5) et (11.8.6). En vertu de
(12.7.3), (12.7.4) et 12.8(ii), on peut identifier o a un isomorphisme

(12.16.3) ap: TH(A(A) W (U;) = &"(A)|[¢*(Us).

Pour tout (i,j) € I, posant U;; = U; x x Uj, A |¢p*(U;;) est de Dolbeault d’aprés 12.9. Compte
tenu de 12.12, les isomorphismes «; [¢)*(U;;) et a;[¢*(U;;) vérifient les propriétés du 11.19. Il résulte
alors de la preuve de 11.26 que pour tout nombre rationnel 0 < 7 < inf(r;,7;), on a dans E&j@

(12.16.4) a; [ (Uis) = o9 (Usj).-

D’aprés 12.14, pour tout nombre rationnel 0 < r < inf(r;,i € I), les isomorphismes (af);c; se
recollent en un isomorphisme de Zg

~

(12.16.5) " T M) S ST (M.

13. PETITS MODULES DE HIGGS

Les hypotheéses et notations générales de § 9 et § 11 sont en vigueur dans cette section.

Définition 13.1. On dit qu'un ﬁx[%]—ﬁbré de Higgs (.4, 0) & coefficients dans f’lﬁi/y est petit
s’il existe un sous-Ox-module cohérent N de 4" qui 'engendre sur ﬁ’x[%] et un nombre rationnel
€> p%l tels que

(13.1.1) (M) Cp e 0% )5 oy M.

Conjecture 13.2. Tout petit ﬁx[%]—ﬁbré de Higgs & coefficients dans 5’1§%€/y est soluble.

Proposition 13.3. La conjecture (13.2) vaut si X est un objet de Q (9.5), autrement dit, si les
conditions suivantes sont satisfaites :

(i) X est affine et conneze;

(i) f: (X, Ax) — (S, #s) admet une carte adéquate (3.8) ;

(iii) <l existe une carte fine et saturée M — (X, M x) pour (X, #x) induisant un isomorphisme

(13.3.1) M ST(X, . #x)/(X,0%).

La preuve de cette proposition est donnée dans 13.13, aprés quelques résultats préliminaires.
Proposition 13.4. Si la catégorie fibrée (12.15.3)
(13.4.1) MODR™ (%) — Bteon, x

est un champ, la conjecture (13.2) vaut.
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En effet, soient 4" un petit ﬁx[%]—ﬁbré de Higgs a coeflicients dans f‘lﬁé/y, (Ui)ier un re-
couvrement étale de X par des objets de Q (9.5). Pour tout ¢ € I, notons %; le schéma formel
complété p-adique de U;. D’aprés 13.3, A|%; est un ﬁ%[%]—ﬁbré de Higgs soluble a coefficients
dans f‘lﬁi%/y. Avec les notations de 12.13, il lui correspond donc le Bg|¢*(U;)-module de Dol-
beault .#; = ¥; (N |%;), on ¥; est le foncteur (11.23.1) associé a ( fu,, U, ///;(\(71) D’aprés 12.11(ii),
la donnée de descente sur les fibrés de Higgs (A|% )ier définie par 4 induit une donnée de des-
cente sur les modules de Dolbeault (.#;);cr. Cette derniére est effective par hypothése. Il existe

donc un %g-module de Dolbeault .# tel que la donnée de descente associée sur (. [1*(U;))ier
soit isomorphe & celle sur (.#;);cr. En vertu de 11.26 et 12.11(i), on en déduit par descente des
fibrés de Higgs que I'image de .# par le foncteur 52 (11.18.1) est canoniquement isomorphe & 4.
Par suite, .4 est soluble.

13.5. Dans la suite de cette section, on suppose que X est un objet de Q (9.5) et on pose
R = F()(7 ﬁx), Rl = R®5K ﬁf et

(13.5.1) ko = DX, Q% /).

On désigne par ]/%\1 le séparé complété p-adique de Ry, par J: ES — Ele plongement canonique
(9.2.5) et par

(13.5.2) B: E — X
le morphisme canonique (7.3.1). Pour tout entier n > 1, on note
(13.5.3) Bn: (Es, Bn) — (Xiey, Bx.n)

le morphisme de topos annelés défini par le morphisme de topos 304 et par ’homomorphisme ca-
nonique Bx n — Lx(Ar) (cf. 9.2). On rappelle que ce dernier n’est pas en général un isomorphisme

v

(8.1.8). On désigne par Zx 'anneau (Bx 5+1)nen de (Xs) et par
(13.5.4) B: (B, 2) — (X)), Bx)
le morphisme de topos annelés induit par les (8,41 )nen-
Si A est un anneau et M un A-module, on note encore A (resp. M) le faisceau constant de
valeur A (resp. M) de X s ou (Xps)Y, selon le contexte.

On sous-entend par % x-module de Higgs a coefficients dans 5*1()}3/6}(, un % x-module de

Higgs & coefficients dans f’lﬁ}%mk @ Bx (13] 2.8).

Proposition 13.6. Pour tout Ox-module cohérent N, on a un isomorphisme B-linéaire canonique
et fonctoriel

(13.6.1) B (N(X) 0 Bx) = THN).

Pour tout entier n > 1, on pose 9, = 9/p"N, que 'on considére comme un 0% -module de
X6t ou Xg, selon le contexte (cf. 2.9 et 8.9). D’aprés (10.1.12) et la remarque suivant (2.9.5), on
a un isomorphisme canonique

~

(13.62) T = (0741 (Mt1) Jnen-
Pour tout entier n > 1, on a un isomorphisme canonique (8.8.4)

(13.6.3) 77 (M) = 07 (M) @10 ) B
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Donc en vertu de ([4] 5.32(ii), 8.9 et 5.15), le Z,-module o7 (N,,) est le faisceau de E associé au
préfaisceau

(13.6.4) {U — Mu(Us) @ w.) Bunts (U € Ob(Etx)).
Pour tout objet affine U de Et /x> on a des isomorphismes canoniques
(13.6.5) NU,) = NXx) ®z Ox(Us),

(13.6.6) N, (Us) = N(Us)/p"N(Us),

(13.6.7) O (U) = Ox(U)/p"6x(U,).

Par ailleurs, en vertu de ([4] 5.32(i), 8.9 et 5.15), le %,,-module 3 (M(X) % éxn) est le faisceau

de E associé au préfaisceau

(13.6.8) {U — NEX) ®z Bun}, (U € Ob(Ety)).

D’aprés (9.6.5), on en déduit un isomorphisme ,,-linéaire canonique et fonctoriel
(13.6.9) Br(N(X) @5 Bxn) = 05 (M)

La proposition s’ensuit compte tenu de (6.5.4) et (13.6.2).

13.7. Soit r un nombre rationnel > 0. On désigne par ﬁ)({) le % x-module (9§£L+1)n61\1 et par

‘Ky) la éx—algébre (‘5)({’2“)”@ (cf. 9.18). D’aprés 6.3(i) et (6.12.1), on a une suite exacte de

é x-modules

(13.7.1) 0— By — FL) = 0k, @ Bx — 0.
Compte tenu de 6.3(i) et (6.12.3), on a un isomorphisme canonique de @X-algébres
(13.7.2) £ 5 lim 57 (F)).

o BX

Pour tous nombres rationnels » > 1’ > 0, les morphismes (aTXT;L +1)nen (9.18.3) induisent un
morphisme % x-linéaire
(13.7.3) sy g0 o F0.

Les homomorphismes (agg’; +1)nen (9.18.4) induisent un homomorphisme de % x-algébres

s’ S(r) 5(r")
(13.7.4) ay 6y — 6y .
Pour tous nombres rationnels » > v’ > r”” >0, on a
(13.7.5) ay =ay" o0&y et ay =ay" oay .
On a un isomorphisme canonique (fg)—linéaire
1 ~oe—101 (1)
(18.7.6) Q&?)({)/éx s QR/ﬁK QrCx -

La % x-dérivation universelle de ‘5)(;’) correspond via cet isomorphisme a I'unique % x-dérivation

(13.7.7) AP 60 — ¢710% 5, OrCY)
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qui prolonge le morphisme canonique j‘)((’“) — f_lﬁ}z/ﬁk R éx (13.7.1). Comme
(13.7.8) €10L  9p Bx =dP(FY) c dD (@)

b R/Ox ¥R FX X \7'Xx X \ox )

la dérivation Jgp est un éx—champ de Higgs a coefficients dans f_lﬁ}z/ﬁK d’apres ([3] 2.12). Pour
tous nombres rationnels 7 > 7’ > 0, on a
(13.7.9) P deay ) ody =di) o aly.

Proposition 13.8. Pour tout nombre rationnel r > 0, les morphismes canoniques

(13.8.1) FHFED) 5 g0,
(13.8.2) gy = og0,

sont des isomorphismes. De plus, pour tous nombres rationnels r > 1’ > 0, les morphismes B*(ég{ )

et ﬁv*(d;{/) s’identifient auz morphismes a™" (9.28.6) et & (9.28.7), respectivement.

Pour tout U € Ob(Et /x), on note gy: U — X le morphisme canonique. En vertu de ([4]
5.32(i), 8.9 et 5.15), pour tout entier n > 1, le %,,-module ﬂ;(ﬂ;) ) est canoniquement isomorphe

n
au faisceau associé au préfaisceau sur E défini par la correspondance

(13.8.3) {U = @)ia(F0) @ e s, x.) B}
Pour tout Y € Ob(Q), 'homomorphisme canonique

(13.8.4) @i (FX0) O 11 B B = T4
est un isomorphisme en vertu de 9.20. Par suite, le morphisme

(13.8.5) BT — T,

adjoint du morphisme canonique # )(; )n — Bnx ((977(17’) ), est un isomorphisme d’aprés (9.6.5). On en
déduit, compte tenu de (6.5.4) et (6.12.1), que le morphisme canonique (13.8.1) est un isomor-
phisme. On démontre de méme que '’homomorphisme canonique (13.8.2) est un isomorphisme ; on
peut aussi le déduire de (13.8.1). La derniére assertion est évidente par adjonction.

Remarque 13.9. Il résulte de 13.8 que pour tout nombre rationnel r > 0, ﬂv*(dug?)) s’identifie &
la dérivation d(") (9.28.9). On peut construire I'identification explicitement comme suit. D’apres la
preuve de 9.22(ii), pour tout entier n > 1, le diagramme

(13.9.1) T ——= 7, Or Bxn

s

| |

Bu(F)) — Bulon (€710 5 )

ou les fleches verticales sont les morphismes canoniques et les fléches horizontales proviennent des
suites exactes (9.18.1) et (9.22.1), est commutatif. On en déduit par adjonction un diagramme
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commutatif
(13.9.2) BT —= Bi€T'Q 6 ©r Bxn)
Fr— 02(5_191?"/@”)

dont les fléches verticales sont des isomorphismes, d’aprés les preuves de 13.6 et 13.8. Par suite, le
diagramme

v S(r é*(dV(T)) Sl e—10y S(r
(13.9.3) 39 > B0 @R EY)
l i s (e—1G31 o)

£ (S Qi/i) ®@<€

ou les fleches verticales sont les isomorphismes induits par (13.6.1) et (13.8.2) est commutatif.

13.10. Soit r un nombre rationnel > 0. On désigne par Mod (%) la catégorie des % x-modules,

par O la catégorie des p"-isoconnexions intégrables relativement a l'extension ‘53({) /%x (5.10) et
par &' le foncteur

(13.10.1) S : Mod(@x) = 07, M (¢ @z M6 0y idpdy ©id).
D’apres 5.12, si (91,0, v,0) est une Ox-isogénie de Higgs a coeflicients dans 5_1(2;6/5, (11.5),
(13.10.2) (@) 07 NX),CY 0F W(X),idog v,p"dy @ v+id®0)
est un objet de ®”. On obtient ainsi un foncteur
(13.10.3) T TH(Ox, 6710k, 5) — O
Proposition 13.11. Pour tout nombre rationnel r > 0, les diagrammes de foncteurs
. S
(13.11.1) Mod(Zy) —2- 67

é*i la*

T

-~ S _
Mod (%) — > &7
~ TX

(13.11.2) TH" (0x,(710), ) —>0Or

©
J/B*
Tt

ot le foncteur image inverse par 3 pour les p"-isoconnexions est défini dans (5.11), sont commu-
tatifs a isomorphismes canoniques pres.

Cela résulte de 13.6, 13.8 et 13.9.
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Proposition 13.12. Soient €,7 deur nombres rationnels tels que € > r + ﬁ etr >0, un
Ox-module cohérent et .-plat, 6 un Ox-champ de Higgs sur M a coefficients dans £~ 1913/5, tel

que
(13.12.1) O(N) Cp¢ 0y Do N.

On note encore N la Ox-isogénie de Higgs (M, N, id, 0) & coefficients dans £~ 10!

X/ 1l existe alors

un éx -module adique de type fini A de (Y::ét)No et un isomorphisme de O
(13.12.2) TN 5 &% ().

On peut clairement supposer X, non-vide, de borte que (X, .#x) remplit les hypotheses de ([3]
6.2). Soit ¥ un point géométrique générique de X°. Comme X est localement irréductible (3.1),
est la somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles. On note X (y) la composante
irréductible de X contenant 7. De méme, X° est la somme des schémas induits sur ses composantes

irréductibles, et Y?y) = X(y) Xx X° est la composante irréductible de X° contenant 7. On pose
R} =T (X ), 0x) et Ay =m (Y?w,y). On note Ry le séparé complété p-adique de RY, Ba, le
topos classifiant de Ag,

(13.12.3) vyt Xy e — Bay

T =y
le foncteur fibre en  (2.10.3), Rg( Panneau défini dans (7.13.2) et Ry son séparé complété p-adique.

. ~y
On désigne par ‘5};’(” la R y-algebre définie dans (9.24.3) par @’(T) son séparé complété p-adique,
par

(13.12.4) dgzr: R VT S
fa37) T

la R y-dérivation universelle de €% ") et par

(13.12.5) dap.n: Gx " = €'y, ORER

son prolongement aux complétés (on notera que le R-module QR /o €St libre de type fini). 1l
résulte de 7.15 et des définitions qu’on a des isomorphismes canoniques

(13.12.6) %(@Xﬁ?@) ~ Eg,
(13.12.7) ,,g(g;myz’@) ~ B0 gl

Les objets Ay, RY, R et %)5(7(7«) correspondent aux objets A, Ry, R et (") définis dans [3], en
prenant k¥ =y dans ([3] 6.7). Nous utiliserons dans la suite les constructions de ([3] § 13). Posons
Ny =T(X (5,5, M) et notons

(13.12.8) O5: Ny — €' . @R Ny
le I/%\ly—champ de Higgs a coefficients dans 5’162}% 165 induit par 0, qui est e-quasi-petit dans le

sens de ([3] 13.2). On lui associe par le foncteur (]3] (13.5.10)) une J/%\ly-représentation quasi-petite
g de Ay sur Ny. D’apreés ([3] 13.20), on a un (éj‘é’(r)—isomorphisme Ag-équivariant de modules a
v /R

p"-connexions relativement a I’extension %

(13.12.9) ug: Ny ®Ay<€y’(” % Ny @5 63,



SUR LA CORRESPONDANCE DE SIMPSON p-ADIQUE. II 113

ou ﬁ(’(r) est muni de I’action canonique de Ay et de la p"-connexion p"d 7T le module Ny de la

source est muni de l'action triviale de Ay et du R1 —champ de Higgs 6, et le module Ny du but
est muni de l'action gy de Ay et du f%\ly-champ de Higgs nul.

Il existe un systéme prOJectlf (Zn+1)nen de Ri-modules de X, ¢t tel que pour tout point géomeé-
trique générique 7 de x° , on ait un isomorphisme de systémes projectifs de Ri-représentations de
Ay,

—©° ~
(13.12.10) (vg(Zns1| X ) Inen = (Ng/p" ' Ny, op)nen.

Ceci résulte aussitot de la définition du foncteur ([3] (13.5.10)) (cf. [4] 9.7). D’aprés 2.11, .%, est
de type fini sur R;. Pour tous entiers m > n > 1, le morphisme %, /p".%n — £, induit par le
morphisme de transition .%,, — %, est un isomorphisme. On pose

(13.12.11) M = (Lns1 Or, BX nt1)neN.

Cest un A x-module adique de type fini de (X;¢ ) en vertu de 6.14. Les isomorphismes (13.12.9)
induisent un isomorphisme Cf)({)—linéaire

(13.12.12) w NE) 0F € S Moy E)
tel que le diagramme
r u S(r)
(13.12.13) NX) @7 €y M Dz EX
0®id+pTidodyy) J{ ipTid(@tig;)

id®u
E——

-1Q 5(r) -101 7]
§7'Q% 6, Or N(X) ®F Cx £ %0, Or M @5 Cx

soit commutatif; d’ot la proposition.

13.13. La proposition 13.3 résulte de 13.11 et 13.12.
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