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INTRODUCTION

Pourquoi des groupoides et des algébroides, aux noms si laids ? La premiere apparition
des groupoides est due a Brandt [Br], et se rapporte & des problemes d’arithmétique non-
commutative. Si K est un corps de nombres algébriques, de degré fini sur le corps Q des
nombres rationnels, on appelle ordre dans K tout sous-anneau O, de corps des fractions
K, et de type fini comme Z-module. Il existe un plus grand ordre Ok, et les idéaux
(fractionnaires) pour Ok forment un groupe multiplicatif, découvert par Kummer et
Dedekind. Lorsque K est un corps non-commutatif (ou méme plus généralement une
algebre simple sur Q), de degré fini sur Q, la définition d’un ordre demeure inchangée,
et il existe des ordres maximaux. Les idéaux par rapport a I'un de ces ordres maximaux
forment encore un groupe multiplicatif. Mais il existe plusieurs ordres maximaux, et
la structure multiplicative des idéaux, pour tenir compte de la multiplicité des ordres
maximaux, s’exprime par une espece de groupe a plusieurs unités, et a multiplication
partiellement définie, un groupoide.

Cette structure exotique ne regut guere d’attention jusque vers 1950. Apres I'invention
des catégories, on remarqua qu’un groupoide est une (petite) catégorie dont toutes les
fleches sont inversibles, et qu'un groupoide a un seul objet est un groupe. Les foncteurs
entre groupoides généralisent les homomorphismes entre groupes, mais dans le monde
des catégories, il faut distinguer les isomorphismes (stricto sensu) des équivalences (dites
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faibles apres Moerdijk [MMs]). On montre facilement qu'un groupoide transitif®) est
faiblement équivalent a un groupe, mais ceci est trompeur.

Vu la signification épistémologique des catégories, codifiant les objets d’une structure
(groupes, variétés, etc...) les objets apparaissent isolés, et pour chaque couple d’objets
x,y d'une catégorie C, on a I’ensemble C(x,y) des fleches de = vers y. La définition d'un
foncteur est aussi objet par objet. Pour aborder les problemes de variation de structures,
par exemple les diverses structures complexes sur une variété réelle, il faut “souder” les
objets. Du coup, une catégorie C est formée de deux ensembles Cy, C; correspondant
aux objets et aux fleches respectivement, et la structure d’une catégorie est définie par
des applications entre des ensembles construits par produits fibrés a partir de Cy et C;.
Alors, on peut enrichir C en munissant Cy et C; de diverses structures (topologiques,
différentielles, etc. . .).

Le premier mathématicien a suivre cette direction fut Charles Ehresmann (vers 1950)
suivi de ses éleves André Haefliger et Jean Pradines. Ehresmann était un géometre et
il voulait construire des groupoides géométriques pour étudier les espaces fibrés, les
revétements et les feuilletages. Un peu plus tard, Alain Connes [Co] introduisit I'algebre
non-commutative de convolution d’un groupoide, et ceci conduisit a considérer I’espace
des feuilles d'un feuilletage comme un espace non-commutatif.

Un probleme récurrent est ’étude d’espaces trop singuliers pour étre des variétés,
comme on en rencontre dans les problemes de variation de structures : “orbifolds”,
variétés transverses, espace de feuilles d’un feuilletage... On s’est peu a peu apercu
que la classification de tels espaces se fait au moyen de groupoides topologiques (ou
différentiables) définis a équivalence faible pres. Déja, pour définir une variété, il faut se
donner un atlas (qui peut se représenter par un groupoide) et lui permettre de changer
a équivalence (faible) preés. On arrive donc a une conception de variétés généralisées
congues comme groupoides a équivalence faible pres. L’équivalence de Morita, familiere
en algebre, s’étend aux groupoides topologiques, et a été appliquée aux C*-algebres par
Hilsum et Skandalis [HS].

Si les groupoides différentiables (ou de Lie) généralisent les groupes de Lie, il convient
de développer leur théorie infinitésimale. Les algebres de Lie deviennent des objets de la
géométrie différentielle : les algébroides de Lie, introduits par Pradines [Pry]. La théorie
est assez parallele a celle des groupes et algebres de Lie, mais une difficulté majeure se
présente : démontrer ’analogue du troisieme théoreme de Lie qui construit un groupe de
Lie d’algebre de Lie donnée. L’histoire mouvementée sera détaillée plus loin ; la solution
définitive est tres récente et due a M. Crainic et R.L. Fernandes [CF,].

Nous nous attacherons aussi a décrire certaines applications, telles le lien entre
variétés de Poisson et groupoides symplectiques (étudiée par 1’école d’Alan Weinstein)
et une nouvelle présentation de la théorie de Galois des équations différentielles.

MWon tous les objets sont isomorphes
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1. GROUPOIDES DE LIE

1.1. Définitions

Soit My un ensemble. Par analogie a la notion de bimodule, appelons bi-ensemble de

base My, un systeme d’applications M = (M; =2 M;) ou s est la source, et b le but.
b
Le bi-ensemble U(M,) est défini par My = My, s = t = 1y, ; le produit M x M’

Mo
des bi-ensembles M = (M, % M) et M' = (M] ;; M) sur la base My est défini
b b

comme ’ensemble M” produit fibré du diagramme

M, M
My

noté M sxy M et formé des paires (u, ') dans My x M telles que s(u) = 0'(i'), avec
les applications s”(u, p') = s'(1'), 0" (@, ') = b(1).

Un monoide en bi-ensembles est défini par la donnée d’un bi-ensemble M, d’une loi
de composition

m- MxM-—-M

Mp
et d'une unité
e U(Mo) —- M.
On impose la commutativité des diagrammes qui correspondent a l’associativité, et

S
I’élément neutre. Un groupe en bi-ensembles est un monoide en bi-ensembles G = (G; =
b

Gy) qui possede une inversion I : Gy — G telle que so I =b, bo I = s et qui satisfait
a la propriété traduisant I’équation g- g~ = g~ - ¢ = e dans un groupe.

Plus couramment, un monoide (resp. groupe) en bi-ensembles est appelé une (petite)
catégorie (resp. un groupoide). Ces définitions alambiquées ont le mérite de s’étendre
telles quelles au cas ou les ensembles sont remplacés par des objets d’une catégorie,
tels que les espaces topologiques, ou les variétés (différentiables, analytiques réelles
ou complexes, algébriques...). On peut ainsi parler de catégorie (ou de groupoide)
topologique, différentiable. .. La seule difficulté est ’existence des produits fibrés :

o My := My ¢x, M7 pour définir la multiplication,
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o Ms := My ¢xy My 4 Xy, My pour énoncer 'associativité.
Pas de difficulté pour les espaces topologiques.

Pour les variétés, on utilise deux variantes. Rappelons d’abord qu’une application
f: M — M’ de classe C* entre variétés est dite étale (resp. submersive) si pour tout
point m de M, T'application tangente T, f : T, M — Tyq) M’ est bijective (resp.
surjective). Dans la définition d'un groupoide différentiable® G on supposera que s
et b sont des submersions. D’apres des résultats classiques, ceci assure que G est une
sous-variété localement fermée de GG; x GGy. Idem pour G5 et méme pour la sous-variété
G)p de Gy x ... x Gy (p facteurs) définie de maniere analogue. Un groupoide de Lie est
dit étale!® si les applications s et b sont étales.

1.2. Exemples de groupoides de Lie

a) Tout d’abord, pour toute variété M, on a défini le bi-ensemble U (M) = (M % M).
C’est de maniere naturelle un groupoide avec l'unité e, = (z, ) et la multiplicailzlion
(1.1) €y €y = €y
pour tout x dans M. On 'appelle le groupoide unité de M.

Un autre groupoide V(M) associé a M est défini par

My=M, My=MxM, s=pry, b=pry,

ou pry et pro sont les deux projections de M x M sur M. La multiplication est
nécessairement de la forme

(1.2) (@,9) - (y,2) = (2, 2)
pour z,y, z dans M. On l'appelle le groupoide des paires de M.

Plus généralement soit R C M x M le graphe d’une relation d’équivalence dans M
telle que R soit une sous-variété de M x M et que les deux projections de R sur M soient
des submersions. Alors R définit un sous-groupoide W (R) de V(M). On retrouve les
deux cas précédents en prenant R égal a la diagonale de M x M ou a M x M lui-méme.

b) Examinons les liens entre groupes et groupoides. Tout d’abord, un groupoide G =
(G4 % Gy), dans lequel Gy est réduit & un point, est un groupe de Lie. Lorsque s = b,
alors Zbl est un fibré en groupes de Lie sur la base Gj.

Soient M une variété et G un groupe de Lie. On peut définir un groupoide P avec
Po=M, PL=M x M x GG et les applications structurales définies par
(1.3) s(x,y;9) =y, blz,y;9) =z

(2)Un groupoide différentiable est dit aussi “groupoide de Lie”.

B)Vu la correspondance entre faisceaux et espaces étalés, les groupoides étales forment une
généralisation des pseudo-groupes étudiés par E. Cartan et Ch. Ehresmann : transformations locales
d’un ouvert sur un ouvert, inversibles, et se composant.
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(1.4) (,939) - (y,2:h) = (2,2 gh).
Un groupoide de ce type sera utilisé en 5.1.

Supposons maintenant que G agisse sur M. Un autre groupoide H est défini par les
regles Hy = M, Hy = G x M et les applications structurales

(1.5) s(g,m)=m, blg,m)=g-m

(1.6) (g,m)-(¢',m') = (g9',m) si m=g"-m'.
Soit G = (G, é& M) un groupoide de Lie de base M. Pour tout point x de M,
b

I'ensemble G, des éléments g de G tels que s(g) = b(g) = x forme un groupe de Lie
pour la multiplication. Le sous-ensemble de GGy ou s et b coincident est la réunion I'
des G,. Pour la projection 7 : I' — M induite par s (ou b), on obtient ainsi un fibré en
groupes de Lie, de base M, dont les G, sont les fibres.

Avec les notations précédentes, fixons un point zy de M, notons G le groupe G, et
P l'ensemble des éléments p de G tels que s(p) = zg. La multiplication dans G définit
une action (& droite) de G sur P; si 'on adjoint la restriction g de b: Gy — M a P, le
systeme (P, G, M, q) est un fibré principal de base M, groupe G et projection g.

Réciproquement, a partir d'un fibré principal (P, G, M, q), on définit un groupoide P
de base M comme suit : P, est 'ensemble des orbites de G opérant diagonalement dans
P x P, et comme M est ’espace des orbites de GG dans P, les deux projections pry et pro
de P x P dans P définissent par passage aux orbites respectivement les applications b et
s de P, dans M. Enfin, si deux éléments A et A’ de P satisfont a la relation s(\) = b(\)
ils ont des représentants de la forme (p, p’) pour A et (p/,p”) pour X et leur produit AN
admet (p, p") pour représentant(®.

Dans le cas des groupoides de Lie transitifs(®, les deux constructions sont réciproques,
et la théorie des groupoides de Lie transitifs est équivalente a celle des fibrés principau.
Cette remarque a été le point de départ de I'intérét d’Ehresmann pour les groupoides.
Prenons par exemple le cas d’un fibré vectoriel £ de base M. Si P est le fibré principal
des reperes de F, la fibre en x € M de P est I'ensemble des isomorphismes d’espaces
vectoriels ¢ : V' — E,, ou V est la “fibre-type”. Si P est le groupoide correspondant,
d’espace des fleches P;, une fleche f de source x et but y (dans M) n’est autre qu’un
isomorphisme de la fibre E, sur la fibre E,. Comme variété P; s’identifie a un ouvert
du fibré©® vectoriel pri(E) @ pry(E)* sur M x M.

S
c¢) Passons aux relations d’équivalence et aux variétés quotients. Soit G = (Gh7 = M)
b
un groupoide de base M. L’application (s,b) de Gy dans M x M a pour image le graphe
(“)Dans le cas du fibré trivial P = M x G, on retrouve les constructions décrites en (1.3) et (1.4).
®)Un groupoide de Lie est dit transitif si Papplication (s,b) de Gy dans M x M est une surjection

submersive.
(6)On note pry et pro les projections de M x M sur M.
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d’une relation d’équivalence R dans M. L’espace quotient se note G\M et s’appelle
I’espace des orbites du groupoide G.

Par exemple, si G est associé a une action d’un groupe de Lie G sur une variété M
(cf. formules (1.5) et (1.6)), alors les orbites de G sont celles du groupe G. Supposons
que le groupe G soit dénombrable et discret, agissant librement sur M mais avec les
orbites denses. La topologie quotient sur 'espace G\M des orbites est grossiere, et si
l'action de G est ergodique, méme la structure mesurable de G\ M est grossiere. L’idée
est que le groupoide G refléte plus fidelement la structure de l’espace G\M des orbites.

d) Il nous reste a examiner le point de vue des atlas. Soit X une variété. Contrairement
aux habitudes, une carte sera une application ¢ : U — X, injective et d’image ouverte,
dont la source est un ouvert U d’un modele (par exemple un espace numérique R? pour
les variétés différentiables).

Un atlas est une famille de cartes (p;, U;)icr telle que X soit la réunion des images
©;(U;). Introduisant I'espace U somme des U;, dont les éléments sont les paires (i, x)
avec i € I, x € U;, 'atlas se résume en une seule application ¢ : U — X donnée par
©(i,x) = pi(z). Notons R I'ensemble des couples u, v dans U tels que p(u) = ¢(v).
Alors X est isomorphe au quotient U /R, et elle est donc adéquatement décrite par le
groupoide étale W (R) (cf. 1.2a)).

Variations sur cette construction : soit M une variété munie d’un feuilletage F,
correspondant a un sous-fibré intégrable Z de T'M. Une carte transverse est une appli-
cation injective ¢ : U — M telle que en chaque point u de U, 'application tangente
soit un isomorphisme de T,,U sur un sous-espace de T, M supplémentaire de Z,(,).
Un atlas transverse de (M,F) est de la forme (¢;,U;);cr ou chaque feuille rencontre
I'une des images ¢;(U;). Construisons U, R et W(R) comme ci-dessus, de sorte qu’on
peut identifier U/R a l'espace des feuilles M/F. En général, la topologie sur M /F est
inutilisable, et lapplication de U; dans M/F déduite de @; n’est pas injective. Cepen-
dant, I'expérience montre que le groupoide étale W (R) donne une bonne description de
I'espace des feuilles (cohomologie,. . . voir Haefliger [Hal).

Un “orbifold” (ou V-variété au sens de Satake) est décrit localement comme le quo-
tient d'un ouvert de R? par 'action d’un groupe fini de transformations linéaires. Par
exemple, 'espace M /I" des orbites d'un groupe dénombrable discret I' agissant continue-
ment et proprement(”) sur M. Les “orbifolds” sont les espaces d’orbites des groupoides

S

G = (G1 = G)y) tels que Gg et Gy soient séparés et que I'application (s,b) de Gy dans
b
Gy x G (qu’'on pourrait appeler I’ancre) soit propre® et & fibres discrétes.

e) Enfin le lien avec I’homotopie. Soit M une variété connexe. On note IT1(M) I'espace
des classes d’homotopie (& extrémités fixes) de chemins continus (ou de classe C*°) dans

(M Ceci signifie que si K, L sont deux parties compactes de M, I'ensemble des v € T tels que v(K)
rencontre L est fini.
(®)1’image réciproque d’une partie compacte de G x G par (s, b) est compacte dans Gj.
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M . Avec une composition déduite de celle des chemins, IT1(M) devient un groupoide étale
sur M, qu’on appelle le groupoide de Poincaré de M.

Choisissant un point-base zo de M, le groupe II(M),, n’est autre que le groupe
fondamental 71 (M;xg) =: 7, et I'ensemble des éléments de II(M) de source xy est un
modele du revétement universel M de M. Le groupoide II(M) se reconstruit comme
l'espace des orbites de action diagonale de 7 dans M x M.

Lorsque (M, F) est une variété feuilletée, le groupoide de monodromie se définit au
moyen des chemins qui restent dans une feuille donnée F', avec I’homotopie relative a
F' (voir Haefliger [Ha] et Connes [Co]). Ce groupoide est adapté a ’étude longitudinale
d’un feuilletage.

1.3. Equivalence de Morita

a) Examinons tout d’abord 1’équivalence de Morita en algebre. Soient A et B deux
anneaux. On dit que A et B sont équivalents au sens de Morita 8'il existe un (A, B)-
bimodule M avec les propriétés suivantes :

(o) comme A-module, M est fidele®), projectif et de type fini;

(B) comme B-module, M est fidéle, et B coincide avec l’anneau des endomorphismes
du A-module M .

La situation est symétrique en A et B, car M est automatiquement un B-module
projectif et de type fini, et A est 'anneau des endomorphismes du B-module M.

Deux anneauzr équivalents au sens de Morita ont les mémes modules. De maniere
précise, au (A, B)-bimodule M, on associe un foncteur T); de la catégorie B-mod des
B-modules (a gauche) dans A-mod par

Ty(P)=M®®P.
B

Alors T}, est une équivalence de catégories.

Soit Algy la catégorie des algebres (associatives avec unité) sur un corps k. La
catégorie de Morita Mor;, a les k-algebres pour objets, et les morphismes dans Mory,
d’une algebre B dans une algebre A sont les classes d’isomorphisme de (A, B)-bimodules
qui satisfont & la propriété («) ci-dessus. La composition des morphismes dans Mory,
est donnée par le produit tensoriel M ®p N (ot M est un (A, B)-bimodule et N un
(B, C)-bimodule). On définit un foncteur S de Algy dans Mory, : si ¢ : B — A est un
homomorphisme de k-algebres, le bimodule P, est A muni de I'action a gauche de A
sur lui-méme et de I'action a droite de B définie par (a,b) — ae(b). Un bimodule M
satisfaisant a (a) et (8) définit un isomorphisme dans la catégorie Mory, appelé une
équivalence de Morita.

On a la propriété universelle suivante, qui exprime que la catégorie de Morita Mory
est exactement celle qui transforme les équivalences de Morita en isomorphismes :

) Le seul élément de A qui annule tout élément de M est 0.
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(U) Si un foncteur T de Algy dans une catégorie C transforme les équivalences de
Morita en isomorphismes, il existe une unique factorisation de foncteurs

Alg, BN Mory, . c.
\ 1

T

b) Pour adapter ce qui précede au cas des groupoides de Lie, il faut définir
I’équivalence faible, qui remplace 1’équivalence de Morita, et la catégorie GPD des
groupoides de Lie et fibrés principaux. Les détails sont dans Moerdijk et Mréun [MM,].

Une équivalence faible entre groupoides G = (G7 = Go) et H = (H; = Hj) est un
b b

morphisme ¢ = (¢g, ¢1) avec ¢; : H; — G; (pour i = 0, 1) satisfaisant aux conditions
sulvantes :

o lapplication bo pry de G x4, Hy dans Gy est une submersion surjective ;
e e diagramme suivant est cartésien

o —" . q

(s",0") l l (s,0)
X

H()XHOM)G()XG().

Deux groupoides G et G’ sont faiblement équivalents s’il existe deux équivalences faibles
G—-H—G.

Dans le langage des catégories, ¢ est un foncteur de la catégorie H dans la catégorie
G. La premiere condition exprime que ¢ est essentiellement surjectif : tout objet de
G est isomorphe a I'image par ¢ d'un objet de H. La seconde propriété signifie que ¢
est pleinement fidele : si x,y sont des objets de H, le foncteur ¢ définit une bijection
de H(x,y) sur G(¢p(z),d(y)). Mais il faut préciser en tenant compte des structures
différentielles sur les variétés Go, G, Hy et H;. Les deux propriétés “pleinement fidele”
et “essentiellement surjectif” caractérisent classiquement les foncteurs qui définissent
des équivalences de catégories.

Par exemple, les groupoides associés a deux atlas d’une variété (ou deux atlas trans-
verses d'une variété feuilletée) sont faiblement équivalents. Soit P un fibré principal de
groupe G et de base M. Alors le groupoide construit avec G et P selon les formules (1.5)
et (1.6) est faiblement équivalent au groupoide unité U(M) qui représente fidelement
M. Le groupoide V(M) des paires défini en 1.2a) est faiblement équivalent au groupoide
trivial réduit & un point. Le groupoide W (R) défini en 1.2a) est faiblement équivalent a
U(M/R), donc représente adéquatement le quotient M/R (qui existe comme variété),
etc. ..

Nous renvoyons a [MMs], pages 164 et 165 pour la définition des G-fibrés principaux
au-dessus de H qui définissent les morphismes de H dans G dans la catégorie GPD.
Cette catégorie est exactement celle qui rend inversibles les équivalences faibles.
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2. ALGEBROIDES DE LIE

2.1. Rappels sur les algebres de Lie

Rappelons qu’une algebre de Lie sur un corps k est un espace vectoriel g sur k£ muni

d’une application bilinéaire (x,y) + [z, y] qui est antisymétrique®

(21) [y,ZE] = _[Iay]

et satisfait a l'identité de Jacobi

(2:2) 2,1y, 2]] + Iy, [z, 2]] + [z, [, 9] = 0.

Compte tenu de I'antisymétrie, I'identité de Jacobi équivaut a l'identité dite de Leibniz

(2.3) [, [y, 2] = [[z,y], 2] + [y, [z, 2]]

qui exprime que l'application adz : y +— [z,y] est une dérivation du crochet.
Récemment, Loday [Lo] a proposé d’appeler algébres de Leibniz les algebres dont le
crochet satisfait a (2.3), mais n’est pas nécessairement antisymétrique.

Une autre variante des algebres de Lie est fournie par les algébres de Vinberg (aussi
appelées algebres de pré-Lie par Gerstenhaber [Ge]). Le produit z*y satisfait a I'identité
a 4 termes, due a Vinberg

(2.4) rx(yxz)— (zxy)xz=xx(zxy) — (x*2)*xy,

et qui affaiblit 'associativité. Si 'on pose [x,y] = = * y — y * z, Uidentité de Jacobi
contient 12 termes se regroupant en somme de 3 paquets de 4 termes, dont chacun
s’annule d’apres l'identité de Vinberg(V.

Une algebre de Lie donne naissance a plusieurs structures algébriques.

a) Le complexe de Chevalley-Eilenberg :

Sur l'algebre extérieure A®°g = € APg construite sur un espace vectoriel g, on dispose
p=0

du coproduit

A:ANg— ANgeAg
caractérisé par le fait que c’est un homomorphisme d’algebres graduées'? satisfaisant
aA(zr)=r®1+1®x pour x dans g.

Un crochet antisymétrique est une application

p:Ag— Alg

(10)Gi le corps k est de caractéristique 2, il faut supposer Ialternance [z, 2] = 0 pour x dans g.

(D Signification géométrique : un groupe de Lie G, dont 'algébre de Lie provient d’une algébre de
Vinberg, possede une connexion plate sur le fibré tangent T'G, invariante par translations a droite.
(12)Le produit tensoriel est le produit gradué satisfaisant & (a ® b) - (' @ V') = (=1)b1le'T aa’ @ bb', ot
|z| est le degré de z.
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qui s’étend de maniere unique en une codérivation 0 de degré —1 dans la coalgebre A®g.

Elle est donnée explicitement par®

(25) 0@ A Ax) =) ()T mna Ami A NS AL NE AL
1<j
Dans ces conditions, u satisfait a 'identité de Jacobi ssi 'on a 90 = 0.

De maniere duale, 0 se transpose en une dérivation d de I'algebre A®g* construite sur
le dual g* de g, et 'on a dd = 0. Si g est I'algebre de Lie d’'un groupe de Lie G, on peut
identifier A®g* a l'espace des formes différentielles extérieures sur GG invariantes par les
translations a droite et d devient la différentielle extérieure. Lien avec les équations de
Maurer-Cartan.

b) Crochet de Poisson :

Notons Ug 'algebre enveloppante de g munie de sa filtration canonique
k=UygCUg(=g) ClUygcC...

ou U, g est engendré linéairement par les produits d’au plus p facteurs tirés de g. D’apres
le théoreme PBW(4 | on peut identifier U, g/U, 1 g & la puissance symétrique SPg de g.
Pour a dans U, g et b dans U, g, le commutateur |a, b] = ab—ba appartient a Up,;,_1 g, et
par passage au quotient, on définit un crochet de Poisson (f,g) — {f, g} de SPg x S%g
dans SPT971g. 1l est défini par

A

(26) {Ill’p,yl,,yq}zz [xz,yj]xli’zxpyly]yq
1,J

De maniere duale, et supposant g de dimension finie, on peut identifier S*g = @ S”g
p=0
a l'algebre des fonctions polynomiales sur le dual g* de g, et le crochet de Poisson

algébrique définit la variété de Poisson g* (voir n° 3.4).
c¢) Crochet de Schouten :

Par analogie avec la formule (2.6), et en accord avec la philosophie de la “super-
géométrie”, on définit sur Palgebre extérieure A®g un crochet de Schouten |[a,bs. 11
applique APg x A9g dans APT9 1g. et de maniere explicite on a :

[T1 NN T i A LAY ls =
(2.7) S0 [yl Aar A NEA AT Ay A A Ay
2
Il satisfait a une forme d’identité de Jacobi dont je donne la variante “Leibniz” :
(2'8) [a7 [b> C]S]S = Ha> b]S’ C]S + (_1)(p_1)(q_1) [b> [a> 6]5]57
pour a, b, c dans A®g avec a de degré p et b de degré q. L’antisymétrie est donnée par

(2.9) b,a]s = (—=1)P7PT9 [q, b]s .

(13)Le chapeau sur x; et x; demande de supprimer ces termes.
(49De Poincaré, Birkhoff et Witt.
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2.2. Algebres de Lie-Rinehart

Les champs de vecteurs sur une variété différentiable M forment une algebre de Lie
X = X (M) sur le corps R des nombres réels, mais de plus c’est un module sur la R-
algebre A = C°(M) (associative et commutative) formée des fonctions de classe C*
sur M. Les deux structures sont liées par une relation du type “Leibniz”

(2.10) X, SY] = fIX,Y] + Lx(f) Y

(X et Y sont des champs de vecteurs, f une fonction et Lx la dérivée de Lie). Cela
conduit a la définition d'une algébre de Lie-Rinehart X sur le couple (R, A), ou L
désigne un homomorphisme de 'algebre de Lie X (sur R) dans l'algebre de Lie des
R-dérivations de A satisfaisant a (2.10) et a

(2.11) Lix(9) = [-Lx(g)
(f et g sont des éléments de A).

Cette notion a été introduite par Rinehart [Ri], mais aussi dans des notes non publiées

de Grothendieck sur 'algébrisation du calcul différentiel (voir aussi ’exposé VII par
P. Gabriel dans SGA3 [SGA3]).

2.3. Définition des algébroides de Lie
Nous allons “géométriser” la définition précédente. Selon Pradines [Pry], un algébroide

de Lie sur une variété M est un fibré vectoriel G de base M, muni des données suivantes :

a) une structure d’algebre de Lie réelle sur I'espace I'(G) des sections de classe C'™°

de G;
b) un homomorphisme de fibrés vectoriels p : G — T M (appelé I'ancre).

L’identité a respecter est la suivante :

(2.12) [a, fO] = fla,b] + Lo (f) - b
si a, b sont des sections de G, et f une fonction (de classe C*°) sur M.

Dans ces conditions, p définit un homomorphisme d’algebres de Lie réelles de I'(G)
dans X'(M).

Naturellement, I'(G) est une (R, C*°(M))-algebre de Lie-Rinehart.

2.4. Exemples d’algébroides de Lie

Lorsque M est réduite a un point, d’out C*°(M) = R, on retrouve la notion d’algebre
de Lie de dimension finie sur R.

L’exemple prototype est celui ou G est le fibré tangent a M, et p l'identité. Alors
['(G) est l'algebre de Lie X'(M) des champs de vecteurs sur M.

Soit donné un feuilletage F sur M, correspondant a un sous-fibré intégrable G de
T M. Prenons pour p I'inclusion de G dans T'M. On obtient ainsi un algébroide de Lie
sur M caractérisant le feuilletage.
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Réciproquement, pour tout algébroide de Lie (G, p), posons Z,, = p.(G,) C T, M pour
tout point x de M. Si la dimension de I'espace vectoriel Z, est localement constante,
on a un sous-fibré 7 de T'M, de fibre Z, en z, et Z définit un feuilletage. Dans le cas
général, méme si Z n’est pas un sous-fibré, il est associé a un feuilletage généralisé au
sens de Sussmann [Su].

Considérons un fibré en algebres de Lie G sur M ; le crochet correspond a un ho-
momorphisme de fibrés vectoriels [ , ] : A2G — G et induit sur I'(G) une structure
d’algebre de Lie. Ce crochet sur I'(G) est linéaire par rapport a C*°(M), c’est-a-dire
qu’on a une algebre de Lie sur 'anneau C*°(M). L’ancre correspondante est p = 0 pour
respecter la relation (2.12).

Réciproquement, soit (G, p) un algébroide de Lie tel que le rang de p soit localement
constant. Alors le noyau G, de p et son image 7 sont des fibrés vectoriels. De plus Gy
est un fibré en algebres de Lie, et Z définit un feuilletage comme vu plus haut.

Dans la section suivante, nous montrerons comment associer des algébroides de Lie
aux variétés symplectiques ou de Poisson.

2.5. Cohomologie des algébroides de Lie

Considérons un algébroide de Lie G, de base M et d’ancre p. On appelle p-forme une
section w de I'(A? G*), ou G* est le fibré dual de G. Cela correspond a une application
p-linéaire antisymétrique w(ay, ..., a,) ol ay, ..., a, sont des sections de G, et la valeur
w(ay,...,a,) est une fonction sur M. Lorsque G = T'M, on retrouve la notion de p-forme
différentielle extérieure sur M.

On prouve alors 'existence d'un opérateur dg transformant une p-forme en une (p+1)-
forme, satisfaisant a la relation

p

(dgw)(ag,...,ay) = Y (=1) Loy Wlao,. .., ...,a))
=0
(2.13) + > (DM w(aial a0, by, ay).
0<i<j<p

On a dg dgw = 0, et 'on peut donc définir la cohomologie H*(M,G). Lorsque G = T'M,
on retrouve la cohomologie de de Rham de la variété M ; plus généralement si G est
un sous-fibré associé a un feuilletage F, on retrouve la cohomologie longitudinale de F.
Enfin, si 'algébroide G se réduit a une algebre de Lie g, on a p = 0, la moitié des termes
disparaissant dans (2.13), et l'on retrouve la cohomologie de Chevalley-Eilenberg de
I’algebre de Lie g.

2.6. Crochet de Schouten

Soit encore G un algébroide de Lie, de base M et d’ancre p. On appelle p-vecteur
toute section (de classe C*°) du fibré vectoriel AP G sur M ; I'espace de ces p-vecteurs se
note X?(G). Lorsque G = T'M, on retrouve la notion classique de champ de p-vecteurs,
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et lorsque M est réduite a un point, on a X?(G) = APg ou G est défini par l'algebre de
Lie g.

Au n° 2.1, on a défini le crochet de Schouten sur A®g; le crochet de Schouten sur
les champs de p-vecteurs est aussi une notion classique. Ces deux notions sont unifiées
grace a la définition d’un crochet de Schouten sur les p-vecteurs associés a un algébroide
de Lie G. Si aq,...,ap,b1,...,b, sont des sections de G, on a

[ar Ao AN ap, by A AN Dyl =

p q
(214) > D (=D fan bl Aar A NG A Nay Aby AL AN AL ND,.

i=1 j=1
Le crochet de Schouten envoie X?(G) x X9(G) dans XPT471(G) et satisfait aux relations
(2.8) et (2.9). Autrement dit, si 'on donne aux éléments de X?(G) la parité opposée a
celle de p, on dispose d'une superalgebre de Lie.

Dans X*(G) = @ XP(G) on dispose aussi du produit extérieur qui est commutatif au
p=0
sens gradué

(2.15) bAa=(=1)"aNb

pour a de degré p et b de degré gq. Le lien entre le crochet de Schouten et le produit
extérieur est donné par la formule de type “Leibniz” :

(2.16) la,bAcls = [a,bls Ac+ (=1)P Vb A [a,c|g

pour a de degré p et b de degré q. On peut montrer que le crochet de Schouten [a, b]g
sur X*(G) est le seul qui satisfasse aux relations (2.9) et (2.16) et qui redonne les cas
particuliers

(2.17) [a,b]s = [a,8], [a, f] = Ly f

pour deux sections a,b de G et une fonction f sur M. Ces cas particuliers expriment
les données structurelles d'un algébroide de Lie.

Les propriétés du crochet de Poisson défini en 2.1b) conduisent a la notion d’algébre
de Poisson P sur un corps k : on y dispose d’un produit bilinéaire (f,g) — fg qui en
fait une algebre associative et commutative avec unité, et d’un crochet (f,g) — {f, g}
qui en fait une algebre de Lie; de plus, ces deux produits sont reliés par une identité
du type Leibniz

(2.18) {f,gh} ={f. g} h+g{f h}.

Lorsque P est 'algebre symétrique S®g sur 'algebre de Lie g, le crochet de Poisson
défini en 2.1b) est le seul qui en fasse une algebre de Poisson pour laquelle on ait
{z,y} = [z, y] pour z,y dans g.

De maniere analogue, une algébre de Gerstenhaber est une algebre graduée A® =

P A, munie d’un produit associatif ab et d’un crochet [a, b]s satisfaisant aux relations
p=>0
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(2.8), (2.9), (2.15) et (2.16). Ainsi X*(G) est une algebre de Gerstenhaber caractérisée
par les cas particuliers (2.17).

2.7. Opérations des vecteurs sur les formes

Dans I'algébroide de Lie G, on peut associer a toute section a de G deux opérateurs
i(a) et LY agissant sur les p-formes. On dit que i(a) est le produit intérieur et L9 la
dérivée de Lie; ils sont donnés par les regles

(2.19) (i(a)w)(a, ... ap—1) =w(a,a1,...,ap-1)

p
(2.20) (LS w)(ar, ... ap) = Lyay (w(ar, ..., ap)) — Zw (ay,...,la,a),...,ap)
i=1
par une p-forme w. Le lien avec la différentielle dg est donné par
(2.21) LY =i(a)dg + dgi(a).

Ces définitions sont bien connues dans le cas G = T'M.

On étend ces constructions au cas des g-vecteurs par les formules

(2.22) i(ar Ao Nag) =i(ar)...i(ag)

(2.23) LI p e, =i(ar AN Nag)dg — (=1)dgi(ar A ... Nay).
Le crochet de Schouten trouve son explication dans les formules

(2.24) L3, 1(b)] = i ([a, bls)

(2.25) €3, L5) = L5, 41 »

oil a et b sont des multivecteurs. Si a € X9(G), les opérateurs i(a) et £9 sont respecti-
vement de degrés —q et 1 — ¢ et ci-dessus le commutateur de deux opérateurs D, D’ de
degrés respectifs ¢, ¢’ est donné par

(2.26) [D,D'| = DD’ — (-1)° D'D.

Pour toutes ces notions, voir mon cours [Ca.

2.8. Algébroides de Courant

Sur une algebre de Lie g une forme bilinéaire symétrique (x | y) est dite invariante si
I'on a

(2.27) ([t z] | y) + (= | [, y]) = 0
pour t,z,y dans g. Par exemple, la forme de Killing
(2.28) B(z,y) =Tr(adz - ady)

a cette propriété.
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La généralisation aux algébroides de cette situation est due a Courant [Cou] et a Liu,
Weinstein et Xu [LWX]. La présentation que nous en donnons est due a Roytenberg
[Ro].

Un algébroide de Courant est un fibré vectoriel £ sur une variété M, muni des données
suivantes :

e un produit scalaire symétrique, non-dégénéré sur les fibres de £ définissant un
isomorphisme de £ sur son dual £*;

e une structure d’algebre de Leibniz (cf. section 2.1) sur 'espace I'(€) des sections

de &;

e une ancre p : & — T'M satisfaisant aux regles

(2.29) Lo(b|c) = (a][b,c] + e, 0])

(2.30) Lo@(b | c) = ([a,b] | ¢) + (b] [a,c])
pour des sections a, b, ¢ de £.

Un algébroide de Courant n’est pas un algébroide de Lie, car le crochet n’est pas
antisymétrique. Cependant, il satisfait aux regles

(2.31) p ([a,b]) = [p(a), p(b)]

(2.32) [a, £ = fla,B] + Ly (F) - b

Soit D C &£ un sous-fibré contenu dans son orthogonal D+ pour le produit scalaire
(a | b) ; supposons que l'espace I'(D) des sections de D soit stable pour le crochet dans
I'(€). Alors D est un algébroide de Lie car Pantisymétrie du crochet dans I'(D) résulte
de la formule (2.29). Nous verrons plus loin le lien avec les variétés de Dirac (section
3.5).

3. VARIETES DE POISSON

3.1. Crochet de Poisson sur les variétés symplectiques

Rappelons qu'une variété symplectique se compose d’une variété M et d'une 2-forme
différentielle extérieure w qui est fermée (dw = 0) et non-dégénérée. Dire que w est non-
dégénérée signifie qu’il existe un isomorphisme de fibrés vectoriels w’ : TM — T*M
caractérisé par

(3.1) W(X)=—i(X)w
pour tout champ de vecteurs X sur M. Autrement dit, on a
(3.2) (' (X),Y) = w(Y, X)

si X,Y sont deux champs de vecteurs, pour ’accouplement naturel entre 1-formes et
champs de vecteurs.
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On note A* l'isomorphisme de T*M sur TM inverse de w”. Il se prolonge en un
isomorphisme de AP T*M sur AP TM pour tout entier p > 0. En particulier, pour
p = 2, on note A le 2-vecteur image de la 2-forme w par Af. On a alors

(3.3) (A B, A) = (3, N a)
si a et 3 sont des 1-formes différentielles.

Si f est une fonction sur M, on appelle champ de vecteurs hamiltonien le champ
Xy = A*(df). En mécanique, on dispose dune variété symplectique (M,w) appelée
espace des phases, et d'une fonction H sur M, appelée le hamiltonien. Le flot du champ
de vecteurs Xy décrit I’évolution d’un systeme, vu comme une courbe dans I’espace des
phases paramétrée par le temps.

Par construction, on a

(3.4) iW(Xf)w = —df

et 'on introduit le crochet de Poisson de deux fonctions f et g par les expressions
équivalentes

(35) {f7g}:w(vaXg): <dg7Xf> = <df/\dgaA>

Noter aussi la formule

(3.6) (X5, Xl = X9y -

Dans un systeme mécanique, si f représente une grandeur mesurable sur le systeme en
évolution, la dérivée temporelle est donnée par la loi

(3.7) f={H [}

La variété symplectique la plus remarquable est ’espace cotangent M = T*N d’une
variété N. La forme de Liouwville sur M est la 1-forme 7 caractérisée par

(3.8) (ne, Q) = (&, Tem(C))

avec les notations suivantes :
e 1 est un point de N
e ¢ appartient a T)N C M
e ( appartient a T¢ M et ne € T¢ M est la valeur de n en §
e 7 est la projection de M = T*N sur N, dou 7w(§) =z
o T, m est 'application de Ty M dans T, N déduite de 7.
On pose ensuite w = dn, d’ou dw = 0 et 'on montre que w est non-dégénérée.

Dans le cas général, introduisons des coordonnées locales !, ... 2™ sur M puis les
champs de vecteurs 9; = 9/0z". Si I'on développe w sous la forme 3 3, jwij dz' A da?
au moyen d’'une matrice antisymétrique (w;;), la relation dw = 0 s’écrit

(39) (91 Wik -+ aj Wi + 8k Wij = 0.
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Si (A7) est la matrice inverse de la matrice (—w;), on a

1

(3.10) A= > A0 A0,
i,J
(3.11) A7 = {a' 27}
(3.12) {f.9} =) A7 0if-0;9.
1,J
Dans le cas d’un espace cotangent M = T*N, introduisons des coordonnées
locales ¢*,...,¢" sur N. Sur M, on a un systeme de coordonnées locales!'®

(', ..., ", p1,...,pn) tel que la forme de Liouville soit

(3.13) n=> pidg
i=1
d’ou
(3.14) w = dei Adq'.
i=1

On en déduit I'expression de

(3.15) A=Y 0 A0y,

=1

d’out les crochets de Poisson
(3.16) a=> (G220 00y,
En particulier, on a
(3.17) {popsy ={d". @y =0, {pd'}=4].
Le théoréme de Darbouz affirme que, dans toute variété symplectique (M, w), on peut

trouver des coordonnées locales (¢*,...,q" p1,...,p,) telles que la formule (3.14) soit
valable, donc aussi les formules (3.15) a (3.17).

(15)0n ne distingue pas entre la fonction ¢* sur N et la fonction ¢ o 7w sur M, ou 7 : M — N est la
projection.
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3.2. Variétés de Poisson

On vient de voir que, si M est une variété symplectique, on peut définir un crochet
de Poisson {f, g} pour deux fonctions f et g sur M (de classe C*°). Alors I'application
bilinéaire (f, g) — {f, g} de C®(M)x C>(M) dans C*°(M) fait de C*°(M) une algebre

de Lie sur R, et la relation de Leibniz

(3.18) {f.9h} ={f, 97 h+g{f h}

est satisfaite. Autrement dit, C°°(M) est une algebre de Poisson.

De maniere générale, une variété de Poisson est une variété M dans laquelle on a
défini un crochet de Poisson {f, g} qui fait de C°°(M) une algebre de Poisson. On
prouve alors Pexistence d’'un champ de 2-vecteurs A € X?(M) caractérisé par

(3.19) {f:9} = {df ndg, A).
On dit que A est le champ de Poisson. Ces définitions sont dues a Lichnérowicz [Li].

A toute fonction f sur M, on associe encore le champ de vecteurs hamiltonien Xy €
X (M) caractérisé par

(3.20) 1,9} = Lx,(g9) = (dg, Xy)

et la formule (3.6) est encore valable. Au moyen de coordonnées locales z', ..., z™

sur
M, on peut exprimer A sous la forme (3.10) et les formules (3.11) et (3.12) sont encore
valables. Pour décrire un crochet de Poisson, il suffit donc de donner les crochets de
Poisson {x’, 27} des coordonnées. Se pose le probleme de satisfaire a I'identité de Jacobi.

(3.21) {fAg. )} +{g.{h, 3} + {h{f.g}} =0
ou la forme équivalente®
(3.6) (X5, Xg] = X{f.g}-

Il revient au méme de vérifier I'identité de Jacobi pour trois coordonnées f = %, g = a7,
h = z*. On trouve

(3.22) D (N 0y NF 4 N Oy A AP0, AT) =0

Noter que si la matrice (AY) est inversible, d’inverse (—w®), la formule (3.22) est
équivalente a (3.9). De maniere plus intrinseque, la formule (3.22) s’écrit

(3.23) [A,A]s =0

avec le crochet de Schouten. Dans le cas symplectique, ou A est en quelque sorte I'inverse
de —w, la relation [A, A]lg = 0 équivaut a dw = 0.

(16)Rappelons qu'on a

Xp=Y A0, f0;.

.3
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Le théoreme de Darboux se généralise au cas des variétés de Poisson d’apres Weinstein
[Wes] et Marle (non publié). Dans le cas régulier, ot I'application A* de T*M dans T'M
est de rang constant 2r au voisinage d'un point xy de M, on peut trouver au voisinage
de o un systeme de coordonnées ¢,...,q¢", p1,...,pr, 2%, ..., 2° (avec dim M = 2r + s)
tel que

(3.20 =Y (-2 )

(comme dans le cas symplectique). Les seuls crochets de Poisson non nuls entre coor-
données sont donc {p;,¢'} = —{q*,p;} = 1. Dans le cas non régulier, il faut ajouter au

membre de droite de (3.24) une expression de la forme Y- J¥ 9L . 29 avec une matrice
i3

antisymétrique (J¥) formée de fonctions de z!,..., 2% et s’annulant au point choisi .

3.3. Algébroide de Lie associé a une variété de Poisson

Soit M une variété de Poisson, de champ de Poisson A. Rappelons que A est un
homomorphisme de fibrés vectoriels, de T*M dans T'M, caractérisé par la relation

(3.25) (@, A(8)) = (B A a, A)
pour deux 1-formes différentielles v, 3. En particulier, on a A*(df) = X;.

On va utiliser A* comme ancre d'un algébroide de Lie P, dont le fibré vectoriel
sous-jacent est donné par P = T*M, d’'ou P* = TM. Il reste a définir le crochet
[, B]p de deux 1-formes. D’apreés ce qu’on a vu en 2.6, il s’agit de définir le crochet

de Schouten sur les sections de A®* P, c’est-a-dire sur l'espace A*(M) = @ AP(M) des
p=>0
formes différentielles. Mais d’aprés ce qu'on a vu en 2.7, tout revient a définir une

différentielle dp sur les sections de AP P*, c¢’est-a-dire sur les champs de p-vecteurs. On
posera

(326) de = [A,U]S

(crochet de Schouten des champs de multivecteurs). Comme A est de degré 2,
lopérateur dp augmente le degré de 1, et I'identité de Jacobi (2.8) jointe a la condition
d’intégrabilité [A, A]ls = 0 implique dp dp v = 0. Cela permet de définir la cohomologie
de Poisson d'une variété de Poisson (M, A) puisque dp applique X?(M) dans XP™1 (M)
et vérifie dp dp = 0.

On peut alors suivre les définitions de 2.7. Tout d’abord, pour toute 1-forme «, on
définit le produit intérieur i(a) sur XP(M) par

(3.27) i) - (X1 A...AX,) = zp:(—1)f‘—1<a,xj> XiA L AXANANX,.

j=1
On étend cela aux ¢-formes de sorte que

(3.28) il Ao N ay) =i(on) .. i(ay) .
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Toutes ces opérations sont de 1’algebre bien connue sur les multivecteurs et les formes
en un point. Pour toute ¢-forme w, on pose

(3.29) LY =i(w)dp — (—1)"dpi(w)

et le crochet de Schouten sur A*(M) = @ AP(M) est caractérisé par la formule
p>0

(3.30) L5, i(0)] =i ([w, ¢ls)

pour le commutateur gradué d’opérateurs. Au niveau des 1-formes, le crochet de Schou-
ten est caractérisé par la formule (2.12) (avec p = A¥) jointe a [df,dgls = d{f, g}. De
maniere explicite, on a

(3.31) (la, Bls, X) = (o, [A, (B, X)]s) = (B, [A, (o, X)s) — (A B, [A, X]s)

lorsque «, (3 sont des 1-formes et X un champ de vecteurs.

3.4. Feuilletage symplectique d’une variété de Poisson

Sur une variété de Poisson (M, A) la donnée de I'ancre A* : T*M — TM définit
comme en 2.4 un feuilletage F (au sens de Sussmann) sur la variété M. Si F' est une
feuille de ce feuilletage, on montre qu’il existe sur F' une 2-forme wg fermée et non-
dégénérée. Si f et g sont deux fonctions sur M, de restrictions respectives fr et gp a F',
on montre que le crochet de Poisson de fr et g sur la variété symplectique (F,wp) est
la restriction & F du crochet de Poisson {f, g} calculé dans (M, A). Pour cette raison,
le feuilletage F est appelé le feuilletage symplectique de (M, A).

Soit g l'algebre de Lie d’un groupe de Lie connexe G. Le groupe G agit par la
représentation adjointe sur g, et par dualité, on obtient la représentation coadjointe
de GG dans le dual g* de g. Vers 1970, Kostant, Kirillov et Souriau ont construit une
structure symplectique G-invariante sur chaque orbite de G dans g*. Il fut découvert
un peu plus tard que ces orbites forment le feuilletage symplectique d’une structure de
Poisson sur g* ainsi caractérisée : identifiant g a I’ensemble des fonctions linéaires sur
g*, alors le crochet de Poisson se réduit sur g au crochet de I'algebre de Lie g.

Cette construction se généralise. Soit G un algébroide de Lie de base M et d’ancre
p. Le dual G* du fibré vectoriel G est une variété, et les sections de G s’identifient aux
fonctions de classe C*° sur G* qui sont linéaires sur chaque fibre G} (pour x dans M).
Alors G* est une variété de Poisson, de sorte que le crochet de Poisson sur C'*(G*)
induise sur le sous-espace I'(G) le crochet de 'algébroide G. Lorsque M est réduit a
un point, on retrouve le cas précédent G* = g*, et lorsque G = T'M, on retrouve la
structure symplectique (donc de Poisson) sur G* = T*M, le fibré cotangent de M.



987-21

3.5. Structures de Dirac

Si (M, w) est une variété symplectique, ou (M, A) une variété de Poisson, ces struc-
tures s’induisent mal sur des sous-variétés. Pour formuler de maniere plus générale la
méthode de réduction symplectique, et aussi pour préciser la méthode de Dirac pour
traiter des systemes mécaniques avec contraintes, on a interpolé entre les cas symplec-
tique et de Poisson.

Soit M une variété, et identifions les fibrés T'M et T*M a des sous-fibrés de leur
somme directe £ = TM & T*M. Etant données deux sections s; = (X;, a;) de £, ou X
est un champ de vecteurs sur M et a; une 1-forme différentielle, on utilise les définitions
suivantes :

(3.32) (51 ] 82) = (ou, Xa) + (a2, X1)
(333) p(si) = Xi
(3.34) (51, 82] = ([ X1, Xa], Lx, as —i(Xs) day) .

On obtient ainsi un algébroide de Courant.

Une structure de Dirac sur M est un sous-fibré D de &, égal & son orthogonal D+
pour le produit scalaire (s; | s2), et tel que 'espace I'(D) de ses sections soit stable
pour le crochet [sq, s5]. Autres manieres équivalentes de décrire D :

e Se donner un sous-fibré R de T'M et une forme bilinéaire antisymétrique w sur R
telle que les sections de D se composent des paires (X, ) avec une section X de R, et
w(X,Y) = a(Y) pour toute section Y de R. Lorsque R = T'M, w est une 2-forme, et
la stabilité de I'(D) par rapport au crochet équivaut a dw = 0 (cas pré-symplectique).

e De manie¢re symétrique, un sous-fibré S de T* M et une section A de A2S*. Alors les
sections de D se composent des paires (X, «) avec une section a de S et A(a, ) = B(X)
pour toute section 3 de S. Cas particulier S = T*M, d’'ot A € X?(M) et la stabilité
de I'(D) par rapport au crochet équivaut a [A, Ajs = 0.

Dans tous les cas, D devient pour l'ancre et le crochet induits par ceux de &, un
algébroide de Lie. On retrouve comme cas particuliers, I’algébroide associé a un tenseur

de Poisson, et aussi un algébroide sur T*M dans le cas pré-symplectique (voir Koszul
[Kol).

4. PROBLEMES D’INTEGRATION

4.1. Algébroide de Lie d’un groupoide
Soit G = (G; = M) un groupoide de Lie de base M. Nous plongeons M comme
b

sous-variété de G; au moyen de la section unité e : M — G;. On définit comme suit
un fibré vectoriel sur M : en tout point z de M, on a les applications tangentes T, s
et T, b de T, Gy dans T, M. On note &, le noyau de T}, s (c’est un supplémentaire de
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T, M dans T, G1), et p, la restriction de T,,b a £,. On a donc un fibré vectoriel £ sur
M et une ancre p : &€ — T'M. Pour achever de définir un algébroide de Lie, il reste a
construire le crochet de deux sections de £. Mais toute section £ de € sur M s’étend de
maniere unique en un champ de vecteur = sur GG; avec les deux propriétés suivantes :

e en chaque point g de G, le vecteur =, de T, Gy est tangent a la fibre de s passant
par g;

e = est tnvariant par les translations a droite.

I1 est alors clair que les champs de vecteurs sur GGy, tangents aux fibres de s, et invariants
a droite, forment une sous-algebre de Lie de X(G,).

Voici quelques exemples :

a) Pour le groupoide des paires V(M) = M x M défini en 1.2a), I’algébroide de Lie
est T'M, avec I'application identique pour ancre.

b) Comme en 1.2b), considérons un fibré principal P de base M et de groupe G
et le groupoide correspondant (P x P)/G. Pour construire I’algébroide correspondant,
on part du fibré TP sur P, avec I'action (& droite) de G sur P et T'P. Par passage au
quotient par G, on obtient un fibré vectoriel € = TP/G de base M = P/G. Les sections
de £ sur M s’identifient aux champs de vecteurs sur P invariants par G ; elles forment
donc une algebre de Lie. Les connexions sur P correspondent aux sections de l'ancre

p:&—TM.

¢) Plus particulierement, supposons que P soit le fibré des reperes d'un fibré vec-
toriel £ sur M. Le groupoide correspondant de base M a pour fleches de x vers y
les isomorphismes de fibres de E, sur E,. L’algébroide correspondant At(E) est une
extension

0— End(E)— At(E) - TM — 0

ou End (F) est le fibré en algebres de Lie des endomorphismes des fibres de E. Ce fibré
At(E) a été introduit par Atiyah [At] dans le contexte des variétés holomorphes et il
en a déduit une construction des classes caractéristiques.

d) Soit G un groupe de Lie agissant sur une variété M. En 1.2b) on a décrit le
groupoide correspondant G x M = M. Si g est l'algebre de Lie de G, l'action infi-
nitésimale de g est un homomorphisme d’algebres de Lie o : g — X' (M). On peut voir
ceci comme une ancre 3 : M x g — T M pour le fibré vectoriel trivial M x g sur M.
Au moyen d’un crochet de Lie ad hoc sur les sections de M x g (c’est-a-dire I'espace
C>*(M,g) des applications de M dans g), on décrit un algébroide de Lie; c’est celui
associé au groupoide G x M = M.

e) L’exemple le plus trivial. Si G est un groupe de Lie vu comme groupoide sur un
espace a un point, son algébroide de Lie est 1’algebre de Lie g de G.
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4.2. Groupoides symplectiques

Le probleme des variétés de Poisson est de les agrandir en variétés symplectiques.
Soit (M, A) une variété de Poisson, avec le crochet de Poisson {f, g} sur C*(M). Une
réalisation symplectique de (M, A) est une variété symplectique (S, w), avec le crochet de
Poisson { f, g}, sur C*°(.S) et une application ¢ : S — M qui soit surjective, submersive
et respecte le crochet de Poisson

(4.1) {fod,godtu={fgtrcd

pour f,g dans C*(M). On doit & Weinstein [Wey] la construction d’une réalisation
symplectique’™ avec dim S = 2dim M.

La bonne notion est celle de groupoide symplectique™® . C’est un groupoide G; = M
b
muni d’une forme symplectique w sur G, telle que
(4.2) pri(w) 4 pry(w) = m*(w) .
Ici pry et pry sont les projections de Gy = G 5 X, G sur G et m est la multiplication.

Deux exemples :

e Si M est une variété, on pose Gy = T*M, s et b sont la projection de T*M sur M.
Dire que G est un groupoide revient donc a dire que c¢’est un fibré en groupes de Lie,
mais les fibres sont des espaces vectoriels de dimension finie, donc des groupes de Lie.
L’algébroide correspondant est T*M lui-méme, avec I’ancre nulle, et le crochet nul.

e Si (G est un groupe de Lie, d’algebre de Lie g, le fibré cotangent T*G est une variété
symplectique. Si (g, a) est un point de T*G, avec g € G et a € TG, la source et le but
sont définis par

(4.3) s(g,0) =97, b(g,a) =ag™
et appartiennent a 177G = g*. Donc, la base du groupoide T*G est g*, et les fleches

de u € g* vers v € g* sont les éléments g de G tels que (ad*g)(u) = v. Composition
évidente.

Les groupoides symplectiques ont de merveilleuses propriétés :

a) La section unité e(M) C Gy (qu’on identifiera & M) est une sous-variété lagran-
gienne de (1. En particulier, la restriction a M de la forme symplectique w est nulle,
et dimG; = 2dim M.

b) En chaque point u de G, les espaces tangents aux fibres pour s et b passant pas
u sont de dimension égale a celle de M, et orthogonaux 1'un a ’autre pour le produit
scalaire sur T, induit par w.

c) Si f et g sont deux fonctions sur M, on a {f os,go0b} = 0 pour le crochet de
Poisson sur (.

(M Résultat en fait anticipé dans S. Lie.
(18)Voir les pages 223 et suivantes de [DZ].
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On montre ensuite qu’il existe sur M une unique structure de Poisson telle que
I’application source s : G; — M soit une réalisation symplectique de la variété de
Poisson M. Par exemple, dans le cas du fibré cotangent 7*G a un groupe de Lie, la
structure de Poisson sur la base g* est celle décrite a la section 3.4.

4.3. Le troisieme théoreme de Lie

Nous nous contenterons d’un bref historique(!?). Classiquement, le troisieme théoreme
de Lie affirme que, pour toute algebre de Lie g réelle de dimension finie, il existe un
groupe de Lie GG, connexe et simplement connexe, d’algebre de Lie g. Le probleme
analogue est d’associer a tout algébroide de Lie (G, p) de base M un groupoide de Lie
de base M, dont les fibres s7!(z) (pour x € M) soient connexes et simplement connexes.

Dans [Prg], Pradines en 1968 résout le probleme localement, et annonce de maniere
erronée le résultat global. Auparavant, en 1966, A. Douady et M. Lazard ont traité dans
[DL] un probleme partiel : si 'on a un fibré en algebres de Lie G sur une variété M, et si
I’on associe a chaque point = de M le groupe de Lie GG, connexe et simplement connexe,
d’algebre de Lie G,, organiser la famille des groupes G, en une variété G au-dessus de
M. La difficulté est que la topologie de ces groupes change, et que G n’est pas toujours
séparée meéme lorsque M est séparée.

Pendant environ 40 ans, on a donné des contre-exemples [Da] et des résultats par-
tiels jusqu’aux résultats définitifs de Crainic et Fernandes [CF;] en 2003, donnant des
conditions nécessaires et suffisantes pour l'intégrabilité d'un algébroide de Lie. Pour
obtenir dans tous les cas un objet global correspondant a ’objet infinitésimal constitué
d’'un algébroide de Lie, il faut introduire des 2-groupoides. Le résultat définitif a été
récemment annoncé par Chen Chang Zhu [Zh].

On a vu & la section 3.3 comment associer un algébroide de Lie (T*M, A*) & une
variété de Poisson (M, A). K. Mackenzie et Ping Xu ont montré que cet algébroide
s'integre en un groupoide de Lie si et seulement si la variété de Poisson est la base d'un
groupoide symplectique. Ceci a permis a Crainic et Fernandes d’appliquer dans [CF,]
leurs méthodes au cas de 'intégrabilité des variétés de Poisson au moyen des groupoides
symplectiques.

5. APPLICATION AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES

5.1. Monodromie d’une équation différentielle

Soient V' un espace vectoriel complexe de dimension finie, {2 un ouvert de C, et A

une application holomorphe de €2 dans End(V'). On lui associe I’équation différentielle
dF

(5.1) ——=AF (E)

(19)Voir [DZ], pages 256 & 262.
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ou F' est une fonction holomorphe a valeur dans V', définie dans un ouvert de 2. En
général, il n’existe pas de solution définie dans tout €2, les solutions sont multiformes.
Voici la parade. Notons € un revétement universel de Q et p la projection de Q sur Q. La
résolvante de Péquation différentielle est une application holomorphe U de  x Q dans le
groupe G = GL(V) des transformations linéaires inversibles de V. Elle est caractérisée
par les conditions

(5.2) U(,%) =1 pour 2€Q
dU(z',2) _ o~

(5.3) 0 A(p(Z) U(Z,2).

On en déduit les relations

(5.4) Uiz" 2oz, z)=U(Z",2)
avu(z',z . -

(5.5) WED _ _p.5) am02).

Soit T le groupe des automorphismes 2 — Zg de la variété holomorphe  tels que

(5.6) p(zg) = p(2)

pour tout Z dans Q. On a alors

(5.7) U(#g,29) = U(Z, %)

pour tout g dans I'. Le groupoide fondamental II(2) de Q peut se décrire comme le
quotient de 2 x  par l'action diagonale de I'. Les formules précédentes montrent
que U peut étre vu comme un homomorphisme du groupoide I1(2) dans le groupoide

G =(Gy - Gy) défini comme en 1.2b) par
b

Gy = €

Gi = OxOQxG
composition
(5.8) (a,b;9)(b,¢;9') = (a,¢;99)
source et but
(5.9) s(a,b;9) =b, bla,b;g9) =a.

Explicitement, on a la formule de Dyson pour calculer la résolvante :

si (y(t) | 0 <t < 1) est un chemin dans 2 allant de a a b, représentant un élément
[v] du groupoide II(£2), et si I'on pose a(t) = A(y(t)), on a

(5.10) Z/ a(ty) dty ... dt,

ou le domaine d’intégration est le simplexe A, = {0 < t; <ty < ... <t, <1} dans
R™.
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5.2. Groupe de Galois différentiel

On suppose désormais que A(z) est une fonction rationnelle et que l'on a Q = C\S,
ou S est l’ensemble des poles de A(z). La théorie de Picard-Vessiot définit un groupe de
Galois différentiel associé a ’équation (E). Le théoréme classique de Schlessinger décrit
ainsi ce groupe : choisissons un point-base zy et notons A le sous-groupe de G = GL(V)
formé des monodromies U(y) pour les lacets v en z,. Dans le cas de Fuchs®?, le groupe
de Galois différentiel est le plus petit sous-groupe algébrique de G contenant A.

Voici la difficulté : dans le cas de ’équation dF = F'dz définissant ’exponentielle, on
aQd=C,V=C,G=C*et A(2z) =1 et comme l'espace C est simplement connexe,
on a A = (1) alors que la théorie de Picard-Vessiot affirme que le groupe de Galois
différentiel est C*. Ceci a poussé Ramis a introduire la monodromie sauvage, associée
aux lignes de Stokes.

Présentons maintenant une solution simple basée sur les groupoides, proche des
considérations de Malgrange. On a défini plus haut la monodromie comme une ap-
plication

U:TI(Q) - O xQxG.

Mais Q@ = C\S et G (isomorphe & GL(d,C)) sont des variétés algébriques complexes
affines. Le groupoide de Galois de I’équation (E) est la plus petite sous-variété algébrique
de Q x 2 x G contenant I'image U (I1(2)) ; ¢’est un sous-groupoide Gal(E) du groupoide
G. Dans le cas de Fuchs, moyennant le choix d’un point-base z, dans €2, le groupe
Gal(FE),, associé au groupoide Gal(E) coincide avec le groupe algébrique défini plus
haut.

Revenons & l'exemple de Péquation dF = Fdz sur C. On a Q = C, car C est sim-
plement connexe, et la résolvante est U(z,z) = exp(z’ — z). Par suite, le groupoide
U(I1(2)) se compose des triplets

(2, z,exp(z' — 2)).

Comme l'exponentielle n’est pas une fonction algébrique, la seule variété algébrique de
C x C x C* contenant cette image est la variété entiere, d’ou

Gal(F)=CxCxC*.

On a donc Gal(E),, = C* pour tout 2z, € C. Par contre, le groupe A associé au point
2zp se compose des nombres exp(zg — zo) = 1, et c’est le groupe algébrique réduit a 1. Le
point est que les opérations d’intersection (avec z = z' = zy) et d’adhérence de Zariski
ne commautent pas.

29 C’est celui ot A(2) est de la forme 3. A,/(z — s) avec des A, fixes pour s dans S (les poles sont
ses
d’ordre 1).
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5.3. Une version moderne de la théorie de Picard-Vessiot

Dans l'exposé classique de la théorie de Picard-Vessiot par Kolchin, I'accent est mis
sur les corps différentiels. C’était ’époque ou la géométrie algébrique se basait sur les
corps de fonctions rationnelles, a la Zariski-Weil. La géométrie algébrique moderne, née
des labeurs de Grothendieck, s’appuie sur les anneauz.

Reprenons l'exemple 2 = C\S, ou S est fini. Soit O 'anneau des fonctions ration-
nelles & poles situées dans S. On a O = C [z, 5] avec D = [] (z — s). Dans I'anneau
ses

O, on dispose de la dérivation Dy = diz. Une extension différentiellement simple de
(O, Do) est une paire (S, Dg) formée d'un anneau commutatif S et d’une dérivation
Dgs avec les hypotheses suivantes :

e O est un sous-anneau de S ;

e la dérivation Dg de § étend la dérivation Dy de O ;

e il n’existe aucun idéal de § stable par Dg et distinct de 0 et S.
Fixons une telle extension.

L’application A : Q@ — End(V') peut étre vue comme un élément de O ® End(V),
sous-anneau de S ® End(V). L’équation différentielle (E) dFF = AFdz s’étend en une
équation du type

(5.11) (DseM)(U)=A-U (Es)
avec U dans S ® End(V).

Dans ces conditions, on dit que (S, Ds) est une extension de Picard-Vessiot associée a
’équation (E) si I’équation (Es) a une solution U inversible dans I'anneau S ® End(V),
engendrant S au sens suivant : tout sous-anneau Sy de S contenant O et tel que U
appartienne a Sy ® End(V') coincide avec S. Fixons une telle extension dont on montre
facilement ’existence, et 1'unicité a isomorphisme pres.

Soit alors I' le groupe des automorphismes de 'anneau S, qui fixent les éléments de
O, et commutent a Dg. On définit une représentation linéaire fidele

p:I' = GL(V)
caractérisée par
(5.12) (g MU)=U-(1&p(g)).

Le groupe de Galois différentiel “algébrique” est le sous-groupe algébrique p(T') de
GL(V). 1l est conjugué dans GL(V) au groupe de Galois “monodromique” Gal(FE),,
associé a un point-base zy de Q.
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5.4. Généralisation

Tout ce qui précede s’étend sans difficulté au cas ot €2 est un ouvert de C?, et o le
systeme différentiel est
0F(2)

0z
Les applications A; : © — End(V) sont holomorphes et satisfont a la condition
d’intégrabilité

(5.13) = Ai(z) F(2) (1<i<d, z=(z...,2%).

9A;  94A;
s om - AndAl

On peut méme avec Deligne considérer le cas ou €2 est une variété holomorphe (ou

(5.14)

algébrique) et 1’équation différentielle est formulée pour un fibré vectoriel E de base €,
avec une connexion intégrable V.
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