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Résumé. — On donne une formalisation de la méthode de Sen pour les représentations
p-adiques. Comme application de ces techniques, on montre que (1) toute représentation
p-adique est surconvergente (2) si on se donne un espace 2 = Spm(S) qui paramétrise des
représentations p-adiques V., alors 'ensemble des z tels que V,, est de de Rham (ou semi-
stable, ou cristalline) & poids de Hodge-Tate dans un intervalle [a, b] fixé est un sous-espace
S-analytique de 2" et (3) les modules de Fontaine D, (V') associés varient analytiquement.

Abstract (Families of de Rham representations and p-adic monodromy)

We give a formalization of Sen’s method for p-adic representations. As an application of
these techniques, we show that (1) every p-adic representation is overconvergent (2) given
a space 2 = Spm(S) which parameterizes some p-adic representations V, the set of a’s
such that V,, is de Rham (or semistable, or crystalline) with Hodge-Tate weights in a fixed
interval [a, b] is an S-analytic subspace of 2" and (3) the associated Fontaine modules D, (V)
vary analytically.
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1. Introduction

L’objet de cet article est d’étudier les familles de représentations p-adiques en utilisant
la méthode de Sen. Soit K une extension finie de Q,, et soit S une Q,-algebre de Banach
dont on note 42 le spectre maximal; pour pouvoir appliquer la théorie de Hodge p-
adique usuelle aux points de 2", on suppose que pour tout x € 2, le corps S/m, est une
extension finie de Q,.

Une famille de représentations de G = Gal(Qp /K) est un S-module libre V' de rang
fini muni d’une action S-linéaire et continue de Gx. La méthode de Sen consiste en une
formalisation des calculs de Sen (qui portaient a l'origine sur la cohomologie galoisienne
de GL4(C,)). En appliquant cette méthode aux anneaux d’éléments surconvergents, on
retrouve le théoreme principal de [CC98] : si V' est une Q,-représentation de G, alors
V' est surconvergente.

La méme méthode appliquée a une famille de représentations fournit une famille de

(p,T')-modules surconvergents. De fait, on a le résultat suivant (théoreme 4.2.9).

Théoréme A. — SiV est une S-représentation de Gk, alors il existe un S@B}(—module
DT (V') localement libre de rang d et stable par ¢ et ' tel que six € 2, alors lapplication
S/m, ®gDI(V) — D(V,) est un isomorphisme pour tout v € X .

Les liens entre (¢, I')-modules et théorie de Hodge p-adique permettent alors de montrer

le théoréme suivant (théoremes 5.3.1 et 5.3.2).

Théoréme B. — Si'V est une S-représentation de G, et si[a,b] est un intervalle fini
de Z, alors l’ensemble %[g\’b} desx € X tels que V, est de de Rham a poids de Hodge-Tate
dans [a,b] est un sous-espace S-analytique de Z .

Si l’on suppose que le radical de Jacobson de S est nul et que X" = %[ﬁ’b}, alors :
(1) le S ® K-module DX, (V') est localement libre de rang d ;

(2) on a (S®Bar) ®sex DiR(V) = (S®Bar) ®s V ;

(3) siz € 2, alors lapplication S/m, ®g DI (V) — DX (V,.) est un isomorphisme.
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En chemin, on obtient d’ailleurs des résultats analogues avec « Hodge-Tate » a la place
de « de Rham », cf. théoremes 5.1.3 et 5.1.4.
Une application « en famille » du théoreme de monodromie p-adique nous permet alors

d’obtenir le résultat suivant (théoreme 6.3.2 et corollaire 6.3.3).

Théoréme C. — Soient S une algebre affinoide réduite, Z~ ’espace associé a S, [a,b]
un intervalle fini de Z et V une S-représentation de dimension d de Gy telle que V,, soit
de de Rham a poids de Hodge-Tate dans [a,b] quel que soit x € 2 . Il existe alors une
extension finie L de K telle que le S ® Lo-module DL (V') est localement libre de rang d
et vérifie (S ® L) ®@ser, DE(V) = Dir(V) ;

Les propriétés suivantes sont alors vérifiées :

(1) six e 2, alors Uapplication S/m, @ DE(V) — DL(V,) est un isomorphisme;

(2) si 7 est un type du groupe d’inertie [(L/K), alors l'ensemble 2 (T) des x tels que
le type de V. est T, est une réunion de composantes Zariski connexes de X" ;

(3) si ,%E?;b] ou %SL‘“” dénote l’ensemble des x € X~ ot 'V, est cristalline ou semi-stable,

alors %fcﬁb} et %;La’b} sont des sous-espaces S-analytiques ;
(4) si & = t%’skl’b}, alors DE(V) est un S @ Ko-module localement libre de rang d et
Uapplication S/m, ®s DE(V) — DE(V,) est un isomorphisme;
(5) st 2 = 2199 alors DE (V) est un S ® Ko-module localement libre de rang d et

cris 7 cris

Uapplication S/m, @5 DE, (V) — DK

cris cris

(V) est un isomorphisme.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous donnons une démonstration d’un théoréme non pu-
blié de Wintenberger sur la continuité des poids de Hodge-Tate quand une représentation
varie. En fait, si Peeny dénote le polynome caractéristique de 1'opérateur de Sen d'une

représentation V' de G, nous montrons le résultat suivant (théoreme 7.1.1).

Théoréme D. — Il existe une constante c¢(d, K) telle que si Vy et Vy sont deuz représen-
tations de dimension d de Gy qui sont congrues modulo p*, alors les polynomes Psen v,
et Psen v, sont congrus modulo ph—edK),

Notons pour terminer que des résultats en relation avec les théoremes A, B et C ont
été obtenus par Andreatta et Brinon (qui ont étendu la méthode de Sen dans [ABO06]),
Dee [Dee01], Kisin [Kis06] et Liu [Liu06].

Remerciements : Nous remercions les personnes suivantes pour des discussions utiles
sur des points reliés a cet article : Gaétan Chenevier, Brian Conrad, Philippe Gille et
Kiran Kedlaya. Nous remercions par ailleurs Kiran Kedlaya, Ruochuan Liu et Fucheng

Tan pour leurs remarques et leurs suggestions.
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2. Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rassemblons quelques définitions et résultats qui servent dans

la suite de 'article.

2.1. Algebres de coefficients et produits tensoriels complétés

Dans tout cet article, S est une Q,-algebre de Banach. On note 2" l'espace associé
a S, c’est-a~dire 'ensemble des idéaux maximaux de S. On pense aux éléments de 2~
comme a des points et on écrit m, pour désigner I'idéal maximal de S correspondant au
point z. Si f € S, alors on note f(z) 'image de f dans E, = S/m,.

On dit qu’une partie P de 2" est un sous-espace S-analytique s’il existe un idéal I de
S tel que P = {z € Z tels que I C m,} ou, ce qui revient au méme, s’il existe une
famille {f,}, d’éléments de S tels que P = {x € 2 tels que f,(x) = 0 pour tout «}.

Plutot que de travailler avec des normes, on préfere travailler avec des « valuations » sur
S, qui ne satisfont alors pas valg(xy) = valg(z)+vals(y) mais valg(zy) > valg(x)+vals(y),
ce qui fait que valg vérifie :

(1) valg(z) = +o0 < 2 =0;

(2) valg(zy) = valg(x) + vals(y) ;

(3) valg(x + y) > inf(valg(z), vals(y)) ;

Dans la suite de cet article, on dit que S est une algebre de coefficients si S vérifie les

trois conditions ci-dessous :

(1) S contient Q, et la restriction de valg de S a Q, est val,;
(2) pour tout x € 2", E, est une extension finie de Q, ;

(3) le radical de Jacobson rad(S) est nul (en particulier S est réduite) ;

Notons que les algebres affinoides réduites, ainsi que les anneaux de déformation (s’ils
sont réduits), sont des exemples d’algebres de coefficients. On note Og ’anneau des entiers
de S pour valg.

Si S est une algebre de coefficients et si % est un sous-espace S-analytique de 2,

défini par un idéal I, alors % est 'espace associé a 'algebre de coefficients S/ V.

Lemme 2.1.1. — Soit S une algébre de coefficients.
(1) Si f €8 est tel que f(x) # 0 pour tout v € 2, alors f est une unité de S ;

(2) si M est un S-module plat, et siy € M est tel que y(x) € M/m,M est nul pour
tout v € X, alors y = 0.

Démonstration. — Le (1) résulte du fait que f n’est dans aucun idéal maximal, et que

c’est donc une unité. Le (2) résulte du fait que I'application S — [][S/m, est injective
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puisque 'on a supposé que rad(S) = 0, et qu’alors 'application M — [[ M/m, M reste
injective si M est plat. H

Six € 2, alors le corps E, est une extension finie de Q, et est donc muni de la
valuation p-adique val,. Si f € 5, on définit alors la valuation spectrale par valg,(z) =
inf,c o val,(f(x)). Rappelons le résultat suivant (cf. [ BGR84, §6.2.4])

Proposition 2.1.2. — S5i S est une algebre affinoide réduite, alors les normes déduites

de valg et valy, sont équivalentes.

Nous avons besoin dans le chapitre 6 du résultat suivant, qui nous assure que la frontiere
de Shilov du spectre (de Berkovich) de S existe et est finie. Une semi-valuation mul-
tiplicative est une application val : S — R qui vérifie val(zy) = val(z) + val(y) et

val(z + y) > inf(val(x), val(y)) mais pas val(z) = +oo < x = 0.

Proposition 2.1.3. — Si S est une algébre affinoide réduite, alors il existe m > 1 et
m semi-valuations multiplicatives valy, - - - ,val,, sur S telles que pour tout f € S, on ait
valy, (f) = min(valy (f), ..., val,(f)).

Démonstration. — C’est le corollaire 2.4.5 de [Bkv90], la frontiere de Shilov étant définie
apres la proposition 2.4.4. O
Corollaire 2.1.4. — Si S est une algebre affinoide réduite munie de la valuation spec-
trale, alors il existe m > 1 et m corps Eq,--- , E,, complets pour des valuations discrétes

tels que 'on ait un plongement isométrique S — @, E;.

Enfin, si E et F sont deux espaces de Banach, on dénote par E®F leur produit tensoriel
complété au-dessus de Q,. Si E et F' sont deux Z,-modules topologiques complets, on
dénote alors par E®F leur produit tensoriel complété au-dessus de Z, (cf. [ BGR84,
§2.1.7]).

2.2. Descente étale

Soit B une Q,-algebre de Banach munie d'une action continue d’un groupe fini G. On
note B anneau B sur lequel G agit trivialement. On suppose que :

(1) le BSmodule B est libre de rang fini et fidelement plat ;

(2) on a B* @pe B~ @y B - ey (0l €2 = e, egen = 0si g # h et glen) = egn).

Proposition 2.2.1. — Si S est une algébre de Banach (sur laquelle G agit triviale-
ment), et si M est un S®B-module localement libre de type fini muni d’une action semi-

linéaire de G, alors :

(1) M est un SRBC-module localement libre de type fini ;
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(2) Uapplication (S®B) ®@gzpe ME — M est un isomorphisme.

Démonstration. — Soit 7 = (§G)~' Y0 .59 € B[G]. Si N est un B[G]- module (quel-
conque), alors on a une décomposition N = 7N @ ker 7 et N¢ = 15 N. En particulier,
ona M = M% @ kerng ce qui fait que MY est un S®B%-module localement libre de
type fini, étant un facteur direct du S&®BE-module localement libre de type fini M. Ceci
montre le (1).

Montrons & présent le (2). Comme on a un isomorphisme (S®B) ®gzpc M€ = B @pe
M€, il suffit de montrer que B®ge M — M est un isomorphisme. Comme par ailleurs on

suppose que le B¢- module B? est fidelement plat, il suffit de montrer que application :
Bu ®BG (B ®BG MG) — Btl ®BG M

est un isomorphisme. On a B* ®pc (B ®pc M%) ~ B ®pc (B ®ga M) et B ® e M
est un BY ® ge B-module qui se décompose donc en @geaN - e4. L’application de N - e
dans B* ®pe M qui & n - e; associe (g(n) - e,)geq induit un isomorphisme de N - e; dans
(B* ®pe M). On a alors :

B®pe N-e; = (B®ge BY) @p: N - e,
= (@ge(;Bh ey) @pz N - €1

et donc I'application Bf @ ge (B ® g M®) — B @ ge M est bien un isomorphisme. [

Remarque 2.2.2. — La proposition 2.2.1 ci-dessus s’applique notamment si B est une
extension galoisienne finie de Q,, et si G est un sous-groupe de Gal(B/Q,) ce qui fait que
B/BC est galoisienne de groupe de Galois G. La condition (1) du début du paragraphe
est évidente et la condition (2) est un résultat classique. Pour un deuxiéme exemple, voir

le lemme 4.2.5.

2.3. Représentations p-adiques et anneaux de Fontaine

Soit K une extension finie de Q, et Gx = Gal(Q,/K) et S une algtbre de Banach.
Une famille de représentations p-adiques est un S-module V' libre de rang fini d, muni
d’une action linéaire et continue du groupe Gi. On suppose qu’il existe un Og-module
T libre de rang d tel que V =S ®p, T. Si S = E est un corps, alors cette condition est

automatique, comme le montre le lemme ci-dessous.

Lemme 2.3.1. — Si 'V est une E-représentation de dimension d, alors il existe un O -
module T' libre de rang d et stable par Gy tel que V = E ®p, T.



FAMILLES DE REPRESENTATIONS DE DE RHAM ET MONODROMIE p-ADIQUE 7

Démonstration. — Si on choisit une base de V, la représentation correspond a une ap-
plication continue p : Gx — GL4(E). 1l existe donc s > 0 tel que I'image de G est
incluse dans My(p~°Of). Si Ty dénote le O g-module engendré par la base choisie, on voit

que si g € Gk, alors g(Ty) C p~*Ty et donc que si Pon pose T = > g(Tp), alors

9eGk
Ty C T C p~*Tj et que T est donc libre de rang d et stable par G. O

Soit B un anneau de périodes p-adiques G g-régulier (cf. [Fon94b, §1.4]), et supposons
que le corps BY% est une extension finie de Q,. Si V est une S-représentation de G,
alors on pose :

Dp(V) = ((S®B) ®s V)¥,
et on dit que V est B-admissible si :

(1) le S ® B¢%-module Dp (V) est projectif de type fini;

(2) I'application (S®B) ®ggpex Dp(V) — (S®B) ®s V est un isomorphisme.

Si c’est le cas, alors les deux conditions ci-dessus impliquent que Dg(V') est projectif de
rang d. Si S = E est un corps, Dg(V) est alors libre de rang d et en particulier, si E est

une extension finie de Q,, alors on retrouve la définition habituelle de I'admissibilité (cf.

[Fon94b, §1.5]).

3. La méthode de Sen

Dans ce chapitre, nous expliquons la méthode de Sen, qui permet de simplifier le calcul

de certains ensembles de cohomologie galoisienne.

3.1. Les conditions de Tate-Sen

Dans tout ce chapitre, Gg est un groupe profini muni d’un caractere continu y : Gg —
Z) dont I'image est ouverte, et on pose Hy = ker x. Si g € Gy, on note n(g) 'entier défini
par n(g) = val,(x(g) — 1). Si G est un sous-groupe ouvert de Gy et si H = G N Hy, alors
on note Gy le normalisateur de H dans Gy. Comme G C Gpg, le groupe Gy est ouvert
dans Gy et x(Gpy) est un sous-groupe ouvert de Z). On note fH = Gy /H et Cy le centre
de fH

Lemme 3.1.1. — Le groupe Cy est un sous-groupe ouvert de fH

Démonstration. — Le noyau de la restriction de y*®=1 & Ty est un groupe fini A et le
groupe Ty se dévisse sous la forme 1 — A — 'y — B — 1, ou B est un sous-groupe
ouvert de Z sans torsion (c’est a cela que sert I'exposant 2(p — 1)) et donc isomorphe a
Z,. Le groupe I'y est donc produit semi-direct de Z, et d’'un groupe fini, et un élément g

de Z, C Iy est dans le centre de I'yy si et seulement si son image dans Aut(A) (g agissant
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par conjugaison sur A) est triviale. Comme le groupe Aut(A) est fini, 'intersection de Cy

avec Z, C r m est d'indice fini dans Z,, donc aussi dans r . Ceci permet de conclure. [

On appelle ny(H) le plus petit entier n > 1 tel que x(Cy) contienne 1 + p"Z,. Le
lemme précédent montre que ny (H) # +00.
Soient S une algebre de Banach et soit A une Og-algebre munie d’une application

valy : A — R U {400} vérifiant les conditions :

(1) vala(

(2) valp(zy) = valy(z) + valy(y) ;

(3) valp(z +y) > inf(vals(z), valp(y)) ; B
(4) vala(p) > 0 et valy(px) = valp(p) + valp(z) si z € A.

valp(z) = 400 &z =0;

Notons que la condition (4) inclut le cas p = 0. La condition (3) permet d’utiliser valy
pour munir A d’'une topologie et la condition (1) montre que cette topologie est séparée.
On suppose de plus que A est complet pour cette topologie.

Si d est un entier > 1 et si U € My(A), on note valy (U) le minimum des vala (u; ),
ot (u;;)1<ij<d sont les coefficients de U. Le résultat suivant (immédiat) sera utilisé de

maniere intensive dans ce qui suit.

Lemme 3.1.2. — Sid est un entier > 1 et si U € Mg(A) vérifie valy(U —1) > 0, alors
U € GLy(A) et son inverse est égal a S —-U)m

On suppose maintenant que A est muni d’une action Og-linéaire continue de Gy telle
que 'on ait valy (g(z)) = vals(z) si g € Gg et « € A. Si d est un entier > 1, le groupe Gy
opere continiment sur GLd(K) et on s’intéresse aux ensembles pointés de cohomologie
continue H(Gy, GLy(A)). La méthode de Sen (cf. [Sen80] et [Col01, §3.3]) permet, sous
certaines conditions de Tate-Sen, de réduire beaucoup la complexité apparente de ces

ensembles.

Définition 3.1.3. — Les conditions de Tate-Sen sont les trois conditions suivantes :

(TS1) Il existe ¢; > 0 tel que, quels que soient les sous-groupes ouverts H; C Hj de
Hy, il existe v € AT vérifiant valy (o) > —cy et >remym (@) = 1.

(TS2) 1l existe ¢ > 0 et, pour tout sous-groupe ouvert H de Hy, un entier n(H) € N,
une suite croissante (Ag,)nen de sous-Og-algebres fermées de A et, pour n > n(H),
une application Og-linéaire Ry, A A . vérifiant :

(1) si Hy C Hy, alors Ap,,, C Ay, et la restriction de Ry, ,, & A2 coincide avec
RHQ,TL 7
(2) Run est A ,-linéaire et Ry, (x) =z siz € Apy;
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(3) g(Aun) = Agrg-1n €t g(Run(x)) = Rypg—1,(97) si g € Go; en particulier,
Ry, commute a ’action de fH;

(4) sin>n(H) et si z € A, alors valp (Rp () = valp(z) — co;

(5) si z € A® alors limy,_ 4o Ryn(x) = .

(TS3) 11 existe c3 > 0 et, pour tout sous-groupe ouvert G de Gy un entier n(G) >
ni(H), on H = G N Hy, tel que, si n > n(G), siy € [y vérifie n(y) < n, alors v — 1
est inversible sur Xp, = (1 — RHn)(KH) et on a valy((y — 1)7!(x)) > valy(z) — c3 si
r € X

Remarquons que les applications Ry, sont des projections et nous fournissent une

décomposition AH = Aprn @ Xpro.

Proposition 3.1.4. — Si A est une Z,-algebre qui vérifie les conditions de Tate-Sen,
et si S est une algebre de Banach, alors (95@7\ vérifie les conditions de Tate-Sen (avec

les mémes constantes ¢y, ¢; et c3).

Démonstration. — C’est immédiat, en étendant les applications Ry, par Og-linéarité.
O

3.2. Dévissages en cohomologie continue

Lemme 3.2.1. — Si H est un sous-groupe ouvert de Hy, si a > c¢; et k € N et si
7+ U, est un 1-cocycle continu de H dans GLg(A) vérifiant U, — 1 € pFMg(A) et
valy (U, — 1) > a quel que soit T € H, alors il existe une matrice M € GLg(A) vérifiant
M —1 € p"My(A) et vala(M — 1) = a — ¢; telle que le cocycle T — M—2U.7(M) vérifie
valy(M~'U,7(M) —1) > a+ 1.

Démonstration. — Soit H; un sous-groupe ouvert de H tel que valy (U, —1) Z a+1+¢
si 7 € Hy, et soit a € A vérifiant >renym T(@) = 1et valy(a) > —c. Si Q est un

systeme de représentants de H/H;, posons :

MQ = Z O'(OZ)UU.
oeq@
Les hypotheses mises sur o entrainent que Mg—1 € p’“Md(A) etvaly(Mg—1) > a—cy;
en particulier, valy (Mg — 1) > 0 et My est inversible. D’autre part, si @)’ est un autre
systeme de représentants de H/H;, la relation de cocycle et le choix de H; font que

valp (Mg — Mg/) > a+ 1. Finalement la relation de cocycle permet d’obtenir la relation

Ur-m(Mg) ZTO’ ZTO’ Ure = Mg,
ceQ oeqQ
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d’ou l'on tire MélUTT<MQ) =1+ Mél(MTQ — M) qui permet de montrer que M
répond a la question (quel que soit le choix de Q). O

Corollaire 3.2.2. — Si H est un sous-groupe ouvert de Hy, si a > c; et si 7 — U, est
un 1-cocycle continu de H dans GLg(A) vérifiant U, — 1 € pFMy(A) et valy (U, — 1) >
a quel que soit T € H, alors il existe M € GLg(A) vérifiant M — 1 € p"Mg(A) et
valpy(M — 1) > a — ¢ tel que le cocycle 7 — MU, 7(M) soit trivial.

Démonstration. — Une récurrence utilisant le lemme précédent permet de construire une
suite de matrices (M,,)men telle que M,, — 1 € pkMd(K) et valp(M,, —1) Z a—c; +m et
que le cocycle 7 — U, - = ([ 10 _o M) ' UT(I1)_g M) vérifie valy (U, —1) > a+n+1
quel que soit 7 € H. Le produit infini H+ M, converge alors vers une matrice M qui

répond a la question. O

Lemme 3.2.3. — Soit § > 0, soient a,b € R vérifiant a > co + ¢33+ 6 et b > sup(a +
Ca,2Co 4+ 2¢c3 + 0) et soient H un sous-groupe ouvert de Hy, n > n(H), v € Ty vérifiant
n(y) <netU =1+ ptU; + p*Us, avec :

Uy € Ma(Amn), valy(Up) = a—valp(p k)
Uy € Mg(AT),  valp(Usy) = b — valy (p").
Alors il existe M € 1 4 p"Mg(A?) wérifiant valy(M — 1) = b — ¢y — ¢35 telle que
M7YUn(M) =1+ p*Vy + p*Va, avec -
Vi € My(Agn), vala(Vy
Vo € My(A"),  valy(Vy

) > a—valy(p)
) = b — valy(p*) + 6.
Démonstration. — D’apres les conditions (T'S2) et (TS3), on peut écrire Us sous la forme
Us = Ry n(Uz)+(1—7)(V), avec valp (R n(pFU2)) = b—ca = a et valp(pFV) = b — ¢y — cs.
Un calcul brutal, utilisant les inégalités vérifiées par a et b et les identités Ry ,(p*Us) =
P*Ry o (Us) et
L+ p"V) UL+ pV) = (1= pV 4 p* V2 )1+ UL+ pPUR) (1 + Py (V)
montre que :
valy ((1 + " V) TIUA(1 + p"V) — (1 + p*U, +kaH,n(U2))) >b+0,
et donc que M = 1 + p*V convient. O
Corollaire 3.2.4. — Soient § > 0 et b > 2¢s + 2c5 4+ 6. i U € 1 + pFMy(AH) vérifie
valp (U — 1) = b, alors il existe M € 1+ p*Mg(Af), avec valy(M — 1) = b — ¢y — c3 telle
que :
M'Uy(M) € 14 p"Ma(Ap,p).
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Démonstration. — Le lemme précédent permet de construire par récurrence une suite de
matrices M; pour j > 0 telle que M; € 1+ pFMy(AH), valy(M;—1) = b+valp(p®) —ca—c3
et telle que si 'on pose U; = (Mo - - - M;) " 'U~(My - - M;), alors U; = 1+ p*U; 1 + p*U; 9,
avec :

Uj71 € Md(AH,n)a ValA(UjJ)

Z
Uj72 c Md(KH), ValA(Ujg) =

b— ValA(pk) — o,
b — valp (p®) + j6.

Le produit infini H;L:OS M converge donc vers une matrice qui répond a la question. [

Lemme 3.2.5. — Soient H un sous-groupe ouvert de Hy, n = n(H), v € Ty vérifiant
n(y) <netBEe GLd(T\H). S’il existe Vi, Vy € GLy(Apmyn) vérifiant valy (Vi — 1) > c3 et
valp (Vo — 1) > ¢3 tels que v(B) = ViBVa, alors B € GLy(Apy).

Démonstration. — Si C = B — Ry, (B), alors v(C) = ViCV, puisque Ry, est Ay -

linéaire et commute a ’action de . On a :
NC)=C =WV, = C= (Vi =1)CVo+ ViC(Va = 1) = (V1 = 1)C (V2 = 1),

et donc valy (y(C) — C) = valy(C) + inf(valy (V7 — 1), valy (Vo — 1)) > valy(C) + ¢3. La
condition (TS3) implique valy(C) = +oo et donc C' = 0, ce qui permet de conclure. [

Proposition 8.2.6. — Soit N vérifiant les conditions de Tate-Sen (TS1), (TS2) et

(TS3) et soit o — U, un cocycle continu sur Gy a valeurs dans GLg(A). St G est un sous-

groupe ouvert distingué de Gy tel que U, — 1 € pkMd(K) et valpy (U, — 1) > ¢1 + 2¢9 + 2¢3
quel que soit 0 € G et si H = G N Hy, alors il existe M € 1 + pkMd(K) vérifiant
vala(M — 1) > ¢y + ¢3 tel que le cocycle o — V, = M~U,o(M) soit trivial sur H et a
valeurs dans GLq(Apn@))-

Démonstration. — Le corollaire 3.2.2 nous fournit une matrice M; € 1 + p*My(A)
vérifiant valy (M) — 1) > 2¢, + 2¢3 telle que le cocycle 7 +— U. = M;'U,7(M,) soit trivial
sur H et donc provienne par inflation d’un cocycle sur 'y & valeurs dans GLd(KH )
(notons que G est distingué dans Gg et donc que Gy = Gy).

Soit v € Cy vérifiant n(7y) = n(G); en particulier, v est dans I'image de G'et U, —1 €
P"Ma(A"), avec valy (U, —1) > 2¢,42c3. Le corollaire 3.2.4 nous fournit une matrice M, €
1 + p"My(AH) vérifiant valy(My — 1) > ¢5 + ¢5 telle que My ULy (Ms) € GLa(Apn(a))-
Soit M = MiM,. On a M € 1+ pFMy(A) et valy (M — 1) > ¢y + c3, et le cocycle 7 —
V, = M~'U,7(M) est trivial sur H, & valeurs dans GL4(A") et vérifie V., € GLg(Amn@))
et valp(Vy — 1) > o + 3 > cs.

Si T € Goy, on a7y =~7 dans Gy/H et la relation de cocycle nous fournit la relation :

Vir(Vy) = Vo = Vo = Vi (V).
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On peut alors appliquer le lemme 3.2.54 B =V,, V| = V'y_l et Vo = 7(V,,) pour en déduire

le fait que V; est a coefficients dans A ;). Ceci permet de conclure. O

3.3. Application aux S-représentations

Soit S une algebre de Banach. Une Og-représentation de Gg est un Og-module libre
de rang fini muni d’une action continue Og-linéaire de Gy ; la dimension d’une telle
représentation est le rang du Og-module sous-jacent.

On note AT (resp. Aan si H C Hy est ouvert et n € N), I'anneau des entiers de A

(resp. Ap,,) pour la valuation valy (i.e. 'ensemble des x vérifiant vala(z) > 0).

Proposition 3.3.1. — Soient T une Og représentation de dimension d de Gy, V =
S®ogT etk un entier tel que valp(p*) > c1+2co+2c3. Soit G un sous-groupe distingué de
Gy agissant trivialement sur T /p*T, soit H = G N Hy et soit n > n(G). Alors AT ®og I’
contient un unique sous-AEm- module DE’H(T) libre de rang d vérifiant les propriétés
sutvantes :

(1) D3, (T) est fize par H et stable par Gy ;

(2) Uapplication naturelle A+ I Do (T) — AT ®@py T est un isomorphisme ;

(3) D}yn(T) posséde une base sur Ay, qui est cs-fize par G/H (i.e. siy € G/H, alors
la matrice W de v dans cette base vérifie vala(W — 1) > c3).

Démonstration. — Soit vy, ..., vg une base de T sur Og et soit U, = (ufj) la matrice des
vecteurs o (vy), . .., o(vg) dans la base vy, ..., vq (ie. o(v;) = S0, uf ;v;). Alors 0 +— U,
est un morphisme continu de groupes de Gy dans GL4(Og) que I'on peut aussi voir comme
un 1-cocycle continu sur Gy & valeurs dans GLg(Og) C GLg(A1). Par hypothtse, on a
U, € 14 p*My(0g) si 0 € G et la proposition 3.2.6 nous fournit une matrice M € GLg(A)
vérifiant valy (M — 1) > ¢ + ¢3 (et done M € GLg(A™)), telle que le cocycle o — V, =
M~'U,0(M) soit trivial sur H et a valeurs dans GLy(Ay n(q)) NGLy(A1) = GLg(A

Si M = (m;;), et si ex = ijl mjkvj, on a

ek = E O'm]k Uj E (E u”crmjk> €L,
J=1

si o € H, ce qui fait que ey, ..., e; est une base de At ®peg T sur A+ fixe par H.

H n(G))

De plus, si v € G/H, la matrice W de « dans la base ej,...,eq est de la forme
M~U,0(M), ol 0 € G est un relevement de v, et vérifie donc valy (W —1) > co+c3 > c3.
On en déduit le fait que le sous—AEm—module engendré par ey, ..., eq vérifie les propriétés
voulues, d’ou I'existence d’un tel module.

Pour démontrer l'unicité, fixons v € Cpy vérifiant n(y) = n. Soient ej,...,eq et

/

el ..., e, deux bases de At ®eg T sur K*, fixes par H, telles que les matrices W et W’ de
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7 dans ces bases appartiennent & GLg(AJ ), avec n > n(G) et vérifient valy (W —1) > ¢3
et valy (W’ — 1) > c3. Soit B € GLyg(A™) la matrice des ¢/ dans la base ey, ..., e4. Alors
B est invariante par H et on a W’ = B~ 'W~(B). D’apres la proposition 3.2.5, ceci

implique B est a coefficients dans Ay, (et donc dans Aﬁn% ce qui permet de montrer

que les Ag,n—modules engendrés par ey, ...,e, d'une part et e}, ..., e, d’autre part, sont
égaux. Ceci termine la démonstration de la proposition. O
Remarque 3.3.2. — Conservons les hypotheses de la proposition 3.3.1 ci-dessus. Sil’on

pose Dy ,(T) = Apy, Rt D;;n(T), alors Dy, (T) est un Ay ,-module libre de rang d
et est I'unique sous-Ay ,-module de A vérifiant les propriétés :

(1) Dy n(T) est fixe par H et stable par Gy ;
(2) Tapplication naturelle A ®ng Drn(T) — A ®eg T est un isomorphisme;
(3) Dpn(T) possede une base sur Ay, qui est cs-fixe par G/H.

La démonstration est exactement la méme que celle de la proposition 3.3.1.

4. Deux applications de la méthode de Sen

Dans ce chapitre, nous donnons deux applications de la méthode de Sen vue au chapitre
précédent ; la premiere est la théorie de Sen habituelle, la deuxieme est la construction

de (p,T')-modules.

4.1. Le corps C, et 'opérateur de Sen

Le premier exemple non trivial d’anneau vérifiant les conditions de Tate-Sen est le
corps C, muni de la valuation val, et de I'action de Gx. Cet exemple est dii a Tate
(cf. [Tat66]). Nous donnons dans ce paragraphe 'application de la proposition 3.3.1 a la
construction de 'opérateur de Sen (voir [Sen80, Sen88, Sen93)).

Si L est une extension finie de K, alors CfL = Eoo, le complété de Lo, de pour val,.
Par ailleurs, si n € N et si x € L, alors [Ly,,t : Ln]*lTrLHk/Ln(x) ne dépend pas du
choix de l'entier k tel que z € L, .. L’application de L, dans L,, ainsi définie se prolonge

par continuité uniforme en une application Ry, : Loo — Ly,.

Proposition 4.1.1. — L’anneau \ = C, vérifie les conditions (TS1), (TS2) et (TS3),
avec Nv = EOO, Ay, n = Ly, Ry, n = Ry, et valy = val,, les constantes ¢c; > 0, co > 0

et c3 > 1/(p — 1) pouvant étre choisies arbitrairement.

Dans toute la suite de 'article, on se fixe des constantes ¢; > 0, co > 0et ¢z > 1/(p—1)
telles que l'on ait ¢; + 2co + 2¢3 < val,(12p), et on note n(L) = n(Gyr).
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Proposition 4.1.2. — Soient S une algébre de Banach, T une Og-représentation de
dimension d de G et V =S ®o, T. Soit L une extension galoisienne finie de K telle
que G, agisse trivialement sur T/12pT et soit n > n(L). Alors (S®C,)®sV contient un

unique sous-(S ® L,)-module libre DE" (V') de rang d vérifiant les propriétés suivantes :

(1) [)Ln

Sen

(2) I)Ln

Sen

(3) lapplication naturelle (S®C,) ®ser, D&

Sen

(V') est fixe par Hy, et stable par Gk ;
(V') posséde une base sur S @ L, qui est cs-fize par I'y ;
(V) — (S®C,) ®s V est un isomor-

phisme.

On a alors S/m, ®s DEn (V) = D (V).

Sen

Démonstration. — Cela suit de la méthode de Sen (plus précisément de la proposition
3.3.1 et de la remarque 3.3.2 qui la suit) et du fait que C,, vérifie les conditions de Tate-
Sen. Le dernier point résulte de la proposition appliquée a S/m, et du fait que I'image
de S/m, ®s D& (V) dans (E, ® C,) ®g, V, vérifie les conditions (1), (2) et (3). O

Sen

Siy € T, vérifie n(y) > n, alors 7 agit trivialement sur L, et linéairement sur D5 (V).
Comme par ailleurs, val,(V, —1) > 0, on peut définir le logarithme log v de 7 par la série
— :Lozol(l — )™ /m. On a logy* = klog~y, et I'y étant un groupe de Lie p-adique de
dimension 1, Popérateur (log x(7)) ! log~ ne dépend pas du choix de 7. On le note Ogey.
Comme on peut prendre 7 dans le centre de fL, I'opérateur Og., commute a l'action
de fL; en particulier, son polynome caractéristique et son polynome minimal sont a
coefficients dans S ® K. L’opérateur Og, est 'opérateur de Sen et si x € 27, les valeurs
propres de Oge, () sont appelées les poids de Hodge-Tate généralisés de V.. On retrouve
ainsi les constructions de Sen (voir [Sen80] pour le cas S = Q,, et [Sen88, Sen93| pour

les familles).

Remarque 4.1.3. — En prenant n = n(L) et v € I'y, vérifiant n(y) = n(L), et en
(V) vérifie val,(V —1) >

c3 > 1/(p—1), on voit que les valeurs propres de log V' sont de valuation > ¢ et donc que

utilisant le fait que la matrice V' de v dans une base c3-fixe de Dégn

les poids de Hodge-Tate généralisés de V' sont de valuation p-adique > 1/(p — 1) — n(L).

4.2. Les anneaux surconvergents et les (¢, [')-modules

(047 o, AT* sont définis et étudiés ailleurs dans ce volume. Nous rappelons

Les anneaux A
ici quelques unes de leur propriétés qui nous serviront dans ce chapitre. Rappelons que

pour r > 0, 'anneau A0 st défini par :

00
- - k
AT = o =3 "pk A, i 1 + ==+
{:p plxy] € A, im valg(zy) " 00

k—-+o00
k=0
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et que si x = S0 pF[ay] € A0 alors on pose val®(z) = infysvalg (i) + k/r.

L’anneau A" est défini par :

“+oo
~ ~ k k
AT = {x = kzzopk[:pk] € A, valg(zg) + ppi 1 > 0 VEk, kEvaalE(xk) + ]% = +oo} ,
ce qui fait que si 'on pose s(r) = (p — 1)/pr, alors 'anneau des entiers de A O] pour
la valuation val®"! g’identific & A" et que I'on a A7 = ATs([1/[7]]. On renvoie
a [Col03] pour la définition des autres anneaux que l'on utilise dans ce paragraphe

(notamment tous les anneaux sans tilde).

Proposition 4.2.1. — L'anncau A = AV vérific les conditions (TS1), (TS2) et (TS3)
avec AL = A’f’”, Apyn = @‘"(Af’p_n]), Rp,n = Ry, et valy = val® les constantes

c1>0,c0>0etc3>1/(p—1) pouvant étre choisies arbitrairement.

Démonstration. — Ceci est démontré dans [Col03] : la condition (T'S1) résulte du lemme
10.1, la condition (TS2) résulte du corollaire 8.11 et la condition (T'S3) résulte de la
proposition 9.9. U

Lemme 4.2.2. — SiM e 1+pMd(;&K) est tel qu’il existe U,V € 14+ pMy(Ak) tels que
Von ait Uy(M) = MV, alors M € 1+ pMy(Ak).

Démonstration. — Soit Ry o 'application de [Col03, §8.3] et N = M — Rk o(N). Il s’agit
de vérifier que 'on a N = 0. Supposons le contraire et soient £ € N le plus grand entier
tel que N € p*My(Ag) et N l'image de p™*N dans My(Ef). Comme Rf o commute &
v et est Ak linéaire, on a Uy(N) = NV, et donc aussi Uy(p~*N) = (p™*N)V ce qui
nous donne en réduisant modulo p : v(N) = N. D’autre part, comme Ry o(N) = 0, on
a Rio(N) = 0; on en déduit (cf. [Col03, §9]) la nullité de N puis celle de N, ce qui

permet de conclure. O

Dans le reste de cet article, on fixe des constantes ¢; > 0, co > 0et cg > 1/(p — 1)
telles que ¢; 4 2co + 2¢3 < val,(12p). Si T est une Z,-représentation de G, si s > 0, et si
L est une extension galoisienne finie de K, alors on pose DV*(T) = (A1 ®z, T)1E; clest
un Ab*-module muni dune action de [',. Pour n > 0, on pose par ailleurs DTLSN(T) =
@ "(DIP"5(T)), qui est alors un ATLSn = o (A" )-module.

Proposition 4.2.3. — Soient K une extension finie de Q, et T' une Z,-représentation
de G. Si L est une extension galoisienne finie de K telle que G, agisse trivialement sur

T/12pT et sin > n(L), alors DTL’ff:*l)/p(T) = o (A" 0D @y T)HL) est lunique
(—1)/p

,n

(1) Dz(p_l)/p(T) est fire par Hy, et stable par G ;

s

sous—ATL’ -module libre de rang d de KTv(”_l)/”@sz vérifiant les propriétés suivantes :
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(2) Uapplication naturelle de AT®=D/p ® 101/ Dz(fl’_l)/p(T) dans Ab@=1/p ®z, T est
un 1somorphisme ;

(3) le ATL’ff:*l)/p—module DTL’ff:*l)/p(T) a une base telle que si v € Ty, la matrice V, de
v dans cette base vérifie val™ (V. — 1) > .

Démonstration. — Comme val,(12p) > ¢; + 2¢2 + 2¢3, Punicité d’un module vérifiant
les conditions ci-dessus suit immédiatement des propositions 4.2.1 (les anneaux sur-
convergents vérifient les conditions de Tate-Sen) et 3.3.1 (I'application de la méthode
de Sen). Il reste a vérifier que le module fourni par la proposition 3.3.1 coincide bien
avec (p (A" P-D) @, T)HL. La démonstration de la proposition 3.3.1 donne la
construction de ce module : la proposition 3.2.6 nous fournit une matrice M € 1 +
12pMy(ATE=D/P) avec val @Y (M — 1) > ¢y + ¢3 telle que le cocycle 7 — MU, (M) soit
trivial sur Hy, et a valeurs dans GLd(ATL’ffL’*l)/p). Le cocycle 7 — C, = o"(M U, 7(M)) =
©"(M)~ U™ (M) est alors trivial sur Hy, et a valeurs dans GLd(AEpnil(p_l)).

D’autre part, la théorie des (@, I')-modules nous fournit une matrice P € 1+ 12pM,4(A)
telle que le cocycle 7 — D, = P~U, 7(P) soit trivial sur Hy, et a valeurs dans GLg(Ap).

Eliminant U, entre C; et D,, et posant N = P~1¢"(M), on obtient la relation ND, =
C.7(N). En particulier, comme C; = D, = 1 si 7 € Hy, on a N € GLy(A,). D’autre
part, comme U, — 1 est divisible par 12p dans A 1 si T € G et comme il en est de méme
de M et P, les matrices N et, si 7 € G, U, et V, appartiennent a 1 + 12pMd(AL).
Comme par ailleurs U, et V, sont a coefficients dans A, le lemme 4.2.2 implique que N
est a coefficients dans A, puis que M est a coefficients dans ¢~ "(A).

On en déduit le fait que la base eq,...,eq de ATP-1)/p ®z, T que l'on déduit de
M comme dans la démonstration de la proposition 3.3.1 est constituée d’éléments de
DEffZ_l)/p(T). D’autre part, M est dans GLg(AMP=D/7) et & coefficients dans I'anneau
@ (AP P=D) ce qui implique que eq, ..., eq est une base de (A" P-1) ®z, T
sur o (AP P=1) On en déduit le fait que DEfﬁfl)/p(T) est le sous—ATL’ff;*l)/p—module

engendré par ey, ..., eq. Ceci permet de conclure. U

Corollaire 4.2.4. — Soient K une extension finie de Q, et T" une Z,-représentation
de Gg. Si L est une extension galoisienne finie de K telle que G agisse trivialement
sur T/12pT et si s > (p — 1)p™ =1, alors le AV*-module DV*(T)) est libre de rang d et
Uapplication naturelle de A"* ®ATL,S DTL’S(T) dans Ab* ®z, T est un isomorphisme.

p—l)p"(L)_l(T) — Qpn(L)(DE(g(_Ll))/p(T)) et la proposition

4.2.3 montrent que si s = (p — 1)p™ ¥~ alors DES(T) est libre de rang d et I'application

Démonstration. — Le fait que DE(

naturelle de A ® b D*(T) dans At ®z, T est un isomorphisme. Sil’on écrit une base
de T selon une base de D}*(T), on obtient donc une matrice de Mg(A"*) N GLg(AT*) =
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GL4(A"#). Ceci montre le corollaire pour s = (p — 1)p"H~1. Si s > (p — 1)p"P)~1 alors

il suffit d’étendre les scalaires. O
Nous descendons maintenant de L & K. Rappelons que Bl = AL*[1/p].

Lemme 4.2.5. — Si L est une extension finie de K, alors :
(1) il existe s(L/K) tel que si s > s(L/K), alors BY* est engendré sur BY par un
élément a tel que le discriminant du polynome minimal de o est inversible dans B}’(S ;
(2) si s> s(L/K), alors BY* Rpis Bl ~ aB!*.

Démonstration. — Si o € BE engendre BTL sur B}( alors le discriminant du polynome
minimal de « est inversible dans B}’(S pour s assez grand ce qui montre le premier point.
Soit s > s(L/K) et f(X) = ](X — o) € BI’[X] le polynéme minimal d’'un tel a. On
a Bh® = BI#[X]/f(X) et donc :
B} 9. B} ~ B 9y BIY[X]/(X)

~ B [X]/f(X)

~ OB [X]/(X — )

~ EBBE’S.
En effet, I'hypothese selon laquelle le discriminant de f(X) est inversible garantit que les

idéaux (X — «;) sont deux-a-deux étrangers et que l'on peut appliquer [BouAC, chap.
I, §1, n° 2, prop. 6] (le théoreme des restes). O

Proposition 4.2.6. — Soient K une exstension finie de Q, et T une Z,-représentation
de Gg. Soit L une extension galoisienne finie de K telle que G, agisse trivialement sur
T/12pT et soit n = n(L) et s0it V = Q, ®z, T. Si s > max((p — 1)p" D=1 s(L/K)),
alors :

(1) le AV -module DV (T) et le BY -module DV (V) sont libres de rang d ;

(2) Uapplication naturelle de BT Bpi DI*(V) dans Bh* ®q, V est un isomorphisme.

Démonstration. — Le fait que D}’(S(V) est libre de rang d et que I'application de BTL’S ®B}és
D*(V) dans DY*(V) est un isomorphisme résulte du lemme 4.2.5 ci-dessus et de la
proposition 2.2.1 (la descente étale). Comme on sait par le corollaire 4.2.4 que I'application
de BT’S®BTL,SD%S(V) dans B*®q, V' est un isomorphisme, cela montre le (2) et le deuxieme
point du (1) (notons que D}*(V) est nécessairement libre car B%® est un anneau principal).

Pour montrer que le A%*-module DI*(T) est libre, on choisit n > 0 et on regarde
DIF(V)/Qn ott @, = ((1+ X)P" —1)/((1 + X)P"" — 1) : c’est un K,-espace vectoriel
de dimension d (cf. le lemme 4.9 de [Ber02]) et I'image de D}*(T") dans D%*(V)/Q, en

est un Ok, -réseau. Si I'on choisit d éléments de D}’(S(T) dont les images engendrent ce
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réseau, alors on vérifie qu’ils engendrent D}’(S(T) en utilisant le fait que A}’(s est complet
pour la topologie @,-adique et que le noyau de I'application DP{S(T) — DJ}’(S(V) /Q., est
QuDR(T). O

Pour mémoire, notons le corollaire suivant (le théoreme principal de [CC98)) :

Corollaire 4.2.7. — SiV = Q,®gz, T, alors D'(V) = (Bf ®q, V)7* est un sous-Bl-

espace vectoriel de dimension d de D(V') stable par I'x et p. De plus, on a :
_ T T T — Bt
D(V)=Bg Bpi D' (V) et B ®pi D' (V) =B'®q, V.

En particulier, le foncteur V — DT(V) est une équivalence de catégories de la catégorie

des Q-représentations de Gy vers la catégorie des (p,')-modules étales sur B}(.

Soient maintenant S est une algebre de Banach, K une extension finie de Q,,, V une S-
représentation de G, T' un Og-réseau de V stable par Gk, et L une extension galoisienne
finie de K telle que G agisse trivialement sur 7'/12pT. On pose s(V) = max((p —
p"B)=1 s(L/K)) et on s’arrange (quitte & augmenter un peu s(V)) pour qu'il existe un
entier n(V) tel que p"V)~1(p — 1) = s(V).

Proposition 4.2.8. — Si V est une S-représentation de Gy de dimension d et si
n = n(L), alors (Og@AE-D/p) ®og T posséde un unique sous-OS®AEf£_l)/p-module
DEfﬁfl)/p(T), libre de rang d, fize par Hy, stable par Gk, possédant une base presque

invariante par 'y, et tel que :

(0sBAMTIP) @ 2 omvsm DETV(T) = (OsBAMED) @o, T.

s

Démonstration. — C’est encore une application immédiate de la proposition 3.3.1, en

utilisant les propositions 4.2.1 et 3.1.4. O
Si V' est une S-représentation de G de dimension d et si s > s(V'), alors on pose :
,S = ,S n 5 —1
DI (V) = (SBBY @gaprm "V (DRI (1)),
ou n(V) est l'entier défini plus haut.

2,

Théoréme 4.2.9. — Si 'V est une S-représentation de G de dimension d et si s >
s(V), alors :
(1) DY (V) est un S®BY -module localement libre de rang d ;

(2) Uapplication (S@B1*) Rsapl DI (V) — (S&B™) @g V est un isomorphisme ;
(3) si x € 2, alors Uapplication S/m, @ DV (V) — DL (V,) est un isomorphisme.
Démonstration. — La proposition 4.2.8 ci-dessus implique que DE’S(V) est un S@BES-
module libre de rang d et que I'application (SQBT*) Rsaphs DI*(V) — (S&BM) @5 V

est un isomorphisme. Les points (1) et (2) résultent alors de la proposition 2.2.1.
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Enfin le (3) pour K = L et s = p"V)71(p — 1) résulte de I'unicité dans la proposi-
tion 4.2.8 et le cas général en résulte en étendant les scalaires et en prenant ensuite les

invariants par Hg. O

Remarque 4.2.10. — Le foncteur V — DT(V) n’est plus une équivalence de catégories
de la catégorie des représentations p-adiques vers la catégorie des (@, I')-modules étales
en général (contrairement au cas out S est une extension finie de Q,). Si par exemple S
contient un élément y transcendant et de valuation nulle, alors le (¢, I')-modules étale D
de dimension 1 ayant une base e telle que p(e) = ye et y(e) = e pour v € I' ne provient

pas d’une famille de représentations p-adiques (exemple du a Gaétan Chenevier).

4.3. Le module Dg(V)

Soit Bgr le corps de périodes p-adiques construit par Fontaine (voir par exemple
[Fon94a]). Rappelons que 'on a une application injective de BHP-D/P dans BdR qui
a T = Zk:op [zx] associe la somme de la série dans Bgr. Si n > 0, on compose cette
injection avec ¢ " : Bhe-Dr" _, Bhe-D/p pour obtenir une application toujours in-
jective ¢, : Bhe-Dr" Bl:. Si L est une extension finie de Q,, et si n > n(L), alors

(p—1)p"! par ¢, est incluse dans L, [t].

I'image de BE’

On définit S®BJ,; comme la limite projective des S®(BJg/t*) et S®Bar comme
la limite inductive des S&®t 'Bl;. On définit S®L,[t] comme la limite projective des
S®(Ly[t]/t*). Si V est une S-représentation de Gy et sin > n(L) et s > s(V), ceci nous

permet de poser :

Dt (V) = (SBLA[1]) @70 DEF(V) et D5(V) = (SBLa((t) @ . DE (V).

S&B* S&BL*
Le S®L,[t]-module D3 (V) est alors libre de rang d. Si S = Q,,, alors c’est un L, [t]-
réseau du L, ((t))-espace vectoriel DY (V) qui est de dimension d.

Le lemme suivant est une conséquence directe du (2) du théoreme 4.2.9.
Lemme 4.3.1. — On a (S®BJ) ®gz1.1 Dt (V) = (S&@BX,) @5 V.
Pour terminer, mentionnons que I'on retrouve Dge, (V) & partir de D™ (V).

Proposition 4.3.2. — Si'V est une S-représentation de Gy et s = s(V'), alors l'image
de DY(V) par 0 o o dans (S®C,) ®g V coincide avec DL (V). En particulier :

(1) on a D" (V)/t =Dgi (V) ;

(2) (si S = Q) lareprésentation V est de Hodge-Tate a poids dans [a,b] si et seulement
si [Ligjan (7 — X(7)") - Dyt (V) ct-Dgp (V).

On peut d’ailleurs construire DdL;;’*(V) en appliquant la méthode de Sen a A = B* IR

c’est ce qui est fait dans [Fon04].
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5. Représentations de de Rham

Dans ce chapitre, nous appliquons les constructions des chapitres précédents aux fa-
milles de représentations de de Rham ; en particulier, nous montrons le théoreme B de

I'introduction.

5.1. L’anneau Byt et les représentations de Hodge-Tate

On note Byr Panneau C,[t,t~!] muni de I'action de Gq, prolongeant celle sur C,, par
la formule ¢(t) = x(g)t, ce qui fait de ¢ un analogue (naif) p-adique de 2im.

Si K est une extension finie de Q,, une Q,-représentation V' de dimension d est dite
de Hodge-Tate s’il existe ay,...,aq € Z et une base fi,..., fg de C, ®q, V sur C, sur
laquelle G agit par g(f;) = x(g)% f; pour 1 < i < d. Si tel est le cas, les entiers ay, . .., aq
sont appelés les poids de Hodge-Tate de V.

De maniere équivalente, V' est de Hodge-Tate si et seulement si le K-espace vectoriel
DEr(V) = (Bur ®q, V)¢ est de dimension d. La graduation de Byr étant stable par
G, elle induit une graduation de DEL(V), et les poids de Hodge-Tate de V sont les
opposés des degrés apparaissant dans la graduation de DEL (V).

Si L est une extension finie de K, on a Dip(V) = L @k DE4(V) et donc V est de
Hodge-Tate a poids de Hodge-Tate ay,...,aq en tant que représentation de Gy si et
seulement si c’est le cas en tant que représentation de Gp.

Plus généralement, si I est une extension finie de Q,, une E-représentation V' de di-
mension d est dite de Hodge-Tate si elle est de Hodge-Tate en tant que Q,-représentation
(de dimension d[E : Q,]), les poids de Hodge-Tate de V' étant définis comme étant ceux de
V' vue comme Q,-représentation (il y en a donc d[E : Q,]). De maniere équivalente, V' est
de Hodge-Tate sile EQq, K-module Dfi (V) = (Bur®q, V)% = ((E®q, Bur)®r V)%
est libre de rang d.

Proposition 5.1.1. — Soient K une extension finie de Q, et V = Q, ®z, T une Q,-
représentation de G . Soit L une extension galoisienne finie de K telle que G agisse
trivialement sur T/12pT, soit n > n(L) et soit v € 'y, vérifiant n(y) = n. Les deux

conditions suivantes sont alors équivalentes :

(1) la représentation V' est de Hodge-Tate et ses poids de Hodge-Tate sont ay, ... aq;

(2) l’élément ~v agit de maniére semi-simple sur Dggn(V) et ses valeurs propres sont

X(7)™, e, x ().

al

Démonstration. — Si V' est de Hodge-Tate de poids de Hodge-Tate aq,...,aq, alors
C, ®q, V possede une base fi,..., fg sur C,, telle que l'on ait g(f;) = x(9)* fisig € Gk

et 1 < i < d. Le Ly-espace vectoriel engendré par fi,..., fq est alors fixe par Hj (et
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méme par Hy), stable par G et possede une base presque invariante par I'y, a savoir
la base fi,..., f4. Par la proposition 4.1.2, on a donc Dégn(V) =L,f1i® P L,fq et
comme Y(f;) = x(v)* fi, cela implique que ~ est semi-simple et que ses valeurs propres
sont x (7)™, ..., x(7)%, ce qui démontre que (1) implique (2).

Réciproquement, si 7 est semi-simple et ses valeurs propres sont x (7)™, ..., x(7)%, et si
f1,--., fq est une base de Dégn(V) sur L,, constituée de vecteurs propres (f; étant vecteur
propre pour la valeur propre x (7)), alors f1, ..., fg est une base de C,®q, V' sur laquelle
G1, agit par g(f;) = x(g)% f;. La restriction de V' a G, est donc une représentation de

Hodge-Tate de poids de Hodge-Tate aq,...,a; et comme on I'a rappelé au début de ce

paragraphe, cela implique (1). O

Corollaire 5.1.2. — La représentation V = Q,®z,T est de Hodge-Tate si et seulement
st Ogen est diagonalisable a valeurs propres entieres ; de plus, ces valeurs propres comptées

avec leurs multiplicités sont les poids de Hodge-Tate de V.

Démonstration. — Soit eq, ..., eq une base de Dégn

(T') sur L, qui est cs-fixe par I'. La
matrice de U, dans cette base vérifie val,(U, — 1) > 1/(p — 1), ce qui implique qu’une
valeur propre a de U, vérifie val,(o — 1) > 1/(p — 1). En particulier, si « est de la forme
yx(7)?, avec a € Z et y racine de I'unité, alors y = 1. Comme les poids de Hodge-Tate
généralisés sont les (log x(v7)) ' loga, olt v décrit les valeurs propres de U, cela permet

de conclure. O

Théoréeme 5.1.3. — Soient S une algébre de Banach, Z son spectre mazimal, et V
une S-représentation de dimension d de Gk. Si [a,b] est un intervalle fini de Z, alors
I’ensemble 3&”&%“ des v € Z tels que V, soit de Hodge-Tate, a poids de Hodge-Tate

appartenant a [a,b], est un sous-espace S-analytique de Z .

Démonstration. — Soient T' un sous-Og-réseau de V stable par Gk, L une extension
galoisienne finie de K telle que G, agisse trivialement sur T'/12pT, n > n(L) et v € [y,
vérifiant n(y) = n. Soit ey, . .., ey une base de D& (V) sur S ® L, soit U la matrice de 7y
dans cette base et soit I I'idéal de S®L,, engendré par les coordonnées de [J0_, (U —x(7)").
Alors %H[?F’b} est le sous-espace de 2~ défini par I'idéal I d’apres la proposition 5.1.1. [

Théoréme 5.1.4. — 51 S est une algebre de coefficients, si V' est une S-representation
de Gk et [a,b] est un intervalle fini de Z tel que pour tout x € 2, la représentation V,

est de Hodge-Tate, a poids de Hodge-Tate appartenant a [a,b], alors :
(1) le S ® K-module Dyr(V') est localement libre de rang d ;
(2) Uapplication (S®Bur) @sex Dur(V) — (S®Byr) @5 V' est un isomorphisme ;
(3) Uapplication S/m, @ Dur(V') — Dur(V.) est un isomorphisme.



22 L. BERGER & P. COLMEZ

Démonstration. — Soient T un sous-Og-réseau de V stable par G, L une extension
galoisienne finie de K telle que G, agisse trivialement sur 7/12pT, n > n(L) et v € T',

vérifiant n(y) = n. La proposition 4.1.2 montre que D" (V) est un S ® L,-module

Ly,
Sen

localement libre de rang d. Si y € Dg” (V'), posons :

X
=11 X(y)7 = x(0)"

i=a

i#]
L’hypothese selon laquelle pour tout = € 27, V, est a poids de Hodge-Tate dans [a, b]

Ly
Sen

implique que pour tout x € 27, I'application y — y; sur D
D&n

Sen

y;j(z) € DE (V)'n=X et y(z) = Z?:a yj(x), et le lemme 2.1.1 montre qu'on a alors

Sen

y; € DEn (V)'n=X et y = SO0y ce qui fait que DE (V) = @gzaDégn(V)F”:Xj. Ceci

Sen

(V) est la projection sur

(Vx)F":Xj parallelement & la somme directe des autres espaces propres. On a donc

montre que D"

(V)'=x est un S ® Ly,-module localement libre de type fini. Comme
DEn (V) = @D (V)'=Xt=7 on en déduit que DLz (V) est localement libre de type fini.
La décomposition DEz (V) = @DLr (V)™=X't7 et le (3) de la proposition 4.1.2 impliquent
que I'application (S®Byr) @ser, Dip(V) — (S®Bgt) ®s V est un isomorphisme, et en
particulier que Dz (V) est localement libre de rang d ce qui montre le (1) et le (2) pour
L,. On redescend & K en utilisant la proposition 2.2.1. Le (3) suit du fait que Dfz (V) =

@DLr

Sen

(V)Fn=X"tJ et du fait que par la proposition 4.1.2, on a D& (V), = D&» (V,). O

Sen Sen

5.2. Le corps Bggr et les représentations de de Rham

Si K est une extension finie de Q,, une Q,-représentation V' de dimension d est dite
de de Rham si le K-espace vectoriel DI (V) = (Bar ®q, V)°X est de dimension d. Si L
est une extension finie de K, on a DX (V) = L @k DE; (V) et donc V est de de Rham en
tant que représentation de Gk si et seulement si c’est le cas en tant que représentation
de Gr.

Plus généralement, si £ est une extension finie de Q,, une E-représentation V de
dimension d est dite de de Rham si elle est de de Rham en tant que Q,-représentation
(de dimension d[E : Q,]). De maniere équivalente, V" est de de Rham si le K ®q, E-module
DIR(V) = (Bar ®q, V)% = ((E ®q, Bar) @ V)% est libre de rang d.

Il est utile de savoir caractériser les représentations de de Rham en terme du (¢, I')-

module qui leur est associé.

Proposition 5.2.1. — Soient K une extension finie de Q,, V une Q,-représentation
de dimension d de Gk, T un réseau de V stable par G, L une extension galoisienne
finie de K telle que G, agisse trivialement sur T'/12pT, n un entier > n(L) et v € T'p,

vérifiant n(y) = n.
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Si [a,b] est un intervalle fini de Z tel que V' est de Hodge-Tate a poids de Hodge-Tate

dans [a,b], alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) la représentation V' est de de Rham ;
(2) la restriction de V' a Gy, est de de Rham;

(3) le L,((t)-espace vectoriel DYi(V)) contient un sous-L,[t]-réseau N vérifiant (y —
)N C N et t=*D(V) € N c 7D (V) ;

(4) on a T2, (v = x(7)) - D" (V) € - HD g (V).

1=a

Démonstration. — L’équivalence entre (1) et (2) a été rappelée au début de ce para-
graphe. Remarquons par ailleurs que le lemme 4.3.1 montre que Din (V) = Dz (V)= et
donc que si V est de de Rham, alors (3) est vrai avec N = L, [t] @, Din(V). Si (3) est

vrai, alors :

2b—a 2b—a
[T =x)-DiF vy c [J (v = x()) - N
: C tr‘;‘““N

c tb—a—i—l D(—il—i,an (V),

ce qui montre (4). Le reste de la démonstration est consacré a remonter les implications.

Montrons tout d’abord que (3) implique (2); pour cela, considérons les opérateurs :

Si k > 1, alors oy induit 'identité sur N/¢N. Par ailleurs, oy — apy1 = %ak et
une récurrence immédiate montre que (1 — y)ag(r) € tF N et ap(z) — apyi(x) € tFHIN
si # € N. La suite de terme général ay(z) converge donc dans DX2(V) et la limite est
invariante par 7, ce qui nous fournit une application L,-linéaire tqg : N/tN — DdLﬁ(V)
qui est injective car «y induit l'identité sur N/tN quel que soit £ > 1, et DdLﬁ(V) est
donc de dimension > d sur L,. On en déduit le fait que V' est de de Rham en tant que
représentation de G, , que tqr est un isomorphisme et que N est le sous-L,, [t]-module de
Din(V) engendré par DdLﬁ(V), ce qui termine la démonstration du fait que (3) implique
(2).

Pour montrer que (4) implique (3), considérons le sous-L,[t]-module N de D42(V) en-

gendré par les t—* [Licazb-a-pm( — X)) -z, avec k € [a,b] et x € DE(V). Par

construction, on a N C ¢t*DL" (V). Comme les polynomes [liciap -y (X — x(7)Y),

pour k € [a,b], sont premiers entre eux dans leur ensemble, le L,-espace vectoriel

Din (V) = DL (V) /#DELE(V) (cf. proposition 4.3.2) est engendré (comme L,-espace
vectoriel) par les images des [[;c(, - (7 — x(7)?) agissant sur D& (V). Comme par
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ailleurs on a supposé que V est de Hoge-Tate a poids dans [a, ], Hie[bﬂzbﬂ}(y —
(V) et donc D&n

Sen
des [Ticiaop—a-m (Y — x(7)?) agissant sur D& (V). Ceci implique que D" (V) est en-

X(7)") est un isomorphisme de D§: (V) est engendré par les images

Sen

gendré (comme L, [t]-module) par les images des [;ci,op—a— 4 (7 — x(7)") agissant sur
DL (V) et donc que N contient t=*D}"" (V). Finalement, si z € D3 (V) et k € [a, D],

on a

(y =D " 1:[ (v = x(7)) - x) = x(7) " l:[ (v =x()7) -
E

et thmekHIDLLn (V) € et ID T (V) € N, O

5.3. Les périodes d’une famille de représentations de de Rham

Si V est une S-représentation de G et si M est une extension finie de K, on pose
DiR(V) = ((S©Bar) @5 V).

Théoréme 5.3.1. — Soient S une algebre de Banach, 2 [’espace associé a S, et V
une S-représentation de dimension d de Gk. Si [a,b] est un intervalle fini de Z, alors
I’ensemble ,%[ﬁ’b] des v € Z tels que V, soit de de Rham, a poids de Hodge-Tate dans

la,b], est un sous-espace S-analytique de Z .

Démonstration. — Comme une représentation de de Rham est a fortiori de Hodge-Tate,
on peut, quitte a remplacer .2~ par %&f}’b], supposer que V, est de Hodge-Tate a poids de
Hodge-Tate dans [a, b] quel que soit = € 2" (ceci grace au théoreme 5.1.3).

Soit T un Og-réseau de V stable par Gk et soient L une extension galoisienne finie de
K telle que G, agit trivialement sur T/12pT, n > n(L), s = s(V) et ey,. .., eq une base
de DI*(V) sur S®BT*. Alors ey, ..., eq est aussi une base de D" (V) sur S®L,[t] et,
siz € 2, alors ey (z), ..., eq(x) est une base de DI (V,) sur E, ® L,[t]. Ceci permet
d’écrire un élément y de D5 (V) sous la forme Zfil ei( ;;OS ai j(y)t’), ou les a; ; sont

des éléments de S @ L,. Soit v € I'y, vérifiant n(v) = n et soit A : DI (V) — DI (V)
2b—a

alors V, est de de Rham si et seulement si A(t*e,(x)) € P~ DL (V,) quels que soient
1<l <det0<k<b—a+1. Il résulte de ce qui précede que V, est de de Rham si
et seulement si a; ;(A(t"e,))(z) = 0 quel que soient 1 < i,/ < det 0 < j,k<b—a+1
et donc que %[g\’b} est le sous-espace S-analytique de 2~ défini par 'idéal de S engendré

lopérateur A = J[.Z “(v — x(7)?). D’apres le (4) de la proposition 5.2.1, si z € 2,

par les coordonnées (selon une base de L, sur Q,) des a; ;(A(t*e)), pour 1 < i, ¢ < d et
0<jk<b—a+1. ]
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Théoréme 5.3.2. — Soient S une algebre de coefficients, 2 ’espace associé a S, [a, b]
un intervalle fini de Z et V une S-représentation de dimension d de G telle que V,, soit
de de Rham a poids de Hodge-Tate dans [a,b] quel que soit x € 2. Alors :

(1) le S ® K-module DX; (V) est localement libre de rang d ;
(2) on a (S®Bqr) ®sex DI (V) = (S®Bqr) ®s V ;
(3) st x € X, alors Uapplication S/m, ®s DIR(V) — DIR(VL) est un isomorphisme.

Démonstration. — Pour k > 0, considérons 'opérateur :
T x()
By = 7D (V) = 7D (V).
S e T i
i#0

On voit que (1—7) 8 envoie t D" (V) dans t'=%+*D 12" (V) et donc que By 41— G envoie
aussi t DL (V) dans #17** D1 (V) ce qui fait que siy € DL (V), alors quand
k — oo, la suite des ((y) converge. On en déduit une application 8 : t-*DIF" (V) —

t=" DL (V) qui vérifie (1—+)8 = 0 et qui est Videntité sur (t*bDCTi’fL”(V))'Y:l. Les calculs
de la proposition 5.2.1 montrent que si x € 2, alors § n’est autre que la projection

t=*DE(V,) — DEr(V,). Soit M limage de (. Remarquons que I'on a une injection
M — t7DF (V) /12D (V) qui fait que 'on peut éerire le S @ Ly,-module libre de
rang fini W = ¢t=*DL (V) /12D (V) sous la forme W = M @ ker 3. Ceci montre
que M est projectif de type fini. Le lemme 4.3.1 montre par ailleurs que I'on a DXr (V)
Dir(V). Siy € Diz(V), il existe donc b( ) > b tel que y € tP@DL(V), mais 'image
7 de y dans le S ® Ly,-module libre t* DL (V) /t=DIF (V) vérifie F(z) = 0 pour
tout x par la proposition 5.2.1 et donc ¥ = 0 par le lemme 2.1.1. On en déduit que
DI (V) = (t7° DL (V))™=" et donc finalement que M = DXt (V). On en déduit en
particulier que I'application DdLﬁ(V) — DdLﬁ(V;) est surjective.

On a alors une application (S® L, (1)) ®ser, Dia(V) — Di#(V) et nous allons montrer
qu’elle est surjective. Si y € ¢~ bDCTlfL"(V), alors soit zyp = y — E?:o t773(t'y) et pour

i > 0, soit 241 = (2 — B(2))/t. Posons w = E?:o t7B(Hy) + 351 t'B(2i). Un petit
calcul montre que w(x) est I'écriture de y(z) selon la décomposition :

"D " (Vi) € Lu((t) @1, Deg(Va),

et donc que y(x) = w(z) pour tout x ce qui fait que par le lemme 2.1.1, on a y = w et
donc :

"D (V) C (SOLL (1) @ser, Dgr(V),
ce qui fait que 'application que 'on voulait est bien surjective. Le lemme 4.3.1 montre
alors que 1'on a un isomorphisme (S@Byr)®ser, Din(V) = (S®B4r)®sV . En particulier,
DZXr (V) est de rang d et I'application S/m, ®¢ Dz (V) — D4z(V,) est un isomorphisme.
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Ceci montre les points (1), (2) et (3) avec L,, a la place de K. Pour passer de L, a K, il
suffit d’utiliser la proposition 2.2.1. O

On dit qu’'une représentation qui vérifie les hypotheses du théoreme 5.3.2 est de de
Rham & poids de Hodge-Tate dans [a, b].

Remarque 5.3.3. — L’hypothese que rad(S) = 0 n’est pas superflue dans les théoremes
5.14 et 5.32. 815 = Q,[Y]/Y? et V est le caractere g — 1+ log, x(¢)Y, alors V, est de
de Rham en tout point de 2" (le seul point étant donné par Y = 0, ou V est triviale)
mais Ogep, = Y sur Dge, (V) ce qui fait que Dyr(V) = 0 et Dgr (V') = 0.

6. Représentations semi-stables et monodromie p-adique

Dans ce chapitre, nous démontrons une version en famille du théoreme de monodromie

p-adique et comme application, nous démontrons le théoreme C de I'introduction.

6.1. Construction de Ngg (V)

Dans tout ce chapitre, on suppose que S est une algebre de coefficients. On se donne un
corps E (contenant Q,) complet pour une valuation discrete, a corps résiduel kg parfait
(ce qui fait que E est une extension finie de W (kg)[1/p]), et une application continue
S — E.SiV est une S-représentation de G, alors cette application permet de considérer
la E-représentation Vg = E®gV . On suppose dans tout ce chapitre que V est de de Rham
a poids de Hodge-Tate dans un intervalle [a, b], ¢’est-a-dire qu’elle vérifie les hypotheses
du théoreme 5.3.2.

Soit BL’;K I'anneau construit dans [Ber02, §2.6], c’est le complété de B}’(S pour sa
topologie de Fréchet. Si F' est une extension finie de F, soit %}’S I’anneau des fonctions
f(X) a coefficients dans F' et vérifiant la condition de convergence habituelle (celle de
[Ber02, proposition 2.31]). Il existe alors un nombre fini d’extensions finies F; de F telles
que 'on a une décomposition d’anneaux E@BL’;K ~ @,@H Rappelons (cf. [Ked04, §2]
par exemple) que &?}’S est un anneau de Bezout : en particulier les modules localement
libres de type fini sont libres et un E@BL’; -mmodule est donc localement libre de type
fini si et seulement si chacun des facteurs est libre de rang fini. Rappelons par ailleurs que
R:* est aussi une algebre de Fréchet-Stein (cf. [ST03, §3]), ce qui fait qu’un sous-module
fermé d’un module libre de rang fini est lui-méme libre de rang fini. On en déduit la méme
propriété pour E@BL’; K

Si V' est une S-représentation de G, alors on pose :

DTvS

rig

(V) = (SEB 1) @y DE (V).
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ce qui fait (par le théoreme 4.2.9) que DL’;(V) est un S@BL’; -module localement libre

de rang d. On pose par ailleurs :

DT?S

rig

(VE) = (E@BL;K) ®S®B}f D}’(S(V).

Proposition 6.1.1. — Soit V une S-représentation de G qui est de de Rham a poids
de Hodge-Tate dans un intervalle [a,b]. Si Ny(Vi) = {y € t*bDL’;(VE) tels que 1,(y) €
(ERKL[L]) ®ser, DIz (V) pour tout n > n(s)}, alors :

(1) le E@BI{;K-module N (VEg) est libre de rang d et stable par Gk ;

(2) pour tout n = n(s), on a :
(BEEKD) ®papge NelVi) = (HBE, t]) Osone, DI (V).
Si l’on pose Nar(Vg) = (E@BLgK) ®E®BL’§K Ny(Vg), alors :

(3) le E@BLg’K-module Nar(Vg) est libre de rang d, stable par Gk et ne dépend pas
du choiz de s ;
(4) on a 90*<NdR<VE)) = NdR<VE) et V(NdR(VE)) ct- NdR(VE)

Afin de montrer cette proposition, nous avons besoin du lemme ci-dessous.

Lemme 6.1.2. — Si 'V est comme ci-dessus, alors :
t=" DL (V) C (SBE,L[1]) ®ssr, Dz (V) C 7D (V).

Démonstration. — On a (SRK, () ®sex, D55 (V) = (SRK,(1)) ®s5K[1] DL (V)
et on peut donc écrire un élément de D" (V) dans (SRK, (1)) @sex, DEr (V) ou bien
un élément de DY (V) dans (SRK, (1) @z Kl DL (V). Lanalogue du lemme pour
des Q,-représentations étant vrai, on en déduit le lemme en évaluant les coefficients des
écritures des éléments de DL (V) et de DEZ (V). O
Démonstration de la proposition 6.1.1. — Les applications ¢, : E@BL’;K — EQK,[t]
sont continues ce qui fait que Ny(Vg) est un sous-module fermé de t*bDI{;(VE), et il est
donc (au vu des rappels que I'on a faits plus hauts) localement libre de type fini. Le lemme
6.1.2 montre que t‘“DL’g(VE) C Ns(Vg) C t_bDL’g(VE) ce qui fait que N(Vg) est libre de
rang d. Le fait qu’il est stable sous l'action de Gk suit du fait que les ¢, commutent a
cette action. Ceci montre le (1).

Montrons & présent le (2). On note D" (Vi) = (EQK,[t]) s K[1] DEF (V). Par

le lemme 6.1.2, on a une inclusion :

(B®K.[1]) ®sar, Dig (V) C "D " (Vi)
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Soit w > max(0, —a); si y € (EQK,[t]) ®sex, DAz (V), alors il existe yo € t‘bDL’g(VE)

tel que :
tn(Y0) =y € 1" ((EQK,[1]) @sex, Dag (V)-

Si t,,,, désigne la fonction construite dans [Ber04, lemme 1.2.1], alors :
tm(Yotnw) € £ (BE®Kn[t]) ®ser,, Dag' (V)
pour tout m # n et :
tn(Yotnw) =y € " (BOK,[t]) ®sex, Dag (V)

ce qui fait que yot,w € Ns(Vg). On en déduit que pour tout w > 0, 'application de
N,(Vi) dans (EQK,[t]/t") @ser, Dir(V) est surjective. Ceci montre le (2).

On déduit du (1) et du (2) que Ngr(Vg) est un E@BL&K—module libre de rang d et
stable par Gg. Par ailleurs, si y € Ny(Vg), alors ¢, o V(y) € t - 1,(Ns(VEg)) pour tout n
d’ott V(N4(VEg)) C t- Ng(Vg) et donc V(Ngr(VEg)) C t - Nqr(VE). Enfin si M et N sont
deux E@BL& -modules libres de rang d inclus dans t_bDLg(VE) tels que V(M) C tM
et V(N) C tN, alors M = N (c’est un résultat classique pour chacune des composantes
de M et N selon la décomposition de E@BL& & en produit d’anneaux de Robba). On en
déduit le (3).

Pour terminer la démonstration du (4), remarquons que ¢(Ngr(Ve)) C Ngr(Vg) car
©(Ns(Ve)) C Nps(VE) et que V(¢p*Nar(Ve)) C t- ¢*Nar(Ve) ce qui permet de conclure
par unicité que ¢*Ngr(Ve) = Nar(Vr) . O

On pose @ = t7'V ce qui fait que Ngr(Vg) est stable par Popérateur différentiel 0.

Remarque 6.1.3. — La construction de Ngr(Vg) implique que l'on a t‘“DLg(VE) C
Nar(Ve) C t‘bDLg(VE) et donc en particulier que Nagr (Vg)[1/t] = Diig(VE)[l/t].

6.2. Monodromie p-adique

Soit K| 'extension maximale non ramifiée de Ky contenue dans K., ce qui fait que

BLg - S'identifie & un anneau de séries formelles a coefficients dans K. Quitte a remplacer

T ~Y
rigf K —

E par une extension finie, on peut supposer que K| C E. Dans ce cas, E®B
(%) on f = [K} : Q] et l'application ¢/ stabilise chaque facteur. On en déduit
pour le E@Biig -module Ngg (Vi) construit au paragraphe précédent une décomposition
correspondante Ngg (Vg) ~ @{;&NS&(VE) ou chaque facteur est stable par G (et donc
par 0) et ou cp*(Né%(VE)) ~ Ng;: 1)(VE) en prenant les indices modulo f, ce qui fait
que (pf )*(NS%(VE)) ~ Né%(VE). Chaque Né%(VE) est donc une équation différentielle

p-adique munie d’'une structure de Frobenius.
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Proposition 6.2.1. — Il existe une extension finie Zr|RZgp correspondant a une exten-
sion finie de kgp(X)) via le corps de normes telle que Zr Rz, Né%(VE) est unipotente

pour tout i.

Démonstration. — C’est le théoreme de monodromie p-adique (voir le théoreme 0.1.1 de
[And02] ou bien le corollaire de 5.0-23 de [Meb01]). Remarquons qu’on ne peut pas
appliquer le théoreme 1.1 de [Ked04] car celui-ci impose au Frobenius d’étre absolu,
ni appliquer la variante du théoreme de filtration démontrée dans [Ked06] car celle-ci

n’implique pas de maniere évidente le théoreme de monodromie p-adique. O

La plupart des extensions Zr/%E ne sont pas une composante d’'une extension de la
forme FRZ;, ou F est une extension finie de E et L est une extension finie de K, mais

dans la proposition 6.2.1 ci-dessus, c’est en fait le cas.

Proposition 6.2.2. — [| existe une extension finie F' de E et une extension finie L de
K telles que (FRAy) Rpaz, Nar(VEe) est unipotente.

Démonstration. — Soit Z I'extension finie de Z fournie par la proposition 6.2.1 ; quitte
a étendre les scalaires et & élargir F', on peut supposer d'une part que 22" = F et d’autre
part que si 'on pose Solp (Vi) = (Zr[log(X)] @4, Nar(VE))?=°, alors :

Solp (Vi) = (Zr[log(X)] @z, Nar(Vi))“*.

Le F-espace vectoriel Solp(Vg) est muni d'une action E-linéaire de Gal(F/E) et un
résultat classique (un cas particulier de la proposition 2.2.1) nous dit que Solgp(Vg) =
F ®p Solp (Vi) F/E) On a alors :

Solp(Vig) /) = (Zp[log(X)] ®s, Nar(Vi))”
C (Zr[log(X)] ®, Nar(Vi)) 5@
— %" ¥ [log(X)] @uap Nar(Vi),

puisque G EQ, agit trivialement sur Nggr (Vg).

G —
L’anneau %FE'Q" correspond, via le corps de normes, a la plus grande extension de
kg(X)) incluse dans kg (X)) - F,(X))*P, et il existe donc une extension finie L de K telle

GE‘-6 ~
que Zp ' C FRZ. O

Le groupe de Galois G agit sur Qp et QI?F est un corps de valuation discrete ce qui fait
que I'image de I'application G — Gq, contient le sous-groupe d’inertie d’une extension
finie de K et quitte a élargir le corps L fourni par la proposition précédente, on peut donc

supposer que 'image de G contient [j,.
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Corollaire 6.2.3. — Il existe une extension finie L de K telle que :
(BE@%[log(X)] ®pgsm, Nar(Ve))™

est un E' ® Ly-module libre de rang d et on a alors :

ER%log(X)] ®RpsL, (EQZL[log(X)] ®pzam. Nar(Ve))'™
= E@%Z:[log(X)] @ pas. Nar(Ve).

Soit [p] 1'élément de A* dont on utilise un logarithme pour plonger By dans Bgg.

Rappelons (cf. [Ber02, §2.4] par exemple) que ﬁiig[l/t,log(X)] = ﬁiig[l/t,log[ﬁ]].

Proposition 6.2.4. — Le E@Q;r—module (E@ELg[l/t, log[p]]®@E VE)'L est libre de rang
d et linclusion :

(EQB

rig

[1/t,log[p)] ®p V)™ C (E®E~3Lg[1/t, log([p]] ®p Vi)'

est un isomorphisme.

Démonstration. — La démonstration suit de pres celle de la proposition 3.4 de [Ber02],

a laquelle nous renvoyons pour plus de détails. Posons :

D(V) = (E®B[1/t,log[p]] @ Vi)™

rig

D, (V) = (E&BY[1/t, log[p] @& Vi)™
On a (B, [1/t, log[p]]))"* = QuF et :
E®R[log(X)] ®pz, Nar(Ve) C E®BL[1/t, log[p)] @ Vi

rig
ce qui fait que D(V) est un E@@;r-module localement libre de rangs locaux > d. Si

n > n(r), alors Papplication ¢, : ﬁf’r[l/t,log[ﬂ] — Bgr est injective par la proposition

2.25 de [Ber02] et envoie D,(V) dagns (E®B4r) ®@g Vi)'* qui est un E@Q;r—module
libre de rang d, ce qui fait que D, (V') est localement libre de rangs locaux < d. Comme
D(V) =U,=0D,.(V), on en déduit que D(V) est libre de rang d.

Passons maintenant a la deuxieme assertion. Le frobenius E-linéaire ¢ commute a Ga-
lois et définit un isomorphisme de D (V') dans lui-méme. Le résultat suit alors, apres qu’on
a choisi une base de V' et une base de D(V'), de I'analogue E-linéaire de la proposition 3.2
de régularisation par le frobenius de [Ber02] (qui se démontre exactement de la méme

maniere qu’en Q,-linéaire). Le dernier isomorphisme est alors évident. O

Corollaire 6.2.5. — Le E@Q;r-module ((E®Bg) ®p Vi)'t est libre de rang d et lap-
plication :

L ®p, (E®By) @ Vi)™ — (E®Bar) ®p Vi)'

est un isomorphisme.
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6.3. Application aux familles de représentations de de Rham

Soit BY" = & (B, log([p])’ ce qui fait que B est le noyau de N**!' sur By.

Lemme 6.3.1. — Soit S une algébre de coefficients et x : S — FE un plongement
isométrique dans une algébre de Banach. Si a € S®BJ, est tel que v(a) € E®(L ®y,
BX™), alors a € S&(L @, BH™).

Démonstration. — Rappelons que par [Col02, §8.4], il existe un homéomorphisme d’es-
paces de Fréchet BY, = C,[X] tel que L ®;, B, s’identifie &4 C,{X} et L @, BL" a
P ,Cp{ X} log(1 + X)’. On se rameéne donc & montrer que si a € S®C,[X] est tel que
z(a) € E® ®P, C,{X}log(1 4+ X)’, alors a € S® @I, C,{X }log(1 + X)".

Etant donné que 'application S @Cp — E@Cp est un plongement isométrique et que
S®RC,[X] = (S®C,)[X] et SRC,{X} = (S®C,){X}, on se ramene & montrer que si A
est un espace de Banach et B un sous-espace fermé de A, et si g(X) € & A{X }log(1+
X)¢ vérifie g(X) € B[X], alors g(X) € ®F_,B{X}log(1l + X)’.

Pour cela, considérons I'application A{X} — [],50A4 ® Qu((pn) qui a f(X) associe
(f(¢n—1))n>0- Le théoreme de Weierstrass montre que cette application est une isométrie
sur son image, et donc qu’il existe des formules universelles permettant de reconstruire
les coefficients f; de f(X) = > .50 ;X7 & partir de (f((n — 1))nz0. En particulier, si
f(¢n — 1) € B® Q,(¢m) pour tout n > 0, alors f(X) € B{X}. Si g(X) = fO(X) +
FOX)log(1+ X) + -+ fM(X) log(1 + X)" € B[X], alors g(X) € A[X]ho (les séries
qui convergent sur le disque unité ouvert), et g((yn — 1) = £ (¢ — 1) pour tout n > 0 ce
qui fait que si g(X) € B[X], alors f®(X) € B[X] aussi et donc & B{X}. En considérant
(9(X)— fO(X))/log(1+ X), on montre par récurrence que chaque f@(X) € B{X}. O

Théoréme 6.3.2. — Soient S une algebre affinoide réduite, Z  [’espace associé a S,
la,b] un intervalle fini de Z et V' une S-représentation de dimension d de G telle que
V, soit de de Rham a poids de Hodge-Tate dans [a,b] quel que soit x € Z . Il existe alors
une extension finie L de K telle que le S ® Lo-module DL (V') est localement libre de rang
d et vérifie (S ® L) Qsgr, DL(V) = Dig(V).

Six € X, alors Uapplication S/m, @5 DL(V) — DL(V,) est un isomorphisme.

Démonstration. — Par la proposition 2.1.2, on peut supposer que S est muni de la va-
luation spectrale. Par le corollaire 2.1.4, il existe m > 1 et m corps Ey,- -, F,, complets
pour des valuations discretes tels que 'on ait un plongement isométrique S — ®*, E;.

Quitte a agrandir chaque FE; on peut supposer qu’il est a corps résiduel parfait.
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Par le corollaire 6.2.5, il existe alors une extension finie L de K telle que pour chaque

7 on a un isomorphisme :
L ®r, ((E;®@Bg) ®g, Vi)™ — (E:®Bqr) ®p, Ve,)'™.

Comme une algebre affinoide est de Jacobson, si elle est réduite alors son radical de
Jacobson est nul et on peut appliquer le théoreme 5.3.1 qui nous dit que DIz (V) est
un S ® L-module localement libre de rang d. On a une application injective D (V) —
((E®@Bgr) ®s V)t avec E = @™, E; et si y € D5 (V), on peut écrire y = ijl Y ® v;
avec y; € S®Bggr. L’isomorphisme ci-dessus implique que I'image de y; dans EQBgr est
en fait dans F®(L ®7, By). Le lemme 6.3.1 nous dit alors que y; € S®(L ®r, By) et
donc que :
Diin(V) = (S®(L @1, Byt) @5 V) = L@y, DE(V).

On en déduit que D% (V) est localement libre de rang d.

Montrons maintenant le deuxi¢eme point. Comme l'application S/m, ®g Dk (V) —
Dz (V,) est un isomorphisme, l'application S/m, ®gs D% (V) — DL (V) est injective et
c’est un isomorphisme pour des raisons de dimension : le terme de gauche est de rang d

alors que le terme de droite est de rang < d. O

Corollaire 6.3.3. — Soient S une algebre affinoide réduite, 2 [’espace associé a S,
la,b] un intervalle fini de Z, V' une S-représentation de dimension d de Gy telle que
V. soit de de Rham a poids de Hodge-Tate dans [a,b] quel que soit x € X et soit L

lextension finie de K fournie par le théoreme 6.5.2. On a alors :

(1) si 7 est un type du groupe d’inertie [(L/K), alors l'ensemble 2 (T) des x tels que
le type de V, est T, est une réunion de composantes Zariski connezxes de Z ;

(2) si %Eﬁéb} ou %;La’b} dénote l’ensemble des x € X ot 'V, est cristalline ou semi-stable,
alors %fcﬁéb} et %”SLG’I’} sont des sous-espaces S-analytiques de 2 ;

(3) st ' = 219 alors DE(V) est un S @ Ko-module localement libre de rang d et
Uapplication S/m, ®s DE(V) — DE(V,) est un isomorphisme;

(4) st ' = 2198 glors DE (V) est un S @ Ko-module localement libre de rang d et

cris cris

Uapplication S/m, @5 DE, (V) — DE

cris cris

(V) est un isomorphisme.

Démonstration. — Pour montrer le (1), constatons que V. est de type 7 si et seulement
si Tr(g | DE(V)) = Tr(r(g)) pour tout g € I(L/K) ce qui définit un sous-espace S-
analytique de Z". Comme on a 2 = [[_ Z(7) et qu'il n’y a qu'un nombre fini de 7
possibles, 2 °(7) est aussi ouvert. Ceci montre le (1).

En appliquant le (1) au type trivial, on trouve que %”S,Ea’b] est un sous-espace S-
[9 4éfini par équation N | Dg(V) = 0

et est donc lui aussi un sous-espace S-analytique. Ceci montre le (2).

analytique et 2. @8] ost 1e sous-espace de Z.

Cris S
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Montrons & présent le (3). Pour tout x € 27, on a DL(V,) = Ly ®k, DE(V,); en
particulier, si y € DL(V,) et g € I(L/K), alors pour tout z € 2 on a (gy — y)(z) = 0
ce qui fait que gy = y par le lemme 2.1.1. On en déduit que [(L/K) agit trivialement
sur DL (V) et on peut alors appliquer la proposition 2.2.1 qui nous donne que DL (V) =
(S ® Ly) ®sex, DE(V), et que DE(V) est un S ® Ky-module localement libre de rang d.

Enfin le (4) résulte directement du (3) puisque Deis(V) = D (V)V=0. O

Remarque 6.3.4. — Le théoreme 6.3.2 et son corollaire 6.3.3 sont toujours valables si
I’on suppose seulement que S est une algebre de coefficients dont le radical de Jacobson

est nul et telle que la frontiere de Shilov du spectre de Berkovich de S est finie.

7. Un théoréeme de Wintenberger

Dans ce dernier chapitre, nous utilisons les résultats du paragraphe 4.1 pour montrer

le théoreme D de l'introduction.

7.1. Continuité des périodes de Sen

Dans tout ce chapitre, on suppose toujours que K est une extension finie de Q,. Si
V' est une Q,-représentation de G, soit Oy = Oge, v I'endomorphisme de Sen associé
aV (cf. §4.1) et Psenv(X) € K[X] le polynome caractéristique de 'endomorphisme de
Sen. On dit que deux représentations V; et Vs sont congrues modulo p* si elles admettent
deux Z,-réseaux T3 et T5 tels que T3/ ok~ T, / p¥. L’objet de ce chapitre est de montrer

le résultat suivant :

Théoréme 7.1.1. — Il existe une constante c(d, K) telle que si Vi et Vy sont deux
représentations de dimension d de Gy qui sont congrues modulo p*, alors les polynémes

Poen v, et Pseny, sont congrus modulo ph—eldK).

Un corollaire immédiat (en utilisant la théorie des polygones de Newton) de ce théoreme
est le résultat suivant, du & Wintenberger (cf. [Win00)) :

Corollaire 7.1.2. — 1l existe une constante c(d, K) telle que si Vi et Vo sont deux
représentations de Hodge-Tate de dimension d de Gk, qui sont congrues modulo p*, alors

leurs poids de Hodge-Tate sont congrus modulo ptF/H—c(dK).

Le reste de ce chapitre est consacré a la démonstration du théoreme 7.1.1 ci-dessus.
Comme K/Q, est finie, il existe une extension finie L de K telle que si T est n’importe
quelle Z,-représentation de G de dimension d, alors la restriction de T a G, est triviale
modulo 12p. Quitte a remplacer L par une extension finie convenable, on peut de plus

supposer que L = L.
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On peut en particulier appliquer la proposition 4.1.2 pour montrer qu’il existe une base
€1, ,eq de Og, ®z, T' telle que le Or-module Dgen(T") engendré par les e; est fixe par
Hj, stable par G, et tel que si v € 'y, alors val,(Mat(y) — Id) > cs.

Rappelons que pour tout v € 'y \ {1}, l'opérateur Oy : Dgen(V') — Dgen (V') défini par
Oy = log()/log,(x(7)) ne dépend pas du choix de v et que son polynéme caractéristique
appartient a K[X].

Placons-nous dans la situation du théoréme 7.1.1 ci-dessus et choisissons ¢} et 7 deux
bases de T} et Ty dans lesquelles les matrices G1(g) et Ga(g) de I'action de tout g € G
sont congruentes modulo p*. Soient M; et M, les matrices des bases e; dont on rappelé la
construction ci-dessus. On a en particulier : h(M;)G;(h) = M; pour tout h € Hy, et il existe
Ni(g) € GL4(Oy) telles que g(M;)Gi(g) = Ni(9)M; si g € Gk avec val,(N;(g) — Id) > ¢3
sigelL.

Lemme 7.1.8. — Il existe une matrice M € GLq(Op) telle que MM, = M, mod p*~2.

En d’autres termes les matrices M; et Ms sont congrues quitte a faire un changement

de base.

Démonstration. — Posons B = MM, ' € GLq(Or). Le fait que si h € Hy, alors G1(h) =
Go(h) mod p* et que Gi(h) = h(M; ") M; implique que h(B) = B mod p*. On sait que
Papplication O, /p* — (Oc,/p")"= est presque surjective, en ce sens que son conoyau
est tué par toute puissance de p. Il existe donc une matrice By € GL4(Op_) telle que
B = By + p*"'B;. On a d’autre part :

9(B) = g(MyM; )
= Ni(9) MGy ' (9)Ga(9) My "Ny ' (g)
= Ni(9)BN;'(g) mod p

ce qui fait que g(Bo) = Ni(g)BoNy '(g) + p* 1By avec By € My(Or_ ). Comme on a
supposé que L = L, ), on dispose d'une application Ry : Lo — L qui satisfait (TS2)
et en particulier R, (Op_) C p~0y, ce qui fait que si C' = By — Rp(By), alors g(C) =
Ni(g)ON; H(g) +p* =2 R (By).

Supposons maintenant que g € I';,. On a alors v,(¢g(C) —C) > inf(v,(C) 4¢3, k—1—c2)
ce qui fait que si v(C) < k—1—cy —c3, on a v,(g(C) — C) > v,(C) + c3 en contradiction
avec (TS3). Ceci montre que v(C) > k—1—cy — 3 et donc que si 'on pose M = By —C
alors M € GL4(01) et M — B € pF~>My(Oc,) ce qui montre le lemme. O

On suppose a présent qu’on a fait le changement de base nécessaire et que M; = M,
mod p*~2. En particulier, si g € '} et ¢3 = 1/p alors on a Ny(g) = Na(g) =Id mod p et
Ni(g) = No(g) mod p*~2.
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Lemme 7.1.4. — Si N1 et Ny sont deux matrices telles que Ny = No = Id mod p et

Ny =N, mod p*2 et sim >0, alors N*" = NI mod pF+m2,

Démonstration. — Une récurrence facile montre qu’il suffit de démontrer le lemme pour
m = 1, c’est-a-dire que NV = N} mod p*~L. Si l'on écrit Ny = N; + p*~2R, on voit que
p—1
NP — NP = pF=2 Z NiRNP™'"" mod p?k=2
i=0
et si Ny = Id mod p, alors on voit que Zf;ol NiRN?Y ~17" est divisible par p ce qui implique
que N} = N} mod pF~L. O

Démonstration du théoréme 7.1.1. — Si g € I'} alors d’une part g agit linéairement sur
le O7-module engendré par les e; et d’autre part sa matrice releve du lemme ci-dessus. La
formule ©y = log(v)/log,(x (7)) montre que Oy est la limite quand m — oo de (¢*" —
1)/p™ log,(x(g)). Le lemme précédent implique que Oy, = Oy, modulo pr—2vwllos, (x(9)))
La valuation p-adique d’un générateur de I ne dépend que de L qui ne dépend que de

d et K, ce qui acheve la démonstration. O

7.2. Limites de représentations de Hodge-Tate

L’objet de ce paragraphe est de démontrer les deux applications ci-dessous du théoreme
7.1.1.

Proposition 7.2.1. — 51V est une représentation p-adique qui est une limite de repré-

sentations de Hodge-Tate, alors Psenyv a toutes ses racines dans Z,,.

Démonstration. — Le théoreme 7.1.1 ci-dessus montre que si V; — V, alors Peeny, —
Pgep . Par définition, une représentation p-adique est de Hodge-Tate si et seulement si
I'opérateur de Sen correspondant est diagonalisable a valeurs propres dans Z. En utilisant
le fait que les racines d’un polynome varient continiment et le théoreme de Krasner,
on voit que dans l’ensemble des polynomes unitaires de degré d, ceux dont les racines
sont toutes dans Z, forment un fermé p-adique, et donc que si V' est une limite de

représentations de Hodge-Tate, alors Pse, v a toutes ses racines dans Z,,. O

Corollaire 7.2.2. — Il existe des représentations p-adiques qui ne sont pas limites de

représentations de Hodge-Tate.

Démonstration. — Pour montrer ce corollaire, il suffit, étant donnée la proposition 7.2.1,
d’exhiber des représentations p-adiques V' telles que Pseny a des racines qui ne sont
pas dans Z,. Si A est une matrice a coefficients dans Z,, alors g + exp(Alog,(x(g)))
définit une représentation p-adique dont 'opérateur de Sen associé est A. Il suffit alors

de s’arranger pour que les valeurs propres de A ne soient pas dans Z,. O
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