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Introduction :

Le but de cet article est de présenter une nouvelle méthode purement adélique pour réaliser le principe
de fonctorialité de Langlands, dans le cas de l'induction automorphe non ramifiée de GL; a GLs. On se
cantonne ici au cas des corps de fonctions; le cas des corps de nombres demanderait une vérification de plus
aux places infinies.

On construit un noyau de la fonctorialité sur le produit des groupes adéliques GL; et GLy. C’est une
version “en famille” et locale de la construction par les modeles de Whittaker globaux, utilisée classiquement
dans les “théoremes réciproques” de Weil et Piatetski-Shapiro.

La plus grande partie de la construction et des vérifications nécessaires est locale, c’est-a-dire se fait place
par place. Il s’agit de prouver que deux fonctions, dont chacune est définie localement, deviennent égales
apres sommation sur les éléments rationnels de certains groupes. Cela résulte de la formule de Poisson, sur le
modele de la these de Tate, des lors que ’'on comprend comment nos deux fonctions se déduisent localement
I’'une de 'autre par une certaine transformation de Fourier.

La construction des deux fonctions se généralise dans le cadre de 'induction automorphe de GL; & GL,
ou méme du transfert automorphe général entre groupes linéaires. Mais on ne connait pas a ce jour de
transformation de Fourier qui permette de passer localement de I'une a 'autre.

Voici le contenu des différents chapitres :

Le chapitre I rappelle d’abord en détail la formulation du principe de fonctorialité dans le cas de 'induc-
tion automorphe sans ramification de GL; & GLo. Puis il introduit en chaque place des “noyaux locaux” de
la fonctorialité ; leur définition est dictée par la regle de transfert de Langlands. Ces noyaux sont construits
a partir des fonctions de Whittaker si bien qu’il y en a deux familles, I'une relative au sous-groupe des
matrices triangulaires supérieures et ’autre relative au sous-groupe des matrices triangulaires inférieures.
Le chapitre I s’achéve par 1’énoncé du théoreme général d’échange de ces deux familles de noyaux par une
certaine transformation de Fourier.



Le chapitre IT donne la démonstration de ce théoreme par des calculs explicites, en examinant tous les
cas de figures : places scindées ou places inertes, intégration contre un caractere multiplicatif non ramifié
ou ramifié, absence ou présence d’une composante unipotente dans la matrice carrée de rang 2 en laquelle
on évalue les fonctions. On pourrait donner une démonstration plus uniforme en utilisant un outil puissant
— I’équation fonctionnelle locale des fonctions de Whittaker — mais nous avons préféré présenter des calculs
completement explicites et élémentaires.

Enfin, le chapitre III construit des noyaux globaux de la fonctorialité. Leurs propriétés d’invariance
par des sous-groupes discrets assez grands résultent de la formule de Poisson, une fois connue la propriété
d’échange par les transformations de Fourier locales dont la démonstration a occupé le chapitre précédent. Il
faut noter en particulier que 'utilisation de la formule de Poisson fait apparaitre des termes complémentaires
qui sont les valeurs au point 0 des fonctions considérées. Ces termes complémentaires fournissent la partie
des formes automorphes sur GLy constitutives de nos noyaux globaux de la fonctorialité qui ne provient pas
des fonctions de Whittaker. Leur présence est nécessaire puisque notre construction ne distingue pas entre
les caracteres de GL; sur 'extension quadratique de départ dont le transfert dans GLs est une représentation
cuspidale, et ceux — se factorisant par la norme — dont le transfert est une série d’Eisenstein.
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Chapitre I :

Définition locale du transfert
et construction de ses noyaux locaux

1 Anneaux et groupes adéliques

On se placera toujours sur le corps des fonctions F' d’une courbe X projective, lisse et géométriquement
connexe sur un corps fini Fy.

On note | X| ’ensemble des places de F identifiées aux points fermés de X, c’est-a-dire aux points de la
courbe X a valeurs dans les extensions finies du corps de base F,.

Pour toute place z € | X]|, on note :

e deg(z) la dimension sur F, du corps de définition #(x) de z, avec donc |k(z)| = ¢3°8(®) = ¢,
e 1 : F'* — Zla valuation définie comme ’ordre d’annulation en le point 2 de X des fonctions rationnelles
non nulles, et | o |, = gz 2(*) 13 norme ultra-métrique associée,
e F,. le complété de F' pour la norme | e |,
e O, = {a, € F, | z(ay) > 0} Panneau des entiers de F}, et m, = {a, € F, | x(a;) > 1} son idéal
maximal, avec donc O, /m, = k(z).

On rappelle que l'expression “pour presque toute place x” signifie “pour toutes les places z € | X| sauf

un nombre fini d’entre elles”.

On dispose de I’anneau topologique des adéles de F

A=Ap= {(aa:>z€\X| € g{le

a, € O, pour presque toute place x} ,

et de son sous-anneau ouvert compact des entiers adéliques

On=04. = [] 0.

z€|X]|

On connait le résultat suivant qui est a la base de toute la théorie automorphe :



Proposition I.1. —
(i) Le groupe additif F' est un sous-groupe discret de A. De plus, le quotient F\A est compact.
(ii) Le groupe multiplicatif F* est un sous-groupe discret de A*.

(iii) Le groupe matriciel GLo(F') est un sous-groupe discret de GLa(A). O

Dans cet énoncé,

AX = {(ax) e I[ 7

z€|X]|

a, € O pour presque toute place x}

est le groupe topologique des éléments inversibles de A. Il contient comme sous-groupe ouvert compact
maximal le groupe des adeles entiers inversibles

or= 1] or.
z€|X|
En toute place x, la valuation définit un isomorphisme
z(0)=F) /O - 7.
La définition de A* autorise a combiner toutes les valuations pour définir un homomorphisme de degré

deg : A — Z
(az)eeix| — 7Zdeg(m)~x(am).

On connait encore la “formule du produit” :

Proposition I1.2. — Le sous-groupe discret F* de A* est contenu dans le noyau A*° de I’homomorphisme
de degré
deg: A — 7.

De plus, le quotient F*\AX? est compact. a

Dans toute la suite, on notera H = GLy considéré comme un groupe algébrique.
Ainsi,

H(A) = GLy(A) = {(gx)max‘ € H GL2(Fy) ‘ 92 € GL3(O,) pour presque toute place z}
z€|X|

est le groupe topologique des matrices carrées inversibles de rang 2 a coefficients dans A. Il contient comme
sous-groupe ouvert compact maximal le groupe des matrices a coefficients entiers adéliques inversibles

z€|X]|

En toute place z, GL2(O,) = K¢, est un sous-groupe ouvert compact maximal de GLy(F,) = H(F).

D’apres la proposition 1.2, le sous-groupe discret H(F') = GLy(F') de H(A) = GL2(A) est contenu dans
le noyau GLo(A)? de 'homomorphisme composé

det

GLy(A) 2 Ax 48 7

Le quotient GL2(F)\GL2(A)? n’est pas compact mais il est de volume fini pour les mesures de Haar de
GLy(A).



Considérons enfin une extension E de F' de degré 2, que I'on suppose partout non ramifiée. Autrement
dit, E est le corps des fonctions rationnelles sur un revétement X’ fini étale de degré 2 de la courbe X.

Pour toute place x € | X|, considérons I'algebre E, = E ®p F,. Deux cas sont possibles :

e Premier cas : L’algebre E, est le produit de deux corps isomorphes a F;.. Cela signifie qu’il existe dans le
revétement X’ deux points fermés x1 et x5 au-dessus du point z de X. Leurs corps de définition x(x1) et
k(xe) s’identifient & k(x) et les complétions associées E,, et E,, s’identifient a F,., avec E, = E,, X E,,.
On dit alors que la place z est scindée dans E. On note O, = OEml X OEmQ =0, X Oy.

e Second cas : L’algebre E, est un corps, extension de degré 2 de F,. Cela signifie qu’il existe dans le
revétement X’ un unique point fermé z’ au-dessus du point fermé z de X. Son corps de définition x(x’) est
une extension de degré 2 de k(z) et la complétion associée E,s s’identifie & E,. On dit alors que la place x
est inerte dans E. On note Og, = O, .

On remarque que le produit tensoriel £ ®p Ap s’identifie a ’anneau des adeles Ag du corps de fonctions
E.
Dans toute la suite, on notera
G = ReSE/F GL1

le groupe algébrique sur F' qui se déduit de GL; par restriction des scalaires a la Weil de E a F'. Cela signifie

que pour toute F-algebre A, on a
G(A) = GLi(E®F A).

En particulier, on a en toute place x
G(F. :v) = E;

_ JEX X B, = FX X F¢ si z se scinde dans E en deux places x1 et za,
- E’ si x est inerte dans E et que 2’ est 'unique place qui la reléve.

De plus, E possede un sous-groupe ouvert compact maximal qui est
G
KO,m = OE'T
_ Of,, x Of, =07 x O six est scindée,
Oy , si x est inerte.
On dispose aussi du groupe topologique adélique
G(A) = A}

= {(tz)me\)ﬂ € H E} ’ t, € O pour presque toute place x}
z€|X|

et de son sous-groupe ouvert compact maximal

k§ = 1] 5§.= [] 05, -

ze|X| ze|X|

En toute place z € | X|, on dispose de 'homomorphisme de norme local

Nm : Ef — FJ
t, +— Nm(t,) = déterminant de 'endomorphisme de multiplication par ¢,
dans F, vu comme espace vectoriel de dimension 2 sur F, .



Il envoie O dans O

Le produit des homomorphismes de norme locaux en toutes les places x € | X| définit un homomorphisme
de norme global
Nm:G(A) =Aj; — Af.

Il envoie le sous-groupe ouvert compact maximal K(? dans O} et le sous-groupe discret E* dans F*.

2 Algebres de Hecke sphériques et formes automorphes non ra-
mifiées
En toute place z, on note d*t, la mesure de Haar sur £ qui attribue le volume 1 au sous-groupe
ouvert compact maximal OET On note wa lalgebre de convolution des fonctions a support compact sur
EY = G(F;) qui sont invariantes par Kgfm = O . Cette algébre a un élément unité qui est la fonction
caractéristique ng de K§7,.
Quand la place x de F se scinde dans E en deux places x1 et x2, on a un isomorphisme

z(u)::a:(-)

EXJOf, = EX [0, x EX[Of = FX/0X x FX [0

1

7 X 7.

si bien que wa s’identifie & 1'algebre de groupe de Z x Z. La mesure d*t, est le produit des mesures de
Haar d*ty et d*ty sur B} = F* et B, = F)¢ qui attribuent le volume 1 &4 Op = O et O = O},
Quand la place = de F est inerte dans F, on a un isomorphisme
z(o?gNm
EX/Of, =E; /O, —— 2L
si bien que Hf,w s’identifie a I’algebre de groupe de 2Z.

On déduit de ces considérations :

Lemme 1.3. —

(i) Quand la place x de F se scinde dans E en deuz places x1 et xo, Uapplication

%H/< L (b, ) - X7 X
t=(t1,to

€BF =F xFJ

définit un isomorphisme

Sy My — CIX{ @ CIX3] = CIX™, X5,
(ii) Quand la place x de F reste inerte dans E, lapplication
teE)
définit un isomorphisme
S HY ) =5 CIX*F?] = ClX*!, X+,
ot le groupe symétrique Sy agit sur l'algebre C[X*T1 — X+ en permutant les variables X et —X. |

Le groupe topologique localement compact G(A) = A}, peut étre muni de la mesure de Haar d*¢ qui est
le produit sur toutes les places x € | X| des mesures d*t, sur les G(F,) = E. Elle attribue le volume 1 au

sous-groupe ouvert compact maximal KOG = II ng.
z€|X]|



On note Hg 'algebre de convolution des fonctions & support compact sur G(A) = A}, qui sont invariantes
par K§ = OgE. Cette algebre a un élément unité qui est la fonction caractéristique ]IQC,; de KOG .

On a une décomposition naturelle

G __ G
Hi = Q) HSy
€| X]|
avec
G G
5 = ® 1g,.
z€|X|

Tout caractere x
A%/O}, —

peut aussi bien étre vu comme une représentation irréductible, de dimension 1, de l'algebre Hg. 1l se
décompose canoniquement en un produit
X = ® Xz

z€|X]|
ou chaque x, est un caractere
B} /0F, — "
ou, ce qui revient au méme, une représentation irréductible, de dimension 1, de 1'algebre Hiw.

Quand la place x est scindée dans E en deux places x1 et x2, se donner une telle représentation irréductible
Xo de lalgtbre HS ;) — C[XT!Y, XF) équivaut & se donner les images 2y, (X ), Zoy (X2) € C* des deux
variables X1, X5.

Quand au contraire la place x est inerte dans F, se donner une représentation irréductible x, de I’algebre
HE ;= C[X*!, —X %152 revient & se donner au signe pres l'image + 2, (x,) de la variable X

Un caractere global x : Aj /OgE — C* est unitaire si et seulement si tous ses facteurs locaux y, :
Ef/Op — C* le sont.

Et un caractere local x, : EX/ ng — C* est unitaire si et seulement si ses “valeurs propres” z,, (xa),
Zzy (Xz) [resp. & z: ()] sont de module 1.

On pose la définition suivante :

Définition 1.4. — On appelle représentations automorphes de Hg ses représentations irréductibles (de di-
mension 1) qui apparaissent dans la décomposition spectrale de 'espace de Hilbert

LA(GF)\G(A)/KG) = L*(EX\AR/O),)

muni de l'action de Hg par convolution.

Autrement dit, ce sont les caractéres unitaires
x: EX\AL /05 — C*.
|

Disons que deux caractéres automorphes x,x’ : E*\AL/ OgE — C* sont dans la méme classe si leur
quotient x’ - x~! se factorise & travers ’homomorphisme de degré
m d
EX\AX/O} "B FX\AX/OF. "B L.

Il résulte de la proposition 1.2 qu’il n’existe qu'un nombre fini de classes de caracteres automorphes
EX\AE/OgE — C*.



Passons maintenant au groupe H.

En toute place z, on note dg, la mesure de Haar sur H(F,) = GL2(F;) qui attribue le volume 1 au
sous-groupe ouvert compact maximal K(fz = GL2(0,). On note Hf o l'algebre de convolution des fonctions

a support compact sur H(F,) qui sont invariantes & gauche et & droite par Kfm. On l'appelle Ialgebre de
Hecke sphérique de H(F;). Elle admet pour élément unité la fonction caractéristique ]Ig p de fo.

Rappelons la décomposition d’ITwasawa :

Lemme 1.5. — Tout élément g, de H(Fy) = GLo(Fy) peut s’écrire sous la forme

(M1 0 . 1 u )

avec 1, 2 € FX, u € Fy, gp € GLa(O,).
De plus, si on note
o d*uy ou d* s la mesure de Haar sur F)* qui attribue le volume 1 a O,
e du la mesure de Haar additive de F, qui attribue le volume 1 a O,
e dgy la restriction de dg, ¢ GL2(O,),

on dispose de la formule suivante d’intégration des fonctions h, localement constantes a support compact sur
H(F,) = GLa(Fy)

0 1
[ =t [ (20
H(Fy) FXXF} F, GL2(O,) H2

|

Rappelons maintenant 1’énoncé du théoreme de Satake :

Théoreme 1.6. — L’application
0 1 u rz(p1) 12(z) z(po)—=(p1)
By d* iy - d* / du - h ((“1 >( >>.X”1-X K2, 2
T e ST 0 ) 0 1)) 2
définit un isomorphisme
SIS CIXGE X,
En particulier, l’algebre de Hecke sphérique Hf@ est commutative. (|

Le groupe topologique localement compact H(A) = GL2(A) peut étre muni de la mesure de Haar dg
qui est le produit sur toutes les places z € | X| des mesures dg, sur les H(F,) = GLa(F,). Elle attribue le
volume 1 au sous-groupe ouvert compact maximal

K = [] K, = GL2(On).
z€|X|

On note HE, et on appelle algebre de Hecke sphérique globale, I’algebre de convolution des fonctions &
support compact sur H(A) = GLy(A) qui sont invariantes & gauche et & droite par KX = GLy(Oy). Cette
algebre admet pour élément unité la fonction caractéristique ]Ié{ de K{.

Hy' = Q) My

z€|X]|

On a une décomposition naturelle
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avec

0 = & 1y,

z€|X]|
si bien que, comme produit tensoriel d’algebres commutatives, Hgl est elle-méme une algebre commutative.

Toute représentation irréductible m de cette algebre commutative 'Héq est nécessairement de dimension
1. Elle se décompose canoniquement en un produit tensoriel

ou chaque 7, est une représentation irréductible (de dimension 1) de I’algebre Hf 0

Se donner une telle représentation irréductible m, de D'algebre HY  — C[XH, X[ 82 équivaut & se
donner, & lordre pres, les images z1 (7, ), 22(m;) € C* des deux variables X7, X3.

On pose la définition suivante :

Définition 1.7. — On appelle représentations automorphes de Hé{ ses représentations irréductibles (de
dimension 1) qui apparaissent dans la décomposition spectrale de 'espace de Hilbert

L*(H(F)\H(A)/Kg') = L*(GL2(F)\GL2(A) /GL2(O4))
muni de l’action de HéJ par convolution a droite. (I

Considérons une représentation irréductible 7 = @ m, de algebre ’Hé{ . Elle est caractérisée par la
z€|X|
donnée, pour toute place x € | X|, des deux “valeurs propres de Hecke” z1(7,), z2(m;) bien définies & I'ordre
pres.

On appelle “forme automorphe propre” de 7 toute fonction
h:H(F)\H(A)/K —C

telle que, pour toute place z € | X| et tout élément h, de l'algebre de Hecke sphérique locale Hf@, on ait la
formule suivante pour le produit de convolution

hxh, = Sf(hm)(zl(ﬂ'm),@(ﬁm)) -h.

Citons le “théoreme de mutiplicité 1” de Piatetski-Shapiro :

Théoréme 1.8. — Pour toute représentation automorphe m de Héq, Uespace de ses “formes automorphes
propres” est de dimension 1. O

3 Définition locale du transfert de Langlands
Rappelons que nous travaillons sur les deux groupes algébriques sur F'
G =Resp/pGL; et H =GLy.
En toute place x € | X|, nous allons définir un homomorphisme d’algébres commutatives
Pi Mg — Mo

qui va constituer la regle locale de Langlands pour le transfert automorphe par induction de G a H.
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Posons :

Définition 1.9. — En toute place x € |X|, on appelle homomorphisme de transfert par induction de G o H
et on note

P Mg — My
l’homomorphisme défini de la maniére suivante :
(i) Si la place x se scinde dans E en deux places x1 et xo, avec les isomorphismes

S8l < O, XS,
G .G ~ +1 oyl
Sac :Ha:,(l) - (C[Xl ’XQ ]a

Pk est donné par la substitution des variables (a l'ordre pres)

X1I—>X1,

XéHXQ

(ii) Si la place x est inerte dans E, avec les isomorphismes
i Myl — CIXTH, X552,
S¢HSy = CIXE, —XFS7
P est donné par la substitution des variables (& lordre prés)
X=X,
X)— —-X.

O

La composition avec p} : Hg@ — Hg@ permet d’associer a tout caractere x, de Hg@ vu comme un
homomorphisme d’algebres
Hey—C

un caractere de HE ) noté (pz)« Xa-

Autrement dit, pour tout caractére non ramifié
X« By /Op — C*,

(pz)+ Xo est I'unique représentation irréductible ,, de Hf{@ telle que :

e Sila place x se scinde dans F en deux places x1 et 2, on a égalité a 'ordre pres des paires de valeurs
propres de Hecke

(21(m2), 22(72)) = (221 (Xa), Zaa (Xar)) -

e Si au contraire le place x est inerte dans E, on a égalité a l'ordre pres des paires

(2'1(7"1)7 32(7790)) = (zw(Xw)a _Zw<Xw)) .

12



Le but de cet article est de présenter une nouvelle démonstration purement adélique du théoreme suivant :

Théoréme 1.10. — Pour tout caractére automorphe non ramifié

x=[[ x=: EX\Aj/O}, —C*,

z€|X|
il existe une (unique) représentation automorphe m = Q) m, de lalgébre de Hecke sphérique Hé{ du groupe
z€e|X|
H(A) = GLy(A) telle que
Vx€|X|, Wr:(px)*XQP
Remarque. Ce théoréme implique que, pour tout caractére automorphe x = [] X comme dans 1’énoncé,

z€|X|
il existe une forme automorphe non nulle (et unique a multiplication preés par un scalaire)

h : GL2(F)\GL2(A)/GL2(04) — C

telle que, en toute place x € |X|, on ait

[ ]
h* hy :Sf(hr)(ZTl(XT)7ZT2(XT))h? YV hy GH;{@,

si x se scinde dans E en deux places z1 et xo,

hoxhy = SH(h)(20(X2), —22(X2)) - Ry, Vha € Hg@,

si x reste inerte dans F.

Mais réciproquement, si on prouve l’existence d’une forme automorphe h vérifiant une telle propriété
relativement & un caractére automorphe x de E*\A%/ O;%(E’ la représentation irréductible 7 de Héq engendrée
par cette forme h sera nécessairement automorphe, c’est-a-dire apparaitra dans la décomposition spectrale
hilbertienne de L?(H(F)\H(A)/K{). Cela résulte de ce que toutes les valeurs propres z, (Xz), Zu, (Xz) OU
2z (Xz) ont 1 pour module. O

4 Fonctions sphériques et fonctions de Whittaker

En toute place = € |X|, construisons sur G(F,)/K§, et H(F,)/K{!, des formes propres relatives aux
caractéres unitaires des algebres de Hecke sphériques locales wa et Hf 0

Lemme I1.11. —

(i) Si la place x se scinde dans E en deuz places x1 et xo, et \e = (A1, \2) est un couple de nombres complezes
de module 1, la fonction

®C,, : EY=E} xE} =F‘xF}—C
t= (ty,tg) > AT \Z02)
est caractérisée par les trois propriétés suivantes :
e clle est invariante par K¢, = ngl X Ogmz =0X xO0f;
* q)a?,/\. * 0p = S5 (p2) (A1, A2) - q)flci)\.7 Vi, € Hi@ ;
°« O, (1)=1.
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(i) Si au contraire la place x reste inerte dans E, et que A est un nombre complexe de module 1, la fonction

¢, : Ef — C
t — )\m(Nm(t))

est caractérisée par les trois propriétés suivantes :
e clle est invariante par K(fx = ng ;
i @ﬁ/\ * P = Sf(@x)()‘Q) ) (I)g,)m Vi € Hi@ ;
° @ﬁ/\(l) =1.

Apres le groupe multiplicatif G(F},), passons au groupe matriciel H(F,) = GLa(F}).
Nous avons besoin de choisir un caractere additif continu non trivial
Y Fy — C*.

On rappelle que le conducteur N, d'un tel caractere 1) est I'unique entier tel que 9 soit trivial sur le sous-
groupe ouvert compact {u € F, | #(u) > N,} mais non trivial sur {u € F, | (u) > Ny — 1}. Quand le
conducteur IV, est nul, on dit que le caractere 1) est régulier.

Pour n’importe quel élément vy € F* de valuation Ny, on peut écrire

PYlu) = Yoyt u), YueF,,

ou g est un caractere régulier de F,.
Utilisant la décomposition d’Iwasawa des éléments g € H(F,) = GLy(Fy),

_ (o O\ (1 w)

telle que rappelée dans le lemme 1.5, on peut énoncer la proposition suivante qui explicite et caractérise ce
que l'on appelle les fonctions de Whittaker :

Proposition 1.12. — Soit Ae = (A1, A2) un couple de nombres complezes de module 1.

Considérons la fonction Wf;f définie par la formule cohérente

-1
H, 1 z(po)—=(pg)
Wi (g) = (m U> G 7 > ALt A

nytng=a(ppg)
z(py1)2ny,ng>x(p2)

en tout élément g = (’uol l?> . ((1) 11L> - gp, dans le cas ot le caractére 1 est régulier;
2

puis, dans le cas d'un caractére non trivial général écrit sous la forme ¥(u) = (v, ' - u) avec vo € F,
(o) = Ny et 1o régulier, par la formule cohérente

-1
0
Wit = wie (7 9) )
1 0 _
i () ) ) o

WHY . H(F,) = GLy(F,) — C,

T,\e

dite fonction de Whittaker, vérifie les propriétés suivantes, qui la caractérisent :

Alors cette fonction
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e clle est invariante a droite par ng = GL2(0,) ;

1 u B
"Wl <(0 1) 'g> = () WK (9), Yu € Fu;
o« WY s hy = SH(ha) (. A2) - WL, Vb, € HE,

® ona Wf)ff(l) =1 si ¢ est régulier et Wfﬁ’ ((700 (1)

général écrit sous la forme (u) = o(vy ' - u) avec vy régulier.

>> =1 dans le cas d’un caractére non trivial

O

Insistons sur le fait que la fonction de Whittaker Wf j\lf ne dépend pas de I'ordre des deux composantes
de )\. = ()\1,)\2).

5 Noyaux locaux de la fonctorialité
La définition des homomorphismes de transfert
Ph Mg — M
par substitution des valeurs propres de Hecke conduit & poser la définition suivante :

Définition 1.13. — On appelle noyauz locauz de la fonctorialité les fonctions
K G(F,) x H(F,) — C

définies de la maniére suivante :

e Dans le cas ot la place x se scinde dans E en deux places x1 et xo,
Kgg7¢((tl7t2)’g) = / dA1 - dAg - Pe(A1, A2) - 5 (t1,12) - Wfilf(g)
[A1]|=1=[Az]

ot

P, est un polynome, élément de C[XT', XF1],

(t1,t2) décrit G(F,) = B = Ef x B = F) x F,

g décrit H(F,) = GL2(F,),

Ae = (A1, A2) décrit le produit de deux copies du cercle unité de C*,

d)\1 et d\y désignent la mesure invariante de volume 1 sur le cercle unité de C*.
e Dans le cas ot la place x reste inerte dans F,

KOH(t,9) = /AH ax- P(2) BT, WY (g)

ot

P, est un polynéme pair, élément de C[X*2],

t décrit G(F,) = E,

g décrit H(F,) = GLa(F,),

A décrit le cercle unité de C*,

dA désigne la mesure invariante de volume 1 sur ce cercle unité. (|

15



La raison pour laquelle on baptise ces fonctions
KSH G(F,) x H(F,) — C
du nom de “noyaux locaux de la fonctorialité” est fournie par le lemme suivant :

Lemme 1.14. —

(i) Si la place x est scindée dans E, P, est un polynome de deux variables et \g = (A1, \2) est un couple de
nombres complexes de module 1, on a

/ Aty - d¥ty - Ko ph (b, 2), ) - B 5, (b1, t2) = Pe(M1, A2) - WIS (g)
FXxFY '

(i) Si la place x est inerte dans E, P, est un polynéme pair d’une variable et X est un nombre complezxe de
module 1, on a

/EX ¥t KSH (t,g) - ®5 (1) = P.(A2) - WY (g).

Ce lemme signifie en effet que les noyaux d’intégration
KM G(F,) x H(F,) — C

transforment tout vecteur propre
G(F,)/K§, — C

d’un caractére non ramifié x, de G(F;) en un vecteur propre
H(F,)/K', —C
de la représentation irréductible m, = (pa)«(xz) de H).

Les noyaux
KA G(F,) x H(F,) — C

sont invariants & droite par K¢, x K.

Pour toute fonction sphérique h, € Hfm, on a la formule
G.H, G,H, —1 *
Kol why = K20 (1) (he)

ol le premier produit de convolution x est relatif & la variable g, € H(F}), et le second *~! & la variable
t;1 e G(F,) :

(Kgg’w*hz)(tag)_/( )dgz'Kgg’w(tag'ggl)'hz(gm)
H(F,

GHy — G.H, - -
(K, p, YTt g) = /G(F‘ )dXtI Kp, Yttt g) pa(tsh)
Enfin, on a pour toute fonction sphérique ¢, € ’Hf@

G,Hy —1 _ G HY
Ka: P, * P = z,Py-SS () *
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6 Echange par transformation de Fourier

En toute place z € | X|, on dispose de I'homomorphisme local de trace

T : B, — Fy,
t, +— Tr(t;) = trace de 'endomorphisme de multiplication par ¢, dans F,
vu comme espace vectoriel de dimension 2 sur F, .

Il envoie Of, dans Op,.
Dans le cas ou la place x se scinde dans E en deux places x1 et a2, 'homomorphisme de trace s’écrit
simplement

Tr @ Ep=FE; xE,,=F,xF, — F,,
t:(tl,tg) = t+ta.

Ayant choisi un caractere additif continu non trivial
Y —C",
on dispose du caractere additif non trivial induit par composition
YoTr: B, — C*.

On rappelle qu’on a noté Ny le conducteur du caractere 1. Munissons F, de la mesure de Haar additive
dt qui attribue au sous-groupe ouvert compact O, le volume qiv v,

Ces choix étant faits, on peut rappeler la définition de la transformation de Fourier relative & 1 o Tr sur
E, :

Proposition 1.15. — La transformation
£ <f:t/l—>f(t/) :/ dt-f(t)-1/10Tr(tt'))
E,

définit un automorphisme de l’espace des fonctions localement constantes a support compact sur E,.
On Uappelle la 1-transformation de Fourier sur E,.
Son automorphisme réciproque n'est autre que la \-transformation de Fourier sur E, :

fr (t’H/Emdt-f(t)-onY(tt’o

Le but du prochain chapitre est de démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 1.16. — En toute place x € | X|, pour tout polynéme P, (en deuz variables ou une seule suivant
que x est scindée ou inerte dans F ), pour tout caractére multiplicatif unitaire (éventuellement ramifié)

w:F —C*,
et pour tout élément g € H(Fy,) = GLa(Fy), les deux fonctions suivantes sur EX
-1 —3 G.H. w0
to wNm(e) 7 N [ duewn) - kG (0 (0)
FX
1 -
£ w(Nm(t)) - [Nm(#)]; / dp- () - KEE0 (1, (9 1) (10
FX Tl 1 0 0 1
se prolongent par continuité en des fonctions localement constantes a support compact sur E,,.

De plus, la seconde de ces fonctions est la 1p-transformée de Fourier de la premiére, a un signe pres qui

vaut
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e 1 sila place x est scindée dans F,

o (—=1)™v sila place x est inerte dans E.
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Chapitre II :

Vérifications locales

1 Reéduction au cas d’un caractere additif régulier

Le but de ce chapitre est de démontrer le théoreme 1.16 dont 1’énoncé clot le chapitre précédent.
Dans ce premier paragraphe, nous allons prouver qu’il suffit de le faire dans le cas ou le caractere ¥ est

régulier.
Fixons donc une place z € | X|, un polynéme P, (en deux variables ou une seule selon que x est scindée
ou inerte dans F), un caractére multiplicatif unitaire w : F* — C* et un élément g € GLy(F,).

Pour tout caractere additif non trivial
Y Fp — C,

on définit les deux fonctions suivantes sur E :

Folt) = wo8an(0) N [ et 65 (1 (9 )

() = wNome) - ISyl [ ) KA (3 6)- (s )9

Prouvons :

Lemme II.1. -

(i) Soient deux caractéres additifs non triviauzs

wva:Fx_)(cx

reliés par une identité de la forme
¥(a) =o(yg " - a)
pour un élément vy € F,°.

Alors on a les relations
fw(t) = w('YO) : ffﬁo(t) )

Fo®) = e-wi0) e, (0 1),
ou € est le signe
. 1 si la place x est scindée dans E,
T (=1)*00)  sila place x est inerte dans E.
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(ii) Pour démontrer le théoréme 1.16 en une place x € |X|, il suffit de traiter le cas ou le caractére additif
Y Fp — C* est régulier.

Démonstration.

(i) Les fonctions de Whittaker associées & une paire de valeurs propres unitaires Ae = (A1, A2) et aux
caractéres ¢ et 1y sont reliées par la formule

—1
0
i =wie (5 ) -a)-
On en déduit

0 . 0
d-w(p) KSpY (6 (0 7) g) =wi) - [ dp-w(p) - KEE (e (0 7)) g)
0 1 p 0 1

De méme, les fonctions de Whittaker relatives aux caractéres conjugués 1) et 1y sont reliées par la formule

WL (g) = Wik ' 0 cg) = O dg) =00 e (100 g
T,\e T,\e 0 1 T,\e 0 Yo .

Si la place x se scinde dans E en deux places x1 et x5, on a encore

FX

(A1 do) 770008 (t71) = G, (" -6)71),
tandis que si la place x reste inerte dans F, on a

A0 ()00 B (7T) = (~1)700) - 8T (5T ))

s (0 1\ [u 0
et 1525 (o) (5 1) 9)
‘/sz () P 1 O O 1
_ D _ _ 0 1 0
= cewtw [ kGE (0t o (§ ) (6 D) 9

x

On en déduit

On obtient comme voulu

fo(t) = w(0) - fu(t),

{f{b(t) = cwin) ¢ (et b,
puisque
1
w(Nm(y5 1)) - INm(yg ) * = w(y0) 7% - ¢; "0
(ii) Un caractere additif non trivial
Y F, — C*
s’écrit sous la forme
P(a) =vo(yg ' - a)
ol 9y est un caractere régulier et z(yy) = Ny.
Or il résulte de la définition rappelée dans la proposition 1.15 que la -transformée de Fourier f d’une

fonction f localement constante & support compact sur F, et sa ty-transformée de Fourier fo sont reliées
par la formule

2 Ny 70/ —

JW)y=a"-flot-t).
Donc l'assertion (ii) est conséquence de (i). O
Dans les quatre paragraphes suivants 2, 3, 4 et 5 du présent chapitre II, on supposera donc que le caractere

additif ¢ : F,, — C* est régulier et, par conséquent, que la mesure additive dt sur E, attribue le volume 1
au sous-groupe ouvert compact O,,.
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2 Calculs sur les noyaux en une place scindée

Situons-nous en une place x € | X| qui se scinde dans F en deux places z1 et zs.

Pour démontrer le théoreme 1.16, il n’y a pas de restriction a supposer que le polynéme P, est un monéme,
de la forme X[ %' - X% avec ki, ky € Z.

Le noyau local associé s’écrit

KA (t,g) = /u e dAp - dha - AR AR @G (1) - WY (g).

)

Décomposons
t = (t1,t2) avec t1,t2 € F,),

(o O\ (1wl
= (5 ) o )

avec 1, o € FX, u € Fy, gp € GL2(O,). On a donc

et

B0 A

et

-1
H. 1 z(po)—x(py)
Wi (g) =4 (m U) G P > AT AZE,

nitng=z(pipgz)
z(p1)2ny,ny>z(p2)

d’ot1 'on déduit :
Lemme I1.2. — Avec les notations ci-dessus, le noyau
G,H,
Kflj7P_E w(t7 g)
s’annule en dehors de la zone

k1 + k2 + z(t1 t2) = 2(p1 p2),
x(p1) > max{k; + z(t1), ks + z(t2)},
x(p2) < min{ky + z(t1), ko + x(t2)} .

A Uintérieur de cette zone, il vaut

-1
z(po)—x(pg)
G,H, H1
K@szp(tag):qw 2 1/J<ﬂ2 'U)

qui se réduit simplement a
z(po)—=(pmy)
2

4z
lorsque x(u) > 0. O

w0

. Lo - gp comme fixé, et étudions le noyau
0 H2 1

G, H po 0\
re (¢ 9

comme fonction de ¢t = (t1,t2) € EX = F X F} et de p € F).

Considérons maintenant g = (
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D’apres le lemme ci-dessus, ce noyau est supporté dans la zone

k1 + ke + z(tit2) = 2(p1 p2) + (),
x(ppr) > max{ks + z(t1), ko + x(t2)},
z(p2) < min{ky +z(t1), k2 + z(t2)},

-1
o) —w(py) =) oy
qdz 2 “Qr 1/)<u ,
M2

ou il vaut

expression qui se réduit simplement a
o) —w(ny) =z
2 2

qx *qx
lorsque x(u) > 0.

On calcule maintenant :

Proposition I1.3. — Etant donné un caractére multiplicatif continu
w:F —C*,
l'intégrale
. du-w(p) - Kp" <’5’ </{)L (1)> -g) )

considérée comme fonction de t = (t1,t2) € B = F x FX, est nulle en dehors de la zone

{!E(t1) > x(p2) — ki,
z(t2) > z(p2) — ko

A Uintérieur de cette zone, elle vaut suivant les cas :

(i) o st x(u) > 0 et le caractére w est ramifié.

(i)

2

(2(2) — k1) (2 (uz) — ko) z(t1ta)
T — T —
zk1+k2—$(}tlﬂ2) . k2 . 2 2 2 . (Zw
w qu 1
qz

st x(u) > 0 et le caractére w est non ramifié, de valeur propre z,,.
(iii) Le produit de

1

(z(pg)—k1)+(=(ng)—ka) z(tat)
o (o) — o (pn)—
SRitka—z(pipz) | el (ZW>
w dx
3

qz
et de
1 st (z(ty) + k1 — x(p2)) + (x(te) + k2 — z(p2)) > v,
s () b= ) + (alta) + o — o) = 0 =1,
0 st (x(t1) + k1 — x(p2)) + (x(t2) + k2 — 2(p2)) < v -2,
dans le cas ot x(u) = —v, avec v > 1, et ot le caractére w est non ramifié, de valeur propre z,,.

(iv) Le produit de

12 (z(po)—k1—z(t1))+(z(pa)—ko—=z(t3)) 1
o(L2) 0 : e W) = M) ) )
H1u F
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et de la fonction caractéristique de la zone
x(tl) > x(/J’Q) - kl )
SC(tQ) > I(HQ) - k? )
z(t1) + k1 — x(p2)) + (@(t2) + k2 — x(p2)) —v = —No,

dans le cas ot x(u) = —v, avec v > 1, et ot le caractére w est ramifié, d’indice de ramification N, > 1.

Démonstration. D’apres le lemme 11.2, la fonction

G,H, w0

s’annule en dehors de la zone

x(tl) > I(HQ) - kl )
m(tQ) > I(IU‘Q) - kQ )
z(p) = ki + ka2 + a(ti t2) — x(pa p2) ,
et, dans cette zone, elle vaut
-1
z(pg)—=(pny) _x(p)
B e w(ﬂﬂl@
M2
qui se réduit simplement a
w(ug)—w(py)  _ z(w)
qx 2 Gz

lorsque x(u) > 0.
i) résulte alors de ce que, si z(u) > 0, p+— K& t, w0 - g | ne dépend que de la valuation de u.
z, Py 0 1

(ii) résulte de I’égalité

o(ug) (1) (2(u2) k1)t (2 (o) —ks) wltata)
“22 K1 _1 Mo 12 M2 2 <zw>

ki1+k t1ty)— ki1+ko—
0 (gr? - 2) 1+keta(tite)—w(pip2) Zu.)1+ 2—z(p1p2) | 0x =
qi

(iii) résulte de la méme égalité et de ce que l'intégrale

—1
/Fj dp - T(x(p) = k1 + ko + x(t1 t2) — x(pg p2)) - (MM/ZI u>

- /F>< dpp - W (p) = ky + ko + 2(t1 ta) — 22(p2) — v) - (u) ™

vaut 1, —ﬁ ou 0 suivant que
-

ki 4 ko + a(tytz) — 20(u2) = (2(t1) + k1 — x(p2)) + (x(t2) + k2 — x(pu2))

est strictement supérieur, égal ou strictement inférieur a v — 1.

(iv) résulte de 1’égalité

q1<#2);1(ul) . q*%(kl‘H‘?Z‘i’w(tlt2)*$(lilllf2)) B (I(HQ)*kl*I(tl))z(z(ﬂz)*kQ*I(tQ))
xr xr - xr

et, par le changement de variable



de la partie (i) du lemme suivant que nous rappelons :

Lemme I1.4. — Etant donné un caractére multiplicatif ramifié

w:F —C*,
notons N, son indice de ramification, c’est-a-dire le plus petit entier > 1 tel que la restriction de w au
sous-groupe multiplicatif compact ouvert 1 +mb« soit triviale.

Alors, si : F, — C* est un caractére additif régulier, on a

(i) Les intégrales

e W(x(p) = N) - w(p) - ()"

valent toutes 0, sauf si N = —N,,.
(ii) Pour N = —N,,, on a

—-N
- qy
[ al) = =No) ) 000" = S ()
= 4
ot
) = [ da-Ualw) = ~N) - wla) ()
Fy
N
est un nombre complexe de module q.> . (|

0 U2 0 1

cHy (-1 (0 1) ([ 0)
s (o) (6 9) )

comme fonction de ¢t = (t1,t2) € EX = F X F et de p € F).

. 1 . .
Notant toujours g = (,u 10 > . < u) - gp, considérons maintenant le noyau

De la méme fagon que dans la proposition I1.3, on calcule :

Proposition IL5. — Etant donné un caractére multiplicatif continu

w: Ef —C*,

L /(0 1\ [n 0
et K550 (4 (30)- (5 1) o).
/le (> »Pa 1 0 0 1

considérée comme fonction de t = (t1,t2) € EYX = F) X FX, est nulle en dehors de la zone

{Cﬂ(tl) > ky — (pz) + min{0, z(u)},
x(t2) > ko — x(pz2) + min{0, z(u)} .

Uintégrale

A Uintérieur de cette zone, elle vaut suivant les cas :

(i) 0 st x(u) > 0 et le caractére w est ramifié.

(i)
(@(pg) = k1) +(@(ng) — k)
kitke—z(pipe) | 7 F— B

Zw qx

(2w - qé)*fﬂ(tltz)
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st z(u) > 0 et le caractére w est non ramifié, de valeur propre z,,.
(iii) Le produit de

Z(’f]ﬂrkz*ﬂc(uluz) .q;kl71(“2)%);@2%(“2)%) (20 .qé)*w(tlh)
et de
1 si (x(ty) — k1 +x(p2) +v) + (x(tz) — k2 + x(p2) +v) > v,
_qxi 1 st (z(ty) — k1 +x(p2) +v) + (x(te) — ko + () +v) =v —1,
0 st (z(ty) — k1 +x(p2) +v) + (x(te) — ko + x(p2) +v) <v—2,
dans le cas ot x(u) = —v, avec v > 1, et ot le caractére w est non ramifié, de valeur propre z,,.

(iv) Le produit de

2 (k1 —w(pug)—a(ty)—v)+(kg—x(ug)—=z(ty)—v) 1 1
w(£2) g : i W) = ~No) )0l
M1 U Jake

et de la fonction caractéristique de la zone

w(t) > ky = a(p2) — v,
z(t2) > ko — x(p2) — v,
x(ty) — ki + z(p2) +v) + (x(te) — ko + z(p2) +v) —v = —N,,

dans le cas ou x(u) = —v, avec v > 1, et ot le caractére w est ramifié, d’indice de ramification N, > 1.

Démonstration. Traitons d’abord les cas (i) et (ii) o z(u) > 0. Quitte a modifier gy, on peut méme
supposer que u = 0.

gy (,—1 (0 1\ (p O\ N oy (,—1 (B2 O
s (o (30) (6 0) o) = (o (L

s’annule en dehors de la zone

Alors le noyau

ki + ko — x(tyta) = x(p p2) + 2(p),

x(p2) > max{ks — x(t1), k2 — x(t2)},

z(ppr) < min{ky — x(t1), k2 — x(t2)}
soit

z(t1) > k1 — x(p2),

z(t2) > ko — x(p2),

x(p) = k1 + ko — x(pg po) — x(ty t2) .

Et, a l'intérieur de cette zone, il vaut

z(py)—=(p2) z(p)
Pl

qx Gz’

(i) résulte alors de ce que cette expression ne dépend que de la valuation de pu, et (ii) de ’égalité

z(py)—x(p2) 1
e 5 \k1+ko— —a(tr t
Ju 2 (20 - q2) 1tk —z(pip2)—z(t t2)
(z(pno)—k1)+(=(png)—ko) 1
k1 4o — - S\—a(t1t
Zw1+ 2 I(Hl'u2)'%c 2 -(zw-qg?) I(12)'
Traitons enfin les cas (iii) et (iv) on x(u) = —v, avec v > 1.

Nous avons besoin du lemme suivant :
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Lemme II.6. — Si u € F, avec x(u) = —v et v > 1, on peut écrire
I wy _(u 0\ (1 0} w1
0 1) \0o wu! u 1 -1 0

(“__11 é) € GLy(0,).

ol

Suite de la démonstration de la proposition I1.5. Quand z(u) = —v, avec v > 1, le noyau
GHyp (,—1 (0 1\ (p O
s (o) 69
G,H ) 1 [ H2u
< (5 ) o5)
= kG [ (] b u) (meu”t 0
ol 0 1 0 K u

s’annule en dehors de la zone

k1 + ko — z(t1t2) = x(p1 pa )
(g u~t) > max{k; — x(t1), ko — x(t2)},
o(ppr w) <minfky —x(ty), k2 — 2(t2) },
soit
x(ty) > k1 — x(p2) — v,
x(tz) = ko — x(u2) — v,
x(p) = k1 + ko — x(ty ta) — x(p1 p2) -
Et, a Iintérieur de cette zone, il vaut

-1
z(pr)—a(pz) z(p) 2
—1
qx 2 (g 2, dj ( -u .
M

(iii) résulte alors de ’égalité
z(py)—x(pa)
Gz 2 i (Zw q

(k1 z(pg)—v)+(kg—z(png)—v)
2

%)k1+k2*90(t1t2)*1(m#2)

1
2 —x(tltz)

k1+k2 —z(p1p2) | (Zw : Q:g)

et de ce que l'intégrale
-1
[ ot = o+ = (e t2) = ()0 (L2 )
Fy M1

vaut 1, —ﬁ, ou 0 suivant que
x

vt (Z?) — (k1 + ko — z(t1 to) — x(p1 p2)) = (x(t1) — k1 + x(p2) +v) + (2(t2) — ko + x(p2) +v) — v

est strictement supérieur, égal ou strictement inférieur a —1.
(iv) résulte de 'égalité

qw(u1);w(u2>7v ) %(k1+k271(t1t2)7r(p.1ﬂ2)) _ (k1*J(Mz)*m(ﬁ)*v);(kz*w(u2>7w(12)7v)
T T = 4z

et, par le changement de variable
2

ppru’

—

de la partie (i) du lemme IT.4.
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3 Transformation de Fourier des noyaux en une place scindée

L’objet de ce paragraphe est de démontrer le théoreme 1.16 dans le cas ou le caractere additif ¢ : F, — C*
est régulier et la place x € | X| se scinde dans F en deux places z1 et zs.

Considérons donc les deux fonctions f et f’ suivantes, définies sur E) aprés le choix d’un élément

g= (%1 /? ) . <(1) 1{) - gp de GLo(F,) et d’un caractére multiplicatif w : F* — C*. Elles associent & tout
2

élément t = (t1,t2) € EX = F} x F les produits

_ -1 0
Fo =ttt el [ dpew w88 (6 (5 0) ).

FT
1 5[ _ 0 1 0

Fit) =wltite) [ttals? - | dp-w(p) - KOE (477, (5 7)) 9)
Fl e 1 0 0 1

Il s’agit de comparer les expressions obtenues dans chacun des quatre cas (i), (ii), (iii) et (iv) des propo-
sitions II.3 et IL.5.

Supposons d’abord que z(u) > 0, ce qui correspond aux cas (i) et (ii).
Le cas (i) ol w est ramifié : Alors les fonctions f et f’ sont toutes deux nulles.

Le cas (ii) ol w est non ramifié : D’apres la proposition I1.3, la fonction f(t) est alors le produit de la

constante
SRtk —a(pip2)
w

et des deux fonctions
z(png)—ky
2

z (z(t1) > x(p2) — k1),

z(p2)—ka

g > - Wx(t2) = x(p2) — ko),

tandis que, d’apres la proposition IL.5(ii), la fonction f’(¢) est le produit de la méme constante

Zkl +ho—x(u1p2)
w

et des deux fonctions
_ 1‘(#22) —k1

qx MWz (ty) >k — 2(p2))
_z(ug)—ko
¢ - W(z(t2) = ke — x(p2)) -
Les deux fonctions f et f’ sont localement constantes & support compact sur E, et transformées de Fourier
I'une de I'autre. Cela résulte de ce que, pour tout entier N, les deux fonctions sur F

t— g/ (z(t) > N)
t g V2 (2(t) > —N)

sont transformées de Fourier I’'une de autre.

Le cas (iii) ou z(u) = —v, avec v > 1, et w est non ramifié : Dans ce cas, les deux fonctions f(t) et
f/(t) s’écrivent comme le produit de la méme constante

SRtk —a(pip2)
w
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et des deux fonctions

(x(p2)—k1)+(x(pa)—ka)

t=(t1,t2) — Gu ? (2 (t) > 2(p2) — k1) - L(z(t2) > 2(p2) — k2)
L@ (1) + k1 — z(p2)) + (z(t2) + ko — 2(p2)) > v)

1
qgc_l

L((w(t1) + k1 — z(p2)) + (z(t2) + k2 — 2(p2)) = v — 1)

et

(k1 —@(po)—v)+(kg—z(ug)—v)

t e g 2 W(w(ty) = by — w(pi2) = v) - Walta) > ke = a(i2) = v)

A L((x(t1) — k1 + z(p2) +v) + (2(t2) — k2 + z(p2) +v) > v)

1

o1 M@t) =k z(ue) +0) + (2(t2) = ko + 2(2) +v) =v = 1)) .

Soit v = (71,72) un élément de ES = F x F* tel que vy(71) = x(p2) — k1 et vz(y2) = x(p2) — ka.
Démontrer que f est la transformée de Fourier de f équivaut a démontrer que

t—yyela 2 ff(y b

est la transformée de Fourier de ,
tmyelz - f(y-t).

Par conséquent, la démonstration du théoreme 1.16 dans le présent cas (iii) se ramene au lemme suivant :

Lemme I1.7. — Sur F, x F,, les deuzx fonctions
t=(t1,t2) — folt) = MW(z(t;) >0)-T(z(t2) >0)

. {I[(m(tl) + x(te) > v) —

qg;l— I MW(x(t1) + z(ta) =v — 1)}

et
te fot) = ¢ La(t) > —v) - La(tz) > —v)

. {]I(:c(tl) +x(ta) > —v) — qwl_ T T(z(t1) + z(t2) = —v — 1)}

associées a n’importe quel entier v > 1 sont transformées de Fourier l'une de I’autre.

Démonstration du lemme II.7. Ces deux fonctions de ¢ = (¢1,t2) sont localement constantes & support
compact, et leurs valeurs ne dépendent que des valuations x(t1) et z(ts).

Pour démontrer le lemme, il suffit de vérifier que, pour tous entiers ni,ng € Z, le produit scalaire de f,
avec la fonction fy,, n,

(t1,t2) = farms(t1t2) = L(x(t) > ng) - L(z(ta) > n2)

est égal au produit scalaire de f, avec la transformée de Fourier fy,, , de fn, n,

(t1t2) = frymo (b1 te) = ¢ 7" Wa(t) > —my) - Lz (ta) > —ny).
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Autrement dit, on doit vérifier que l'intégrale

I = / dty - dty - W(x(t1) > max{0,n;}) - L(z(t2) > max{0,nz})
F,oxF,
. {]I(x(tl) +x(ta) >v) — qxl_ o T(z(t1) + z(te) = v — 1)}
est égale a
I = q;m_"T“/F . dty - dty - W(x(ty) > max{—v, —n1}) - U(z(t2) > max{—v, —na})
: []I(:E(tl) + z(tg) > —v) — %1* 1 M(x(t1) + z(t2) = —v — 1)} .

Or on a

—max{0,n1} —max{0,nz}
z Ay

I=gq

si v < max{0,n;} + max{0,ns} et, dans le cas contraire,

1

/ dty - dty - W(x(t1) > max{0,n1}) - L(z(t2) > max{0,na})
Fo.xF,

{qz W(a(tr) + (ta) > v) — —

Go—1 =1 Ut +a(t2) 2v—1)

_ / dty - dts - W(z(t) = max{0,m1}) - T(a(ts) > v — max{0,n1}) - —L2
FuxF, gz — 1

= qx

si bien que, dans tous les cas,
I=q; max{v,max{0,n1 }+max{0,n2}}
. .

De méme, on a

I = q—nl—nQ—v g max{—v,max{—v,—ni }+max{—v,—n2}} _ q—nl—nQ—v . q;nin{v,min{v,nl}+min{v,n2}} )
x T T

Nous sommes ramenés au lemme suivant dont nous laissons la vérification au lecteur :
Lemme I1.8. — Pour trois entiers v > 0 et ni,ng € Z, on a toujours l’égalité
max{v, max{0,ny } + max{0,n2}} + min{v, min{v,n; } + min{v,n2}} = v+ n; + ny.
O

Le cas (iv) ou z(u) = —v, avec v > 1, et w est ramifié : D’apres la proposition IL.3(iv), et avec les
notations du lemme II.4, la valeur de la fonction f en un point ¢t = (t1,t2) € EX = F) X F* est

10 = w(2) o

1
M1 u 1-— .
z(pg)—ky
gz 2 W(x(ty) > z(p2) — k1)
z(png)—ko
gz 2 - M(x(ty) > x(pe) — ko)

SM((x(tr) + k1 — x(p2)) + (x(te) + ko — x(p2)) —v = —N,) - w(ty t2)
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tandis que, d’apreés la proposition I1.5(iv), la valeur de la fonction f’ en t = (t1,t3) est

o = o) e

w1 1- i
k1 (ug) v
“Qr A(z(t1) > k1 — 2(p2) —v)
kg—z(p2)—v
G ? W(x(t2) > kg — x(p2) — v)

A((w(t1) = b1+ z(p2) +0) + (2(t2) — k2 + 2(p2) +v) —v = —=Ny) - w(tit2).

Ces deux expressions sont nulles si v < N,,,.
Supposons donc que l'on ait v > N,,.

On remarque que 1’égalité
(x(t1) + k1 — x(p2)) + (z(te) + ko — x(p2)) —v = —N,

entraine
(1'(#2)*761);(1'(#2)*762) Nw27u %w(tltz)

qx =dx ‘4z

et que, de méme, 1’égalité
(z(t1) — k1 + 2(p2) +v) + (2(t2) — k2 + 2(p2) +v) —v=—N,

entraine

(k1 —w(pg)—v)+ (kg —x(png)—v) Ny —v lz(t t2)
102
G 2 =¢ ° @ .

Nous sommes réduits au lemme suivant :

Lemme I1.9. — Pour tous entiers ni,nq € Z, la ¥-transformée de Fourier de la fonction localement constante
a support compact sur B, = F, X F,

ni+ng

(t1,t2) = foin,(t1,t2) = ¢ 2 - M(z(tr) = n) - Wa(te) = ne2) - e(w, ) - w(ti ta)

est €gale a la fonction

_nitng
2

(#:5) = ¢ ™ - ga Az (th) = —ny — No) - Wa(ty) = —na — Nu) - £(@,9) - w(ti t2)

Démonstration du lemme II.9. D’apres le lemme I1.4(i), I'intégrale

[ttty =) - 20 - wiee)

x

est non nulle seulement si n + z(t') = —N,, et elle vaut dans ce cas
g "N (@) w(t').

Donc la transformée de Fourier de la fonction f,, ,, de I’énoncé du lemme s’écrit

_njtng
2

fm,m(t/lvté) =¢e(w,?) - 5(5)77/_))2 : q;2Nw G
L’égalité voulue résulte alors de la formule rappelée dans le lemme I1.4(ii)
e(w,¥) e(@,9) = le(w, )] = ¢

Cela acheve la démonstration du lemme I1.9 et donc aussi du théoréme 1.16 en les places © € | X| qui se
scindent dans F. O

A(a(t) = —n1 = No) - Wa(ty) = —nz = No) - w(ti 1)
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4 Calculs sur les noyaux en une place inerte

Allons maintenant en une place x € | X| qui reste inerte dans E.

Pour démontrer le théoreme 1.16, il n’y a pas de restriction a supposer que le polynéme pair P, est un
monéme, de la forme X 2%, avec k € Z.

Le noyau local associé s’écrit
G,H, ok TG I rirH
KSHY (1, g) = /All NN IE [0 W (g)

comme fonction de t € EX et de

(K1 0 . 1 u .

BT (1) = A0

On a

et
0 st w(u) —a(un) ¢ 2N,
H,y _ 1751 - z(pg)—a(pg) o (1
Wx’(/\_/\)(g)_ d,(uzu) g 2 Az ()@ (se)
si w(un) - (uz) € 2N,

d’ott 'on déduit :
Lemme I1.10. — Avec les notations ci-dessus, le noyau
G,H,
Kx,Pm w(t7 g)

s’annule en dehors de la zone
{Qk + 2(Nm(t)) = x(p1 p2),
z(p1) = z(p2) -

A Uintérieur de cette zone, il vaut
(uz) == (uy) [ -1
(1)etes) g Ty (B
K2

qui se réduit simplement a
z(po)—=(p)
2

(_1)r(uz) e
lorsque x(u) > 0. O

pn 0

1 .
. “). gp comme fixé, et étudions le noyau
0 125 1

G, H po 0\
st (5 1))

comme fonction de t € ES et de p € FJC.

Considérons désormais g = (

D’apres le lemme ci-dessus, ce noyau est supporté dans la zone

{Qk‘ +2(Nm(t)) = (1 p2) +z(p),
w(ppn) = w(pe)
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ou il vaut

oug)—e(uy) _ w(w) L -1
(—1)=2) g, 2 gz 2 Y —u)
2

expression qui se réduit a
z(po)—x(py) _x(p)
2

(_1)36(“2) G 2 "z
lorsque x(u) > 0.

On calcule :

Proposition I1.11. - Etant donné un caractére multiplicatif continu

w:F —C*,

0
ot K (e (5 1) 0).
F

X
x

l'intégrale

considérée comme fonction de t € EX, est nulle en dehors de la zone

x(Nm(t)) > 2x(u2) — 2k .

A Uintérieur de cette zone, elle vaut suivant les cas :
(i) 0 st z(u) > 0 et le caractére w est ramifié.
(i)
z(Nm(t))
2k— T
(_1)90(#!2) -z z(pip2) | qz(ﬂfz) . <"f>
qz

st x(u) > 0 et le caractére w est non ramifié, de valeur propre z,,.

(iii) Le produit de

@(Nm(t))
(—1)=(m2) . p2h—a(upiz)  galuz)=k . <Zw)

qz
et de
1 st x(Nm(t)) + 2k — 2x(u2) > v,
qul_ : si x(Nm(t)) + 2k — 2z(p2) = v — 1,
0 si x(Nm(t)) + 2k — 2x(p2) < v —2,
dans le cas ot x(u) = —v, avec v > 1, et ot le caractére w est non ramifié, de valeur propre z,,.

(iv) Le produit de

(10 (L) RN [ aly) = <) ) )

H1u FY

et de la fonction caractéristique de la zone

{Z‘(Nm(t)) > 22(p2) — 2k,
x(Nm(t)) + 2k — 2x(pu2) —v = —N,,

dans le cas ot x(u) = —v, avec v > 1, et ot le caractére w est ramifié, d’indice de ramification N, > 1.
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Démonstration. A la suite du lemme I1.10, on a calculé

R (1 (1) 0) = WSm) > 2(u) ~20) - Walp) = 26 + 2N (0) = (s )
. (71)93(“2) ' q:(w);:c(ul) ' q;% w <MM/;1 ' u) -1 |

-1
une expression dans laquelle le dernier facteur v (% . u) disparait lorsque x(u) > 0.

i) résulte alors de ce que, si z(u) > 0, p+— KEHY t, w0 - g | ne dépend que de la valuation de pu.
z, Py 0 1

(ii) résulte de I'égalité

z(Nm
@ (pg)—w(py) 1 2kt (Nm(t ok i Zu (Nm(t))
e 2 (g 2 -z e m(t))—z(pip2) — 22 —z(p1p2) .q;(w)— . .

(iii) résulte de la méme égalité et de ce que l'intégrale

/wa dp - W(x(p) = 2k + 2(Nm(t)) — z(py p2)) - (Mil .u>—1

= [ W) = 2k -+ o(Nt) ~ Za(a) ) )
Fy
vaut 1, *%%1 ou 0 suivant que 2k+2(Nm(t)) —2x(uz2) est strictement supérieur, égal ou strictement inférieur

av—1.

(iv) résulte de I’égalité

qz”*# g ¥R Nm(O)—a () _ o () —k =2 (Nm(®)
et, par le changement de variable
e ﬁ 1
de la partie (i) du lemme IL.4.
Cela acheve la preuve de la proposition I1.11. a

0 H2 0 1

GHY (-1 (0 1\ (pu O)
e (0 a) (6 1))

comme fonction de t € £ et de € F*.

. 1 .y .
Notant toujours g = (,u 1 0 ) . ( u) - gp, considérons maintenant le noyau

De la méme facon que dans la proposition précédente, on calcule :

Proposition I1.12. — Etant donné un caractére multiplicatif continu

w:F —C*,

AT
dyt - () - KG (t 1,< >< )g) ,
~/FT,X ’P:" 1 0 0 1

33

lintégrale



considérée comme fonction de t € EX, est nulle en dehors de la zone
x(Nm(t)) > 2k — 2z (p2) + 2 min{0, z(u) } .

A Uintérieur de cette zone, elle vaut suivant les cas :
(i) 0 st x(u) > 0 et le caractére w est ramifié.
(i)
(—1)7(h2) . g2h=a(mpz) . gh=a(uz) . (5 . q2)=o(Nm(®)
st x(u) > 0 et le caractére w est non ramifié, de valeur propre z,,.

(iii) Le produit de
(—1)#()+o . 2h—s(uapz) | gh—a(u)=v . (, .qg)ﬂmma»

et de
1 si x(Nm(t)) — 2k + 2z(p2) + 2v > v,
_qmi : st x(Nm(t)) — 2k 4+ 22x(pu2) + 2v=v—1,
0 st x(Nm(t)) — 2k + 2x(p2) + 2v < v — 2,
dans le cas ot x(u) = —v, avec v > 1, et ot le caractére w est non ramifié, de valeur propre z,,.
(iv) Le produit de
(et () o B OO w0 = V) ) o)
FX

et de la fonction caractéristique de la zone

{ w(Nm(t)) > 2k — 22(p2) — 2v,
(x(Nm(t)) — 2k + 2z(p2) + 2v) —v = —N,,,

dans le cas ot x(u) = —v, avec v > 1, et ot le caractére w est ramifié, d’indice de ramification N, > 1.

Démonstration. Traitons d’abord les cas (i) et (ii) ot z(u) > 0. Quitte & modifier gy, on peut méme
supposer que u = 0.

aHyp (-1 (0 1\ (p O\ N\ _ cH$ (-1 (K2 O
s (o) (6 1) o) —me (o (5,

s’annule en dehors de la zone

Alors le noyau

soit

Et, a l'intérieur de cette zone, il vaut

@(py)—x(pg) =(p)

(1)) g T g

i) résulte alors de ce que cette expression ne dépend de p qu’a travers sa valuation, et (ii) de I’égalité
iz g

z(py)—=(pg)

1
Ge  Z (20 - 2 )Qk z(pipz)—2(Nm(t)) _ Z% z(pipe) | q/;—:c(uz) (2 - qwz)—x(Nm(t)).
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Traitons enfin les cas (iii) et (iv) ot 2(u) = —v, avec v > 1.

-1
GHy [,—1 (MU 0 ] 1 u
Kok, (t ( 0 ww) <0 1>>
= KG H’(Z) t_l 1 i2ﬂi7; Cu . /~‘L2 u_l 0
2P “\o 1 0  pumu

{2kx( m(t)) = z(pp p2)
(k2 u™

Utilisant le lemme I1.6, le noyau

G,H -1 0 1 . 1% 0 .
()65 )

s’annule en dehors de la zone

u™t) > a(pp ),

soit

{ w(Nm(t)) > 2k — 2z (ug) — 2v,
(1) = 2k — x(Nm(t)) — z(p p2) -

Et, a l'intérieur de cette zone, il vaut

_ -1
_1 x(pupgw)—z(uout) 2u*1
(D gy (B

M
-1
z(py)—w(pa) z(p)
= (_1)w(u2)+v - Qx 2 v, Qx 2. ,ll) <M2 . u1> .
12723
(iii) résulte alors de ’égalité
q;(m);m(uzl_y (2 - 2 )Qk z(Nm(t))—z(pip2) _ 22k x(pip2) | qk_w(’“)_v : (Zw‘QE)_x(Nm(t))

et de ce que 'intégrale

e Wolp) = 2k = aNm(e) ~ ol ) - (20

FX M1

vaut 1, _q,.i171 ou 0 suivant que
v+ <52> — (2k —z(Nm(t)) — (1 p2)) = (x(Nm(t)) — 2k + 2z(ue) + 20) — v
1
est strictement supérieur, égal ou strictement inférieur a —1.
(iv) résulte de 1'égalité

qg%f | gd @) —aur j2)) _ k=e(ia)= e (Nm(0)-v

et, par le changement de variable
H2
ppu’

de la partie (i) du lemme I1.4.
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5 Transformation de Fourier des noyaux en une place inerte

L’objet de ce paragraphe est de démontrer le théoreme 1.16 dans le cas ou le caractere additif ¢ : F, — C*
est régulier et la place z € | X| reste inerte dans E.

Considérons donc les deux fonctions f et f’ suivantes, définies sur E) aprés le choix d’un élément

g= (/61 l? > : <(1) t{) - gp de GLo(F,) et d’un caractere multiplicatif w : F* — C*. Elles associent a tout
2

élément ¢t € E les produits

7o) = om0 [ ot kG (1 (1) a)

FX

70 =) ool [ et w887 (0 (9 0) (5 1))

4

Il s’agit de comparer les expressions obtenues dans chacun des quatre cas (i), (ii), (iii) et (iv) des propo-
sitions I1.11 et I1.12.

Supposons d’abord que z(u) > 0, ce qui correspond aux cas (i) et (ii).
Le cas (i) ol w est ramifié : Alors les fonctions f et f’ sont toutes deux nulles.

Le cas (ii) ol w est non ramifié : D’aprés la proposition I1.11, la fonction f(¢) est alors le produit de la
constante
(_1)9‘7(#2) . Zikfm(ﬂl,w)

et de la fonction
;W) 7F M ((Nm(t)) > 22(p2) — 2Kk)

tandis que, d’aprés la proposition 11.12, la fonction f/(¢) est le produit de la méme constante

(_1)1'(#2) . Zik—l(/tluz)

et de la fonction
gk 0) (2 (Nm(t)) > 2k — 2u(ja))

Ainsi les deux fonctions f et f’ sont-elles localement constantes & support compact. Elles sont transformées
de Fourier 'une de Pautre puisque le cardinal du corps résiduel de E, est ¢2.

Le cas (iii) o1 2(u) = —v, avec v > 1, et w est non ramifié : Distinguons suivant la parité de v.
Supposons d’abord que v = 2v’, avec v’ > 1.

Alors, d’apres les propositions I1.11 et I1.12, les deux fonctions f et f’ sont le produit de la méme
constante

’

(_1)9”(#2) . Zik—w(muz) . q;"’

et des deux fonctions )
b g2 ) =R T (2(Nm(t)) > 2z(pg) — 2k + 20)

t i gb )= (o (Nm(t)) > 2k — 22(pp) — 20') .
Ainsi f et f’ sont-elles localement constantes & support compact et transformées de Fourier 'une de I'autre.

Supposons maintenant que v = 1 + 2v’, avec v’ > 0.

Alors, d’aprés les propositions I1.11 et I1.12, les deux fonctions f et f’ sont le produit de la méme
constante

’

(_1>ac(H2) . Zi’f—x(ﬂllw) q; "
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et des deux fonctions

folt) = q;c(m)_k*'”l . -]I(a:(Nm(t)) > 20 + 242 x(uz) — 2k)

e W@(Nm (1) = 20+ 2a(pz) — 20)

= qi(ﬂz)*kﬁ’u’ . dz - . ]I(x(Nm(t)) Z 2’1_}/ +2
_qx -

+ 22 (p2) — 2k)

et

7 Le®Nm(®) 2 20"+ 20(u2) - 2k)

)= : []I(:Jc(Nm(t)) > —2v" — 2x(u2) + 2k)

1 I(x(Nm(t)) = —2v" — 2 — 2x(uz) + Qk)}

o Me®m(®) > =20 — 20(u2) + 24)

Les fonctions fy et f{ sont localement constantes & support compact, et la transformée de Fourier de fj est
qkfw(uz)fvlfl
r xr
folt) = ————

p— ~TM(z(Nm(t)) > —20" — 2 — 22(u2) + 2Kk)
qI;_GC(MZ)_U/

1 La(Nm() 2 =20~ 2(u2) + 2k)

qui n’est autre que fj(¢t).

Cela acheve la preuve du cas (iii).

Le cas (iv) ou z(u) = —v, avec v > 1, et w est ramifié : D’apres les propositions I1.11 et 11.12, les deux
fonctions f et f’ sont nulles & moins que v — N, € 2N, soit v > N, et (—1)? = (—=1)M

Faisons donc ces derniéres hypotheses.

Alors on a les formules

ft)

_N,
(—1)=(k2) _w< H2 ) e

L1 u 17L'8(waw)
q$
-q5 )7k (2 (Nm(t))

2z(p12) — 2k +v — Ny) - w(Nm(t)) ™
et

—N,, B
r = (_wa'“’(ﬁ)'f”” ~ @)

(=1)Ne . gh—zlu)=v, ]I(:c(Nm(t)) =2k — 2x(p2) — v — N,,) - w(Nm(t)).

Les fonctions f et f’ sont bien localement constantes & support compact.

37



De plus, il résulte du lemme I1.4 (appliqué & E, plutdt qu’a F,,) que la t-transformée de Fourier de la

fonction sur E,
t — M(z(Nm(t)) = 22(u2) — 2k +v — N,) - w(Nm(t)) ™

n’est autre que
t'— T(2(Nm(t") = —2z(u) + 2k — v — N,,) - w(Nm(t))) - g5 22#2)F2k=v=No . o ((7 6 Nm, 1)) .
Pour démontrer que f’ est la t)-transformée de Fourier de f, nous sommes réduits & prouver 'identité
e(w,9) - gz M - e(WoNm, o Tr) = (=1)N - (@, )

soit, d’apres le lemme 11.4(ii), B
e(woNm, o Tr) = (=1)N . g(@, ).
Cette identité n’est autre que la formule de Hasse-Davenport.

Cela termine la démonstration du théoréme 1.16. O

6 Les valeurs au point 0

Nous aurons besoin de connaitre les valeurs au point 0 € E,. des fonctions localement constantes & support
compact introduites dans le théoreme 1.16.

On se place dans la situation générale de ce théoreéme. Ainsi :
e ¢ : F, — C* est un caractere additif non trivial dont le conducteur Ny n’est pas nécessairement nul,

o w: F)Y — C* est un caractére multiplicatif unitaire éventuellement ramifié,

e g est un élément de GLo(F,) qu’on écrit sous les deux formes d’Twasawa

_fm O (1 w\ _(pp O (1 0 ,
9‘(0 m) <0 1) 9@_(0 wh) N\ 1) 90

avec pij = pu1, ph = pig et w' = 0si x(u) >0, et p) = pyu, phy = pou™" si z(u) <0,

Dans ce paragraphe, on note enfin fy et f{b les fonctions localement constantes a support compact sur
E,, dont les restrictions & £ sont définies par les formules

o) = wNm@) Nl [t k88 (6 (5 9)-a)

x

0 = wun) - Wl - [ e kG20 (e (9 0)- (5 9) 9)

x

On obtient comme conséquences des propositions I1.3 et IL.5 :

Corollaire I1.13. — Supposons que la place x se scinde dans E en deux places x1 et xo, et que P, est un
monéme de la forme X ™ - X, %2,
Avec les notations qui précédent l’énoncé du corollaire, on a alors :

e Sile caractére w est ramifié :
{fw(o) =0
[0 =0
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e Sile caractére w est non ramifié, de valeur propre z,, :

(z(p2)—ky1)+(z(p2)—ka)
2

Ny SRtk —z(pip2)
w

fyp(0) =z e
, (k1 —z(uh)) + (ks —z(uh))
/ Ny k1+ko—z(p)ph) -
fw(o) = (zw'QI) Vo 2 g 2
Démonstration. Dans le cas ou le caractere additif 3 est régulier, c’est-a-dire ot Ny = 0, c’est une

conséquence immédiate des formules des propositions I1.3 et IL.5.
Sinon, on écrit ¥ sous la forme
(a) = o(r5 " - a)
oll Yy est un caractere additif régulier et v € F* un élément de valuation z(yg) = Ny.

D’apres le lemme I1.1(i), on dispose des égalités

fu(t) = w(vo)-f%()(t),
fo) = wio) gz’ fu,(e 1),

d’olt on déduit les formules annoncées relatives au caractere additif ¢ de conducteur V. O
De méme, on déduit des propositions I1.11 et 11.12 :

Corollaire I1.14. — Supposons que la place x reste inerte dans E, et que P, est un monéme de la forme
X2k,
Awvec les notations qui précédent I’énoncé du corollaire, on a alors :

e Sile caractére w est ramifié :
{fw(o) =0
[0 =0
e Sile caractére w est non ramifié, de valeur propre z,, :
£5(0) (—1)=k2) . 2N  p2h—wuinz) | ga(ua)=k
£5,(0

(—1)H2) (=, - qu) VY Y _qlmc*x(ué)

=

Démonstration. Dans le cas ot Ny, = 0, c’est une conséquence immédiate des formules des propositions
I1.11 et 11.12.

Sinon, on écrit a nouveau 1 sous la forme

W(a) = Yol " - a)

et on applique les égalités du lemme I1.1(i)

w(’)/o) ) fdlo (t) >
£ = (=1)"09 cw(vg) - 200 - £ (35 1)

&

s
~

=
|
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Chapitre III :

Construction des noyaux globaux par la formule de Poisson

1 Caractere additif et mesure auto-duale globaux
Choisissons une fois pour toutes un caractere additif non trivial
g : Fg — C*.
En toute place x € | X|, il induit un caractere additif du corps résiduel

g, * k() E>]Fq ﬁ>(CX,

défini par composition avec ’homomorphisme de trace
Tr: k(z) — Fy.

Puis considérons une forme différentielle rationnelle non nulle wx sur la courbe X.

En toute place x € | X|, la composition de '’homomorphisme de résidu Res et du caractere additif résiduel
14, définit un caractere additif non trivial du corps local F

Yy  Fy — CX,
a — g (Res(a-wx)).

On remarque que le conducteur Ny, de 9, est égal a 'ordre d’annulation (ou de péle, si c’est un entier
négatif) de la forme différentielle rationnelle wx au point = de la courbe X. En particulier, le caractere v,
est régulier si et seulement si la forme wy est réguliere au point x.

En presque toute place x € |X|, wx est réguliere si bien que 9, est trivial sur O,. On peut donc définir
le produit de tous les 9., € | X|, en tant que caractere additif

v=]] ¢o:hr—cC*.

z€|X]|

On connait le lemme suivant :
Lemme IIL.1. - Le caractére additif non trivial g : Fg — C* étant fixé, les caractéres additifs ¢ : Ap — C*
associés comme ci-dessus a une forme différentielle rationnelle non nulle wx de la courbe X sont exactement

les caractéres additifs continus non triviauz
AF — (CX
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dont la restriction au sous-groupe discret cocompact F' de A est triviale. ([l
Fixons désormais la forme wx, donc aussi le caractere v : Ap — C* et ses composantes 9, : F, — C*.
Sur lextension E de F, on dispose de I'homomorphisme de trace de E sur F’
Tr: E— F.
En toute place x € | X|, son produit tensoriel avec F,, sur F est "homomorphisme de trace local déja rencontré
Tr: E, — F,.

Il envoie Of, dans Op,.

Enfin, son produit tensoriel avec Ar est ’homomorphisme global de trace
Tr:Ag — Ap.
11 se confond avec la somme sur toutes les places « € |X| des homomorphismes locaux de trace Tr : E, — F.
En toute place x € | X|, on dispose du caractére additif non trivial défini par composition
YpeoTr: B, — F, — C*.
Le produit sur toutes les places x € |X| de ces caractéres n’est autre que le composé
YoTr:Ap — Ap — C*.

Il est trivial sur le sous-groupe discret £ de Ap.

Comme dans la discussion qui précede I’énoncé de la proposition 1.15 du paragraphe 1.6, munissons chaque
E,, z € |X]|, de la mesure de Haar additive dt, qui attribue au sous-groupe ouvert compact Op, le volume

N,
G Yo

On dispose alors de la 1,-transformation de Fourier locale
fo (fz b fo(th) :/ dty - fu(ts) - g 0 Tr(ty -t;))
E‘T
et de sa réciproque, la 1,-transformation de Fourier locale

for (t; ~ [t fu(ta) de o e, 'tfr)> |

Munissons Ag de la mesure de Haar additive produit dt = @ dt,.
z€|X|

On a le théoréme suivant :

Théoréme III1.2. -

(i) La transformation
£ (f:t/Hf(tl) :/ dt«f(t)-zboTr(tt’))
Ap

définit un automorphisme de l’espace des fonctions localement constantes a support compact sur Ag.

On Uappelle la 1p-transformation de Fourier sur Ag.
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Son automorphisme réciproque n'est autre que la V-transformation de Fourier sur Ag :
[ (t’H/ dt~f(t).z/30Tr(t~t’))
Ap

(ii) (Formule de Poisson)

Pour toute fonction localement constante a support compact f sur Ag, on a

D FE) = f9).

0€E 0eE

Si f est une fonction sur Ag de la forme
f = ® fw
z€|X|

ou chaque f, est une fonction localement constante & support compact sur E, et ou, en presque toute place
x, fy est la fonction caractéristique llp, de Op,, on a

f: ® fz
z€|X|

Autrement dit, la i-transformation de Fourier globale sur A g est le produit tensoriel, sur toutes les places
x € |X|, des ¢ -transformations de Fourier locales sur F.

2 Construction locale et identification des termes complémentaires

Dans ce paragraphe, fixons une place z € | X|.
Nous avons introduit dans le paragraphe 1.4 les fonctions de Whittaker
WLl L H(F,) = GLy(F,) — C
associées aux choix du caractere additif non trivial
Yyt Fp — C*

et d’une paire de nombres complexes unitaires A\ = (A1, A2).

Nous avons besoin d’introduire d’autres fonctions

VN GLy(F,) — C

T, Ao

qui vont permettre de réinterpréter les “valeurs en 0” calculées dans le paragraphes I1.6.

Proposition II1.3. — Soit \¢ = (A1, A2) un couple de nombres complexes de module 1.
Considérons la fonction
VN GLy(Fy) — C

qui associe a tout élément écrit sous forme d’lwasawa,
(M1 0 . 1 u .

. —z(puy)+N.
VHvaz B z(p2) 1(21 1)+Ny
T,\e (g) =dqz

Alors cette fonction vérifie les propriétés suivantes, qui la caractérisent :

la valeur
_)\clv(m)—wa ,)\;(uz).

43



elle est invariante a droite par K{', = GL2(Oy) ;

elle est invariante d gauche par le radical unipotent Np(F,) = {(é 1;) ‘ u € Fm} ;

o VN s hy = SH(hy) (s Ao) - VIR Vb, € HE

o pour tout élément vy € F de valuatzon z(y0) = Ny,, 0

H,Ny, Yo O L
i (5 1) -

93(’71)
. 0 A 1w N,
Vi&i“”((“ )g)() (g2 - 22)" 02 VN (g) Yy, €

® 0N a

0 7

Remarque. A la différence des fonctions de Whittaker w, ’% , les fonctions V Noe dépendent de l'ordre
des deux composantes A1 et Ao de A\g = (A1, A2). Clest pourqu01 les quatre premleres propriétés énoncées
dans la proposition ci-dessus ne suffisent pas a les caractériser. O

De méme que nous avions introduit dans la définition 1.13 du paragraphe 1.5 les “noyaux locaux”
KSph= . G(Hp) x H(F,) — C,
on pose la définition que voici :
Définition II1.4. — On note
K& G(F,) x H(F,) — C
les fonctions définies de la maniére suivante :
e Dans le cas ot la place x se scinde dans E en deux places x1 et xo,
G,H,0 =G (1) H,Ny,
K0t 9) = /M_l dX- PO N) - 0 () - VIV (g)
ot
N py +1 £l
P, est un polynéme, élément de C[ X7, X5 7],
t est élément de G(F,) = Ef = Ef x Ef, = F)} x F,
g est élément de H(Fy,) = GLa(Fy),
A décrit le cercle unité de C*,

d\ désigne la mesure invariante de volume 1 sur ce cercle.

e Dans le cas ou la place x reste inerte dans F,
G,H,0 ——— _HN,,
K:v,P_n <t7g) :/)\ 1d)\Pm()\2)(I)g>\(t)V (}\w}\)<g>

ot

P, est un polynéme pair, élément de C[X*2],

t décrit G(Fy) = E,

g décrit H(F,) = GLo(Fy),

A et d\ sont comme plus haut. O
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Les fonctions
KM G(F,) x H(F,) — C

sont invariantes & droite par K¢, x K¢’,.
Pour toute fonction sphérique h, € Hf_@, on a la formule
G,H,0 7 GHO  —1
K.p " xhe = Kp " * (P (hz))

ott le premier produit de convolution * est relatif & la variable g, € H(F}) et le second ! & la variable
t;1 € G(Fy).
Enfin, on a pour toute fonction sphérique ¢, € Hf@

G,H,0 *—1 _ 1-G,H,0
x, Py Pz = x,Pm~S§(<Pz) :

L’introduction des fonctions ng’o dans la définition II1.4 ci-dessus est justifiée par la proposition
suivante :

Proposition III.5. — Dans la situation et avec les notations ci-dessus, et pour tout caractere multiplicatif

(éventuellement ramifié)
w:F —C*,

les deux fonctions sur Ff
_ _1 0
t— fi(t) = w(Nm(t)) L. [Nm(t)|z 2 - /FX dp - w(p) - Kg’lg’o (t7 (g 1) .g) ,
0 -5 aHo[,-1 (0 1 w0
t fi (t) = w(Nm(t)) - [Nm(t)], > - . dp-w(p) - KSAH0 (71, Do) (h D))

sont constantes.

Elles coincident avec les valeurs en 0 des deux fonctions localement constantes a support compact sur E,
dont les restrictions ¢ E) sont définies par

Fol®) = win) Wl [ k8 (0 (5 1) ).

x

0 = wun) - W0l - [ e kG20 (e (9 0)- (5 9) 9)

x

Démonstration. Comme dans I’énoncé des corollaires I1.13 et 11.14 du paragraphe I1.6, nous allons utiliser
les deux décompositions d'Iwasawa de I’élément g de GLa(Fy)

([ 0 . 1 u .

- 0 7 0 1 90,
(w0 (10)
o=(5 ) (1)

Traitons d’abord le cas ou la place x se scinde dans E en deux places x1 et z3. On peut supposer que P,

est un monome, de la forme kal . X{k"’.
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Alors on peut écrire
Gro (y (1 0y ) . 3Gy N ([ 0)
(05 9)- [ oo 45 (6 9

(I)S,(A,A) (t) = Am(Nm(®)
) z ()

Par conséquent, la fonction
G,H,0 pw 0
K.p, (t7 (0 1) -g)

est supportée dans la zone définie par la condition

avec

et

Q
E%wh-t‘ >

Fa+ ko + 2(Nm(1)) = 2 o) + () — Ny, |

et elle vaut dans cette zone
@(p2)—w(p1)+ Ny —la()
2

4z 2 “qx

0
[ et (n (5 9)-a)
FX

s’annule si le caractére w est ramifié. Si au contraire il est non ramifié, de valeur propre z,, cette intégrale
vaut

L’intégrale

ki+k Nm(t))— Ny,
w(ng)—w(u1)+ Ny (%J) 1+ke+2(Nm(t))—a(p1p2)+ Ny,
2 .

qx T
4z
1, . k1tkg
Nm(¢ —3x(Nm(t)) Ny, _ki+ko— @(p2)— =52
= Zuw)( m( )) - Qx 2 . de . Zu)1+ 2 1(/,1,1“2) Qg 2

On voit que la fonction fg(t) est constante comme annoncée. D’apres la premiere formule du corol-
laire II.13, sa valeur coincide avec la valeur en 0 de la fonction fy(t).

Considérons maintenant la fonction
GHO (-1 (0 1\ (p 0
Kop, (t ’(1 0) (o 1)79)
Elle est supportée dans la zone définie par la condition

ki 4 kg — 2(Nm(t)) = x(py ) +x(p) — Ny,

et elle vaut dans cette zone
z(p))—2(uh)+ Ny, L)

0a z g2

() KGO (1 (LOY (1 O
s 226 95 )

L’intégrale

46



s’annule si le caractere w est ramifié. Si au contraire il est non ramifié, de valeur propre z,, cette intégrale

)k1+k2—$(Nm(t))_$(Nl1N/2)+Nwz

vaut
@(n)) =@ (uh)+ Ny, ( 1

dz 2 qf * 2w
K+ ke
1572 —z(ps)

_1 _ i
= poeNm(®) e Nm@) ) L YN pRtke—elamg)
On voit que la fonction fq’bo(t) est constante comme annoncée. D’apres la seconde formule du corollaire I1.13,

sa valeur coincide avec la valeur en 0 de la fonction f, ().
Traitons maintenant le cas ou la place x reste inerte dans F. On peut supposer que P, est un mondéme,

de la forme X —2F,
Alors on peut écrire
G,H,0 peoOY o\ L ) 2 TG . v H N, w0
3 1)) o 5 2 ()
avec
(I)f.)\(t) — /\m(Nm(t))
et
()= (u1)+Ny A 2(n)
H,Ny, p 0 . e B Az +a(p2) =Ny, [ 2 . (_1)1(#2)
z,(\\) 0 1) 9) = 1 .
qz
Par conséquent, la fonction
G,H,0 w0
K (o5 1)9)
est supportée dans la zone définie par la condition
2% + o(Nm(t)) = (1 p2) + 2(1) — N,
et elle vaut dans cette zone
@(p2)—@(n1)+Ny, —La(p)
(_1)$(M2) e 3 gy 2 2
L’intégrale
[ st (1 (5 9) o)
F

s’annule si le caractere w est ramifié. Si au contraire il est non ramifié, de valeur propre z,, cette intégrale

vaut
w(u)—w(u1)+ Ny 5 2hta(Nm(E) ol ua) + Ny,
(_1)06(#2) - (f)
qz

_ chj(Nm(t)) ] qx—%m(Nm(t)) . (_1);8(;@) Zivwr .Zik—ac(ulug) i q;c(uz)—k-

On voit que la fonction ffz(t) est constante comme annoncée. D’apres la premiere formule du corol-

laire I1.14, sa valeur coincide avec la valeur en 0 de la fonction fy(t).

Considérons la fonction
G,H,0 _101.;;0_
w00 o) (6 Y) )
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Elle est supportée dans la zone définie par la condition
2k — x(Nm(t)) = o (py ) + x(p) — Ny, ,

et elle vaut dans cette zone

(h) = (uh)+ Ny, w(u]) —w(uh)+ Ny

(—1ys0rbele L g B (el (q)Nee g2 gdo )

x

1 (1 0\ (n O
st K55 (25 1) (5 1))
/F; () - Kolp, 0 1) \o 1

s’annule si le caractere w est ramifié. Si au contraire il est non ramifié, de valeur propre z,, cette intégrale
vaut

L’intégrale

@(p))—@(uh)+ Ny, 1

(=1)*®2) (—D)Nve g T (gF - z,) 2R e (NmE) ek )+ Ny,

—L4(Nm / —xz(p —ax ()
Z;w(Nm(t)) g5 ? (Nm(t)) (_1)1(;1,2) N~z .qI)NW -zik (wim3) ,ql; (h2)

On voit que la fonction f/(t) est constante comme annoncée. D’apres la seconde formule du corol-
laire II.14, sa valeur coincide avec la valeur en 0 de la fonction f;,(t).

Cela termine la preuve de la proposition III.5. O

3 Construction de noyaux globaux de la fonctorialité

Considérons une famille P = (P,)¢|x| de polynomes indexés par les places x € | X]|, telle que
e en toute place x scindée dans F, P, est élément de (C[Xlil, XQil],
e en toute place x inerte dans F, P, est élément de C[X*2],

e en presque toute place x € | X]|, le polynéme P, est égal a 1.

On peut alors définir les fonctions globales suivantes des variables t = (t;),c|x| € G(Ap) = Ap =
I EX et g=(9a)eeix) = H(Ap) = GL2(Ap) = [ Glao(F) :

z€| X| z€|X]|
K"t g) = [ KSHY (ter 92)
z€|X|
Kg,Ho H KGHO (te, g2)
z€|X|

Nous allons démontrer :

Théoréme II1.6. — Pour toute famille de polynomes P = (Py),e|x| comme ci-dessus, la fonction des deux
variables t € G(Ap) = A} et g € H(Ap) = GL2(Ap)

G, H,p _ G H 7 0 G,H.0 7 0
K™ty = Y.  Kj (57% (0 1)'9)+ > Kp (t’ (0 1>'9)
SEEX yEFX yEFX
est aussi €gale au produit de la fonction

e 5 () G 9 S ) G D)

SEEX NyEFX ~EFX
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et du signe

ze|X|
x inerte dans E

La fonction

A% x GLy(Ap) — C
(t.g) — Kg'™"(t,g)

est invariante a droite par le sous-groupe ouvert compact mazimal Kg x Kl = OgE X GL2(Oy) et invariante
a gauche par le sous-groupe discret E* x GLo(F).

Démonstration. Translater par un élément ¢ € Ap dans les fonctions Kg’H’w(o,o), Kg’H’O(o,o) et
Kg’H’w(O, ) équivaut & multiplier certains des polynémes P, par un mondme.
Pour démontrer I’égalité de la premiere assertion du théoreme, on peut donc supposer que t = 1.

Il est équivalent de prouver que, pour tout caractere automorphe unitaire éventuellement ramifié

w= H wg : FX\AL — C*,
z€|X|

5 Ly 5065 1))
s
[ a2 69

SeEX

(
[ (086 )]

Or on a les décompositions en produits

0
/ dp-w(p) - Kt <t» </é 1) 'g>
Agp

z 0
H / dpig - Wy ﬂz) Kﬁ}gi’% <tma </6 1> ‘gz> s

z€|X|

0
dp - w(p) - Kg™° (1, (g 1) -g)
Ag

H / dppy - wy ,uac) KGHO(L (%z ?)'990)7

z€|X]|

o f(,—1 (0 1 w0
K(( )-( )
A% () Kp 10 0 1
1 (0 1 z 0
[ oo w2 (20 3) 5 %))
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0 1 0
/X dp - w(p) - Kpot* <1’ (1 0) ' <g 1> .g)
AF
0 1 « 0
- 11 / dptg - wapra) - K0 (1’ (1 0>'(% 1)'“%)'

ze|X|

L’égalité voulue résulte alors de la formule de Poisson pour le sous-groupe discret E de Ag (c’est-a-dire
du théoreme I11.2(ii)), du théoreme 1.16 et de la précédente proposition IIL.5.

En effet, comme w est un caractere automorphe, les caracteres de Ag

t — w(Nm(t H|Nm
z€e|X|

et
t — w(Nm(t H INm(¢,

z€|X|

prennent la valeur 1 en tous les points § € E*.

Il résulte aussi de la proposition IIL5 que, pour tout caractére automorphe unitaire w : F*\Aj — C*,

les fonctions sur A}
te [ dpew(p) - KgT0 (t’ (g (1)) 'g) ’
FX

0 1 w0
t— | dp-w(p 'KG’H’O(@( )( )lg)
X () Kp 1 0) \o 1

sont invariantes par le sous-groupe discret E*. Il en est donc de méme des fonctions

0
0 5 KE (1 (5 9) 0)

yEFX
G,H,0 0 Iy (v 0).
v 3w (003 9)-0).
yeEFX

Par rapport & la variable g € GLy(F},), ces fonctions sont invariantes & gauche par les sous-groupes discrets

I, = {(g 717> ‘ WEFX,UEF} et 'y = {(;; ?) ‘ fyeFX,neF} respectivement. Il en est de méme

des deux expressions

G, H v 0
O A R)
SCEX nEFX
et
GG 0 1\ (v 0\
S wg (i) (1))
SCEX yEFX

Comme le groupe GLa(F') est engendré par ses deux sous-groupes I'y et T'a, on conclut que la fonction
G,H,
(t7g) HKP p(tvg)

est invariante & gauche par le sous-groupe discret E* x GLo(F').
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Enfin, toutes les fonctions utilisées dans la construction sont invariantes & droite par K§ x Kl donc
K57 (e, @) Iest aussi. O

Les fonctions sphériques
KS™P . BX\AX x GLy(F)\GLy(Ap) — C
seront appelées des “noyaux globaux de la fonctorialité”, a cause de la proposition suivante :

Proposition ITL.7. -

(i) Pour toute famille de polynomes P = (Py)qe|x| et pour tout caractére automorphe unitaire partout non
ramifié
X = (Xx)x€|X\ : EX\AE/OXE - (Ca

la forme sphérique
GLy(F)\GLy(Ar)/GL3(0O4,) — C

G,H,
g d*t-x(t)- K" (t,9) = Ky(9)
EX\Ag
est un vecteur de la représentation 7 = @ (pz)« (Xo) de Ualgébre de Hecke sphérique Hf' = @ HY,.
z€|X| ze|lX|

Autrement dit, on a en toute place x € | X| et pour tout élément h, € HE

Sa? (he) (22, (X)) 225 (X)) - Ky
si la place x se scinde dans E en deux places x1 et 3,

si la place x reste inerte dans E.

K, xh, =

(ii) Si de plus tous les polynémes P, sont des mondmes, toutes les formes g — K, (g) associées auzx caractéres
automorphes unitaires non ramifiés x de A}, sont non nulles.

Démonstration.
i) En toute place x € | X|, les noyaux locaux K& e e o)ct K0 e ) ont été définis de telle facon que,
z,P, z,P,
pour tout élément h, € Hf g> On ait

G,H, GHY —1 =«
Kw,Px v * h93 = Kw,Px v * ! pa:(h:r) )
G,H,0 GHO -1
KI,PI * hz = Kx,Pz * ! p (hx) .
11 résulte alors de sa définition que la fonction K IE"’H*’ vérifie encore
K5 wh, = K§™P st pi(h,), Vo el|X|, Vh, € HE,.

L’assertion de (i) s’en déduit immédiatement.
(ii) Pour tous éléments t € G(A), g € H(A), on dispose des égalités

. -G HY v 0\ (1 w\ . Kg’H’d’(t,g) si v=1dans ¥,
Jry twevt-sE (5 9)- (6 1) o) =5 vty

/ du-@/}(u)-KICJV’ILI’0 t, 1w g =0,
i 0 1

o1



si du désigne la mesure de Haar sur Ap qui attribue le volume 1 au quotient compact F\Ap.

On en déduit
G.H,p 1 u _ G, H
/F\AF du-y(u) - Kz (t, (0 1) -g) = g Kg " (dt,g).

deEX
Puis, si
X : EX\AE/OgE — C*

est un caractere automorphe unitaire partout non ramifié, on obtient

st (o 5) )
= o o0 v w50 (g ) o)

= [ @t KETg)
A

X
E

=TT [ el KO
z€|X| Fa

H s
= I1 Pa(zay (Xa)s Za (X)) W2 (1) e, () (9)

€| X|
x scindée dans E en
deux places z1 et 2

ze|X|
x inerte dans E

Comme tous les polynomes P, sont des monomes et que presque tous sont égaux a 1, cette fonction
définie comme un produit sur toutes les places x € |X| ne peut étre nulle.
A fortiori, la forme
g — Ky(9)
n’est pas nulle.

C’est ce que 'on voulait. O
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