Du transfert automorphe de Langlands

aux formules de Poisson non linéaires™

par Laurent Lafforgue

* Je remercie notre secrétaire Cécile Gourgues pour la frappe entiére et parfaite du manuscrit.

1



Dans ce texte, on se place sur un corps de fonctions F muni de son anneau des adéles A.

Considérant un groupe réductif connexe (pas nécessairement déployé ni méme quasi-déployé) G sur F'
et le groupe réductif complexe G dual de G muni de 'action naturelle du groupe de Galois I'r de F, on
s'intéresse aux représentations de transfert continues

p:GxTp— GL,(C).

On montre que le transfert automorphe de G' & GL, via p permet de définir un espace de fonctions
sur G(A), appelées les p-fonctions, muni d’un automorphisme de p-transformation de Fourier f — f puis
d’établir une formule de Poisson associée : celle-ci consiste a construire une fonctionnelle linéaire de 1’espace
des p-fonctions qui coincide avec f — > f(v) sur les p-fonctions & support compact et qui est laissée

YEG(F)
invariante par la p-transformation de Fourier.

La possibilité de définir un tel espace de fonctions muni d’une transformation de Fourier associé a p et
une fonctionnelle linéaire de cet espace qui étende f+— > f(v) et satisfasse la formule de Poisson avait

YEG(F)
été conjecturée par A. Braverman et D. Kazhdan.

Comme le transfert automorphe de G a GL, via une telle représentation de transfert p est maintenant
connu sur les corps de fonctions F' (grace a [Laurent Lafforgue, 2002] et [Vincent Lafforgue, 2013)), la formule
de Poisson sur G(A) associée a toute telle représentation p est un théoreme.

Le présent texte complete les parties de la prépublication [L. Lafforgue, 2012] (dont il corrige une erreur)
et de larticle [L. Lafforgue, 2013] (& paraitre au Japanese Journal of Mathematics) consacrées a déduire
des “formules de Poisson non linéaires” du transfert automorphe des groupes réductifs G vers les groupes
linéaires GL,..

On a aussi montré dans la prépublication [L. Lafforgue, 2012] que, en sens inverse, les “formules de Poisson
non linéaires” sur les groupes réductifs sur un corps de fonctions permettent de construire des “noyaux du
transfert” et donc de réaliser le transfert automorphe des groupes réductifs vers les groupes linéaires.

On montrera dans un article en préparation que cette implication en sens inverse vaut aussi sur les corps
de nombres.

Décrivons maintenant le contenu du présent texte.
Les paragraphes I a IV sont constitués de rappels.

Le paragraphe I commence par rappeler la structure algébrique de ’ensemble {7}$ des représentations
lisses admissibles irréductibles d’un groupe réductif G(F,) sur le corps localisé F, de F en une place z. Elle
est caractérisée par le fait que les fonctions traces m +— Try(h,) des éléments h, de I'algébre HS des fonctions
localement constantes & support compact sur G(F,) sont des polynoémes. Puis, introduisant la mesure de
Plancherel dr, le paragraphe I caractérise les éléments h, € HS par leur décomposition spectrale

ha(e) = / d - Ty (o)

dont les coefficients hy (o) doivent étre des polynémes en 7.

Le paragraphe II rappelle le théoreme de décomposition spectrale de Langlands appliqué aux fonctions

GF)\G(A) 2 g1, 92 = Z h(gi " v g2)
YEG(F)

associées & des éléments h de 'algebre HE des fonctions localement constantes & support compact sur G(A).

Le paragraphe III rappelle la transformation de Fourier linéaire des fonctions sur GL,.(F,), appelées
fonctions de Schwartz, qui se prolongent en des fonctions localement constantes a support compact sur



M, (F,). Ces fonctions sont caractérisées par leur décomposition spectrale

Fo(e) = | det(e)| "5 - /dw.fz,ﬂ(.) L, (wV,q;%)

dont, les coqfﬁments doivent étre des fractions rationnelles en 7 admettant un certain dénominateur commun
L, (7V,q: %) qui ne dépend que de w. La transformée de Fourier fm d’une telle fonction f, est donnée

spectralement comme
Foto) = ldet(@)) 5+ [drfun((9) ) Lo (ma?) e (movmar )

1
ol les valeurs propres ¢, (7T, Ve, Qz 2) sont des polynomes inversibles en .

Le paragraphe IV rappelle la transformation de Fourier globale f f des fonctions de Schwartz sur
GL,(A) = M, (A) et la formule de Poisson

Soorm= > W

YEM(F) YEM(F)

puis sa décomposition spectrale due a Tate dans le cas r = 1, et & Godement et Jacquet dans le cas r > 2.
Cette décomposition spectrale s’exprime par le fait que, pour toute représentation automorphe = = @ 7,

de GL,(A), la série formelle
L(r,2) =] L. (7'(:“ chg@))

est une fraction rationnelle et satisfait ’équation fonctionnelle
L(x".2) =Lr,2) - e(m,v.2)

avec

e(m, 0, 2) = [ 2o (marton, 25 .

Le paragraphe V donne de la fonctionnelle de Poisson

fe Y )

YEM,(F)

une expression purement multiplicative, c’est-a-dire qui s’exprime uniquement en termes de GL,.(A) et de
son sous-groupe discret GL,.(F'). On choisit pour cela n’importe quelle place z¢ de F en laquelle f admette
une factorisation

f=To @

par un facteur non ramifié f,, : GL,(O4,)\GL;(Fy,)/GL-(O4,) — C, et on écrit f,, comme la somme d’une

série
N,N’
f:L’o = Z f
N,N’eN
de fonctions ff:\g N qui ne dépendent que de la décomposition spectrale de f,, et qui sont a support compact
ainsi que leurs transformées de Fourier. On montre alors, en se fondant sur les propriétés globales des

fonctions L(w, Z) des représentations automorphes 7, que la série formelle

S NN S ( NN ®fxo) )

N,N’eN YEGL,.(F)



est une fraction rationnelle dont la “valeur régularisée” en Z = 1 est égale a

SH= S+ > F- > fo)

~EGL,(F) vEGL,.(F) ~NEM,.(F)
et vérifie donc la formule de Poisson R
S(f) = S(f)-

Le paragraphe VI s’appuie sur les caractérisations spectrales du paragraphe III pour proposer une
définition spectrale tres générale d’un espace de p-fonctions sur G(F,) muni d’un automorphisme de p-
transformation de Fourier, en supposant donnés des dénominateurs

G
L(pm2), we{mS,
qui sont les inverses de polynomes en 7 et Z, et des valeurs propres
ex(pym, 2), 7 e {n}&,

qui sont des polynémes inversibles en 7 et Z*1.

Ayant choisi un caractere det, : G — G, les p-fonctions sur G(F;) sont définies par leur décomposition
spectrale

fu(e) = [det, ()| % - / - fox(®) - Lo (por” )

_1
dont les coefficients doivent étre des fractions rationnelles en 7w admettant L, (p, T, Qs 2 ) pour dénominateur

commun, et leurs p-transformées de Fourier sont définies spectralement par

fo(®) = |det, ()| "% -/dn Sor 07 Lo (pmar ) e (pmat)

Le paragraphe VII définit I'espace des p-fonctions sur G(A) et son automorphisme de p-transformation
de Fourier en formant simplement le produit sur toutes les places de F' des espaces de p-fonctions locales
munis de leur automorphisme de p-transformation de Fourier locale. On écrit toute p-fonction locale non
ramifiée

fro + G(Ozg \G(Fyy ) /G(Og,) — C

N,N’
fuo = Z Zo

N,N’eN

comme la somme d’une série

de fonctions fﬁ N qui ne dépendent que de la décomposition spectrale de f,, et qui sont a support compact
dans G(F,,) ainsi que leur p-transformée de Fourier. On dit alors que la formule de Poisson est satisfaite si,
pour toute p-fonction f sur G(A) factorisée en

f = f:vo ® fx() )
la série formelle ) )
o 2NN (e ) ()
N,N’€N ~EG(F)

est une fraction rationnelle dont la “valeur régularisée” S(f) en Z = 1 ne dépend pas du choix de la place
zo et vérifie

~

S(f)=5()-



_ Le paragraphe VIII consideére le cas oit G = T est un tore et ol la représentation de transfert p = pr :
T xTrp — GL,.(C) envoie T dans le tore diagonal (C*)" et fait agir I'r sur C" par permutation de ses r
vecteurs de base. Cela permet de définir en toute place x de F des facteurs

L:z:(pT7Xa Z) et Ex(pT7Xa Z)a X € {ﬂ-}g7

puis de montrer que I'espace des pp-fonctions sur T'(A) muni de sa pp-transformation de Fourier satisfait la
formule de Poisson au sens du paragraphe précédent. Dans ce cas, les séries

oY (e w
N,N’€N ~eG(F)

sont méme absolument convergentes et égales a S(f).

Le paragraphe IX considere le cas d’un groupe réductif G' quasi-déployé sur F', donc muni d’une paire de
Borel (T, B =T - Ng), dont le tore maximal T est muni d’une représentation de transfert pr : T x I'p —
GL,(C) comme au paragraphe VIII. On suppose donnée en chaque place x € |F| une famille de facteurs

L.(p,7,Z) et ex(p,m2Z), ﬂe{w}f,

qui coincident avec les
Lo(prix, Z) et exlpr,x,Z), X € {m}y

en les représentations m € {w}$ induites par des caracteres y € {m}X. On montre alors que la pp-formule de
Poisson pour les pp-fonctions sur T'(A) induit pour les p-fonctions sur G(A) une forme faible de formule de
Poisson obtenue apres moyennisation par I'opérateur

/ du .
Np(F)\Ng(A)

_ Enfin, le paragraphe X considére un groupe réductif G sur F' et une représentation de transfert p :
G xT'r — GL,(C), sous la seule hypothese d’existence d’un caracteére

detg : G — G,,

dont le cocaractere central dual detg : C* — G agisse sur C" par z +— z. On montre que le transfert
automorphe de G a GL, via p permet de définir en toute place x de F' des facteurs

L.(p,m,Z) et eulp,m 2Z), me{n}s,

puis d’établir que P'espace associé des p-fonctions sur G(A) muni de la p-transformation de Fourier satisfait
la formule de Poisson au sens du paragraphe VII.

De plus, la fonctionnelle

fro >0+ > F =S,

~EG(F) YEG(F)

qui satisfait elle-méme la formule de Poisson, coincide avec I’évaluation

fe > fO)

YEG(F)

en toutes les p-fonctions produits f = &) f dont au moins un facteur local non ramifié f, est supporté
z€|F|
par une partie compacte de G(F;).
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[. Décomposition spectrale locale en une place ultramétrique : rappels

Dans ce paragraphe, on considére un groupe réductif G sur un corps local ultramétrique F.

On note O, 'anneau des entiers de F)., g, le cardinal fini du corps résiduel k, de F, et
oo Fu = g7 U{0}

la norme ultramétrique par laquelle F* agit sur les mesures additives de F.

On suppose que G est connexe mais pas nécessairement déployé ni méme quasi-déployé sur F.

Définition I.1. -
Une représentation compleze m de G(F) est dite “lisse admissible” si

e pour tout sous-groupe ouvert compact K de G(F,),
7k ={ven| K- -v=uv}

est de dimension finie sur C,
o 7 est la réunion filtrante de ses sous-espaces Tk .
|

Le groupe topologique localement compact G(F,) est unimodulaire et peut étre muni d’une mesure
bi-invariante dg,. Soient alors HS 1’algébre de convolution des fonctions localement constantes & support
compact

hy : G(F;) = C

et, pour tout K C G(F;,), ’Hﬁ K sa sous-algebre des fonctions a support compact
K\G(F,)/K — C.
Pour toute représentation lisse admissible 7 de G(F}), chaque 7wk est une représentation de dimension
finie de Hf,Kv et 7 = lim7x peut étre vue comme une représentation de HE = hgl?-[fK

Notons {7}¥ I'ensemble des classes d’isomorphie de représentations lisses admissibles irréductibles de
G(F;) et, pour tout K C G(F,), {W}gK le sous-ensemble des 7 telles que g # 0.

On a:

Lemme 1.2. —

Pour tout sous-groupe ouvert compact K C G(F,) et toute représentation irréductible m € {ﬂ'}iK, la
représentation de dimension finie 1 # 0 de Hf)K est irréductible.

Réciproquement, toute représentation de dimension finie irréductible de HgK provient d’une représenta-
tion irréductible m € {W}fK, unique @ unique isomorphisme preés. O

Il résulte de ce lemme que les fonctionnelles linéaires
HE i D hy = Trr(ha) = Trr, (ha)

associées aux représentations 7 € {7 }< ;- sont linéairement indépendantes les unes des autres. En particulier,
!
elles caractérisent les éléments 7 € {7}¥ ..
:



Pour tout K C G(F), on notera AS ;- 1'algébre de fonctions

{ﬂ'}gK —C

engendrée par les fonctions traces
{ﬂ}gK > Trp(hy)

associées aux éléments h, € Hf K-
,

On a:

Théoréme 1.3. —
(i) Pour tout K C G(F,), Ualgébre Af,K est un produit fini d’algébres de type fini et intégres sur C.
Autrement dit, Spec AiK est réunion disjointe finie de variétés algébriques affines integres sur C.
(ii) Chagque {W}gK s’identifie a un ouvert de Zariski du spectre mazimal de AS,K'
(iii) La réunion filtrante {r}S = ﬂl{ﬂ'}ik s’écrit comme une réunion disjointe de variétés algébriques
intégres sur C, de telle facon que chaque {F}gK est une réunion finie de composantes connezes.

O

On notera [r] le schéma intégre de type fini sur C qui est la composante connexe de n’importe quelle
7 {n}G, et A[er] Palgebre de fonctions [r] — C image des AgK.

Soit AS le groupe des caracteres continus
G(F;) = C*

qui sont triviaux sur tout sous-groupe compact de G(F,). Comme le plus grand quotient abélien G#> =
G/G9" de G est un tore, que G*(F,) admet un plus grand sous-groupe compact et que son quotient par
celui-ci est un réseau (isomorphe & une puissance finie de Z), le groupe A est un tore complexe (isomorphe
A une puissance finie de C*) et son sous-groupe Im A¢ des caractéres unitaires est un tore réel compact
(isomorphe & la puissance correspondante du cercle unité).

Le tore complexe A s’identifie & une composante connexe de {r}$.

D’autre part, il agit par le produit tensoriel
(7 = 7T®x

sur chaque composante connexe de {7 }¢.

On dit qu'une représentation lisse admissible irréductible 7 € {7} est “discréte” si sa composante
connexe [r1] se réduit & son orbite AS - 7 sous I'action du tore AS. On peut montrer que toute représentation
discréte 7 est unitaire 4 multiplication prés par un caractére de AS.

Si P est un sous-groupe parabolique de G défini sur F, et M un sous-groupe de Levy de P, le tore AM
contient en particulier le caractere modulaire

[6p(o)|x - M(F,) = ¢ € C*

par lequel M (F,) agit sur les mesures invariantes du radical unipotent Np(F,) de P(Fy).

Si 7w est une représentation lisse admissible de M (F}), on note

Ind$(x) ou Ind$%(M, )



la représentation lisse admissible de G(F;) induite de
T @ 6p (o))

considérée comme une représentation de P(F,). La représentation Indg (m) admet une suite de composition
finie par des représentations lisses admissibles irréductibles s’il en est ainsi de w. De méme, la présence du

facteur |5p(e)| 172 dans la définition assure que Ind%(7) est unitaire si 7 est unitaire et, dans ce cas, Ind% ()
est irréductible si et seulement si 7 est irréductible.

La proposition suivante précise la structure algébrique des composantes connexes [r] des 7 € {7}¢ :

Proposition 1.4. —

(i) Pour P,M et m € {m}M comme ci-dessus, la suite de composition de la représentation Ind$(w) ne
dépend que de la classe de conjugaison de (M, ) par G(Fy).

1

En particulier, elle ne dépend pas de P et elle est invariante par Uaction sur {m}M du groupe fini

Wi ={9g€GF,)|g-M-g' =M}/M(F,).

(i) Réciproquement, pour toute m € {r}S, il existe P, M comme ci-dessus et une représentation discréte
mo € {m}M telle que m = Ind$(mo). La paire (M, o) est unique & conjugaison prés par G(F,) et peut

étre appelée le support discret de 7.

Si Fixe (M, mo) désigne le stabilisateur de mo dans le groupe AM x W§;, on a

A[er] _ (A%OOFixe(M,ﬂo)

)
si bien que [r] s’identifie ¢ un ouvert de Zariski du quotient de [mg] par Uaction du groupe fini
Fixe (M, mg).

(iii) Une représentation m € {n}$ est unitaire si son support discret (M, o) est unitaire.

Alors la sous-variété algébrique réelle
Im [7] C [x]

des représentations unitaires contient le quotient de
Im [’/To] = ImAme i)

par Uaction du groupe fini Fixe (M, 7).
O

Pour toute représentation lisse admissible 7 de G(F), on appelle “représentation contragrédiente de 7’
et on note 7" la représentation lisse admissible de G(F}) constituée des formes linéaires

vWire C
qui sont invariantes par un sous-groupe ouvert compact de G(F;). On vérifie que pour toute paire (P, M)
comme plus haut, le foncteur
7 — Ind% ()

commute avec la formation des représentations contragrédientes.
Pour toute représentation lisse admissible m de G(F},), on appelle “coefficients matriciels de 7” les fonc-

tions sur G(F,) de la forme

%

G(F)2gm (WW,g-v)y={(g""v",v), vem, ven’,



ou, plus généralement, les combinaisons linéaires de telles fonctions. On note qu’'une fonction g — ¢(g) est
un coefficient matriciel de 7 si et seulement si la fonction g — ¢(g~1) est un coefficient matriciel de 7.

Toute représentation irréductible 7 € {7}$ posséde un caractére central
Xr : Za(Fy) = C*

par lequel le centre Zg(F,) de G(F,) agit sur 'espace de 7, si bien que les coefficients matriciels ¢ de 7
vérifient tous

o(z-9) = xx(2)-0(9), Vz€Za(F,), VgeG(F,).

Une telle représentation 7 est dite “supercuspidale” si ses coefficients matriciels sont a support compact
modulo Zg(F;). Elle est dite “de carré intégrable” si ses coefficients matriciels sont de carré intégrable
modulo Zg(Fy).

Les représentations supercuspidales sont de carré intégrable mais il existe en général des représentations
de carré intégrable qui ne sont pas supercuspidales.

De méme, on montre que les représentations de carré intégrable sont discrétes mais il existe en général
des représentations discretes qui ne sont pas de carré intégrable.

On a cependant :

Proposition 1.5. —

Pour toute représentation m € {r}$, il existe un sous-groupe parabolique P de G défini sur Fy, un sous-

groupe de Levy M de P et une représentation supercuspidale 7oy de M(F,) telle que m soit isomorphe & l'un
des sous-quotients irréductibles de Ind$ ().
La paire (M, mg) est unique & conjugaison prés par G(Fy) et peut étre appelée le support supercuspidal
de 7.
|

Si G est quasi-déployé sur F,, c’est-a-dire posséde une paire de Borel (T, B,) définie sur F,, on peut
appeler “de type torique” les représentations irréductibles 7 € {7}$ dont le support supercuspidal est
constitué de T, et d’un caractére x : T,(F,) — C*. Le caractére y de support est alors uniquement
déterminé modulo I’action du groupe de Weyl F,-rationnel W< constitué des éléments du groupe de Weyl
W& de G fixés par Paction du groupe de Galois I’ r, de F.

On rappelle que G est dit “non ramifié” sur F, s’il est quasi-déployé sur F;, et si ’action de ', sur la
donnée radicielle de G ou, ce qui revient au méme, sur le groupe réductif complexe G dual de G , se factorise
a travers son quotient non ramifié I'y’ engendré topologiquement par I’élément de Frobenius o,. Dans ce cas,
G s’étend canoniquement en un schéma en groupes réductifs au-dessus de Spec (O,.) et on peut introduire le
sous-groupe G(O,,) de G(F}); c’est un sous-groupe compact ouvert maximal. On appelle alors “sphériques”
les fonctions sur G(F) bi-invariantes par G(O,.) et, normalisant la mesure de Haar dg, de G(F,) par la
condition vol (G(O;)) = 1, on note ’Hiw = Hf,G(Oz) lalgebre de convolution des fonctions sphériques a
support compact. Enfin, on appelle “non ramifiées” les représentations éléments de {W}ﬁm = {w}ﬁG(Ox) qui
admettent des vecteurs non nuls invariants par G(O,).

On a le théoréme de Satake :

Théoréme 1.6. —

Supposons que G est non ramifié sur F, et considérons une paire de Borel (T, B;) de G définie sur F,.
Alors :

(i) L’algébre sphérique Hf’@ admet un isomorphisme naturel
S¢ ’Hf,@ = (”Hff@)wf

10



vers l’algébre des fonctions sphériques sur T, (F,) invariantes par le groupe de Weyl F,-rationnel WS.

En particulier, Hg,(z) est commutative et s’identifie & l’algébre AS,@ = AiG(Om) des fonctions traces des
fonctions sphériques.

(ii) Se domner une représentation non ramifiée w € {ﬂ}f@ équivaut a se donner un caractére
T \WE
(H,5) "= —=C
ou, ce qui revient au méme, un caractére non ramifié
Zn  Typ(Fy)/Tu(0f) = C

uniquement déterminé modulo laction de WS
Dans cette correspondance, (Ty, z,) est le support supercuspidal de .

1l est son support discret, soit w = Indgz (zz), si et seulement si z appartient ¢ un ouvert de Zariski
du tore compleze [z;] = A= qui contient le sous-tore réel compact Im AL+ des caractéres unitaires.

(iii) Notant Gy la fibre du produit semi-direct
GxTE
au-dessus de l’élément de Frobenius o, € I , munie de laction par conjugaison de (A?, l’isomorphisme
de Satake SG de (i) s’écrit aussi comme un isomorphisme

S¢HE, — C[G,)°
vers l'algébre des fonctions polynomiales sur @m qut sont invariantes par conjugaison par G.

Remarque :

Il résulte de (ii) que les représentations non ramifiées = € {W}gw sont “de type torique”. O

Revenons a un groupe réductif arbitraire G sur F,.

On note Im {7}¢ la sous-variété algébrique réelle des représentations 7 € {7}¢ qui sont unitaires. Pour
tout sous-groupe ouvert compact K C G(F,), la sous-variété algébrique réelle Im {W}f i des représentations
unitaires de {7} ;- est une réunion finie de composantes connexes de Im {7 }¢. Pour toute 7 € Im {7 }¢, et
si (M, mg) désigne son support discret, sa composante connexe Im [r] contient le quotient de

Im [Wo] = ImAQ/[ I

par 'action du groupe fini W§j.

On a le théoréme de Plancherel :

Théoréme 1.7. —

(i) I existe sur Im {7}S une unique mesure dr, appelée mesure de Plancherel, telle que, pour tout K C
G(Fy) et toute h, € HS i, on ait

hgc(l):/I e dr - Try(hg) .
m{r}7

(ii) La mesure de Plancherel dm est supportée par les représentations unitaires € {mw}S qui sont “tempérées”
au sens que leur support discret (M, mg) est “de carré intégrable” et unitaire.

11



(iii) Sim e Im{r}$ est une représentation tempérée de support discret (M, o), la restriction de la mesure
de Plancherel dr a

Im [mo]/W§j C Im [7]
est de la forme
dm = Ry, (e) - dm
ou :
e dmy désigne une mesure sur Im [g] = Im AM - 7y invariante par Tm AM et donc aussi par W,

e R (e) est une fonction rationnelle sur [mo] = AM -7y qui est invariante par W§; et dont les poles
sont simples et ne rencontrent pas Im [mg),

e la variété complexe [r] s’identifie a louvert de Zariski de [mo]/W§; complémentaire des poles de
la fraction rationnelle Ry (e).

O
Disons qu'une fonction sur une composante connexe [r;] de {7}$ est “polynomiale” si elle est élément

de I'algebre engendrée par les fonctions traces 7+ Try(hy), hy € HS.

Si g € {m}M est une représentation supercuspidale d'un sous-groupe de Levy M de G et [11] C {7}$ est
l'unique classe des représentations dont le support discret est contenu dans [mg], [71] s’identifie & un ouvert de
Zariski de [mo] /W et toute fonction polynomiale sur [r;] se prolonge & [mo]/W§} tout entier. Si [ma] C {7}¢
est n’importe quelle autre classe de représentations dont le support supercuspidal est contenu dans [m],
I'application de passage & ce support définit une immersion localement fermée de [m2] dans [mo]/W ;. Cela
permet de parler des spécialisations en les points de [m2] des fonctions polynomiales sur [m].

En remplagant les fonctions h, par leurs translatées hy = h, (e g) ou 9h, = h,(ge), on démontre & partir

du théoreéme ci-dessus :

Théoréeme 1.8. -
Pour tout K C G(F,) et si dr désigne toujours la mesure de Plancherel sur Im {7}$, on a :

(i) Toute fonction h, € HgK s’écrit sous la forme

halg) = / dr - hon(g), VgeG(E),
Im {w}f,K

\

ou :

e pour tout g € G(F,),
T hyn(g)

est une fonction polynomiale sur {m}S .,

e pour toute ™ € {W}iK, la fonction sur G(Fy)

g hz,ﬂ(g)

est élément de espace ), K des “coefficients matriciels” de m bi-invariants par K,

o simy e {m}S i, (M, mo) est le support supercuspidal de my et [m1] C {m}< ;o est lunique classe des
représentations dont le support discret est contenu dans [m], la fonction

G(Fy) 3 g hgry(9)
est l'image de la famille des spécialisations en o des fonctions polynomiales
M]3 7= han(g), g€G(FL),

par lopérateur linéaire de restriction de l’action de ’Hf au sous-quotient Ty de Indg(ﬂo).
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(ii) Cette décomposition spectrale de toute fonction h, € HgK est unique, et on a nécessairement
hex(g9) = Tra(h]) = Trr(Yhe), Vm, Vg.
(iii) Réciproquement, pour toute famille de fonctions

g hzﬂr(g)a e {T‘—}S,Ka

qui vérifie les conditions de (i), lintégrale

g dm - he 7 (9)

Im {Tr}fK
définit un élément de 'HﬁK, c’est-a-dire une fonction bi-invariante
he : K\G(F,)/K — C

dont le support est compact.

On déduit de ce théoréme :

Corollaire 1.9. —

Considérons un sous-groupe ouvert compact K C G(Fy) et une fonction polynomiale
{m}sx 3 7 ()

dont les valeurs ~(m) ne dépendent que du support supercuspidal de .

Alors, pour toute fonction h, € HS,K décomposée spectralement sous la forme

@)= [ drheale), <G,

lintégrale

g dTr"Y(ﬂ-) 'hx,ﬂ'(g)a g€ G(Fx)a

Im {w}fK

définit un élément de HﬁK, autrement dit a un support compact.
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II. Décomposition spectrale globale : rappels

Dans ce paragraphe, on considere un groupe réductif G sur un corps de fonctions F' dont le sous-corps
des constantes est un corps fini F, a g éléments.

On note |F| 'ensemble des places de F, F, le corps local ultramétrique complété de F' en chaque place
x € |F|, O, son anneau des entiers, ¢, = qdeg(l) le cardinal du corps résiduel k, de O,, et

o ]o: Fo — g5 U{0}

la norme ultramétrique par laquelle F* agit sur les mesures additives de F,. Enfin, on note

I’anneau topologique des adeles de F,
son sous-anneau des entiers, et

la norme produit qui vérifie

y|=1, VyeF*.

Comme au paragraphe précédent, le groupe réductif G est supposé connexe mais pas nécessairement
déployé ni méme quasi-déployé sur le corps de base F. On choisit une paire (T, B) constituée d’un sous-tore
T de G, défini sur F' et maximal pour cette propriété, et d’un sous-groupe parabolique B contenant T de
G, défini sur F' et minimal pour cette propriété. Le centralisateur de T' dans G est un sous-groupe de Levy
Mpg de B. Les sous-groupes paraboliques P [de Levy M] de G définis sur F et contenant B [resp. Mp]
sont appelés standard. On sait que tout sous-groupe parabolique de G défini sur F' est conjugué par G(F)
a un unique sous-groupe parabolique standard, et que tout sous-groupe parabolique standard P possede un
unique sous-groupe de Levy standard Mp.

Le goupe réductif G devient quasi-déployé et méme non ramifié sur le corps localisé F, en presque toute
place x € |F|; autrement dit, ’ensemble S des places € |F| en lesquelles G est ramifié est fini. En toute
place x € |F| — Sg, on choisit une paire de Borel (T, B;) de G définie sur F, et telle que T C T}, B, C B.
Le groupe G sur F,, muni de la paire de Borel (T, B, ) se prolonge canoniquement en un schéma en groupes
réductifs sur O, si bien que I'on dispose du sous-groupe ouvert compact maximal

K,p=G(0;) C G(F,).
Il vérifie la propriété d’Iwasawa

et a fortiori
G(F,) = B(F,) - K.p.

En les places restantes x € Sg, il est également possible de choisir un sous-groupe ouvert compact maximal
Km,@ C G(F:r)

tel que



En toute place z € |F|, on munit G(F,) de la mesure de Haar dg, qui attribue le volume 1 a K, g, et
on note HS 'algebre de convolution des fonctions localement constantes & support compact sur G(F}). De

meéme, on note
"= @ WS
z€|F|

I’algebre de convolution des fonctions localement constantes a support compact sur le groupe topologique

G(A) muni de la mesure produit dg = Q) dg..
z€|F|

Pour tout sous-groupe ouvert compact produit

K:HKI

z€|F|

de G(A), dont les facteurs K, C G(F,) sont nécessairement égaux a K, j en presque toute place x € |F|, on
note
Hi = Q) Hek,
TE|F|
la sous-algebre de convolution des fonctions & support compact dans G(A) bi-invariantes par K.

Comme dans le cas local, une représentation complexe © de G(A) est dite “lisse admissible” si

e pour tout K C G(A) comme ci-dessus
Tk ={ven| K- -v=uv}

est de dimension finie sur C,
e 7 est la réunion filtrante de ses sous-espaces 7.

Alors chaque g est une représentation de dimension finie de H%, et m = lim 7 peut étre vue comme
une représentation de HE = hg?—[%

Les représentations lisses admissibles irréductibles sont les produits

de représentations lisses admissibles irréductibles m, des groupes locaux G(F,), qui sont non ramifiées en
presque toute place x € |F'| — Sg. Elles possedent des caractéres centraux

Xr = ® Xr, : Za(A) — C*
z€|F|

par lesquels le centre Zg(A) = [I Za(F.) de G(A) agit sur les espaces 7.
z€|F|

Le sous-groupe G(F') du groupe topologique G(A) est discret. Cela permet de considérer 1’espace topolo-
gique quotient G(F)\G(A) muni de I’action & droite de G(A), puis I’espace des fonctions automorphes lisses
(c’est-a-dire invariantes & droite par un sous-groupe ouvert compact de G(A))

G(F)\G(A) = C,

muni de P'action de G(A) par translation & droite ou, ce qui revient au méme, de l'action de HE par
convolution a droite. On rappelle :
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Définition II.1. —

(i) Une représentation lisse admissible irréductible m de G(A) est dite “automorphe” si elle admet une
réalisation dans l’espace des fonctions automorphes lisses

G(F)\G(A) — C.

(ii) Une représentation automorphe m de G(A) est dite “cuspidale” si elle admet une réalisation dans le
sous-espace des fonctions automorphes lisses

p:GF)\GA) =»C

qui sont “cuspidales” au sens que, pour tout sous-groupe parabolique non-trivial P de G défini sur F,
de radical unipotent Np, on a

/ dup - p(up-g) =0, VgeGA),
Ny (F)\Np(A)

ot dup désigne une mesure invariante par Np(A) sur le quotient compact Np(F)\Np(A).

(iii) Une représentation automorphe m de G(A), de caractére central xr : Za(F)\Zg(A) — C*, est dite
“de carré intégrable” si elle apparait comme facteur direct de Uespace L _(G(F)\G(A)) des fonctions
automorphes lisses

¢ G(F)\G(A) — C~

telles que
p(z-9) =xx(2) - p(g), Vz€Zg(Ah), VgeG(A),

et qui sont de carré intégrable modulo Zg(A).

Remarques :

(i) On notera {m}5, [resp. {m}S,, resp. {w}5] Pensemble des classes d’isomorphie de représentations
automorphes [resp. cuspidales, resp. de carré intégrable] de G(A), et Im {x}S,;, Im {x}$,, Im {7}§,

les sous-ensembles des représentations unitaires.

(ii) On montre que toute fonction automorphe lisse cuspidale G(F)\G(A) — C est & support compact
modulo Zg(A). Il en résulte que toute représentation automorphe cuspidale est de carré intégrable.

(iii) Une représentation automorphe de carré intégrable 7 est unitaire si et seulement si son caractere central
X~ est unitaire.

O

On note A% le groupe des caracteres de G(A) qui sont triviaux sur G(F) et sur tout sous-groupe ouvert
compact de G(A). Le plus grand quotient abélien G** = G//G4°* de G est un tore sur F, et AY s’identifie au
groupe des caracteres de G*P(F)\G?P(A) qui sont triviaux sur son plus grand sous-groupe ouvert compact.
Or le quotient de G2P(F)\G*"(A) par ce sous-groupe est un réseau, isomorphe 4 une puissance finie de Z.
Donc A% a la structure d’un tore complexe, isomorphe & une puissance finie de C*, et son sous-groupe
Im A€ des caractéres unitaires a la structure d’une sous-variété réelle compacte, isomorphe & la puissance

correspondante du cercle unité.

Les caractéres A € A agissent sur {m}$; et ses sous-ensembles {7}5 . {7}, par

AT TR@A=").

Si P est un sous-groupe parabolique de G défini sur F', de radical unipotent Np et de sous-groupe de
Levy Mp, on note
(SPZP—>P/NngP—>Gm
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le caractere modulaire par lequel P ou Mp agissent sur la puissance extérieure maximale de I’espace Lie Np.

Si de plus 7 est une représentation lisse admissible de Mp(A), on note
Ind% ()
la représentation lisse admissible de G(A) induite par
m® [0p(e)["/?

considérée comme une représentation de P(A). Si m admet une suite de composition finie par des représenta-
tions lisses admissibles irréductibles, il en est de méme de Ind% (7). La présence du facteur |p(e)|'/2 dans
la définition assure que Ind$(7) est unitaire si 7 est unitaire et, dans ce cas, Ind$(n) est irréductible si
est irréductible.

La théorie des séries d’Eisenstein a permis a Langlands de démontrer :

Théoréme I1.2. —

(i) Pour tout sous-groupe paraboliqgue P = Mp - Np de G défini sur F et pour toute représentation
automorphe © de Mp(A), l'un au moins des sous-quotients irréductibles de la représentation Ind% ()
est une représentation automorphe de G(A).

(ii) Pour toute représentation automorphe m de G(A), il existe un sous-groupe parabolique standard P =
Mp - Np de G et une représentation automorphe cuspidale 7y de Mp(A) telle que m soit un sous-
quotient de la représentation Ind%(mg). La paire (Mp,mo) est uniquement déterminée a conjugaison
prés par un élément de G(F) et s’appelle le support cuspidal de .

O

Langlands a démontré que la décomposition spectrale de I’espace des fonctions automorphes
G(F)\G(A) —» C
de carré intégrable fait apparaitre les représentations automorphes de la forme
7 = Ind%(m)

pour un sous-groupe parabolique standard P = Mp - Np de G et une représentation automorphe unitaire
de carré intégrable my de Mp(A). Pour cette raison, les représentations de cette forme peuvent étre appelées
“spectrales” et on peut noter {77}5% I’ensemble de leurs classes d’isomorphie. Pour toute représentation
spectrale 7, la paire de carré intégrable (Mp, m) qui la définit est uniquement déterminée & conjugaison pres
par un élément de G(F') et peut étre appelée le support de carré intégrable de 7.

Pour tout sous-groupe parabolique standard P de G et toute représentation my € {7r}iMmP , To apparait

avec une multiplicité finie comme facteur direct de espace Lim (Mp(F)\Mp(A)) des fonctions automorphes
lisses
©: MP(F)\MP(A) —C

telles que
(p(zm) :Xﬂo(z)'w(g)a vZGZMP(A)’ VQEG(A)a

et qui sont de carré intégrable modulo le centre Zj, (A). On note
2
Ly, (Mp(F)\Mp(A))

le sous-espace de Liﬂo (Mp(F)\Mp(A)) somme de ces facteurs directs isomorphes a .
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Si K= [] K, est un sous-groupe ouvert compact de G(A), on note encore
z€|F|

L7, (Mp(F) - Np(A)\G(A)/K)

I’espace des fonctions
¢: Mp(F)-Np(A\G(A)/K —C

telles que, pour tout g € G(A), la fonction
Mp(F)\Mp(A) 3 m = [p(m)|"/* - p(myg)

soit élément de Pespace L2 (Mp(F)\Mp(A)).

Cet espace
L7 (Mp(F)- Np(A)\G(A)/K)

est nécessairement de dimension finie. On peut le munir d’une base orthonormée notée Bx (Mp, ).
Tout élément A\ € AMP peut étre vu comme un caractere
P(A) —» Mp(A) — C*

trivial sur P(F') et sur tout sous-groupe ouvert compact de P(A), donc en particulier sur lintersection
P(A)N Ky de P(A) et du sous-groupe ouvert compact maximal

Ky= ][ KupcG@A).

z€|F|

D’apres la décomposition
G(A) = P(4) - Ky,

A se prolonge de maniére unique en une fonction
Np(A\G(A)/Ky — C

que I'on notera encore A et qui est invariante & gauche par Mp(F) et donc P(F).
Sime {W}f\ftp est une représentation automorphe de carré intégrable de Mp(A), il en est de méme des
T=mT®X, MeAMr,
et, si K est un sous-groupe ouvert compact de Ky, les multiplications
= -
définissent des isomorphismes d’espaces vectoriels

Ly (Mp(F) - Np(A\G(A)/K) = L7 (Mp(F) - Np(A)\G(A)/K).

Si 7 est unitaire, my est unitaire si et seulement si A est élément de Im AM7.
On note [r] la variété complexe, isomorphe & AMP | des représentations de la forme 7 et Im [r] la sous-
variété réelle compacte de [r], isomorphe & Im AM? | constituée des représentations unitaires.

Deux paires de carré intégrable (Mp,7) et (Mp/,7') sont dites “équivalentes” si elles sont conjuguées
I'une de l'autre par un élément de G(F). Elles sont dites “faiblement équivalentes” s’il existe A € AMP tel
que (Mp,my) et (Mp/,7") soient équivalentes.
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Pour tout sous-groupe de Levy standard M de G, on note WJ\% le groupe fini

Wi ={y€G(F) [y - M -y=M}/M(F)

M

int» ON note

et, sim € {n}
Fixe (M, 7) C AM x W

le sous-groupe fini des (A, w) tels que
w(my) Z .

Mp
int

Pour tout sous-groupe parabolique standard P de G, toute 7 € {7}
K de K, toute fonction

tout sous-groupe ouvert compact
¢ € Lz (Mp(F) - Np(A\G(A)/K)
et tout élément g € G(A), la série d’Eisenstein

D RPN (G

YEP(F\G(F)

converge absolument en tout élément A d’un ouvert non vide du tore complexe AMP qui ne dépend pas de
g. De plus, sa limite

E(e-N)(9)

est une fraction rationnelle en A € AM” que 'on peut aussi noter

Er (#)(9)-

Ces séries d’Eisenstein Er, (¢)(g) peuvent s’écrire comme le quotient de deux polynémes dont le second, le
dénominateur, ne dépend pas de g € G(A) ni de ¢ et ne s’annule pas sur la sous-variété réelle compacte
Im [r] des représentations unitaires de [r].

Nous avons maintenant rappelé tous les ingrédients nécessaires a I’énoncé du théoreme suivant qui résulte

de la décomposition spectrale de Langlands :

Théoréme I1.3. —

Soit un sous-groupe ouvert compact K = [] K, de Ky = [] K,g.
z€E|F| T€|F|

Alors les paires de carré intégrable (Mp,w) telles que l’espace
L3 (Mp(F) - Np(A\G(A)/K)

ne soit pas nul forment un ensemble fini de classes d’équivalence faible, si bien que l’on peut choisir un
ensemble fini de paires de carré intégrable unitaires (Mp,mo) qui représentent ces classes.

Pour toute fonction a support compact

h:G(A) > C

bi-invariante par K, et pour tous éléments g1, g2 € G(A), on a

1 _ 1 _
> hlgitvge) = Z)|F1xe(Mp7ro)| 3 )/Im[ﬂo]dﬂ~(h*Eﬂ(go))(g2).Eﬂv(g0)(gl)

YEG(F) (Mp,mo peBK (Mp,mo

ot dm désigne la mesure de volume 1 sur chaque Im [mg] qui est invariante par le tore réel compact Im AMP
a
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III. Transformation de Fourier linéaire locale : rappels

Dans ce paragraphe, on considére le groupe linéaire GL, de rang r > 1 sur le corps local ultramétrique
F, du paragraphe 1. Il s’identifie a I'ouvert de Zariski des éléments inversibles de ’algebre matricielle M.,
image réciproque de GL; = G,,, par ’homomorphisme multiplicatif det : M, — M; = A;.

Une fonction
GL,.(F,) = C

sera appelée “fonction de Schwartz” si et seulement si elle se prolonge, de maniére nécessairement unique,
en une fonction localement constante a support compact

M, (F;) = C.

Comme l'espace des fonctions de Schwartz est stable par translation a gauche ou a droite par les éléments
de GL,(F,), on s’attend & pouvoir le caractériser en termes spectraux. Pour cela, on a besoin des facteurs
L, (e,e) locaux définis par Tate dans le cas r > 1, et par Godement et Jacquet dans les cas r > 2, de la
maniere suivante :

Théoréme III.1. -

Pour toute représentation lisse admissible irréductible 7 € {m}" = {m}St on a :

(i) Les intégrales

r—1
s+——

/ dgs - ha(gz) - Pu(9s) - | det (gz)[a
GL,(F,)
associées aux fonctions de Schwartz

he : GL,.(F,) — M,.(F,) — C

et aux “coefficients matriciels” de w
g : GL,.(F,) —» C

convergent absolument, pour tout s € C dont la partie réelle est assez grande, vers une fraction ration-
nelle en Z = q;°.

(ii) Ces fractions rationnelles en Z = q, ° engendrent un idéal fractionnaire qui admet un unique générateur
LJ) (ﬂ-a Z)

dont Uinverse Ly (m,Z)~! est un polynéme en Z dont le coefficient constant est égal a 1.

Remarque :

Il résulte de la définition que

Ly(m®|det(o)]5,Z) = Ly(m,q,° - Z), VseC.

Pour le calcul des facteurs L, locaux, Godement et Jacquet ont prouvé :
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Proposition III.2. —
(i) Pour toute représentation m € {m}L qui est supercuspidale, on a
L,(m,Z)=1
sauf si v =1 et w est un caractére non ramifié, nécessairement de la forme
EX 3 a; — lagls,

auquel cas
1

Ly(m,Z) = ———.
(™. 2) 1—qgz°-Z

(i) Sim e {r}: est un sous-quotient de induite normalisée Ind“" (mo) d’une représentation lisse admis-
sible irréductible
Wozﬂlg...@ﬂ'k

d’un sous-groupe de Levy standard GL, = GL,, x ... x GL,, de GL;, le polynome

divise le polynome produit
Lz(WOa Z)71 = H L.’E(ﬂ—ia Z)71 .

Il y a méme égalité si w = Ind® (m).

|
On déduit aussitot de cette proposition :
Corollaire III.3. -
Pour tout sous-groupe ouvert compact K C GL,.(Fy), les coefficients du polynéme en Z
Ly(m,Z)™*
sont des fonctions polynomiales de w € {T}} j = {W}Srjg au sens du paragraphe 1.
|

On montre & partir du théoreme III.1 la caractérisation spectrale suivante de ’espace des fonctions de
Schwartz :

Théoreme II1.4. -
Pour tout K C GL,(F,), une fonction

fo : K\GL,.(F,)/K —» C
est une fonction de Schwartz sur M,.(F,) si et seulement si ses restrictions auz fibres de I’homomorphisme
| det (o), : GL,(F,) — ¢~

sont a support compact, et qu’elle se décompose spectralement sous la forme

fr(o) = | det (o)) /

Im{7}7

dr - frm(®) - Lo (7,07
ot
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e dr désigne comme au paragraphe 1 la mesure de Plancherel supportée par les représentations tempérées,
e pour tout g € GL,.(F;),
T far(9)
est une fonction polynomiale sur {T}] r,
e pour toute m € {m}], 1, la fonction sur GL,.(F;)

g~ fex(9)

est élément de Uespace ), My des coefficients matriciels de m bi-invariants par K,
o TV = hgw}/( désigne la représentation contragrédiente de toute m € {m}’.
O

Passons maintenant & la transformation de Fourier des fonctions de Schwartz sur M, (F;) associée au
choix d’un caractere additif continu unitaire non trivial

Vg Fy — C*
et d’'une mesure additive dm, de M,.(F,) :

Proposition IIL.5. —

(i) La ¢ -transformation de Fourier

fo J?z = [m; = /M " )dm:r < fe(ma) - Yo (Tr (mg m?,))

définit un automorphisme de l’espace des fonctions de Schwartz.

(ii) 1l existe une unique mesure invariante dm, (dite autoduale) pour laquelle l’automorphisme réciproque

est la ¢ -transformation de Fourier.

(iii) Pour toute fonction de Schwartz fy, : M, (F;) — C et tout élément g € GL,(Fy), on a
I =[det (g)[;"- ¢ s

9f, =|det(9);" "
U

La compatibilité ci-dessus de la v,-transformation de Fourier avec les translations a gauche et a droite
entraine qu’elle admet une décomposition spectrale qui, d’apres le théoreme I11.4 ci-dessus combiné avec le
théoreme 1.8, a nécessairement la forme suivante :

Théoréme III.6. —

Il existe une unique fagon d’associer a toute représentation lisse admissible irréductible = € {m}" un
monéme en Z (c’est-a-dire le produit d’une constante et d’une puissance positive ou négative de Z)

Sx(ﬂywxa Z)

de sorte que les propriétés suivantes soient vérifiées :

(1) Pour toute m € {m}} et tout s € C, on a

ex(m @ |det (0)]5, Vs, Z2) = ep(m, 90,4, ° - Z) .
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(2) Pour tout sous-groupe ouvert compact K C GL,(F,), l'unique coefficient du monéme

5:1:(7T7¢w7Z)

et son inverse sont des fonctions polynomiales de m € {7‘(};7[(.
(3) Le facteur
Lz(ﬂ—vz) ) Em(’fr,ﬂ)m?Z)

L (7Y, %)

'Ym(ﬂ'vd).ra Z) =

ne dépend que du support supercuspidal de 7.
Plus précisément, si celui-ci consiste en une représentation supercuspidale mg = w1 X ... X m, d’un
sous-groupe de Levy GL, = GL,, x ... x GL,, de GL,, le facteur

%(W,l/fm Z)

est égal au produit

’Yz(’/TOa?/}IvZ): H ’yi(ﬂ—ﬁwmz)'

1<i<k

(4) Pour tout K C GL,.(Fy) et toute fonction de Schwartz sur M, (Fy)
fo: K\GL,(F,)/K — C

décomposée spectralement sous la forme du théoreme I111.4

fa:(g) = |det (g)|;% / dm - fm,ﬂ(g> . Lw (7Tv7q;%) 3 Vg S GLT(Fw)a

Im{m}7

sa Y -transformée de Fourier f, est donnée par la décomposition spectrale

Fulg) = det (g)] /

Im{w}; K

dr - fox(g™") - La (w,qﬁ) yo. (ﬂ,wwqﬁ) , Vg.

Remarque :

On rappelle que si f; » : K\GL,(F;)/K — C est élément de l'espace 7}, K7k des coeflicients matriciels
de , alors g — fy (g~ ") est élément de I'espace mx X ) des coefficients matriciels de 7.
O

La propriété (3) du théoreme II1.6 ci-dessus ramene le calcul des facteurs

Lz(ﬂ—7 Z) ) 5517(7T7¢17Z)

Ly (7, %)

Vo (T, e, Z) =

des représentations lisses admissibles irréductibles m# € {m}” des groupes linéaires GL,(F,) au cas des
représentations supercuspidales. Dans ce cas, les facteurs L,(w, Z) sont donnés par la proposition I11.2(i).
Le calcul des facteurs e, (m, 1, Z) est plus subtil en général. On a cependant une formule simple dans le cas
des caracteres non ramifiés de F,© :

Lemme II1.7. —

Pour tout caractére non ramifié x : FXJOX — C*, nécessairement de la forme

EX 3 az — lagls,
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on a
5w(Xa¢xaz) = (q;s Z)Nww

Ny, =min {N € Z | 1, trivial sur {a, € Fy | |az|s < q; ™ }}

x

désigne le “conducteur” du caractére non trivial ¥, : F, — C*. O

Nous allons enfin donner deux classes de cas ou le calcul des facteurs e,(m, 1., Z) et L,(m, Z) des
représentations m € {m}. se rameéne simplement au cas du rang r = 1 : le cas des représentations non
ramifiées ™ € {71'};7(0, et celui des représentations “trés ramifiées” 7 -w = 7m ® (w o det) produits d’une
représentation de ramification bornée et d’un caractere w : F — C* assez ramifié en fonction de cette
borne.

., et son groupe de Weyl
W& =W est le groupe &, des permutations de {1,2,...,r}. Il résulte du théoreme 1.6(ii) que se donner
une représentation non ramifiée w € {77};70 équivaut a se donner une famille de r caracteres non ramifiés

Le groupe déployé GL, admet pour tore maximal le tore diagonal T, = G

XL FX/OX - C*, 1<i<r,
bien définis a l'ordre pres.
On peut maintenant énoncer :
Théoréme III.8. —
(i) (Godement, Jacquet) Pour toute représentation non ramifiée m € {r}’ ,, on a
Lo(m, 2) = [] L.(x%2)
1<i<r

et
€$(7T7¢$7Z): H fz(X;a¢va)

1<i<lr

(ii) (Jacquet, Shalika) Si m € {m}] - pour un certain K C GL,(Fy) et w : FY — C* est un caractére
continu assez ramifié en fonction de K, on a

Ly(r w,Z)=1

et
Ex(ﬂ' : wﬂ/)x’ Z) = EQC(XTI' : Wﬂ/’xaz) : Ex(qu/’va)T71

ou Xn : FN — C* désigne le caractére central de .
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IV. Transformation de Fourier linéaire globale et formule de Poisson
associée : derniers rappels

Dans ce paragraphe, on considere le groupe linéaire GL,. de rang r > 1, ainsi que I'espace matriciel M,
qui le contient, sur le corps de fonctions F' de corps des constantes F, du paragraphe II.

Notant toujours A = [] F, 'anneau topologique des adéles de F', une fonction globale
z€|F|

GL,.(A) - C

sera appelée “fonction de Schwartz” si et seulement si elle se prolonge, de maniere nécessairement unique,
en une fonction localement constante a support compact

M, (A) — C.

Les fonctions de Schwartz globales sont exactement les combinaisons linéaires de produits
f = ® fa:
z€|F|

de fonctions de Schwartz locales
fo: GL.(F,) — M, (F,) —» C

presque toutes égales aux fonctions caractéristiques 1, (o,) des parties ouvertes compactes M, (O;) C
M, (F,), qu’on peut appeler les fonctions de Schwartz locales standard.

On rappelle que le plongement diagonal F' < A fait de F' un sous-groupe discret de A et que le quotient
A/F est compact.

Choisissons une fois pour toutes un caractére additif continu non trivial
=[] v.:4—C"
z€|F|

qui est trivial sur le sous-groupe discret cocompact F'. Ce caractere est nécessairement unitaire, ainsi que

ses composantes
Ve Fy — C*.

En toute place x € |F|, munissons M, (F,) de la mesure “autoduale” dm, de la proposition IT1.5(ii),
pour laquelle "automorphisme réciproque de la ¢,-transformation de Fourier des fonctions de Schwartz sur
M, (F,) est la 1 -transformation de Fourier. Puis munissons M,.(A) de la mesure additive produit

dm = ®dmz.

T€E|F|

La -transformation de Fourier des fonctions de Schwartz globales
froF={m o [ dme fm) (Tt
M:.(A)

envoie chaque ) fr sur & fm Elle définit donc un automorphisme de ’espace des fonctions de Schwartz
z€|F| z€|F|

globales, et son automorphisme réciproque est la 1)-transformation de Fourier.
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On montre que les caracteres
A/F — C*

sont exactement les
Asa—¢Y(y-a), veEF,

et que le volume du quotient compact A/F pour la mesure “autoduale” dm est 1.

On en déduit la formule de Poisson adélique de Tate :

Théoréme IV.1. —

Pour toute fonction de Schwartz globale
f:M.(A)—C,

on a

o fm= >,

YEM, (F) EM,.(F)

Pour toute représentation lisse admissible irréductible

de GL,(A), on pose
L(m,Z) = [] La(me, 2%))

z€|F|

qui est bien définie a priori en tant que série formelle en Z. En presque toute place z € |F|, le facteur local
7, de T est une représentation non ramifiée et le conducteur Ny, de la composante locale v, de 1 vaut 0 si
bien que, d’aprés le théoréme II1.8(i) et le lemme II1.7, on a &, (7, ¥, Z) = 1. Il en résulte que le produit

e(m, Z2) = [[ eolma, v, 295))

z€|F|

est bien défini en tant que monéme en Z.
Tate en rang r = 1, puis Godement et Jacquet en rang r > 2, ont montré que la formule de Poisson du

théoreme IV.1 ci-dessus implique :

Théoréme IV.2. —

Pour toute représentation automorphe cuspidale m = Q) m, de GL,.(A), on a :
z€|F|

H Ly(mz,q,°

z€|F|

(i) Le produit

est absolument convergent dés que la partie réelle Re (s) de s € C est assez grande.

(ii) La fonction holomorphe que ce produit définit dans sa zone de convergence se prolonge analytiquement
a C tout entier. C’est méme une fraction rationnelle en q~°.

(iii) Cette fraction rationnelle satisfait I’équation fonctionnelle

L(nY,q¢ =) = L(n,q~*) - e(m,h, g %)
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(iv) Elle n’admet de poles que sir =1 et w est un caractére automorphe
AY/F* = C

de la forme
aw |al®®, avec so € C,
et, dans ce cas, elle a exactement deux péles simples en les points ¢°° et g5~ 1.
|

Pour toute représentation automorphe irréductible 7 = @ m, de GL,(A), il existe d’apreés le théore-
TE|F|
me I1.2(ii) de Langlands une partition r = r; + ... + r; du rang r et des représentations automorphes

cuspidales 1 = @ mi4,...,7k = Q T de GL, (A),...,GL,, (A) telles que 7 se réalise comme un
z€|F| ze|F|

sous-quotient de l'induite normalisée Ind“" (m1 W ... X 7). De plus, la ramification de 7y 4,..., Tk, €en
n’importe quelle place x € |F| est bornée en fonction de celle de m, et, en particulier, 7y 4, ..., T, sont non
ramifiées si m, est non ramifiée.

D’apres la proposition II1.2(ii) et le théoreme II1.8(i), la fraction rationnelle en n’importe quelle place
x € |F]
L,(rz, Z)

est le produit de la fraction rationnelle

I Le(mian 2)

1<i<k
et d’'un polynéme en Z qui vaut 1 lorsque 7, et donc aussi les 7; 5, 1 <14 < k, sont non ramifiées.

De plus, d’apres la propriété (3) du théoreme III.6, on a en toute place z € |F|

_ v 94 _
Lo(ms.2) 2 (me, e, 2) = L (v ) - [T velmia: e, 2)
1<i<k
ou, pour 1 <i <k,

La:(ﬂi,mZ) 'Ew(ﬂ—i,mywmz) = 'Ym(ﬂi,m»l/]waz) L, (Fsz %) .

Si enfin le facteur 7, de 7 en au moins une place x est le produit
Ty = T - Wy = Ty @ (wy 0 det)

d’une représentation 7, € {r}} ;. de ramification bornée par un K, C GL,(F;) et d'un caractere w, :
FY — C* assez ramifié en fonction de la borne K, alors les m; ,, 1 <1 < k, sont elles-mémes les produits

’
Tix = T g " W

d’une représentation 7, . € {m}. de ramification bornée en fonction de K, et du caractére w,. Cela exclut
qu’aucune des représentations automorphes m;, 1 < i < k, soit un caractere de A*/F* de la forme a — |a|*
avec sg € C.

On déduit de ces considérations le corollaire suivant du théoréme IV.2 :

Corollaire IV.3. —

Toute représentation automorphe irréductible m = @ m, de GL,.(A) vérifie les propriétés (i), (ii) et (iii)
z€|F|
du théoréme IV .2.
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Si de plus le facteur m, de ™ en au moins une place x est le produit
/
Ty = Ty - Wy

d’une représentation ., € {n}, de ramification bornée et d’un caractére w, : F) — C* assez ramifié en
fonction de cette borne, la fonction L globale de 7

C>ssw L(m,q¢™%)

n’a pas de pole. O
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V. Expression multiplicative de la fonctionnelle de Poisson linéaire

Dans ce paragraphe comme dans le précédent, on considere le groupe linéaire GL, de rang r > 1 sur le
corps de fonctions F' muni d’un caractére additif continu non trivial

=[] ¢u:A/F—C*.

z€|F|

Les théorémes II1.4 et I11.6 ont donné en toute place x € |F| une expression purement multiplicative —
c’est-a-dire qui ne fait apparaitre que GL,.(F}) et sa loi de groupe, en oubliant le plongement de GL,(F;)
dans l’espace linéaire M,.(F,) — de 'espace des fonctions de Schwartz

GL,(F;) — M,(F,) —» C

et de la 9,-transformation de Fourier dans cet espace.

On en déduit aussitét une expression purement multiplicative de I'espace des fonctions de Schwartz
globales
GL,(A) = M,.(A) - C

et de la i-transformation de Fourier dans cet espace.

Le but du présent paragraphe est de donner une expression purement multiplicative de la fonctionnelle
de Poisson de 'espace des fonctions de Schwartz globales f : GL,.(A) — M,(A) — C introduite dans le

théoreme IV.1
DD (COR
YEM,.(F)

Autrement dit, nous voudrions exprimer cette fonctionnelle sous une forme qui fasse intervenir seulement
GL,.(A), sa loi de groupe et son sous-groupe discret GL,.(F).

Commengons par remarquer qu’il n’y a rien a faire lorsque f = @) f; est un produit dont 'un au moins
z€|F|
des facteurs f, : GL,.(F,) — C est trés ramifié comme dans le lemme ci-dessous :

Lemme V.1. —

En une place x € |F|, considérons une fonction de Schwartz
fo: GL.(Fy) — M, (F,) — C

dont la décomposition spectrale
_r 1
fz(0) =|det(e)]z 2 - / dr - fyn(®)- Ly (71'\/7qx 2)
Im{m}z

ne fait intervenir non trivialement que des représentations de la forme
7=7w=7n"® (wodet)

ot ' € {m}} g pour un certain sous-groupe ouvert compact K C GL,.(Fy) et w: F, — C* est un caractére
assez ramifié en fonction de K.

Alors la fonction f, est supportée par une partie compacte de GL,.(F,) et il en est de méme de sa
transformée de Fourier f,.
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Remarque :

L’hypothese est vérifiée en particulier si f, : GL.(F,) — C est le produit
fe=fr-w=fl(wodet)

d’une fonction f7 : GL,(F,) — C invariante & gauche ou & droite par K et d’un caractére w : F* — C*
assez ramifié en fonction de K.

Démonstration :

Cela résulte du théoréme II1.8(ii) de Jacquet et Shalika qui assure que toute les représentations m €

Im {7}, qui apparaissent non trivialement dans la décomposition spectrale de f,, et donc aussi de f;,
vérifient

Lo(m,Z)=1 et Ly(nV,Z)=1.

On déduit de ce lemme :

Corollaire V.2. —

Pour toute fonction de Schwartz produit
f=@Q) fa:GL.(A) = C
z€|F|

dont un facteur f, : GL.(Fy) — C au moins vérifie Uhypothése du lemme V.1 ci-dessus, la formule de
Poisson du théoréme IV.1 se réduit a

Yoof= > f.

~EGL,.(F) ~EGL,(F)

Dans le cas général d’une fonction de Schwartz arbitraire
f:GL.(A) = M.(A) —» C,
on a besoin de la définition suivante :

Définition V.3. —
Soit xg une place de F.

Soit fry : GLp(Fy,) — M(Fy,) — C une fonction de Schwartz sphérique, c’est-a-dire bi-invariante par
GL(O,), et dont la décomposition spectrale s’écrit

Fro(®) = |det(e)]z,? /

Im{r}7 ,

_1
dm - fﬂcoyﬂ(.) ! on (ﬂ-v7 qIOQ) .
Alors, pour tous N,N' € N, on note )

N GLy (Fyy) — C

la fonction de Schwartz définie par Uexpression spectrale

N (o) = [det(o) 2 /

Im{7}” o

_1 _1 / _1
dm - f:Co,Tr(.) ’ Lafo (ﬂ.\/’qz02> : Ié\[]) (777%()2) . IVCNO (ﬁvaqx()z)
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ou I (m, Z) désigne le polynome en Z et w € {m}" , produit de
Ly (m,2)7!
et du mondome de degré N qui apparait dans le développement en série formelle en Z de l'inverse

Ly, (m,7Z).

Remarques :
(i) Comme le polynéme L, (m, Z)~! divise les Ig) (m, Z) par construction, les fonctions fﬁ’N/, N,N' e N,

et leurs transformées de Fourier fé\g’N/ sont éléments de l'algebre H o Autrement dit, elles sont
supportées par des parties compactes de GL,.(Fy,).
(ii) On a pour toute m € {m}] ; I'égalité
d IN(m2z)=1
NEN
dans 'anneau des séries formelles en Z. De plus, les sommes

> i (e

N>No
convergent uniformément vers 0 si 7 € Im {r}” ; et No devient arbitrairement grand. On en déduit
que, pour tout g € GL,(F},), on a

S N (g) = faolo) -

N,N’eN
O

Pour tout élément zy € C, toute fraction rationnelle R € C(Z) a coefficients complexes s’écrit de maniere
unique comme une somme
s
R=Rot Y U

1<i<k (Z =)

ou les a;, 1 <1 <k, sont des constantes et Ry est une fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule
pas en zg. On peut appeler Ry(zp) la “valeur régularisée” de R au point zg.

Cela permet d’énoncer le théoreéme suivant qui est le résultat principal du présent paragraphe :

Théoréme V.4, —

Soit une fonction de Schwartz produit

[= ® fIGLT(A)(_)MT(A)%(C7

TE|F|

et soit xo une place de F' en laquelle le facteur local fz, de f est sphérique.
Alors :

(i) La série formelle

Z ZN+N' . Z :ﬁ\g’N/ ® ® fa (,Y)

N,N’eN YyEGL,.(F) T#To

est une fraction rationnelle en Z.
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(ii) La “valeur régularisée” S(f) de cette fraction rationnelle au point Z =1 ne dépend pas du choiz de la
place xg.

(iii) On a
Sorm= X )+ XY r ] -5
YEM,.(F) ~EGL,.(F) YEGL,.(F)

si bien que la formule de Poisson du théoréeme IV.1 s’écrit encore

~

S(f) =50

Démonstration :
Elle va occuper toute la suite de ce paragraphe.

Elle est fondée sur le théoreme de décomposition spectrale de Langlands pour le groupe linéaire GL,..
Celui-ci est muni du sous-groupe de Borel B, des matrices triangulaires supérieures et du tore maximal
T, = Gj,, des matrices diagonales. Les sous-groupes paraboliques standard P = P, = GL, - N; et les sous-
groupes de Levy standard Mp = GL, de GL, correspondent aux partitions r = (r =ry + ...+ 1) du rang
7. Le tore complexe AMP associé & un tel sous-groupe de Levy standard Mp = GL, = GL,, x ... x GL,,
est canoniquement isomorphe & (C*)*.

Considérant un sous-groupe ouvert compact

z€|F|

on choisit un ensemble fini de représentants (Mp, ) des classes d’équivalence faible de paires de carré
intégrable unitaires (GL,, ) telles que 'espace L2 (GL,(F) - N,(A)\GL,(A)/K) ne soit pas réduit a 0.

Pour toute fonction a support compact
h: K\GL,.(A)/K — C,

tout représentant (Mp, o) et tous éléments 7 € [mo], g1, g2 € GL,-(A), on note

he(g1,00) = S (hx Ea(9))(92) - B (@)(1).-

F M
| IXG( P’WO)| pEBK (Mp,mo)

Cette expression ne dépend pas du choix de la base orthonormée finie Bx (Mp, ) de I'espace L2 (Mp(F) -
Np(A)\GL,(A)/K), et elle est invariante par 'action du groupe fini Fixe (Mp, mg) sur [mo].

Le théoreme I1.3 de décomposition spectrale appliqué a une telle fonction h dit que, pour tous g1,g2 €

GL,(A), on a
> hgitve) = Y. / dr - hr (g1, 92) -

YEGL,(F) (Mp,70) [mo]

On commence la démonstration du théoreme V.4 par le lemme suivant :

Lemme V.5. —

Supposons que la fonction de Schwartz globale produit

f=@) fr:GL(A) = M.(A) - C

z€|F|
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est bi-invariante par K = [ K, avec Ky, = GL,(Oy,).
z€|F|

En chaque place x € |F|, considérons la décomposition spectrale de f, donnée par le théoréme 111.4

Fu(e) = |det(e)[5 % /

Im{m}7 .

dr - for(e) - Ly (ﬂv,q;%)

et définissons une fonction
hy : K \GL.(F,)/K, — C

par la décomposition spectrale
ho(e) = | det(e)]s ® / dr - fon(e).
Im{ﬂ}; K

Alors :

(i) La fonction h, est la fonction caractéristique gy, (o, en toute place x ot f, est la fonction de Schwartz
standard My, 0,)-

En les autres places, h, n’est pas nécessairement a support compact mais elle agit sur chaque classe de
{7}, k, comme un élément de H, k.

Par conséquent, h = @ hy agit sur chaque classe [mo] de représentations automorphes comme un
z€|F|
élément de Hi, .

(ii) Pour tout réel s assez grand, tous entiers N, N’ € N et tous éléments g1, g2 € GL.(A), on a

oA Q) fal| | (o7 792

yEGL,(F) T#T0
_ \% _ 1
= Z / dr - hyrg)|det(e)|—=(91,92) - L ((77 ® | det(e)] %) ", q "’)
(Mp,mo) T[]

s _1 ’ _s\V _1
I (7o @ [ det(@)] 5 0z’ ) - I (a0 @ | det(o)[27)” a0’ )

ot, pour tout représentant (Mp, o) et tout ™ € [m], on note encore

1 _
hr(g1,92) = m : @eBK%P,WO)(h * Ex(0))(92) - Exv(2)(g1) -

Démonstration :

(i) résulte de ce que les fi (o) sont des fonctions polynomiales de m € {m}] .

(ii) résulte du théoreme I1.3 et de ce que la restriction de f = (% ‘fm et donc fé\é’N/ ® < ;@ fx> a chaque
ze|F xFx0
fibre de 'homomorphisme
| det(e)| : GL,.(A) — ¢~

est supportée par une partie compacte. (Il
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Pour tout représentant (Mp, ), les fractions rationnelles

[m0] > 7= Ex(9)(91), @ € L7 (Mp(F) - Np(A)\GL,(A)/K),

= hx E:(9)(g2)

admettent un dénominateur indépendant de g1, go € GL,.(A), invariant par 'action de A

pas sur Im [mg] ni donc sur AT - Im [mg] = {7 @ | det(e)|*, m € Im[mo], s € C}.

* et qui ne s’annule

Prouvons maintenant :

Lemme V.6. —

Pour tout représentant (Mp, o) et tous entiers N, N’ € N, les produits

1 -1
L<7rv,q 2) 'IxNO (”roquo ) IN ( Txgr dzo )

sont des polynémes en m € [mo].

A fortiori, et pour tous g1,¢92 € GL,.(A), les poles des fractions rationnelles

et aes(o)| -« (91, 92)-L (7 @ det(9)| )", q 4 )1 (7 @ | det(®)| 5 0’ )18 (a0 @ |det(0)]) " 0z )

AGLT

ne rencontrent pas le fermé - Im [mg] de [mo].

Démonstration :

_1 , 1
Par construction, les polynémes IJIC\[’) (wwo,qrf) et Ig) (wwo,q%?) sont des multiples des polynomes

_1\ 1 _1\ 1
L, (Wmo,qwo"‘) et Ly, (Wlo,qwf) . 11 suffit donc de vérifier que la multiplication par le produit

—_1\1 v -2\t
L, (’”zov Qw02> Ly, (71—@07 q9302)

fait disparaitre les poles de la fraction rationnelle

L- (wv,q_%) .
Or, si 7 est un sous-quotient de I'induite normalisée de représentations automorhes cuspidales 7y, ..., 7 de
GL,, (A),...,GL, (A) avec r =71 + ... + 7}, On a

L:Co (7%07%:0 ) H L:Co ( ﬂ-l $07qIU ) i

1<i<k

LZL‘O (71'3;-07qﬂ70 ) H LZL‘O ( Trl x07q;0 ) Y

1<i<k
et L (ﬂ'v,q_%) est le produit de

H L( z 7q$0 )
1<i<k

et d’un polynoéme en 7.

On est donc ramené au cas ol 7 et les m € [mp] sont des représentations automorphes cuspidales.
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Alors L (WV, q’%> est un polyndéme en 7, sauf si r = 1 et mp est un caractére automorphe A*/F* — C

de la forme a — |a|*® avec sg € C. Dans ce dernier cas, il y a deux pdles simples, et ils sont éliminés par le

—1\~1 —1\ L
produit L, (Wmo, q;x,’02) Ly, (WZO, QIOQ) .
O

On déduit aussitot de ce lemme :

Corollaire V.7. —

Pour tout représentant (Mp,7g), tout réel s, tous entiers N, N' € N et tous éléments g1, go € GL,.(A),
Uintégrale

-1
/1 [ ]d7r “hr)des(e) -+ (91, 92) - L ((w © | det(e)|~*)" 7q—%) N (%0 ® |det(°)|;06,qxoz)
m[mo

/ s Vi _ 1
1 (o @ det(®)|5)” 0

est bien définie et indépendante de s, donc égale a

_1 _1 ’ _1
/1 [ ]dw-hw(gl,gz)-L(Wv,q 2) I (mo,qzﬁ) I (ﬂlo,qxﬁ) .
m|7mo

Par combinaison avec le lemme V.5(ii), on obtient :

Corollaire V.8. —
Pour tout nombre compleze z € C de module |z| assez petit, et pour tous éléments g1, g2 € GL.(A), la
série
POIEAAREEDS N Q) fe ] | (9t v 92)
N,N’eN ~YEGL,.(F) TFT0
est convergente.

Elle est égale a la somme sur les représentants (Mp, o) des intégrales

_1\ 1 _1y\ 1
/1 ol dm - h‘rr(glag2) L (’/Tvvqié) « Ly, (Wzoaqgﬂoz> “ Ly, (7'(;/03 Qwoz)
m (TTo

1

1 1
Laso (ﬂwo,quf) . Lﬂco (71‘;:/072:(]3;02) .

La partie (i) du théoréme V.4 résulte alors du lemme suivant :

Lemme V.9. —

Pour tout représentant (Mp,mo) et pour tous éléments g1, g2 € GL,.(A), Uintégrale bien définie si |z| est
assez petit

N

_1\ 1 _1\ 1
) : Lzo (Wxqum[f) 'ng (7'(;;/an$02>

_1 _1
LJJU (77160 ) ZCI:s02> ° La:o (71-;/07 Zq$02 )

(CBz»—)/ dw-hw(gl,gg)-L(wv,q_
Im o]

35



est une fraction rationnelle en z.

Démonstration :

Si Mp = GL,, X ... x GL,,, la variété algébrique complexe [mp] s’identifie & un ouvert de Zariski de
(C*)k et sa sous-variété algébrique réelle Im [r] s’identifie au sous-tore unitaire {(A1,...,\x) € (C*)* |
Al =...= || =1}

Le produit

v -1 -3\7! v -3\t
L (ﬂ— aq 2) : LSCO (Wmovqﬂi()z) ! LEO (ﬂ-moaqwo2)
est un polyndme en 7, c’est-a-dire en )\fl, ceey )\,fl.

Il existe des nombres complexes z;; € C*, 1 < i < k, 1 < j <1, < ry, tels que, pour toute m € [mg]
paramétrée par (\g,...,\x) € (C*)¥, on ait

Lzo(ﬂ—ImZ): H H ! )

deg(zo)
1<i<k 1<j<r! 1=X 2z

Lwo(ﬂ‘;/o,Z)Z H H

— deg(zo) =
1<i<k 1<j<r/ 1= 2 Zi

1

L’expression

h7r (gla 92)
est une fraction rationnelle en 7, c’est-a-dire en A1, ..., \g, dont le dénominateur est un produit de facteurs
de la forme
1-— )\z . )\Z_,l * 20

pour des zp € C* tels que |zo| # 1.

Enfin, la mesure dr sur Im [mg] n’est autre que la mesure invariante de volume 1
dAi...d)g

sur le produit des k cercles unités dans (C*)¥.

Le lemme s’en déduit par déplacement des contours d’intégration, par exemple dans la direction
Al =0, .., |Ak| — 0,

et calcul des résidus.

On remarque au passage :

Proposition V.10. —

Soit (Mp,my) un représentant tel que my soit une représentation automorphe cuspidale de Mp(A) =
GL;, (A) x ... x GL,, (A).

Alors les intégrales

[MES
N

_1\ 1 _1\ 1
) . LCDO (on»(ho?) . L:Eo (W;/O,q;po )

_1 _1
Lwo <7T:E0 ) 2’on2> : La:o (71';/0, Zq$02 )

(CBz»—)/ dw-hw(gl,gg)-L(wv,q_
Im o]

sont partout bien définies dans le demi-tore |z| < 1.
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Les fractions rationnelles en z associées n'ont pas de pole qui rencontre la zone |z| < 1, et leur valeur en

z=1 est
/ dﬂ-'hﬂ—(gl7g2)'L<ﬂ-v,q7%> .
Im [mo]

Démonstration :

Avec les notations de la preuve du lemme V.9 ci-dessus, la fraction rationnelle en z et 7 € [mg] paramétré
par ()‘17 cee )‘k) € (CX)k

1 1
LIQ (771072%602) : Lwo (71-;;/07Zq102)

H H 1) (1 _ )\~ deg(@o)

deg(eo) -3 I
1<i<k 1<j<r (1 -\ "2 Zij o Quo i “ZZij Quo

s’écrit

Or, comme 7y est une représentation automorphe cuspidale unitaire, on sait d’apres Jacquet et Shalika
(et sans qu'il soit nécessaire d’invoquer la conjecture de Ramanujan-Petersson) que, pour tous indices i, j,

_1 1
4z < |2i5] < qd, -

D’ou les conclusions de la proposition. O

Considérons maintenant la ¢-transformée de Fourier f = & f, de f = & f.. En toute place z € |F|,

z€|F| z€|F|
les décompositions spectrales de f,, et f,

folo) = |det(o)]z * ./Im{ﬁ}r dr - fun(e) Ly (Wv,q;%) :

fu(e) = |det(o)|;% / dr - fon(®) - Ly (ﬂvjq;%>
Im {7‘!‘}; %
sont reliées par les formules
~ _1
fw,wv(g>:f$,ﬂ(g_1>'5w (vazmqgcg) , V.
On définit en toute place z € |F| une fonction
hy s K \GL(Fy)/ K, — C

par la décomposition spectrale

hao) = [det(o)F - [ dmeFule),

Im {7"};,}(

- ®
z€|F|

et on pose pour tout représentant (Mp, ), tout m € [7y] et tous éléments g1, gs € GL,.(A)

puis on forme le produit global

~ 1 ~ .
hr(g1,92) = m ) WGBK%;PJ(Y)(h * Ex(0))(92) - Exv(®)(g1) -
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D’apres le corollaire V.8 appliqué a f: X fx, la série

z€|F|
ST AN N e [ Q) L] | (o v 2)
N,N’eN YEGL, (F) TH#T0

est convergente si le module |z| de z € C est assez petit, et elle est égale & la somme sur les représentants
(Mp,mp) des intégrales

~ 1 _1y 1 _1y 1 _1 1
/ dm-hr(g1,92)- L (Fv,q 2) Ly, (Wzoz%coQ) Ly, (Wlo,qxf) Ly, (mmquog) L, (wzo,quﬁ) :
Im [7g]
Or, d’apres les équations fonctionnelles

o (9) = Fonlg™) 20 (mtunas ) . Vrefntin, VaelR|,
on a :

Lemme V.11. -

Pour tout représentant (Mp, o), tout élément m = Q) m, de [mo] et tous g1,g2 € GL,.(A), on a
z€|F|

|det(g5191)| "% - hav (g2, 91) = | det(g7 *g2)| "% - hrlg1,92) - € (mw,q_%> :

Puis on déduit de ce lemme :
Corollaire V.12. -
(i) Pour tous éléments g1, g2 € GL.(A), tout représentant (Mp, ) et tout z € C, les intégrales

| det(gy ga)| " /

_1 _1y\ 1 _1\ 1
drm - hﬂ'(glaQQ) L (7_[_\/7 q 2) ’ on (ﬂ-xmqioz) ’ on (Wa\c/oaqﬂﬂ()Q)
Im [mo]

1 v _1
on <7T9307 quoz) ! Lmo (Wzm quoz)

et

_ _r _1 1\ —1 1\ 1
| det(g5 ' g1)] 2-/ dw-hﬂ(gz,m)-L(?rv,q 2) - Ly, (wzo,qwf) “Lg, (wlquoz)

Im [7y]
’ 1 1
LIO (Wfbov qu02> ' Lmo (W;/o’ Zq%?)

sont égales.

(ii) Les fractions rationnelles développées en séries formelles

[det(gytgo)| 2 > ZNY N NN Q) fe | | (97 v 92)

N,N’eN YEGL,.(F) T#£T0
et
[det(gy g 72+ Y 2V N [N e | @ Fe | | (g van)
N,N’eN YEGL,.(F) TH#T0
sont €gales.

En particulier, elles ont la méme valeur régularisée en Z = 1.
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Démonstration :

(i) résulte du lemme V.11 et des équations fonctionnelles globales

L (wv,q_%) =L (w,q_%) € (7‘(,’(/},(]_%) .
(ii) résulte de (i). O

Lorsque g1 = g2 = 1, on note S(f) et S (f) les “valeurs régularisées” en Z = 1 des fractions rationnelles
du corollaire V.12 (ii) ci-dessus. On a donc montré que

~

S(f)=5()

Prouvons d’autre part :

Lemme V.13. -
Supposons que la transformée de Fourier fz de f, est a support compact en au moins une place x € |F|.
Alors :

(i) Pour tout représentant (Mp,mg), la “valeur régularisée” en Z = 1 de la fraction rationnelle développée
en série formelle

S gV /

1
dm - hx(g1,92) - L (anq_%) 'Ia]:\(r) (Trwoquo ) IN (77350,6110 )
N,N’eN Im [mo]

est égale a l'intégrale
—s\Vv _—1
- ]dw'hw®|det(o)|*5(91792)'L((W®‘det(.)| )5 q 2)
o

pour nimporte quel réel s assez grand.
(ii) On a
shH= >, fO.

YEGL,(F)

Démonstration :

(ii) résulte de (i) puisque
S fleitre) = D, / dﬂ~hw®\det<.>|—s(gl,gz)~L ((W® Idet(')lfs)v,q*%)
YEGL,.(F) (Mp,mo)

pour n’importe quel réel s assez grand.
(i) Choisissons un réel s assez grand.

D’apres le lemme V.5 et le corollaire V.7, la fraction rationnelle en z considérée R(z) est égale, si |z| est
assez petit, a I'intégrale

1 s—1 -1 _s—1\—1
/ mo] dm - h‘/r®| det(o)\—s(glv 92) - L (Wv, qisif) © La, (Wfbov 4z ) “ Lg, (779\5/0;(]:% 2)
I uy)

71 e
Ly, (Wmoaz%o ) « Ly, (w;/o,zqzos ) )

Nl
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Cette méme intégrale, considérée non plus au voisinage de z = 0 mais au voisinage de z = 1, définit une
autre fraction rationnelle en z que nous noterons R'(z).

Comme R’ est bien définie en 1 et y vaut
_ _1
/1 : ]dﬂ'hﬂ®\det(0)|*5<gl>g2)'L ((77@ |det(e)|7%)", ¢ 2) ,
m [7o

il s’agit de prouver que la “valeur régularisée” en z = 1 de la fraction rationnelle
R'(z) - R(z)

et égale a 0.
Or la différence R'(z) — R(z) s’écrit comme une somme de résidus calculés le long des poles qu'il faut
traverser en allant de la zone |z| < 1 & la zone |z| = 1.

Comme s a été choisi trés grand, les poles de

1

i\ —ST3
LZL’O (71—107 2Qzg )

n’apparaissent pas au cours de cette traversée.

D’autre part, comme la transformée de Fourier j?m est & support compact en au moins une place x € |F,
les poles de la fonction L globale
L (77\/, q_s_%)

disparaissent par multiplication avec le facteur

1

—8— = 71
h7r®|det(o)\*5(gla92)'Lwo (W;;/qufﬁo 2) :

Finalement, les seuls pdles qui apparaissent dans le calcul de la différence R/(z) — R(z) sont ceux de

Sfl 1
Lzo (Wmovzqwo 2) - | | | I 1 : ’
5—3 )\deg(a:o)
1<i<k 1<j<r! 1= 2Gzy * Zij A;

Ces poles sont définis par des équations de la forme

s—1 de ( _
2 ... g(zo) _ 1
qzo =~ Zig,jo Aio =z :

Si un tel pole apparait avec la multiplicité m,,, alors le polynéme
-1 -1 . s—% deg(zo)
Lzo Txosdxo = H H 1 — qa, Zi,j )‘1
1<i<k 1<5<r!

contient en facteur ) .
s—3 ydeg(zo)) 0
(1 — Gxzo ~ Zig,jo /\io
qui se spécialise sur le pole considéré en
—1\m,
(1 -z ) o,

et ses dérivées de degrés < m;, — 1 conservent au moins un facteur

1
s—1
2
1- qzg
qui se spécialise en
1—z1.
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On conclut que la fraction rationnelle R'(z) — R(z) est bien définie au voisinage de z = 1 et qu’elle s’annule
au point 1.

Cela termine la preuve du lemme. O
On déduit de ce lemme :

Corollaire V.14. —

(i) La différence des deux fonctionnelles
f=@Q far>S()
z€|F|

et

S BN (GO N IS B N GO N IS N 1))
YEM(F)

~EGL, (F) ~EGL, (F)

ne dépend que de la restriction de chaque f;, x € |F|, a un voisinage arbitrairement petit du bord

M, (F,) — GL,(F,) de M,(F,).

(ii) Par conséquent, cette différence est identiquement nulle.

Démonstration :
(i) Soit f/ = @ f. une autre fonction de Schwartz telle que Fu et J/“;’; coincident sur un voisinage de
z€|F|

M, (F,) — GL,(F,) en une certaine place et qu’ils sont égaux en les autres places.

SN =Y M)

YEM,.(F) YEGL,.(F)

Alors on a

et, d’apres le lemme V.13,

SF=1= >, (=),

YEGL,.(F)
D’ou la conclusion.

(ii) résulte de (i) puisque ces deux fonctionnelles sont invariantes par la transformation de Fourier

fef

et donc aussi leur différence. O

Ce corollaire acheéve la démonstration du théoreme V.4.
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VI. Transformations de Fourier locales non linéaires

Comme dans le paragraphe I, on considére un groupe réductif G, pas nécessairement quasi-déployé, sur
un corps local ultramétrique F,.

On suppose que G est muni d’un caractere non trivial
detg : G — G,, .

Les théoremes II1.4 et II1.6 d’expression spectrale des fonctions de Schwartz sur GL,.(Fy) C M, (F;) et
de leur 1, -transformation de Fourier ameénent a proposer la définition tres générale suivante :

Définition VI.1. -

Soit p la donnée d’un caractére
det, : G = Gy,
d’une réunion {r}5* de classes [r] de {m}$, et d’une maniére d’associer a toute m € {w}$P une fraction
rationnelle en Z

Lo(p,m,2)

et un mondéme en Z*1
Ex (pv , Z)
tels que

e pour toute m € {w}$P, sa contragrédiente T est dans {T}$P et toute représentation 7' € {n}S qui a

le méme support supercuspidal que T est dans {w}S°,

e pour toute m € {w}SP et tout s € C, on a
Le(p,m @ |deta(o)*, Z) = Lo(p, 7,4, - Z)
ex(p,m @ |detg(0)|®, 2) = e.(p,m,q;° - Z),
e [a fraction rationnelle quotient

Lx(p’ ﬂ-? Z) .6$(p77r’ Z)
Ly (p,mV, %)

ne dépend que du support supercuspidal de w € {ﬂ'}f’p,

Yolpsm, Z) =

e pour tout sous-groupe ouvert compact K C G(Fy,), linverse
Lo(p,m, Z)7"
Gp _

est un polynome en Z et m sur {r}, " = {m}§r N {m}S i qui vaut 1 pour Z =0, et le mondme

EI(p77TvZ)

est un polynéme inversible en Z*! et .

Alors :
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(i) On appellera p-fonctions sur G(F,) les fonctions
fo : K\G(F;)/K — C
dont les restrictions auz fibres de I’homomorphisme
|det(e)|x - G(Fy) — a7

sont a support compact, et qui se décomposent spectralement sous la forme

@) =lety @ [ drfeae) Lo (o0 )

Im{ﬂ}fy’}p(
ot
e pour tout g € G(Fy),
T faz,ﬂ' (g)
est une fonction polynomiale sur {W}f’]p(,

e pour toute T € {w}i’]’;, la fonction sur G(Fy)

g— fw,fr(g)

est élément de 'espace i, W g des coefficients matriciels de m bi-invariants par K.

(ii) On appellera p-transformation de Fourier 'opérateur qui associe a toute p-fonction f, décomposée
spectralement comme ci-dessus la fonction

Fu(e) = [det, (o) * / dr - for((9)71) - L (p,mq;%) = (pﬂr,q;%) :

a,
Im{n} %

Remarques :

(i) I résulte du corollaire 1.9 que pour toute p-fonction f,, les restrictions de sa p-transformée de Fourier
f» aux fibres de 'homomorphisme

|detg ()]s : G(Fy) — qf

sont a support compact, si bien que f, est aussi une p-fonction.

(ii) II résulte de la définition que 'espace des p-fonctions f, est invariant par translation & droite ou a
gauche par les éléments g € G(F,) et que

—1~

fi = ldet, (97" 7 fo s

-1
~49

9f, = |det,(9)l;" - fa

(iii) Pour toute m € {w}&"*, le produit du polynome

Lo(p,m, Z)7"
et de la fraction rationnelle
YV (P7 T, Z)
est un polynoéme. Autrement dit, L, (p, 7, Z)~! est un multiple du dénominateur réduit de la fraction
rationnelle v, (p, 7, Z). O
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On déduit aussitot de la définition :

Lemme VI.2. -
Soit p une donnée comme ci-dessus.
Alors on a pour toute représentation © € {m}S* :

(i) Les intégrales

/ dg - £2(9) - a(g) - [deta (@)l - det, (o)}
G(Fy)

associées aux p-fonctions
fo: G(Fy) = C
et aux “coefficients matriciels” de w
vz G(Fy) = C
convergent absolument, pour tout s € C de partie réelle Re (s) assez grande, vers une fraction ration-
nelle en Z = q;°.

(ii) Ces fractions rationnelles en Z = q, ° engendrent un idéal fractionnaire qui admet un unique générateur
Ly(p,7,2)

dont Uinverse L., (p, 7, Z)~! est un polynéme en Z dont le coefficient constant est égal a 1.
iii) Le polynome L' (p,m,Z)~1 divise le polynéme L,(p, 7, Z)" .
b P
|

Rappelons que si mp € {7}$, (M, m) désigne le support supercuspidal de 7y et [r;] C {7} désigne
l'unique classe des représentations dont le support discret est contenu dans [m], alors [m;] s’identifie &
un ouvert de Zariski de [mg]/Fixe(M,mg) et [m2] se plonge comme sous-schéma localement fermé dans
[mo]/Fixe(M, mp). De plus, toute fonction “polynomiale” sur [m] se prolonge a [mo]/Fixe(M, mp) et se spécialise
donc en une fonction polynomiale sur [ms].

On déduit du théoréme 1.8 :

Proposition VI.3. -
Soit p une donnée comme ci-dessus.

Soient my € {m}GP, (M, mo) son support supercuspidal et [r1] C {n}G* la classe qui s’identifie a un
ouvert de Zariski de [mg)/Fixe(M, mo).

Alors :

(i) La fraction rationnelle

L$(pa7T7Z) 'gw(paﬂ-a Z)

[m2] 3 7= a(p,m, Z) =
L (p.7. %)

n’est autre que la spécialisation de la fraction rationnelle
[m1] 27 = (p, 7, Z).

(ii) Pour tout w € 1], on a

L;(p,ﬂ', Z) = Ly(p,m, Z).
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(iii) Pour tout ' € [ma], le polyndme
Ly (p, 7', 2)7

divise le polynome obtenu par spécialisation en ' de la fonction polynomiale

[11] 3 7+ Ly(p, 7, Z) 1.

Cette proposition implique :

Corollaire VI1.4. —

Soit p' une “donnée incompléte” consistant en un caractére

detp/ G — Gm,

z . 4 .\ . \ ! . .
une réunion {r}S*" de classe [r] de {n}$, une maniére d’associer a toute € {mw}S*" une fraction ration-

nelle en Z
Lx (pla 7T7 Z)

et un monéme en Z+1
/
(0,7, Z)

tels que
o {m}C¥ est stable par w— 7,
o le support discret de tout élément m € {w}f”’/ est supercuspidal,

e pour toute € {n}&*" et tout s € C, on a
L.(p, 7@ |detg(e)|,*,Z2) = Lo (p',7,q,° - Z),
ex(p/,m @ |deta(o)| ", Z) = ea(p, 7,0, - Z),

e sur chaque {ﬂ}g’lp(’ = {m}&¢" n {w}ﬁK, linverse

LI(p/’ﬂ-v Z)_l
est un polynome en Z et w qui vaut 1 pour Z = 0, et le mondome
gib(plv T Z)

est un polynéme inversible en Z*' et .

Alors il existe une unique donnée p au sens de la définition VI.1 telle que
o det, = det,,

) {ﬂ'}f’p est l’ensemble des représentations m € {ﬂ'}f dont le support supercuspidal est égal au support
discret d'un élément de {n}G"",

o pour toute w € {x}&*" c {x}S*, on a
Lw(p,ﬂ', Z) = Lz(P/ﬂT) Z) )

Ex(p>7ra Z) = El(pl’ﬂ-’Z) ’
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e pour toute ™ € {mw}SP, on a avec les notations du lemme VI.2
D b

L;(P,W, Z) - Lm(paﬂ_az) :

On pose donc :

Définition VI.5. —

Une donnée p = (det,, {7}, L.(p,®,Z),e.(p,®,Z)) comme dans le définition V1.1 sera dite “norma-
lisée” si, avec les notations du lemme V1.2, on a pour toute m € {mn}GP

Li(p,m,Z) = Ly(p, 7, Z) .
O

Ainsi, le corollaire VI.4 dit qu'une donnée normalisée p est entierement déterminée par sa restriction aux
représentations m € {w}f’z dont le support discret est supercuspidal.

Dans la suite, on ne considérera plus que des données normalisées.
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VII. Transformations de Fourier globales et formules de Poisson non
linéaires

Comme dans le paragraphe II, on considére un groupe réductif G, pas nécessairement quasi-déployé, sur
un corps de fonctions F' de corps des constantes [Fy.

On suppose que G est muni d’un caracteére non trivial
detg : G — Gy, .

L’expression spectrale de Pespace des fonctions de Schwartz globales sur GL.(A) C M,.(A) et de la
1-transformation de Fourier dans cet espace améne a proposer la définition tres générale suivante :

Définition VII.1. -

Soit p la donnée d’un caractére
det, : G = Gy,

complétée, en chaque place x € |F|, en une donnée locale normalisée
(detm {ﬂ.}f,p’ Ly(p,®,2),e:(p, e, Z))

au sens des définitions VI.1 et VL.5.

On suppose que, en toute place x € |F| — S ot le groupe réductif G est non ramifié, les représentations
non ramifiées w € {w}S sont éléments de {m}5".

En une telle place non ramifiée x, on appelle “p-fonction standard” la fonction sphérique
G(O)\G(F:)/G(Og) = C

définie par la décomposition spectrale
_1 it
dety@2- [ drepanlo) - L (proar?)
Im{m}&

ou, pour toute m € {W}SQ, g est Vunique coefficient matriciel de m qui est sphérique et vérifie ¢, (1) = 1.

On suppose enfin que, en presque toute place x € |F| — Sq, on a e.(p,m,Z) =1, Vw € {W}fm, si bien
que la p-fonction standard en une telle place est sa propre p-transformée de Fourier.
Alors :

(i) On appellera p-fonctions sur G(A) les combinaisons linéaires de produits

f=Q f.:GA)—=C

z€|F|

de p-fonctions locales
fo : G(Fy) = C

égales auzx “p-fonctions standard” en presque toute place x € |F| — Sg.
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(ii) On appellera p-transformation de Fourier des p-fonctions globales sur G(A) lopérateur linéaire qui
associe a toute p-fonction produit
f = ® .fl

z€|F|

le produit des p-transformées de Fourier locales

Remarque :

Il résulte de 'hypothese faite sur les
{T(}i@ St ep,m,Z), x€|F|—Sq,
que la p-transformée de Fourier d’une p-fonction globale est encore une p-fonction globale. (]
Par analogie avec la définition V.5, posons :

Définition VII.2. —
Soit zg € |F| — Sg une place de F en laquelle le groupe réductif G est non ramifié.
Soit
fuo : G(Fyy) = C

une p-fonction sphérique, c’est-a-dire invariante a gauche et a droite par G(O,), et dont la décomposition
spectrale s’écrit

Jzo(®) = |detp(°)|;0% / dm - fl’om(’) - Lg, (p, vaq;()%) ’

Im{ﬂ}f)w

Alors, pour tous N, N’ € N, on note )
N G(Fy,) = C

la p-fonction définie par l’expression spectrale

N (o) = ldety()] - [

v -1 N _1 N v -1
dm - fwo,ﬂ'(.) ' La:g (PﬂT aq;COQ) : Ia:O (Pvﬂ»(hﬁ) : Izo (p7 T 7%02)
Im{‘n’}f‘q)
ou IxNO (p,m,Z) désigne le polynéme en Z et 7 produit de
on(paﬂ'vz)il

et du monoéme de degré N en Z qui apparait dans le développement en série formelle en Z de l’inverse

Lzo(pvﬂ—? Z) .

Remarques :

—_—
. o . / . . N,N’
(i) On observe comme dans le cas linéaire que les fonctions f:ﬁ\g’N et leurs p-transformées de Fourier fz,
sont a support compact dans G(Fy,).
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(i) Ici encore, on a pour toute w € {7}, I'égalité

S IN(pm Z)=1

NeN

_1
dans lanneau des séries formelles en Z. De plus, les sommes Y Ié\é (p, , qxoz)‘ convergent uni-

N>No
formément vers 0 si 7 € Im {r}" , et Ny devient arbitrairement grand.
Il en résulte que, pour tout g € G(Fy,),

> IN(9) = Frulo)

N,N’eN

O

Le cas de GL, et de la transformation de Fourier linéaire sur M, (A), avec le théoréme V.4 et le corol-
laire V.2, ameéne a envisager la forme générale suivante pour d’éventuelles autres formules de Poisson :

Définition VII.3. —

Soit p une donnée globale comme dans la définition VIL.1 pour le groupe réductif G sur F' muni du
caractére non trivial detg : G — Gy,

(i) On dira que p satisfait la formule de Poisson si, pour toute p-fonction produit
f=Q f.:GA)=C
z€|F|

et pour toute place xg € |F| — Sq en laquelle G est non ramifié et le facteur f,, est sphérique, la série
formelle

Yooz S Ve @ L] ()
N,N’eN YEG(F) TFTO

est une fraction rationnelle en Z dont la “valeur régularisée” en Z = 1, notée S(f), ne dépend pas du
choizr de xq et vérifie

(ii) Supposons que pour toute place x € |F|, tout sous-groupe ouvert compact K, C G(Fy), tout caractére

w: EY — C* assez ramifié en fonction de K, et toute représentation n’ € {ﬂ'}fﬁ , la représentation
b x

/

T=7 w=7 @ wodetg)

soit élément de {m}S° et vérifie
Lo(p,m,Z) =1.

Et appelons “trés ramifiées” les p-fonctions locales
fo : G(Fy) = C

dont la décomposition spectrale

plo) = ety [ fua) L ()
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ne fait apparaitre que des représentations  de cette forme ' - w.

Alors on dira que p satisfait la formule de Poisson trés ramifiée si, pour toute p-fonction produit

f=Q) f:GA)—=C

z€|F|

dont au moins un facteur f, est trés ramifié, on a

Yootm= Y (.

~EG(F) YEG(F)

Remarques :

(i)

(iii)

La formule de Poisson et la formule de Poisson non ramifiée ne dépendent pas du choix du caractere
det, dans la donnée globale p.

En effet, si p et p’ sont deux données globales qui ne different que par les caracteres det, et det,,
lopérateur

F(o) = [det,(o)]'/ - |det,y (o) 71/2 - f
définit un isomorphisme de 1’espace des p-fonctions sur celui des p’-fonctions qui échange les transfor-
mations de Fourier et les fonctionnelles linéaires considérées dans 1’énoncé.

Dans la situation de (ii), si une p-fonction locale
fo: G(Fy) = C

est tres ramifiée, il en est de méme de fx De plus, toutes deux sont a support compact.

Il n’est pas str a priori qu'une donnée p qui satisfait la formule de Poisson satisfait nécessairement
aussi la formule de Poisson tres ramifiée.

O

Il est clair qu'une donnée p comme dans la définition VII.1 ne peut satisfaire la formule de Poisson ou la
formule de Poisson tres ramifiée que si elle vérifie des conditions tres restrictives.

Les paragraphes suivants montrent, d’abord dans le cas des tores puis dans le cas général d’un groupe
réductif G sur F, que le principe de fonctorialité de Langlands permet de construire des données p qui
satisfont les deux formules.
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VIII. Le cas des tores

Dans ce paragraphe, on considere un tore T', pas nécessairement déployé, sur un corps de fonctions F' de
corps des constantes IF,.

On note Xr le réseau des caracteres T — G,,, définis sur une cloture séparable F de F, et X/ le réseau
dual des cocaracteres G, — T. Le réseau X et son dual Xy sont munis d'une action naturelle du groupe

de Galois I'y = Autp(F) de F.
Rappelons la définition du tore dual de T :

Définition VIII.1. -

On appelle tore dual de T, et on note f, le tore algébrique sur C dont le réseau des caractéres est
X7 = X7

et le réseau des cocaractéres est
X%/ =Xr.

Il est muni d’une action naturelle de I'r.

On a le lemme suivant qui résulte de ’équivalence entre la catégorie des ensembles finis munis d’une
action continue de I'z et celle des extensions finies séparables du corps F :

Lemme VIII.2. —

Considérons une famille de r caractéres de T

pé«:f—ﬂcx, 1<¢<r,

sur laquelle le groupe de Galois T'p agit via une action sur Uensemble {1,...,r} des indices.
Soit E lextension séparable de degré r de F qui est associée a l’ensemble {1,...,r} muni de laction de
I'p, et soit

TE = RGSE/F Gm
le tore de rang r sur F déduit de G,, par restriction des scalaires a la Weil de E a F.
Alors le dual fE de Tg s’identifie au produit

(c)"
muni de l’action par permutation de I'p, et ’homomorphisme de tores complexes I p-équivariant
T = (p%’v"'apg’) T — ((CX)T =Tg

est dual d’un homomorphisme de tores
p% : TE — T

bien défini sur F. O

Dans la situation de ce lemme, ’extension E est un produit fini

E:HEj

1<5<k
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de corps E; qui sont des extensions finies séparables de F'.

Pour 1 < j < k, chaque place y € |E;| est au-dessus d’une place z € |F|. Alors le corps local Ej;, est
une extension finie séparable de F, et son corps résiduel , est une extension finie de K, si bien que son
cardinal g, = q4e8) est une puissance de g, = ¢38®).

Pour toute place « € |F|, 'algebre locale B, = E®p F, = [| (E; ®p Fy) = ][ E;, s'identifie au
1<j<k 1<j<k

II II &

1<j<k velE;|

Yy

produit

En tant qu’algebre de dimension finie sur Fy, elle est munie d’un homomorphisme de trace
TrEw/Fw B, — F,
qui est la somme des homomorphismes de traces
Trg, ,/r, Ejy — Fr.

De méme l'anneau adélique Ap = E®p A= [] (E; @r A) s’identifie au produit
1<j<k

H Ap,

1<j<k

des anneaux adéliques A, des Ej. Il est muni d’'un homomorphisme de trace global

TrAE/A: @ TrAEj/A: Ag = H AE7—>A
1<j<k 1<j<k

qui est la somme des homomorphismes de traces locaux

Trp,r, = @ Tre.r: EBe= || Ejia— Fe.

1<j<k 1<j<k
La restriction de Try, /4 au sous-groupe discret £ = [[ E; de Ap = ][] Ag, estla somme
1<j<k 1<j<k
TrE/F = EB TTEj/F
1<j<k

des homomorphismes de traces
TI‘E],/F : Ej — F.

En particulier, elle envoie E dans F'.

Supposons maintenant que 'anneau A des adeles de F' est muni d’un caractere additif continu unitaire
non trivial

)= H Yy i AJF — C*.

z€|F|

Alors, pour toute place z € |F|, E, = ][] [I Ej, se trouve muni du caractére composé
1<j<k velE,|
YT

d)Em =, OTYET/Fz = H H ('l/)m oTrEj)y/Fm).

1<j<k welm;|
YT
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Et Ap = ] Ag; se trouve muni du caractére produit

1<j<k
I1 ve.

TE|F|

qui n’est autre que le composé

YoTry,/a = H (Yo Trag, /a)
1<5<k

et donc est trivial sur E = [[ E;.
1<j<k
On munit les Ej,, y € |Ej|, et Ag,, 1 < j < k, des mesures additives autoduales pour ces caracteres.
Puis on munit les E,, x € |F|, et Ag des mesures produits.

En toute place x € |F|, les caractéres
X € {m}."

X = II II Xivy

1<j<k welm;
Yy

sont les produits

de caracteres
Gm
Xj»y € {Tr}y
des groupes multiplicatifs E]Xy

Alors on peut poser

deg(y)
LJ,(X7 Z) = H H Ly (Xj,y? Zdeg(-’L‘))

1<j<k wvElE,l
YT

et

deg(y)
Ea:(X? 1/1:67 Z) = H H Ey (Xj,yu '(/Jz o ’I‘rEj,y/F,ﬂ Zdeg(l')> .

1<j<k velg;l
Yy
On déduit des résultats du paragraphe III appliqués aux Fj,, y € [E;|, et Ap,, 1 <j <k:

Lemme VIII.3. —

Dans la situation et avec les notations ci-dessus, considérons le tore Ty muni du caractére de norme
detr, = Nm: Tr = Resg/r G,y — Gy
dual du cocaractere de plongement diagonal

@m:CX ‘—)(CX)T:TE.

Alors :

(i) Les familles de fractions rationnelles

Lm(X,Z) et 51(X>¢m7 Z)v X € {W}SE ,

en chaque place x € |F|, définissent une donnée globale pg sur Tg au sens de la définition VIL1.
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(ii) En toute place x € |F|, les pg-fonctions sur Tg(F,) = EX sont les fonctions
Ef —=C
qui se prolongent en une fonction localement constante a support compact

fz: B, — C.

De plus, la pg-transformation de Fourier de ces fonctions f, est donnée par la formule

~

fu(ad) = /E da - fo(a) - ¥y 0Trg, /p, (ad).

(iii) Les pg-fonctions globales sur Tr(A) = A} sont les fonctions
Ay —C
qui se prolongent en une fonction localement constante a support compact
f:Ap —>C.

De plus, la pg-transformation de Fourier globale de ces fonctions f est donnée par la formule

fla) = / da- f(a) -0 Try, ju(ac’).

Plagons-nous dans la situation du lemme VIII.2 ot 'on dispose de 'homomorphisme de tores sur F
py T —T

dual de 'homomorphisme I' p-équivariant de tores complexes

~

pr = (s pp) 1 T = (C°) =Tp.
En toute place z € |F|, les caracteres éléments de {r}L
x:T(F,;)— C*
induisent par composition avec p¥. des caracteres éléments de {m}1®
xopp: Te(Fy) = Ef — C*.
Cela permet de poser la définition suivante :

Définition VIII.4. —

Dans la situation du lemme VIIL.2, supposons le tore T muni d’un caractére défini sur F
detr : T — G,,,

dont le composé avec I’homomorphisme
ot :Tg —T

est le caractére de norme
detr, = Nm:Tg = Resg/r Gy — Gy
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Alors on appellera “donnée induite par pr” la donnée globale sur T muni de detp qui consiste, en toute
place x € |F|, a associer auz caractéres x € {n}L les fractions rationnelles

Lw(pT7Xa Z) = LI(X © p}/“a Z)

et
Ea:(pT7X>Z) = 596(X © P%a%a Z) .

Remarque :

Le cocaractere .
detT :C* =T

qui correspond a dety : T' — G,,, composé avec
T = (p%’vvpg‘) T — (CX)Tv
devient le plongement diagonal C* «— (C*)". |

On déduit du lemme VIIIL.3 :

Corollaire VIII.5. —

Dans la situation de la définition VIIL.4, notons T, le noyau de I’homomorphisme de tores sur F'
or:Tg —T.
(i) Supposons que, en une place x € |F|, ’homomorphisme
pY s Tu(F,) = T(F,)

est surjectif. Alors :
e la suite
1= T,(F,) = Te(Fy) - T(Fy) — 1
est exacte,

e les pr-fonctions sur T(F,) sont exactement les fonctions déduites des fonctions localement cons-
tantes a support compact

E,=F®pF,—C
par intégration le long des fibres de I’homomorphisme surjectif
Ef =Tg(F,) = T(Fy)

pour une mesure invariante de T,(Fy),

e la pr-transformation de Fourier locale sur T'(Fy) est induite par la (1, o Trg, /g, )-transformation
de Fourier sur E,.

(ii) Supposons que, en toute place x € |F|, I’homomorphisme
ot Te(F,) — T(Fy)

est surjectif. Alors :

e [a suite
1-T,(A) > Te(A) - TA) =1

est exacte,
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e les pp-fonctions globales sur T'(A) sont exactement les fonctions déduites des fonctions localement

constantes a support compact

par intégration le long des fibres de I’homomorphisme surjectif
AY =Tg(A) = T(A)

pour une mesure invariante de T,(A),

e la pr-transformation de Fourier globale sur T'(A) est induite par la (¢ o Try, /5 )-transformation
de Fourier sur Ag.
Remarques :

(i) Si’homomorphisme
PT T — ((CX)T ZTE

est injectif, T}, est nécessairement le tore algébrique sur F' dual du tore complexe fp = Coker (pr) et
on a une suite exacte de groupes algébriques sur F'

1-T,-Tg =T —1.

(ii) Dans ce cas, 'homomorphisme
Tg(F,) — T(Fy)

est surjectif si le groupe de cohomologie galoisienne
H'(Fy,T,) = H' (r,, T,(F))

est trivial. D’apres le théoréeme 90 de Hilbert, cette hypothese est automatiquement vérifiée si T}, est

de la forme
Tp = RGSE//E Gm

pour une certaine extension finie séparable E’ de F.

Prouvons maintenant en général :

Théoréme VIII.6. —

Considérons comme dans la définition VIII.4 un homomorphisme I p-équivariant
pr = (s pp) : T = (C*)" =T,

son dual

et un caractére detp : T — G, tel que
detr o py = detr, = Nm.

Alors :
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(i) La donnée globale sur T(A) induite par pr satisfait la formule de Poisson au sens de la définition
VIL3(i).

De plus, pour toute pr-fonction globale produit

f=Q f: T()—C

z€|F|

et toute place g € |F| — St en laquelle fy, est sphérique, la fraction rationnelle

Sz ST N e (R | | )

N,N’eN ~YET(F) T#T0

est invariante par la substitution f — f, et elle n'a pas de pole dans le demi-tore |Z| < 1. Elle est

~

donc bien définie en Z = 1 et sa valeur S(f) = S(f) en ce point est égale aux sommes absolument

convergentes
> X Ve (&)= > > Ve (k]| 0.
N,N'eN ~eT(F) T#xTo N,N'eN ~eT(F) T#xTo

(ii) La donnée globale sur T(A) induite par pr satisfait la formule de Poisson trés ramifiée au sens de la

définition VIL.3(ii).

Démonstration :

Pour tout caractere

x=Q) xa: T(A) > C~

z€|F|

invariant par un sous-groupe ouvert compact K = H K., on peut poser
z€|F|

Lipr,x. Z) = [] L= (pT,XmZdeg(w))
z€|F|

qui est bien défini a priori en tant que série formelle en Z, et

€(pT7Xa Z) = H €z <pTaX:67Zdeg(x))
z€|F|

qui est bien défini en tant que mondéme en Z puisque presque tous les facteurs e, (pr, Xa, Zdeg(w)) valent 1.

Le théoreme va résulter de la proposition suivante :

Proposition VIIL.7. —

Soit x = @ Xz un caractére automorphe
z€|F|

T(A)/T(F) — C*
invariant par un sous-groupe ouvert compact K = [] K, de T(A).

TE|F|
Alors :
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(i)

(i)

(iii)

Le produsit

Lipr,x,q %) = [[ Lz(pr.xar 42"
z€|F|

converge absolument, si Re (s) est assez grand [resp. si x est unitaire et Re (s) > 1/, vers une fraction
rationnelle en q—° qui satisfait I’équation fonctionnelle

1 qf(lfs)

L(pr,x™ ", )= L(pr,Xx,q"°) - elpr, X, 4" %) -

Si, en une place xq € |F|, Ii\g (PTy Xzos Z) désigne le produit du polynome

La:o(pTaXzan>_1

et du monome de degré N du développement en série formelle en Z de l’inverse

Lﬂfo(pT7X:cov Z) )

le produit
-1 —1_5 N —%—l—s
Li{pr,x "¢ 277) - Iy | PTs Xaos Qo
n’a pas de péle dans la zone

Re(s) > ~5

st x est unitaire.

De plus, la série

-1 -1 -1
ZL<PT>X 'q 2) I (pT>Xwo7qz02)

NeN
converge uniformément vers
L (pT,x‘l,q‘%)
dans Uespace compact des caractéres automorphes unitaires x : T(A)/T(F) invariants par K.

Si, en une place xg € |F|, le caractére Xz, : T (Fy,) — C* est le produit

Xzo = Xb, - (w o detr)

d’un caractére x,, : T(Fy,) — C* de ramification bornée, c’est-a-dire invariant par un sous-groupe
ouvert compact K, firé, et d’'un caractére w : F) — C* assez ramifié en fonction de K composé
avec detr, la fraction rationnelle

L(ﬂT?X? Z)

est un polynome : elle n’a pas de pole.

Démonstration de la proposition :

On a par définition

et

L(pr,x,Z) = L(x c pr, Z)

s(pTaX7Z) = S(X OpT,¢,Z)

si bien que l'on se retrouve ramené & I'étude des fonctions L et e des caracteres automorphes de Tg(A) =

I

1<5<k

A% .
E;
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Toutes les assertions résultent alors du cas particulier r = 1 du théoreme IV.2 appliqué aux corps de
fonctions F;, 1 < j <k, et a leurs anneaux d’adeles AEJ.. O

Suite de la démonstration du théoréme VIII.6 :

Considérons une pp-fonction globale produit

f=Q fo:T(h)—>C

z€|F|
invariante par un sous-groupe ouvert compact K = H K,.
z€|F|
En chaque place z € |F|, la fonction
fo:T(F,) = C

se décompose spectralement sous la forme

-

o) = etz (@) [

Im{ﬂ'}f K

dx - Pe(x) - x(e) - Ly (pT,x‘l,qJE)

ot P, désigne une fonction polynomiale sur {7} K,

De plus, en presque toute place z € |F|, le tore T est non ramifié, on a K, = T(O,) et le polyndéme P,
est uniformément égal & 1 sur {r}7 . = {m}T; = AL

Notons {xo} une famille finie de représentants unitaires des classes [xo] de caractéres automorphes
T(A)/T(F) — C*

invariants par K.

Si P: x — P(x) désigne la restriction aux classes [xo] des polynémes produits [][ P, on peut écrire
z€|F|
pour tout réel s > % la formule

> ose= X [P )L (ot )
YET(F) Xo€{xo} 7 1mixol

Si le facteur f,, de f en au moins une place xg € |F| est trés ramifié au sens de la définition VIL.3(ii),

les fonctions
1

L (fmx”wffs)

qui apparaissent dans cette formule n’ont pas de pdle d’apres la proposition VIIL.7(iii) ci-dessus, et on obtient
par déplacement de contours

Yo=Y, / dx-P(x)-L(pT,x‘l,q‘%)-
YET(F) Xo€{xo} Y 1mIxol

Alors I’équation fonctionnelle de la proposition VIIL.7(i) implique

N rm= Y .

YET(F) YET(F)

C’est la partie (ii) du théoréme.

Considérons maintenant une place z¢ € |F| en laquelle T' est non ramifié et K, = T(Oy,).
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Pour tous entiers N, N’ € N, on a si Re (s) > 1

DR AN o A I N CY

YET(F) TFTo
= % [ b P )L (e )
xo€{xo} xol

— 14 ’ _ —1_,
'Izo (pT7X7q3L’02 g) IINO (pT7X 1,(]1'02 S) :
D’apres la proposition VIIL.7(ii), cette expression est encore égale a
_ _1 -1 ’ _ 1
> / dx - P(x) - L(PT»X Ly 2)‘150 (pT,x,qu)'IiVO (pT,x lvqxf)
Xxo€{xo0}

et, d’apres I’équation fonctionnelle de la proposition VIIL.7(i), elle est invariante par la substitution f — f

La série

S AN N QL] | ()

N,N’eN YET(F) TH#xT)

1
est une fraction rationnelle en z € C. Elle converge absolument si |z| < ¢2, et sa valeur en z = 1 est

/ dx-P(x)-L (pT7x_17q_%) .
Im[xo]

Cette expression ne dépend pas du choix de la place xg, et elle est invariante par la pp-transformation
de Fourier

Xo€{xo0}

f=f
d’apres I’équation fonctionnelle de la proposition VIIL.7(i).

Cela prouve la partie (i) du théoréme. O

En résumé :

e la formule de Poisson sur Ag implique les propriétés habituelles des fonctions L des caracteres auto-
morphes de A} = Tr(A),

e ces propriétés des fonctions L se transportent des caracteéres automorphes de Tg(A) & ceux de T'(A),

e ces propriétés des fonctions L globales des caracteéres automorphes de T'(A) impliquent la formule de
Poisson et la formule de Poisson trés ramifiée pour la donnée globale pr sur T(A).
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[X. Conséquences du cas des tores pour les groupes réductifs quasi-
déployés

Dans ce paragraphe, on considere un groupe réductif G quasi-déployé sur le corps de fonctions F' de corps
des constantes F,. Ainsi, G posseéde une paire de Borel (T, B) définie sur F'. Le groupe de Weyl

WE=Wg={9eG|g'Tg=T}T
de G est muni d’une action du groupe de Galois I'r de F, et le produit semi-direct
WG X FF

agit sur le réseau X des caracteres T' — G,, de T, sur le réseau dual vaw des cocaracteres G,,, — T de T
et sur le tore complexe T dual de T'.

On suppose que G est muni d’un caractére non trivial
detg : G — Gy, .
Il peut étre vu comme un caractere non trivial
detg =detr : T — Gy,
ou, de maniere équivalente, comme un cocaractere non trivial
(;e\tG:(Te\tT:@mZCX —>T‘

fixé par la double action de W€ et de T'p.

Considérons maintenant une famille de r caracteres
pr T = C*, 1<i<r,

telle que les composés pi. o (fe\tg, 1 < i < r, soient tous égaux a l'identité de C* et sur laquelle le produit
semi-direct W& x I'p agit via une action sur ’'ensemble {1,...,7} des indices.

Comme au paragraphe précédent, on note £ l'extension séparable de degré r de F' qui correspond a
I'action de I'r sur 'ensemble {1,...,7}, Tp = Resg/p Gy, le tore algébrique sur F dont le dual T s’identifie
a (C*)" muni de I'action par permutation de I'p, et

ot :Tg —T
I’homomorphisme dual de I’homomorphisme I' p-équivariant
or = (pry. . pp): T = (C*) =Tg.

En toute place x € |F|, le choix d'une cloture séparable F', de F, qui contient la cloture séparable F
de F' définit le groupe de Galois I'p, de F, comme un sous-groupe du groupe de Galois I'r de F'. Alors le
groupe de Weyl F,-rationnel

W ={weW®|o(w)=w, Yoelg}

agit sur I'ensemble d’indices {1,...,r} muni de 'action de I'r_, ce qui signifie qu’il agit sur I’extension
séparable F, = FE Qf F, de F,.
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Alors les fractions rationnelles
Lu(pr,x,Z) = Lo(x 0 pr, Z)
et
ex(pr, X, Z) = ex(x 0 pr,¥u, Z)

associées dans le paragraphe pécédent & tout caractere x € {7} sont invariantes par I’action de W& sur
T(F,) et {m}L.
Or, pour toute représentation m € {ﬂ'}f qui est “de type torique” au sens du paragraphe I, c’est-a-dire

dont le support supercuspidal a la forme (7T, x) avec x € {m}L, ce support est bien défini modulo I'action de
Wo.

Cela permet de poser la définition suivante :

Définition IX.1. —

Considérons comme ci-dessus une famille de r caractéres

p?[:f—ﬂcx, 1<i<r,

telle que
péﬂodetG:id(cx, 1<:<r,
et sur laquelle le produit semi-direct WE x T'p agit via une action sur Uensemble {1,...,r} des indices.

Notons toujours pr ’homomorphisme I p-équivariant
pr = (pry ..\ P) T — cy =Tg
qui induit un homomorphisme dual de tores algébriques sur F
pr:Te = Resp/rp Gm — T'.
Ayant choisi un caractére bien défini sur F
det,, : G — Gy,

on notera aussi pr unique “donnée globale” (au sens de la définition VII.1) qui consiste, en chaque place
x € |F|, a compléter det,, en une “donnée locale normalisée” (au sens de la définition VL.5)

(detPTv {ﬂ-}acj,prpv Ll‘(pTa .7 Z)a 5m(pT7 .? Z))

telle que :

. {ﬂ}ng est la réunion des classes de représentations © € {m}S qui sont “de type torique”, c’est-a-dire
ont un support supercuspidal de la forme (T,x) avec x € {n}T,

e pour toute représentation m € {ﬂ}ﬁpT dont le support discret est supercuspidal, donc de la forme (T, x),
on a

L:r(pTaTer) = Lz(pT7X7 Z)a
5;(PT,7772) = gw(pTv)(a Z) .

Remarque :

Il résulte du théoreme 1.6 que, en toute place z € |F| — Sg ol G et donc aussi T sont non ramifiés,
toutes les représentations non ramifiées ™ € {W}i@) ont un support supercuspidal de la forme (T, ), avec
x € {m}L, et vérifient

Lo(pr,m,2) = Lo(pr. X, Z)
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Er(pTu T, Z) = 5z(pTa X5 Z)
méme si leur support discret n’est pas supercuspidal. O

Notant Np le radical unipotent du sous-groupe de Borel B de G, munissons le quotient compact
Np(F)\Np(A) de la mesure invariante du de volume 1.

Le but du présent paragraphe est de démontrer le théoreme suivant :

Théoréme IX.2. —

Considérons une donnée globale p sur G(A) qui prolonge la donnée globale pr de la définition 1X.1 ci-
dessus. Cela signifie que det, = det,, et que, en toute place x € |F|, {x}$ , contient {x}$  avec, pour

Z,pT
toute m € {m}5
Ll(p7ﬂ-a Z) = Lw(pTa T, Z) )

ex(pym,2) = ex(pr,m,Z).
Alors, pour toute p-fonction globale produit
f=@Q f.:GA)—C,
z€|F|
on a:

(i) Pour toute place g € |F| — S en laquelle G est non ramifié et le facteur f., est sphérique, les séries
formelles

> oz [ du- D | e QL] | (w)

N,N'eN B(F)\Np(A) ~EG(F) z#z0

Z ZN-I—N’ . /N du - Z /;]\(/;,N’ ® ® f:v (u—l ’Y)

N,N'eN 5(I)\N5(4) ~EG(F) w0

sont des fractions rationnelles égales entre elles. De plus, leurs “valeurs régularisées” en Z = 1, notées

o~

Sp(f) et S5(f), ne dépendent pas du choiz de zo et vérifient
Sp(f) = Sp(f).

(il) Si un facteur fy de f est “trés ramifié” (au sens de la définition VIL.3(ii)) en au moins une place
x € |F|, on a nécessairement la formule

du - f(’yu):/ du - flu™t9).
/NB(F)\NB (A) Z Np(F)\Np(A) Z

YEG(F)

Démonstration :

Les assertions ne dépendant pas du choix du caractere
det, = det,, : G = Gy, ,

on pourra Supposer que
det, = det,, = detg = detr.

Pour toute place = € |F| et toute fonction localement constante

hy : G(F;) = C
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dont les restrictions aux fibres de I’lhomomorphisme
dete (o)), : G(F,) = ¢
sont & support compact, on notera
has s B(E,)/Np(F,) = T(F,) = C

la fonction

o s [0 (£)] Y2 - /

dy - ha(te 1) = |05 (1) |7 1/2 / dty - by (s )
NB(E’I:)

Np(Fz)
ol du, désigne la mesure invariante de Np(F,) associée a la mesure autoduale de F.
De méme, pour toute fonction globale localement constante
h:GA) - C
dont les restrictions aux fibres de
|detg(o)] : G(A) — ¢”
sont & support compact, on notera
hp: B(A)/Ng(A)=T(A) - C

la fonction

Lo |6B<t>\1/2~/

du - h(tu) = \53(7:)\—1/2-/ du - h(ut).
Np(A)

Np(A)

Comme du = @ du,, on a dans le cas d’une fonction produit h = @ h, 'égalité
z€|F| z€|F|

hg= ) has.

z€|F|
On a :

Lemme IX.3. -
Sous les hypotheses du théoréme 1X.2 avec de plus

det, = det,, = detg = detp,

et pour toute p-fonction globale
f:GA) = C,
les fonctions fp et fB sont des pr-fonctions globales sur T'(A).

De plus, la fonction fB est la pp-transformation de Fourier de la fonction fg sur T(A).

Démonstration :
Il suffit de traiter le cas ou f = () f. est une p-fonction globale produit de p-fonctions locales f, :
z€|F|
G(F;) — C.

La conclusion résulte de ce que, en toute place x € |F'|, I'opérateur linéaire
hx — h;c,B

vérifie les propriétés suivantes :
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e si h, est a support compact dans G(Fy), hg p est a support compact dans T(F,), et opérateur
transforme g — h, (g7 ') en t — h, p(t71),

e side plus S |F| — SG et hx = Hg(om), alors h%B = vol (NB(Ox)) : ]IT(Oz)7

o si h, et hy p sont décomposées spectralement en
1
hy(e) = |detg ()| 2 / dm - hy ()
{m}¢

et
he.n(s) = [det(o) F - [ - hema(o).
{m}Z

chaque h, g, ne dépend que des h, , indexées par les ™ € {7}¢ qui admettent (T, x) pour support super-
cuspidal ; en particulier, h; g ne dépend que de la partie de la décomposition spectrale de h, qui est indexée

par les 7 € {m}< ..
]

On a d’autre part :

Lemme IX.4. —

Sous les hypothéses du lemme 1X.3 ci-dessus, considérons une p-fonction locale en une place x € |F)|
fo: G(F,) = C.
Alors :

(i) Si G est non ramifié en x et la fonction f, est sphérique, la fonction fy g sur T(F,) est sphérique et,
avec les notations de la définition VIL.2, on a pour tous entiers N,N' € N

(YN g = (faom)NN

-y .., oN,N’
si bien que l’on pourra noter sans ambiguité f, 5 .

(i) Sila fonction f, sur G(Fy) est “trés ramifiée” au sens de la définition VIL.3(ii), la fonction f, g sur
T(F,) est aussi trés ramifiée.
O

On déduit de ces deux lemmes et du théoreme VIIL.6 :

Corollaire IX.5. —

Sous les hypothéses du théoréme 1X.2, et pour toute p-fonction globale produit f = @ f.: G(A) — C,
z€|F|
on a :

(i) Pour toute place xg € |F| — S en laquelle G est non ramifié et le facteur f, est sphérique, les séries
formelles

SN N e [ Q fen ] | ()

N,N’eN ~YET(F) TETo

SN PN e [ Q fs ] | ()

N,N’eN ~YET(F) T#x0

sont des fractions rationnelles égales entre elles. Elles n'ont pas de pole dans le demi-tore |Z] < 1.
Leurs valeurs en Z =1 ne dépendent pas du choix de xq et sont égales.
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ii) Si un facteur f, de f en au moins une place x € |F| est “trés ramifié”, on a nécessairement
p

> fs(v) ZfB

~ET(F) ~YET(F)

Suite de la démonstration du théoréme IX.2 :

Dans I'énoncé du corollaire IX.5 ci-dessus, on peut remplacer f par sa translatée a a gauche %f par n’importe
quel élément 6 € G(F), ce qui revient & remplacer f par sa translatée & droite f

Il est naturel de vouloir alors faire la somme sur les éléments § € G(F)/B(F).

Dans le cas (ii), seuls des § € G(F)/B(F) en nombre fini apportent des contributions non nulles et on

obtient que
> Y - du Y )

SEB(F)\G(F) ~ET(F) Np(F)\Np(A)

2 2 fB_lm_/Jva)\NB() Z o

SeB(F)\G(F) ~€T(F) YEG(F

est égal a

ce qui est I'assertion (ii) du théoreme IX.2.

En revanche, pour la partie (i) du théoréeme IX.2, une difficulté apparait du fait que la sommation

> appliquée aux séries formelles
SEG(F)/B(F)

Z ZN+N' Z (6fmo,B)N7Nl® ® fom | | ()

N,N’eN ~yET(F) TH£TQ
N,N’
N+N’ 76t ’ 7ot
= Z Z * : Z (fa:o,B> ® ® fLB (’7)
N,N’eN ~yET(F) TH#T(

est infinie.

On observe toutefois que, pour tous entiers N, N’ € N, seuls un nombre fini de 6 € G(F')/B(F) apportent
des contributions

S ()™ o (@ s || =X [(F2) o [@F: )|

~yET(F) TH#T0 YET(F) TF#To

qui ne soient pas nulles. On en déduit que les deux séries formelles

Z ZN+N’,/ du - Z glg\g,N’® ® 2 (yu),

N,N’eN NB(F)\NB(A) "/EG(F) r#£xT)

Z ZN+N,'/ du - Z fNN/® ® J?l (U_l’}/)7

N,N’eN NB(F)\NB(A) ’YEG(F) r#x0
sont égales.

Il reste & prouver que ce sont des fractions rationnelles et que leurs “valeurs régularisées” Sp(f) = Sz (f)
en Z = 1 ne dépendent pas du choix de la place zg.
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Rappelant la décomposition de Bruhat

G(F)= ][ B(F)-w-Ng(F)

weW§g
indexée par le groupe de Weyl F-rationnel
WS ={wewW|o(w)=w, Yoelr},
on doit passer par la proposition suivante :

Proposition IX.6. -

Sous les hypothéses du théoréme I1X.2, considérons une p-fonction globale produit

f=Q f.:GAa)—=C

z€|F|

et un élément w € WE.

Alors, pour toute place xg € |F| — S en laquelle le facteur f,, est sphérique, la série formelle

> oo wo Y [ (e (@n)) et
Ngp(A)

N.N'eN (NpNw=tNpw)(A)\Ng(A) ~ET(F) z#zo
= Z ZN+N", / du’ - Z / du - /;A(:’N, ® ® fe (u"twt yu)
N.N'eN (NgNw—1Npw)(A)\Ng(A) ~ET(F) Np(A) r£z0

est une fraction rationnelle, et sa “valeur régularisée” en Z =1, notée

~

S8 2o () = S8, (f)

ne dépend pas du choizx de la place xq.

Démonstration :

/ . 7 \ . /. re z 7 3
En notant f“* (e) les fonctions translatées & droite f(ew u'), les deux séries de 1’énoncé s’écrivent encore

3 ZN+N’./ - Y ( ;UO%)N’N ol v )|

N,N’eN (NBmw_lNB’w)(A)/NB(A) "/ET(F) z£zo

et

3 ZNW,/ S (@)N’% R || o

N,N’EN (NBmwleB’w)(A)/NB(A) ’YET(F) 275260

Choisissons une famille finie {xo} de représentants unitaires xo des classes [x] des caractéres automorphes

XxX= & xz:T(A)/T(F) — C* de T dont chaque facteur local x,, © € |F|, est le support supercuspidal
T€E|F|
d’une représentation 7, € {7}¢ qui apparait dans la décomposition spectrale du facteur local f, de f.

Alors, pour tous entiers N, N’ € N et tout v’ € Np(A), les fonctions

T(8) 3t faetr(t)]t - > [ ( ;gif,’g)N’N o Qs || (v

~YET(F) r#xTo
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et
L —— NN —
T(A) >t [detr (D)2 - Y ( ;glfB) o & ey | o
~YET(F) T#xTo
se décomposent spectralement sous la forme

1 1

— J S —14s ’ — —5—s
/[ ]dx : L(ﬁTvX R )'IzNo (pT,X,quf )'Iﬁ) (pT,x Y Gy )
Im[xo

X0
Pppw (X ® |detc(e)]77) - x(t) - [dete (t)]
et
1, ’ _ _1_g
/ dX - L (pTaxilaq7%78> . I],NO (pT7Xaq$02+ ) : Ii\(/; (pTaX 1aq$02 )
<o JImlxy ]
p = (x® [det(s)| ™) - x{1) - ldetes(8)]
B
ol

o les pry (e) sont des polynoémes en les x € [xo],
e les pfm, (e) sont des polynomes en les x € [x, 1] reliés aux précédents par les équations fonctionnelles
B

_1
P (X1 = Py () - (p:r,x,qx 2) VX € Ixol,

B

e s est n’importe quel réel assez grand.

Nous devons maintenant intégrer au moyen de 'opérateur d’entrelacement

/ du' .
(NpNw=tNpw)(A)\Np(A)

Rappelons que chaque classe [xo] est constituée des caractéres de la forme
X:X0®A:XO,>\5 )‘GATa

ott AT désigne le tore complexe des caracteres automorphes A : T(A)/T(F) — C* qui sont triviaux sur tout
sous-groupe compact de T'(A)/T(F). Pour tout cocaractere

av:G,, =T,
nécessairement défini sur une extension finie I’ de F', le composé
NoaV t AX,JF™ = T(A)/T(F)— C*

est nécessairement de la forme

s

[Nm /o (@)] 777

et on peut noter
¢ " =a’(\).

D’apres les propriétés connues des opérateurs d’entrelacement et les équations fonctionnnelles

— _1
p/wZ/(X 1):pfgu’(X)'5<PTaX7q 2) ) VX7
B

on a :
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Lemme IX.7. —

(i)

(iii)

Avec les notations ci-dessus, les intégrales

[Xo0] > x = du’ - ppyur (X) = R, (x)
(NgNw—1Npgw)(A)\Ng(A)

[resp.  [xo']2 x = du’ - p— (x) = ﬁ?\ (x) /
(NpNw=' Npw)(4)\Np(4) 5 i

convergent absolument en les éléments x de la forme

X=Xo®A  [resp. xX=x5 ®\]

avec
@’V <q™ fresp. a"(N)] > q]
pour toute racine positive o € (IDE telle que w() soit une racine négative.
Ces intégrales convergentes définissent des fractions rationnelles RY, et }A%}“A sur les variétés complexes
B

[xo0] et [xg ], reliées par I’équation fonctionnelle
D — _1
R = RBE, (0= (proxa?) . V.

Dans chaque variété [xo] = {xo@A | X € AT} [resp. [xg '] = {xg @\ | A € AT}, la fraction rationnelle
RY, [resp. RY ] est le quotient d’un numérateur qui est un polynéme en A\*! et d’un dénominateur qui
B

est un produit de facteurs de la forme

a’(N)

Zx0,a

[resp. 1 —aY(\)- Zyo,a ]

ol « € CIJJCQ N fw’l(CDJé) et les zy,,a sont, quand ils existent, des nombres complexes de module g !

dépendant de xo et de a.

En particulier, les dénominateurs de ces fractions rationnelles sont invariants par laction x — x ®
| deti(o)|®, s € C, et ils ne s’annulent pas en les caractéres x unitaires.

O

On sait aussi d’apres la proposition VIII.7 que les produits

— _1_ —14 ’ _ _1_
L(p:mx Lge 3) IR (pT7Xaq9602 ) I (pT,x Yz )

sont des polynomes en y et ¢=*. Avec le lemme IX.7 ci-dessus, cela implique :

Corollaire IX.8. —

La série formelle de la proposition 1X.6 s’écrit comme la somme sur les représentants xo des séries
formelles

S gy /

d L —1 7% IN 7% 'INI —1 7% .Rw
X L(pr, Xy, 4 2o | T Xro» Qo 2o \PT Xng » do s (X20)

N,N’€N Im [xo]
/ — 1 -1 ’ _ _1 ~
Z ZN+N /I [ 71] dX L (PT»X/\O}UC] 2) : Ii\(]) (pT;X)\O_laQIOQ) ’ Ifi\(]) (pT7X)\O—117QI02) : R%B(X)\O_l)
N,N’€N m [xq
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pour n’importe quel élément \g € AT tel que

la¥(\o)| < g™, VYaedin-—w ().

Suite de la démonstration de la proposition IX.6 :

Fixons un élément \g € AT tel que, comme dans le corollaire IX.8 ci-dessus,
a¥(N\o)| < g7, Vaedin-—w(®f).
Alors il résulte de ce corollaire que pour tout z € C de module |z| assez petit, la série
Z zN+N/./ du’ - Z / du - é\é’N,® ®fm (utywu)
N,N’eN (NBﬂwleBw)(A)\NB(A) ’YGT(F) Ng(A) r£zo

converge absolument vers
-1 L, iyt
(pTa XXo» qu ) : L:Eo (,DT, X>\0 ) ql’oz)
o )

- L
_1 _1\ 1 -1
- Z/ b ]dX RfB(X)\ 1) 'L(pTaXA—laqwoz) Lio (pTaX)\glaqw()z) ’Llo (pTvx/\Jl,qInQ)
m[x,

X0

_1
Z/ [ ]dx-R?B(xAU)'L(pT,x;},qxoz) Ly,
mixo

X0

N

PTs XXo» qu’o ) : L:Eo (pTa X)Tola Zq;o

_1 _ _1
* L, (pTvaglazqwoz) “ Ly (pT,xA;uzqz[f) :

Ces intégrales de contours se calculent comme des sommes de résidus qui sont nécessairement des fractions
rationnelles en z.

Il en résulte que la série formelle de la proposition IX.6 est une fraction rationnelle en Z.
Il reste a prouver que sa “valeur régularisée” en Z = 1 ne dépend pas du choix de la place xzg.

Commencons par 'analogue suivant du lemme V.13 :

Lemme IX.9. —

(i) Si la p-transformée de Fourier f; de fr est & support compact en au moins une place x € |F|, on a

S§elh)= [ X[ e s ),
(NBﬁwleBw)(A)\NB (A

YET(F) Nz

(ii) De méme, si f, est & support compact en au moins une place x € |F|, on a

s, = [ Y [ fw e .
(NBﬁ’u)*lNB’LU)(A)\NB(A) "/GT(F) NB(A)

Démonstration :

(i) Choisissons un élément Ao € Ar tel que

la¥(No)| < g™, VYaedin-—w ' (df).
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Quitte & remplacer Ay par Ao ® | deti(e)|~* pour un réel s assez grand, on peut supposer que

du’ - Z /NB(A)du-f(ulfywu')

/(NBﬂwlNBw)(A)\NB(A) ~YET(F)

_1
= Z/ dX'R}UB(X/\o)'L(PTvXX017Qro2> :
xo 7 Tm[xol

Or si z € C est assez petit, la fraction rationnelle

Rz)= ¥ zN+N’./ -y /N(A)du. VN o | Q fo | | @t yww)
) B

N,N'eN (NpNw=tNpw)(A ~ET(F -
est égale a la somme finie d’intégrales
w -1 _1\ 1 1 =1\t
Z/ [xo] dX ’ RfB (X)\o) L (pTa Xxo ’qu’o2> ' on (pTa X)xg:qI()?) ' on (pTa Xxo ’qu’o2)
Im [xo

X0
1

_1 B _1
: Lﬂfo (pT7 XXo» Zq9302> . L:CO (pTa X}\Ola quoz) .

Cette méme somme d’intégrales, considérée non plus au voisinage de z = 0 mais au voisinage de z = 1,
définit une autre fraction rationnelle en z que nous noterons R’(z).

Comme R’ est bien définie en 1 et y vaut
_1
Z/ dX ' Ri)gB (Xko) - L (pT7 X;017 qiE()z) )
xo 7 Im [xo]
il s’agit de prouver que la “valeur régularisée” en z = 1 de la fraction rationnelle
R'(z) - R(z)

est égale a 0.

La différence R'(z) — R(z) s’écrit comme une somme de résidus calculés le long des poles qu’il faut
traverser en allant de la zone |z| < 1 & la zone |z| = 1.

D’apres le choix de \g, les poles de
—1 -1
Lwo (pTa X/\O ) qu()Z)
n’apparaissent pas au cours de cette traversée.

D’autre part, comme la transformée de Fourier J?x est & support compact en au moins une place x € |F,
les poles de la fonction L globale

1 1
L (pT,xAj,q 2)
disparaissent par multiplication avec le facteur
_1
RI[;}B (X)\o) . L:z:o (pT7 X;()lv Qx02 ) .
Finalement, les seuls poles qui apparaissent dans le calcul de la différence sont ceux de
_1
LIO (pTv XXo>» quoz) .

Comme les fonctions a intégrer comportent en facteur supplémentaire le polynéme
_1y\ 1
LJJU (pT7X>\o7qiEoz) 9
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les résidus le long des poles a traverser sont des fractions rationnelles en z bien définies en z = 1 et qui
prennent la valeur 0.

Cela termine la preuve de la partie (i).

(ii) se démontre de la méme fagon. O
On déduit de ce lemme :

Corollaire IX.10. -
Soit z1 € |F| — Si une autre place en laquelle le facteur f,, de f est sphérique. Alors :

(i) La différence des deux fonctionnelles

f=Q forr SEa(f)

TE|F|

et

f = Sg,xl (f)
ne dépend que de la restriction de chaque ]?x, x € |F|, au complémentaire d’une partie compacte
arbitrairement grande de G(Fy).

(ii) De méme, la différence des deux fonctionnelles

fHSBzo(f)

et

ne dépend que de la restriction de chaque facteur fx, x € |F|, de f au complémentaire d’une partie
compacte arbitrairement grande de G(Fy).

Démonstration :

(i) Soit f' = @ f. une autre p-fonction globale produit telle que ]?I et fg’ﬁ coincident en dehors d’une partie
z€|F|
compacte de G(F}) en une certaine place et qu’ils sont égaux en les autres places.

Alors on a d’apres le lemme IX.9(i)
SBao(f = f) =854, (f = f)
soit
(SB2o = 5B, ) () = (SB.4y — SB.2,)(f)-

(ii) se déduit du lemme IX.9(ii) de la méme fagon.

Fin de la démonstration de la proposition IX.6 :

On sait déja que pour toute p-fonction globale produit f = &) f. sphérique en deux places x € |F|, on
z€|F|

S8 .o (f) = SE. (),
S8 . (f) = SE. (f)

d’ou

~

(SB.20 = SB2) () = (B2 — S5, ) () -
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Cette identité n’est compatible avec le corollaire IX.10 que si les fonctionnelles S35, —S% , et SF’, —

S%,, sont identiquement nulles.
|

Fin de la démonstration du théoréme IX.2(i) :

Il suffit de démontrer que pour toute fonction test localement constante & support compact

o= ] ¢=:G@)—cC,

TE|F|

la pp-fonction globale sur G(A)
1
g = / dg - ¢(g) - |deta(9)]2 - f(g'9)
G(A)
et sa pp-transformée de Fourier
g0 [ dg-ele)- deta(o)]F - Fflg ')
G(A)

vérifient les propriétés du théoreme I1X.2.

Or, pour toute place g € |F| et tous entiers N, N’ € N, les fonctions automorphes

G(F)\G(A) 3 g — du- > (Ve Q|| @rg)
Np(A)/Np(F) ~EG(F) z#
et
G(F\G(A) > g — du- > (AN Q)] g vu
Ngp(A)/Np(F) ~EG(F) z#x0

ne laissent apparaitre dans leur décomposition spectrale que des représentations automorphes dont le support
cuspidal est constitué de caracteres automorphes de T(A), c’est-a-dire que des séries d’Eisenstein induites
de B et leurs résidus.

On est donc réduit a prouver que pour toute fonction test localement constante & support compact

o= [ ¢« Ns(ANGA) = C,

z€|F|

les séries formelles

> ZN+N'./ du- > /(;(A) dg - (g) - |deta(g)

N,N’eN Np(A)/Np(F) ~EG(F)/N5(F)

(N | Q) fe | | (urg)

TH£xTo

et

> v | dw S [ dgstghdetclo) BV e | @ F ) ) @ tve)
N.N’eN Ne(&)/NB(F) L eng(FN\G(F) Y G e£x0

sont des fractions rationnelles égales entre elles, et que leurs “valeurs régularisées” en Z = 1 ne dépendent
pas du choix de la place xq.

Cela résulte de la proposition IX.6.

73



X. Transfert automorphe et formules de Poisson non linéaires

Dans ce paragraphe, on considere un groupe réductif G, pas nécessairement quasi-déployé, sur le corps
de fonctions F' de corps des constantes F,.

Le groupe réductif complexe G dual de G est naturellement muni dune paire de Borel comprenant un
tore maximal T" et d’une action du groupe de Galois I'r de F'.

On suppose que G est muni d’un caractére non trivial défini sur F
detg : G — Gy, .
Il lui correspond un cocaractere central de G fixé par I'p
d/e\th@m:(CX —>Z@‘—>1A“f—>@.
Suivant Langlands, on appelle représentation de transfert de G tout homomorphisme algébrique continu
p:@xFF%GLT(C).

On dira qu’une telle représentation de transfert p est compatible avec le caractere detg de G si le cocaractere
central correspondant

(@Glcx%é

agit sur l'espace C" de p par
Z—z.

On a:

Lemme X.1. —

On dit que la représentation de transfert
P GxTp— GL,(C)
est non ramifiée en une place x € |F| si le groupe réductif G est non ramifié en cette place et laction induite
P G x I'r, - GL,(C)
se factorise a travers le quotient non ramifié I'y. de I'p, en
G XTI — GL,(C).

Avec cette définition, on a :
(i) Le sous-ensemble S, D Sq de |F| constitué des places en lesquelles G ou p est ramifié est fini.

(ii) En toute place x € |F| — S,, p induit naturellement un homomorphisme entre algébres de Hecke
sphériques
Py Hyg — 'Hg@

et donc une application
G
(p2)« :{m}ip = {7}e g

de l’ensemble des représentations lisses admissibles irréductibles non ramifiées de G(Fy) vers celui de
GL,(F,).
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Démonstration :

(i) résulte de ce que ’homomorphisme algébrique continu
p:GxTr— GL,(C)

contient nécessairement dans son noyau un sous-groupe ouvert de I'p.

(ii) En toute place x € |F| — S, p induit un homomorphisme
G x I — GL,(C).

Or, d’apres le théoreme 1.6(iii), on a un isomorphisme canonique
8¢ MGy 5 C[GL)¢

de lalgebre de Hecke sphérique de G(F,) vers l'algebre des fonctions algébriques sur @I, la fibre de G g
au-dessus de I’élément de Frobenius o, € Iz , qui sont invariantes par conjugaison par G.

De méme, on a un isomorphisme

Sy Ml g — C[GL,]%

de Talgeébre de Hecke sphérique de GL,(F}) vers l'algebre des fonctions algébriques invariantes par conju-
gaison sur GL, = GL,.(C).

La restriction & G, via G x I} — GL.(C) des fonctions invariantes par conjugaison sur GL,(C) définit
I’homomorphisme recherché
G
pr: Mg = My

Cet homomorphisme induit une application
G
(Px)s {ﬂ-}x,@ - {W}Q,m

puisque, d’apres le théoréme L6, {7}S; [resp. {m}" ;] est en bijection avec 'ensemble des caracteres de
Palgebre commutative HS ) [resp. HT 1.

|
Langlands a proposé la définition suivante :
Définition X.2. —
Etant donnée une représentation de transfert
p:GxTp— GL.(C),
on pose :
(i) Une représentation automorphe #’ = Q) =l de GL, est appelée un p-transfert global d’une représenta-
z€|F|
tion automorphe 1 = @ m, de G si, en toute place x € |F| — S, ot m, et non ramifiée, w), est

z€|F|
nécessairement non ramifiée et
o = (pz)+(mz).
(ii) En n’importe quelle place xo € |F|, une représentation lisse admissible irréductible m, € {r}} de
GL,(Fy,) est appelée un p-transfert local d’une représentation lisse admissible irréductible g, € {m}S,

de G(Fy,) s’il existe une représentation automorphe m de G admettant my, pour composante en o et
un p-transfert global ' de 7 admettant w}, pour composante en xg.
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Remarques :

(i) Les notions de p-transfert global ou local sont invariantes par conjugalson de p par les éléments de

GL,(C). On peut donc supposer toujours que p envoie le tore maximal 7' de G dans celui 7, = (C*)"
de GL,.(C).

(ii) On peut démontrer en utilisant la formule des traces d’Arthur-Selberg que toute représentation lisse
admissible irréductible supercuspidale 7, € {7}$ de G en une place o € |F| est la composante locale
en xo d’au moins une représentation automorphe 7 de G(A) et en fait de beaucoup.

(iii) 11 résulte de la définition que, en toute place z € |F|— S,, les représentations non ramifiées , € {m}%,
ne peuvent avoir d’autre p-transfert local que (pg )« (7).

O

Langlands avait conjecturé 1’énoncé suivant, appelé principe de fonctorialité, qui est maintenant un
théoreme dans le cas des corps de fonctions ot nous sommes :

Théoréme X.3. —

Etant donnée une représentation de transfert
p:GxTr— GL,(C),

on a :
(i) Toute représentation automorphe m de G admet au moins un p-transfert global @ dans GL,..

(ii) En toute place zo € |F| et pour toute représentation lisse admissible irréductible my, € {ﬂ'}G de
G(Fy,), tous les p-transferts locauz w), € {n}, de 7y, dans GL, ont le méme support supercuspidal.

1l ne dépend que du support supercuspidal de my et de la restriction de p a G I'p,,

Démonstration :

Notons Wr C I'r le “groupe de Weil” de I'p, constitué des éléments dont 'image dans le groupe de
Galois I'r, du corps des constantes IF, de F' est une puissance de I’élément de Frobenius. Autrement dit, W

est défini par le carré cartésien :
WF O FF

| N

7 ——— Z =Ty,

En toute place z € |F|, le “groupe de Weil local” Wgr, = I'r, N Wg est constitué des éléments de I',
dont I'image dans I'yy =T'x, = 'y, est une puissance de I'’élément de Frobenius o,.

_ Choisissons un nombre premier ¢ qui ne divise pas ¢, une cléture algébrique Q, de Q et un isomorphisme
Q =C.

On dit qu’une représentation continue
o: Wr — GL.(Q,) = GL,

[resp. o :Wr — G(@Q,) ]

est non ramifiée en une place = € |F| si sa restriction au groupe de Weil local W, se factorise a travers son
quotient oZ.
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On dit qu'une représentation automorphe # = @ 7, de GL,(A) [resp. G(A)] et une représentation
z€|F|

continue o : W — GL,(Qy) [resp. 0 : Wp — é(@e)] se correspondent au sens de Langlands si, en toute
place x € |F| [resp. x € |F| — S| ou 7 est non ramifiée, o est également non ramifiée et

Trr, (he) = he(o(02)), Yhe € Hyg= Q, [éir]éi,,. ,

[vesp.  Trr, (he) = ho(0(04),04), Vhe € HEy =Q [G.] .

On remarque que si 7 et o se correspondent, alors 7 et la semi-simplifiée 0% de o se correspondent
également.

De plus, si M est un sous-groupe de Levy standard de GL, [resp. G] et (M, m) est le support cuspidal
d’une représentation automorphe m de GL,(A) [resp. G(A)], alors M s’identifie & un sous-groupe de Levy
standard de GL, [resp. G] et une représentation continue

o0 : Wr — M(Qy)
correspond a 7y au sens de Langlands si et seulement si la représentation composée
Wr — M(Q,) < GL.(Q,)

[resp.  Wr — M(Q,) = G(Q))]

correspond a 7.

Ces remarques étant faites, on voit que la partie (i) du théoreme X.3 résulte du théoreme ci-dessous
combiné avec le théoreme I1.2 :

Théoréme X.4. —

(i) (Laurent Lafforgue, 2002) La correspondance de Langlands définit une bijection de ’ensemble des
représentations automorphes cuspidales m de GL,.(A) sur l’ensemble des représentations continues,
presque partout mon ramifiées et irréductibles

o: Wr — GL.(Q)).

(ii) (Vincent Lafforgue, 2013) Quel que soit le groupe réductif G sur F, la correspondance de Langlands
définit une application
T Op

de l’ensemble des représentations automorphes cuspidales m de G(A) vers l'ensemble des représentations
continues, presque partout non ramifiées et semi-simples

J:Wpﬁa(@z).

Suite de la démonstration du théoréme IX.3.

En n’importe quelle place = € |F|, on dit qu'une représentation lisse admissible irréductible 7, € {7}"
[resp. 7, € {7}$] de GL,(F,) [resp. G(F,)] et une représentation continue

Wr, — GL,.(Q)) [resp. Wg, — é(@e)]
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se correspondent au sens de Langlands s’il est possible de les relever en un couple (w,0) constitué d’une
représentation automorphe 7 de GL,.(A) [resp. G(A)] et d’une représentation continue

o: Wr — GL.(Qy) [resp. Wi — G(Qy)]

qui se correspondent globalement au sens de Langlands.

La partie (ii) du théoréme X.3 résulte du théoréme suivant qui compléte le théoreme X .4 :

Théoreme X.5. -
En toute place x € |F|, on a :

(i)

(i)

(Laurent Lafforgue, 2002) Pour tout rang r > 1, la correspondance de Langlands locale définit une
bijection de l’ensemble des représentations lisses admissibles irréductibles supercuspidales de GL,.(Fy)
sur l’ensemble des représentations continues irréductibles

De plus, si m, € {}" et une représentation continue o : W, — GL.(Qy) se correspondent localement
au sens de Langlands, alors le support supercuspidal de 7, et la semi-simplifiée 0°° de o se correspondent
par la bijection ci-dessus.

(Alain Genestier et Vincent Lafforgue, en préparation) Quel que soit le groupe réductif G sur F et pour
toute paire (7., ) constituée d'une représentation lisse admissible irréductible T, € {n}$ de G(F,) et
d’une représentation continue R

o:Wg, — G(Qy)
se correspondant au sens de Langlands, la semi-simplifiée 0*° de o est enticrement déterminée par le
support supercuspidal de my et par Uaction de I'r, sur G.

O

Considérons maintenant une représentation de transfert

p:Gx T — GL.(C)

compatible avec le caractere detg : G — G,,.

Etant donnée une représentation lisse admissible irréductible supercuspidale m,, € {r}$ de G en une
place xo, considérons les triplets (G', p’, 7, ) constitués de

e un groupe réductif G’ sur F muni d’un isomorphisme

! o
GF:::O = GFIO

(si bien que le dual G’ de G’ muni de D'action de ['r,, s’identifie & G muni de action de I'r, ),

e une représentation de transfert

~

p G xTp — GL,.(C)

dont la restriction & G’ x T Foy = GxT Fuy coincide avec celle de p,

e un p'-transfert local ), < {7} de my,.

Alors, d’apres le théoréeme X.3(ii) combiné avec le théoreme IIL.6, les facteurs

on (71-;07 Z) : 6%0 (Trlx(’? 1/}3307 Z)

Lz, (W;\év %70)

Vo (W,zov /(pxoa Z) =
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ne dépendent que de m,, et de la restriction GxT Fuy -5 GL,(C). On peut donc les noter

Veo (P, Txg, Z) -

De plus, tous les polynomes
Ly (nh ,Z)7t

zo?

sont des multiples du dénominateur réduit de la fraction rationnelle en Z

’yﬂlo(p7 71-woaz) N

Il en est de méme de leur plus grand commun diviseur que I’on notera

Lﬂlo(paﬂ-LEO?Z)_l .

Enfin, on notera
Vo dxg

Lzo (p’ﬂ—xo’ Z ) .’yxo(pvﬂmoaz)
Lfo(pvﬂzoaz)

E$(p7 ﬂ-wo) Z) =
C’est automatiquement un monome en Z.

Plus généralement, étant donnée une représentation lisse admissible irréductible 7 € {w}fo de G en z
dont le support discret (M,,,mo) est supercuspidal, considérons les triplets (M, pas, 7)) constitués de

e un groupe réductif M sur F muni d’un isomorphisme

(si bien que le dual M de M muni de action de I'p,, s’identifie a celui ]\/4\%.0 de M,, plongé dans é),

e une représentation de transfert e
pym i M xTp — GL,.(C)

dont la restriction & M x I'p, ~coincide avec

—

My, x Tr,, = G xTr 5 GL,(C),

e un py-transfert local 7 € {7} de 7.

Alors le facteur
’Y:L‘o (71'/0, ,lzZ):E()? Z)

ne dépend que de 7y et de la restriction M\ZO xI'p, SLEY GL,(C), et on peut le noter
Vao (0,5 Z) = Yo (P, 70, Z) -

Puis on note
Lao(p, 7, Z) ™" = Lay(p, 70, 2)

le plus grand commun diviseur des
Lao (70, Z)~ !

t enfi
oo ( Z) ( Z) Lwo (p7778/7q%) '%o(pﬂTmZ)
Ex 5, Ty = &gz , 70, = .
o\ o\ T LIo(paﬂ-O’Z)

Le corollaire VI.4 permet de compléter les applications

= Ly (p, 7, Z)
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et
T Egy (P, Z)

pour obtenir le corollaire suivant du théoreme X.3 :

Corollaire X.6. —

Considérons une représentation de transfert
p:GxTp— GL,(C)
compatible avec le caractere detq : G — Gy, et un caractére
det, : G = Gy, .

Alors il existe une unique fagon de définir en chaque place xg € |F| une “donnée normalisée” au sens de
la définition V1.5
L, (p,7, 2)
G zo\ 0, T,
L e

qui coincide avec les Ly, (p, 7, Z) et €5,(p, 7, Z) définis ci-dessus lorsque le support discret de 7 est super-
cuspidal.

Elle est telle que pour toute paire (m,n') constituée d’une représentation m € {w}go et d’un p-transfert
local ' € {m}} dem, le facteur

on(p,ﬂ',Z) : Ewo(p77T7Z)
La:o (/0’ 7-(-\/’ %70)

Yoo Py, Z) =

est €gal a
,Y‘TO (ﬂ-/? ,(/on’ Z)

et le polynome
Lro(pu T, Z)_l

divise le polynome
Ly (7', Z)7 .

Jusqu’a présent, on ne sait pas donner d’expression directe générale des fractions rationnelles
LIO (pv T, Z)
et
€z (pa T, Z)
en fonction de p: G x T'p — GL,(C) et de 7 € {r}< .

Il résulte cependant de la définition du p-transfert global ou local que, en toute place non ramifiée
zo € |F| — S, la famille des
szo (paﬂ-v Z) ) e {ﬂ-}go,@

[resp.  eu(p,m, Z), mE {W}gm(b I

vue comme un élément de

M o[12]]
[resp. H%’@[Zil] ],
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est la transformée par I’homomorphisme pj  : Moo — 7—[50’@ de la famille des
LIO (77,7 Z) ’ s {77}20,(3

[resp. €z (7 Y0y, Z), 7 € {ﬂ};mw ],

vue comme un élément de

z0lZ]]
[resp. M o[Z2*'] .
On a aussi :

Proposition X.7. -

Considérons toujours une représentation de tranfert
p:GxTp— GL.(C)

compatible avec le caractére detg : G — Gy,.
Et supposons que
o GG est quasi-déployé sur F', avec un tore maximal T,

e p induit un homomorphisme de tores
T = (p’_ll“a7pTT) T — ((CX)T7

e e groupe de Galois I'r agit sur l’espace C" de p par des permutations de ses r vecteurs de base, si bien
que WC x T'p agit sur les caractéres P, 1 <4 <7, via une action sur l'ensemble {1,...,r} de leurs
indices.

Alors, pour toute place xo € |F| et toute représentation © € {w}S dont le support discret est de la forme
(T, x), on a avec les notations de la définition VIIL.4

Ll’o(pvﬂvZ) = LfL’o(ﬁTvaZ)a

Exo (paﬂ_a Z) = Ex (pTa X5 Z) .

En une place arbitraire zo € |F|, considérons les représentations m € {m}¢ de la forme
T=7o® (wodetg) =7 - w

oty € {m}$ . est de ramification bornée par un sous-groupe ouvert compact Ky, C G(Fy,) et w : Fpy —
? ©0
C* est un caractere trés ramifié.

Alors tout p-transfert local ©’ de m par une représentation p : GxTp— GL,-(C) compatible avec detg
est nécessairement de la forme
' =7y @ (wodet) =7} w

ou 7, est un p-transfert local de my donc est de ramification bornée par un sous-groupe ouvert compact
K;, C GL.(Fy,) qui ne dépend que de K, et de la restriction G x ', -2, GL,(C).

Or on a d’apres le théoreme I11.8(ii) que

Ly (7w, Z) =1
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et
59:0(77(/) Wy Y s Z) = Eﬂ?o(Xﬂ'é 'wﬂ/)zo,Z) 'Ea:o(b%wsz)T_l

si w est assez ramifié en fonction de K et x,, désigne le caractere central de ;.

De plus, le caractere central x.; de 7, s’exprime en fonction de my de la maniére suivante :

Lemme X.8. —

Soit p : GxTp— GL,(C) une représentation de transfert de G compatible avec le caractére detg : G —
(.

Soit

va G — G
le cocaractére central dual du caractére composé fixé par I'p

~ p det %
G — GL,.(C) —— C~*,

et soit
w, : A¥JF* — C*
le caractere continu d’ordre fini qui correspond par la théorie du corps de classes au caractere composé continu

p det «
'y — GL,.(C) —— C*.

Alors :

(i) Pour toute représentation automorphe m de G(A) et tout p-transfert global ' de © dans G(A), on a

X! = Xm~Wp

st X désigne le caractére par lequel A* agit sur m via pg : G, — G.

(i) Pour toute représentation my, € {m}$ de G(Fy,) en une place zo et pour tout p-transfert local ), de
Txgs ON G

Xﬂ"zo = Xfrm0 cWp

86 Xr,, désigne le caractére par lequel F agit sur mq, via pe : G — G.

Démonstration :
(ii) résulte de (i).
(i) résulte de (ii) dans le cas ot 29 € |F'| — S,, 7y, est non ramifiée et 7/, = (pz,)s(Tz,)-
Or, en une telle place xg, ’homomorphisme
"o =C[GL, % - C[G,)% = HS,
est induit par le morphisme R .
Gz, — GL, = GL,(C).

La restriction a la fibre él’o de G % I“j,io au-dessus de 1’élément de Frobenius o,, de la fonction invariante
det sur GL,(C) est le produit de sa restriction & G et du scalaire det o p (02)-

Dot la formule annoncée. |

On déduit de ce lemme :
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Corollaire X.9. —

Dans la situation et avec les notations du lemme X.8 ci-dessus, on a pour toute place x¢ € |F|, toute
représentation m,, € {7}C  de ramification bornée par un sous-groupe ouvert compact K., C (F,) et
Kag

tout caractere
w: F:EXO — C*

assez ramifié en fonction de K, et de G % Ip,, L5 GL,.(C), les formules
Ly (py oy -w, Z) =1

Emo(paﬂ-wg 'Waz) = <€wo(XTer s Wp 'W,%WZ) : 5x0(w7'(/)xoaz)r_l .

Pour toute représentation lisse admissible irréductible

de G(A), on note
Lip,m,Z) = ] La(p, 7z, 27°5™)
z€|F|

qui est bien défini a priori en tant que série formelle en Z, et

elp,m, 2) = ] exlp,ma, 295™)
z€|F|

qui est bien défini comme mondme en Z puisque les monémes locaux e, (p, 7,, Z) sont nécessairement égaux
a 1 en presque toute place x € |F.
On déduit du théoreme X.3 et des corollaires X.6 et X.9 :

Théoréme X.10. —

Pour toute représentation automorphe m = Q) m, de G(A), on a :
z€|F|

(i) Le produit
Lip,m,q*) = [] Lz(ps7m2r0z®)
z€|F|

converge absolument pour tout s € C dont la partie réelle est assez grande.

(ii) Sa limite
Lip;m,q"")

est une fraction rationnelle en ¢~° = Z.

(iii) Les fractions rationnelles L(p,w, Z) et L(p, 7V, Z) sont reliées par I’équation fonctionnelle

L (p,wv, %) =Llp,m,Z) elp,m, 7).

(iv) Si, en au moins une place xg € |F|, le facteur local 7y, de w est le produit
Tzo = To @ (Wodetg) =7 - w

d’une représentation my € {W}meO de ramification bornée par un sous-groupe ouvert compact Ko C

G(Fy,) et d'un caractére w : F\ — C* assez ramifié en fonction de la borne Ky et de G % I'p,, SN

GL,(C), alors la fraction rationnelle

L(p,m,2)

n’a pas de poles, c’est un polynome en Z.
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(v) Pour toute place xg € |F| — Sg en laquelle le facteur local 7z, de w est non ramifié, le produit

1\ —1 1\ —1
L (pa T, Z - q7%> : Lzo (pa 7Tr07Zdeg(mO) : q;o§> : Lfo <pa 7r9\c/07Z7 deg(zo) . q;OE)

est un polynéme en Z.

Démonstration :
Il existe au moins une représentation automorphe 7’ = & =’ de GL,.(A) qui soit un p-transfert global
z€|F|
de 7.

En toute place z € |F| — S, ol 7, est non ramifié, on a
Lo(psma, Z) = Lw(ﬂ—;v Z)
d’ott les propriétés (i) et (ii).
De plus, on a en toute place = € |F| sans exception

Vu(py T2y Z) = '735(77;7 Ve, Z)
d’ott la propriété (iii).

En les places £ en nombre fini ot p ou 7, est ramifié,
Ly(p, 7z, Z)

est toujours le produit de
Ly(my, Z)

et d’un polyndme en Z. Donc la fraction rationnelle globale
L(p,m,2)

est le produit de
L(n', Z)
et d’un polynoéme en Z.
(iv) résulte alors du corollaire IV.3.
(v) En une telle place zg € |F| — Sg ou 7y, est non ramifiée, on a d’apres la proposition X.7
Lwo(p77rw0’ Z) = L$0(7T;:07Z) ’
Eio(p"’TEovZ) = Emo(ﬂ—;ovd}wo? Z) .

Comme L(p, 7, Z) est le produit L(n’, Z) et d’un polynéme en Z, on est ramené au fait que

1 _1\L -1
L (ﬂ-/a Z - q7§> : Ll’o (//T,zov Zdeg(xg) ’ qwoé) ’ LIO (Trlx\(/)? Z" deg(wo). qw0é>

et un polynéme en Z, comme démontré dans le lemme V.6. O

Nous allons déduire de ce théoreme le théoreme suivant qui généralise le corollaire V.2 et le théoreme
V.4 et qui constitue le principal résultat du présent texte :
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Théoréme X.11. —

Soit une représentation de tranfert
p:GxTr— GL,(C)

qui est compatible avec le caractere detg : G — Gy,

FEtant donné un caractére

PRECES 3 G
complétons-le en la “donnée globale” induite par p définie dans le corollaire X.6.
Alors :
(i) La p-transformation de Fourier des p-fonctions globales sur G(A) satisfait la formule de Poisson de la
définition VIL.3(i).

(ii) Elle satisfait également la formule de Poisson trés ramifiée de la définition VIL.3(ii).

Démonstration :
L’énoncé ne dépend pas du choix du caractere det,, donc on peut supposer que det, est trivial.

Comme au paragraphe I1.3, on choisit une paire (Tp, Bg) constituée d’un sous-tore Ty de G, défini sur
F et maximal pour cette propriété, et d’un sous-groupe parabolique By de G, contenant Ty, défini sur F
et minimal pour cette propriété. Le centralisateur My de Ty dans G est un sous-groupe de Levy de By. On
appelle “standard” les sous-groupes paraboliques P [resp. les sous-groupes de Levy M] de G définis sur F
et contenant By [resp. My]. Tout sous-groupe parabolique standard posséde un unique sous-groupe de Levy
standard Mp, et 'application ainsi définie P — Mp est une bijection.

En toute place non ramifiée x € |F| — Sg, on choisit une paire de Borel (T, B,) de G, définie sur F, et
telle que T, D Ty et B, C By. Elle définit une structure entiere de G sur O, et donc un sous-groupe ouvert
compact maximal K, g = G(O,) de G(F,) tel que G(F,) = B,(F,)-G(O,) et a fortiori G(F,) = Bo(Fy)-K, .

En les places restantes z € Sg, on choisit un sous-groupe ouvert compact maximal K, ¢ de G(F,) tel
que G(Fy) = Bo(Fy) - Ky -

Ainsi, Ky = [] K, est un sous-groupe ouvert compact maximal de G(A) tel que G(A) = By(A) - K.

z€|F|

Etant donné un sous-groupe ouvert compact

K= H K, C Ky,
z€|F|

on considere les paires (Mp, ) constituées d’un sous-groupe de Levy standard Mp de G (provenant d’un
unique sous-groupe parabolique standard P dont le radical unipotent est noté Np) et d’une représentation
automorphe de carré intégrable m de Mp(A) telle que I'espace L2(Mp(F)- Np(A)\G(A)/K) ne soit pas nul.
Leurs classes d’équivalence faible sont en nombre fini, et on peut en choisir un ensemble fini de représentants
unitaires (Mp, 7).

Alors, pour toute fonction & support compact
h: K\G(A)/K - C

et pour tous éléments g1, g2 € G(A), on a d’apres le théoréeme 11.3 de décomposition spectrale de Langlands

> ohlgitvg) = Y / ]dﬂ hx (g1, g2)

YEG(F) (Mp,mo)
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ou chaque fraction rationnelle

1 _
[mo] 2 7= hr(g1,92) = m : %BK%PJO)W * Ex(¢))(92) - Exv(®)(g1)

ne dépend pas du choix de la base orthonormée finie By (Mp,mo) de 'espace L2 (Mp(F)- Np(A)\G(A)/K)
et est invariante par Paction du groupe fini Fixe (Mp, 1) sur [mo].

On commence par le lemme suivant :

Lemme X.12. —

Considérons une p-fonction globale produit

f=@Q) f::GA)—~C

z€|F|

qui est bi-invariante par K = [] K.
z€|F|

En chaque place x € |F|, considérons la décomposition spectrale de f, donnée par la définition VI.1(i)
_1
fw('):/ dT('fw,Tr(.)'Lx ([)771'\/7%2)
Im {W}SKI

et définissons une fonction
hy : K \G(F,)/ K, — C

par la décomposition spectrale

hy(e) = / dm - frr(e).
Im {W}SKJL
Alors :

(i) La fonction h, est la fonction caractéristique g o,y en toute place x € |F|—Sg ou f, est la “p-fonction
locale standard” aw sens de la définition VII.1.

En les autres places, h, n’est pas nécessairement a support compact, mais elle agit sur chaque classe
G 574 G
de {7}y i, comme un élément de Hy y .

Par conséquent, h = @ hy agit sur chaque classe [wo] de représentations automorphes comme un
z€|F|

(12 a
élément de HE .

(ii) Pour tout réel s assez grand et tous éléments g1,g2 € G(A), on a

_ _ 1
Z flor v g2) = / dm - hr|dete (o))< (91, 92) - L (P, 7 @ |detg(e)]®, q 2)
~EG(F) (Mp,mo) ¥ 1m [mo]

otl, pour tout représentant (Mp,mg) et toute m € [mg], on note encore

1 _
hx(g1,92) = m : WEBK(Z:MP’WO)(h * Ex(¢))(92) - Exv(9)(g1) -
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(iii) De méme, si xo € |F| — Sg est une place en laquelle fy, est non ramifiée, on a pour tout réel s assez
grand, tous entiers N, N' € N et tous éléments g1, 92 € G(A)

SNl @ fe ]| (o5 792

~vEG(F) e
— z / dm - h7r®|detG(.)|—s(g1,92) L (p, 7 @ |detes (o), q7%>
(Mp,mo) Im[mo]

N —s —3 N’ \Y s =3
I (9 a @ [deta()]57 0z’ ) - I (oY, @ ldeta (o5, an ) -

Démonstration :

(1) résulte de ce que les f, (o) sont des fonctions polynomiales de 7 € {w}f K,

(ii) résulte du théoreme I1.3 de décomposition spectrale de Langlands, du théoreme X.10(i) et de ce que, par

définition de I’espace des p-fonctions globales, la restriction de f = @) f, a chaque fibre de ’homomorphisme
z€|F|

|det(®)| : GL,.(A) — ¢*
est supportée par une partie compacte.

(iii) se déduit de (ii) en remplacant f par fé\g’N/ ® ( § fm> O
TFXQ

Considérons d’autre part la p-transformée de Fourier f = (02 fode f= Q) fs- En toute place z € |F],
z€|F| z€|F|

les décompositions spectrales de f, et ]?T

fx(.) = / dm - fa:,‘n'(.) Ly (P’Wv’q;§> s
Im{ﬂ'}ﬁKz

Ro= [ dne e Lo (pra )
Im {w}f,KI

sont reliées par les formules

~ 1
fa?ﬂl’v(g) :fa:ﬂr(g_l)'gw (P,W’Q:cz) , V.
On définit en toute place x € |F| une fonction
ha - K \G(Fy) /K, — C

par la décomposition spectrale

puis on forme le produit global
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et on pose pour tout représentant (Mp, ), tout m € [7y] et tous éléments g1, g2 € G(A)

o~

1 _
h (91,92) = m : @GBK%P,wg)(h*EWW))(%) “Exv(®)(91) -

D’apres le lemme X.12 appliqué a f, on a, pour n’importe quel réel s assez grand, les formules
S ofletva) = D) / [ dm hrg| dete (o))< (92,91) - L (p, ™ ® Idetc(°)|57q*f)
VEG(F) (Mpmo) 710 [76']

et, pour tous entiers N, N’ € N,

o BN e Q|| @)

YyEG(F) z#x0

/ Mrfdet (o) (92, 91) - L (P; ™ ® |d€tG(°)|s,q_§)
(Mp,m0) m[”o

_1
1Y (9o ® et (o) gt ) - 1 (.Y, @ [deta(@)]2,am) -
Orona:

Lemme X.13. -
Pour tout représentant (Mp,m) et tous éléments g1,92 € G(A), on a :

(i) Les fonctions
[7T0] ST h/ﬂ'(gl,gQ) y

[m0] > 7 = hav (g2, 91)
sont des fractions rationnelles en .

Elles admettent un dénominateur indépendant de g1, go € G(A), invariant par Uaction de A® et qui ne
s’annule pas sur Im [mo] ni donc sur A9 - Im [mo] D {7 @ |detg(e)|*, m € Im[m], s € C}.

(ii) Ces fractions rationnelles sont reliées par l’équation fonctionnelle

~

hﬂv(g%gl):hﬂ(glagZ)’E(paﬁaqié) ; Ve [71—0]'

Démonstration :

(i) résulte des propriétés connues des séries d’Eisenstein
T Br(p), €Ly (Mp(F)- Np(A\G(A)/K).

(ii) résulte de ce que, en toute place z € |F|,

~ _1
forav(9) = for(g™") ex (p,qu 2) , Vg, Vm.

D’apres ce lemme et le théoreme X.3, on passe de la somme

> flortvge) fesp. > (Ve[ Q) || o vg2)]

YEG(F) YEG(F) w#zo
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a la somme

Yo Flgtve) fresp. Y [NV e | Q) e

YEG(F) YEG(F) TFTO

par un déplacement de contours d’intégration, de Re (s) > 0 & Re (s) < 0, des intégrales

(95 v g1)]

/ [ ]dﬁ “hr@|dete (o) -2 (91, 92) - L (/MTV ® \detc(‘ﬂs,q*%)
Im [7g

_1
[resp. / [ ]dW : hﬂ'®|detc(o)|—s(91792)'L(pv’frv®|detG(.)|s7q 2)
Im [mg

1
1Y (9.0 @ deta ()| gao ) 1 (.7, @ ldeta(®) 5, a0’ ) 1
Si f est trés ramifiée en au moins une place, le théoreme X.10(iv) implique que les facteurs

L (Pa 7 ® |detg(e)] 7%, q_é)
n’ont pas de pole.

Les intégrales pour Re (s) > 0 et Re (s) < 0 sont donc égales, soit

Z flartvg) = ) floz" v

yEG(F YEG(F)
Cela prouve la partie (ii) du théoréeme X.11.

Dans le cas général, on sait d’apres le théoréme X.10(v) que les produits

_1 _1
L (pym¥ @ ldeta (o) g ) - 12 (p oy © et (o) 02t ) - 125 (Y, © det(@)1:, an, )
n’ont jamais de poles.

On en déduit :
Lemme X.14. —

(i) Pour tout représentant (Mp,m), les séries formelles

> ZNHN / dr - Rag|detg(e)-=(91,92) - L (p7 ™ ® |detG(0)|s,q_§)
N,N’eN Im [mo]

N N’ \% s -3
Izg (,0, Ty @ |detG( )‘I[) 7qzo ) I <p7 Tzo ® IdetG(.)‘zmqﬂCoz)
et

Z ZN+N/~/ y d7T . Eﬂ@\detc(o)‘fs(g%gl)'L('D’ﬂ—v®|detG(.)‘s’q7%>

N,N’€N Im [7g]

_1
1Y (9 7a @ ldet (o) aan’ ) - 1 (oY, @ [deta (o), 00 )

sont indépendantes de s € C et égales entre elles.
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(ii) Leurs sommes sur les représentants (Mp, 7o), qui sont les séries formelles

Sz LN N o | R fe | | )

N,N’eN YEG(F) r#xo
et
o2V N e[ @ ] (e,
N,N’eN yEG(F) T#To
sont égales. O

Puis on obtient :

Corollaire X.15. —

(i) Pour tout z € C de module |z| assez petit, les séries en Z = z du corollaire X.14(i) ci-dessus convergent
absolument vers les intégrales

1 —1\ Tt —1\ 7t
/ dﬂ"h‘fr(glaQQ) L (pvﬂ'qu 2) ’ Lmo (pvﬂroaqmoz) 'ng <P77T3\¢/07Qz02>
Im [mo]
_1 v _1
Lzo (,0, Tags zqa202) ) Lwo (P, Tros ZQm02) .
(ii) Ces intégrales définisssent des fractions rationnelles en z.

Démonstration :

(i) résulte du corollaire X.14(i) en prenant s = 0.

(ii) Si AM? est un tore de dimension k, donc isomorphe & (C*)¥, la variété algébrique complexe [m] s’identifie
a un ouvert de AMP = (C*)* et sa sous-variété algébrique réelle Im [r] s’identifie au sous-tore unitaire
ImAMP 22 {(Ay,..., M) € (C)* | [ M]=...= | | =1}

La mesure dr sur Im [mg] n’est autre que la mesure invariante de volume 1

dAy ... dAg .
L’expression
hr(g1,92)
est une fraction rationnelle en 7, c’est-a-dire en \q,..., \g, dont le dénominateur est un produit de facteurs
de la forme
1-— )\z )\;1 20
pour des zp € C* tels que |zo| # 1.
Le produit
v o -1 -\t VA A
L (/),77 »d 2) 'Lmo (pa 7Tz07q9602> 'Lzo (p77Tanon2)
est un polyndme en 7, c’est-a-dire en )\fl, ceey )\,fl.

Enfin, il existe des caracteres
pj i AMP = (C)F - C*,
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des multiplicités e; > 1 et des complexes z; € C*, 1 < j <1/, tels que, pour toute m € [mg] paramétrée par
A= (1,5 A) € AMP 2 (C*)F on ait

1
Lwo (p771'1;07Z): H 1_pj()\deg(wo)).Zej Z] ’

1<j<r

1
\ _
Lwo (,07 7Taco’Z) - H 1— Pj()\_ deg(wo)) AT 'Ej :

1<g<r’

det
Si AGm = C* agit sur AMP = (C*)* via le caractére Mp — G ——— G, on a pour tout indice j €

{1,...,7"}
pi(2A) = 2% - p;(N), VYA€ AMP | vz ACm =X,

La conclusion s’obtient par déplacement des contours d’intégration, par exemple dans la direction |z| — 0,

et calcul des résidus.
O

Ainsi, les deux séries formelles

Yooz S Ve @] o

N,N’eN YEG(F) RET

et
DOIEZED DI FASN N A N EC)
N,N’eN vEG(F) TETo
sont des fractions rationnelles égales entre elles.

En particulier, elles ont la méme valeur régularisée en Z = 1, notée

Suo(f) = Sao ().

Il reste seulement & prouver que Sy, (f) ne dépend pas du choix de la place xg.

On montre d’abord :

Lemme X.16. —

Supposons que la transformée de Fourier fx de f. est a support compact en au moins une place €
|F| — Sg ou f, est sphérique.

Alors :

(i) Pour tout représentant (Mp,mg), la “valeur régularisée” en Z = 1 de la fraction rationnelle développée
en série formelle

3 ZN+N’,/

_1 —1 ’ _1
- ]dﬂ'hn(fh,fh) <L (PﬂTv’q 2) I:i\(]) (pvﬂmoanoz) I:i\(]) (pv’frloa%coz)
N.N’eN m [mo

est égale a l’intégrale
s 1
/ [ ]dﬂ-'h7r®|detg(o)\*s(glv.92) L (PMTV ® |detg (o), q 2)
Im [7g

pour nimporte quel réel s assez grand.
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(ii) On a
See(F)= > f(0).

YEG(F)

Démonstration :
(ii) résulte de (i) et du lemme X.12(ii).
(i) Choisissons un réel s assez grand.
D’apres les corollaires X.14(i) et X.15, la fraction rationnelle considérée R(z) est égale, si |z| est assez
petit, a l'intégrale

_g—1 —1\ 1 —s—1\ 7!
/ [ ]dﬂ- : h7r®|detc(o)|*5(gl792) -L (P7 ﬂ_\/’q s 2) : La:o (p7 Wmoaqﬂsco 2) : Lzo (pa W;/anms 2)
Im Uy

s—% v —s—3
Lro P> Txos 24z ’ Lro Ps Tz s 2qx0 :

Cette méme intégrale, considérée non plus au voisinage de z = 0 mais au voisinage de z = 1, définit une
autre fraction rationnelle en z que nous noterons R'(z).

Comme R'(1) est égal & I'intégrale de (i), il s’agit de prouver que la “valeur régularisée” en z = 1 de la
fraction rationnelle

R'(z) - R(z)
est égale a 0.

Or la différence R'(z) — R(z) s’écrit comme une somme de résidus calculés le long des poles qu'il faut
traverser en allant de la zone |z| < 1 & la zone |z| = 1.

Comme s a été choisi tres grand, les poles de

v ok
on (p7 7Tx07 ZqEO )

n’apparaissent pas au cours de cette traversée.

D’autre part, comme la transformée de Fourier ﬁc est a support compact en au moins une place x €
|F| — Sg ou f, est sphérique, les poles de la fonction L globale

L (p, Y, q*s*%)
disparaissent par multiplication avec le facteur

_g_1y\1
hrg| dete (o))~ (91, 92) * Ly (Pﬂfzoquos 2) .

Finalement, les seuls poles qui apparaissent dans le calcul de la différence R'(z) — R(z) sont ceux de

_1 1
on (P; Txgs zqfﬂoz ) = H _1\¢€j '
1<j<r 1= (qu(f) - zj - pi(A)

Comme les fonctions a intégrer comportent en facteur supplémentaire le polynéme
_1 _l,.
LIO (pa 7Tf£07q9502> = H (1 — Quo” . Zj - Pj ()\)) R
1<j<r!

les résidus le long des poles & traverser sont des fractions rationnelles en z bien définies en z = 1 et qui y
prennent la valeur 0.
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Cela termine la preuve de la partie (i) en donc du lemme X.16. |
On déduit de ce lemme le corollaire suivant qui termine la preuve du théoreme X.11 :

Corollaire X.17. —
Soit z1 € |F| — Sg une autre place en laquelle le facteur f,, de f est sphérique. Alors :

(i) La différence des deux fonctionnelles
F=Q for Suolf)
z€|F|

et
[ Sa,(f)

ne dépend que de la restriction de fmo ou f;l au, complémentaire d’une partie compacte arbitrairement
grande de G(Fy).

(ii) Cette différence est identiquement nulle.

Démonstration :

(i) se montre & partir du lemme X.16 comme le corollaire IX.10 & partir du lemme IX.9.

(ii) résulte de (i) et de ce que la différence S,, — Sy, vérifie la formule de Poisson

(Szo = S )(f) = (Szo — S2))(f) -

On peut noter S(f) la valeur commune des Sy, (f).

Pour terminer, remarquons la conséquence suivante du lemme X.16(i) :

Corollaire X.18. —
Pour toute p-fonction globale [ sur G(A), notons

S = Y i+ Y F ) - s
YEG(F)

~EG(F) YEG(F)

Alors :

(i) La fonctionnelle

o Y
YeG(F)

satisfait la formule de Poisson au sens que

ST =Y . v

YEG(F) YEG(F)

(ii) Elle coincide avec la fonctionnelle

fe Y f()

YEG(F)

en les p-fonctions globales f = Q) fr dont au moins un facteur sphérique f, en une place xz € |F|—S¢g
z€|F|
est a support compact dans G(F).

]
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