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Avant-Propos

Ce livre présente deux résultats importants en théorie de Hodge p-adique suivant ’approche
initiée par Faltings dans [13, 14], & savoir

(i) son principal théoréme de comparaison p-adique;

(ii) la suite spectrale de Hodge-Tate.

Nous établissons pour chacun de ces résultats deux versions, une absolue et une relative. Si les
énoncés absolus peuvent raisonnablement étre considérés comme bien compris, en particulier aprés
leur extension aux variétés rigides par Scholze [52], ’approche initiale de Faltings pour les variantes
relatives est demeurée bien moins étudiée. La suite spectrale de Hodge-Tate relative est, quant a
elle, nouvelle dans cette approche.

Bien que nous suivions la méme stratégie que celle utilisée par Faltings pour établir son prin-
cipal théoréme de comparaison p-adique [14], une partie de nos démonstrations repose sur de
nouveaux résultats. La preuve du cas absolu, que nous présentons avec tous les détails qu’elle mé-
rite, est considérablement simplifiée par rapport a celle de Faltings par 1'utilisation d’un résultat
récent d’Achinger sur le caractére local K (m, 1) des schémas logarithmiques considérés [3]. Faltings
a formulé la version relative de son principal théoréme de comparaison p-adique dans [14] et en
a trés sommairement esquissé une preuve dans ’appendice. Certains de ses arguments doivent
d’ailleurs étre modifiés et la preuve donnée dans ce livre requiert bien plus de travail. Elle est basée
sur une étude fine de la structure locale de certains p-modules presque-étales qui est, par ailleurs,
intéressante en elle-méme.

La suite spectrale de Hodge-Tate dans le cas absolu, qu’on devine en filigrane dans le travail de
Faltings [14], n’a été explicitement dégagée qu’ultérieurement par Scholze [51]. Nous la déduisons
du principal théoréme de comparaison p-adique de Faltings et de la théorie de Kummer sur la fibre
spéciale du topos de Faltings annelé. La suite spectrale de Hodge-Tate relative prend racine dans
le topos de Faltings. Sa construction nécessite 'introduction d’une variante relative de ce topos
dont la définition et I’étude sont les principales nouveautés de notre travail. Utilisant une approche
différente, Caraiani et Scholze ([8] 2.2.4) ont construit une filtration de Hodge-Tate relative pour
les morphismes propres et lisses entre espaces adiques. Antérieurement, Hyodo avait aussi considéré
un cas particulier de telle filtration pour des schémas abéliens [31].

Outre la volonté de renforcer les fondations de résultats devenus centraux en géométrie arith-
métique, ce travail a été motivé par ’étude de la fonctorialité par image directe propre et (log-)lisse,
a la Katz-Oda, de la correspondance de Simpson p-adique développée dans [2]. Cette question est
I'objet d’un travail en cours. Le présent livre est, grace aux rappels qu’il contient, essentiellement
indépendant de [2].

Au-dela de la table des matiéres, donnons maintenant quelques indications sur 'organisation
de ce volume. Le chapitre 1 présente un survol des principaux résultats obtenus dans ce livre
et la stratégie de leurs démonstrations. Par simplicité, nous avons fait le choix de nous limiter
dans ce chapitre introductif aux schémas lisses, plutdét qu’a singularités toriques considérés dans
le reste du livre. Nous avons aussi mis l'accent sur la situation relative qui est la plus inédite. Le
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8 AVANT-PROPOS

chapitre 2 rassemble divers résultats préliminaires de natures assez différentes utilisés ici ou la
dans le texte; le lecteur peut ne le consulter qu’au fur et & mesure de ses besoins. Le chapitre 3,
aprés quelques préliminaires sur les produits orientés de topos, fournit les rappels nécessaires sur
le topos de Faltings ([2] VI) et donne la construction de sa variante relative. Le chapitre 4 traite
ensuite de la cohomologie du topos de Faltings et se conclut par la preuve du principal théoréme
de comparaison p-adique de Faltings. Suivant un cheminement similaire, le chapitre 5 aborde alors
Pextension de ce type de résultats au cadre relatif. Les démonstrations deviennent plus techniques
et un ingrédient nouveau est & mettre en ceuvre concernant la structure de certains ¢-modules
presque-étales (5.5.20). Enfin, le chapitre 6 exploite le formalisme des topos de Faltings et les
théorémes de comparaison p-adiques obtenus précédemment pour construire les suites spectrales
de Hodge-Tate et établir leurs propriétés de fonctorialité et d’équivariance aux actions galoisiennes
naturelles.

Remerciements. Nous tenons en premier lieu a exprimer toute notre reconnaissance a G.
Faltings pour 'inspiration constante suscitée par ses travaux. Ce livre s’inscrit dans le prolongement
direct de ses idées en théorie de Hodge p-adique. Nous remercions également trés chaleureusement
O. Gabber et T. Tsuji pour les échanges que nous avons pu avoir sur les questions abordées dans
ce livre. Leur expertise inestimable nous a souvent évité de longs et inutiles détours. Le premier
auteur (A.A) remercie 'Université de Tokyo et 1'Université Tsinghua pour leur hospitalité lors
de plusieurs visites ou des parties de ce travail ont été développées et présentées. Il exprime sa
gratitude & T. Saito et L. Fu pour leurs invitations.



Chapitre 1

La suite spectrale de Hodge-Tate relative — un survol

1.1. Introduction

1.1.1. Soit K un corps de valuation discréte complet de caractéristique 0, a corps résiduel
algébriquement clos de caractéristique p > 0, Ok I'anneau de valuation K, K une cloture algébrique
de K, 0% la cloture intégrale de O dans K. On note G le groupe de Galois de K sur K, O¢
le complété p-adique de 0%, mc l'idéal maximal de O¢ et C' son corps des fractions. On pose
S = Spec(Ok) et S = Spec(0%) et on note s (resp. 7, resp. 7)) le point fermé de S (resp. le
point générique de S, resp. le point générique de S). Pour tout entier n > 0, on pose S, =
Spec(Ok /p™ Ok ). Pour tout S-schéma X, on pose

(1.1.1.1) X=Xx5S et X,=Xxg55,.

L’énoncé suivant, appelé la décomposition de Hodge-Tate, a été conjecturé par Tate ([54] Re-
mark page 180) et démontré indépendamment par Faltings [13, 14| et Tsuji [55, 56].

THEOREME 1.1.2. Pour tout n-schéma propre et lisse X et tout entier n > 0, il existe une
décomposition fonctorielle G -équivariante canonique

n
(1.1.2.1) H (X7, Qp) @, C = @DH(X, Q1) @k C(i — n).
i=0
La décomposition de Hodge-Tate est équivalente & ’existence d’une suite spectrale canonique,
fonctorielle et G x-équivariante, la suite spectrale de Hodge-Tate,

(1.1.2.2) By’ = H'(X, Q%) @K C(—j) = Hy? (X5, Q) ®q, C.

Les deux énoncés sont équivalents d’aprés un théoréme de Tate ([54] theo. 2). En effet, le groupe
de cohomologie H(G g, C(1)) s’annule, ce qui implique que la suite spectrale dégénére en Es.
Le groupe de cohomologie H!(Gk,C(1)) s’annule également, ce qui implique que la filtration
aboutissement est scindée.

Cette suite spectrale de Hodge-Tate, qu’on devine en filigrane dans le travail de Faltings [14],
n’a été explicitement dégagée qu’ultérieurement par Scholze [51].

1.1.3. Nous donnons dans ce chapitre un survol du travail présenté dans ce livre conduisant a
une généralisation de la suite spectrale de Hodge-Tate aux morphismes. Celle-ci prend racine dans
le topos de Faltings. Sa construction requiert I'introduction d’une variante relative de ce topos qui
est la principale nouveauté de notre travail. Utilisant une approche différente, Caraiani et Scholze
([8] 2.2.4) ont construit une filtration de Hodge-Tate relative pour les morphismes propres et lisses
entre espaces adiques. Antérieurement, Hyodo avait aussi considéré un cas particulier pour des
schémas abéliens [31].

Au-dela des suites spectrales de Hodge-Tate, nous donnons dans ce livre des preuves complétes
des principaux théorémes de comparaison p-adiques de Faltings. Ces derniers sont essentiels pour
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10 1. LA SUITE SPECTRALE DE HODGE-TATE RELATIVE - UN SURVOL

la construction de ces suites spectrales. Bien que la version absolue de ces théorémes soit plutot
bien comprise, la version relative, seulement sommairement esquissée par Faltings dans 'appendice
de [14], est restée peu étudiée. Scholze a prouvé des résultats similaires ([52] 1.3 and 5.12) dans le
contexte des espaces adiques et des topos pro-étales.

Dans un travail en cours, nous étendons la construction de la suite spectrale de Hodge-Tate
relative & des coefficients plus généraux en relation avec la correspondance de Simpson p-adique
[2]. Cela apporte un nouvel éclairage sur la fonctorialité de cette derniére par image directe propre
et (log-)lisse (voir le travail de Liu et Zhu [42] pour un résultat de ce type).

1.2. La version locale de la suite spectrale de Hodge-Tate relative

1.2.1. Soient X = Spec(R) un S-schéma affine et lisse (1.2.2) tel que X soit non vide, 7 un
point géométrique de X7. On pose I' = m1(X,),7), A = m (X35, 7) et on note (V;);er le revétement
universel de X7 en ¥, ou, ce qui revient au méme, de sa composante irréductible contenant 7 (|2]
VIL.9.7.3). Pour tout i € I, soit X; = Spec(R;) la normalisation de X = X x5 S dans V;.

(1.2.1.1) Vi — X,

|

X, — X

Les O-algébres (R;);cr forment naturellement un systéme inductif. On désigne par R sa limite
inductive,
(1.2.1.2) R =lim R;,

—

i€l
et par R son complété p-adique, qu'on munit des actions naturelles de I'. La I'-représentation R
est un analogue de la Gi-représentation O¢.

Etant donné un morphisme propre et lisse g: X’ — X, par analogie avec la suite spectrale de

Hodge-Tate (1.1.2.2), on peut se demander s’il existe une suite spectrale canonique I'-équivariante

(1.2.1.3) B3’ = H'(X', Q% ) ®r R[;](—j) = H7(X},Qp) ®z, R?
Nous ne savons pas répondre a cette question, mais nous pouvons construire une telle suite spectrale
aprés localisation de X en un point géométrique de sa fibre spéciale.

REMARQUE 1.2.2. Nous traitons dans ce livre le cas des schémas & singularités toriques a l'aide
de la géométrie logarithmique mais, par simplicité, nous considérons dans ce survol seulement le
cas lisse.

1.2.3. Soient X un S-schéma lisse, T un point géométrique de X au-dessus de s, X le localisé
strict de X en T. Soit § ~» T un morphisme de spécialisation, c’est-a-dire un X-morphisme u: § —
X. Ce dernier induit un Xz-morphisme § — Xz. Posons ' = m; (X - 7) et soit Y% la catégorie des
X-schémas affine étales Z-pointés. Pour tout objet U of %, nous notons Ry la O-algebre définie
comme dans (1.2.1.2) pour le S-schéma U et le point géométrique § — Uy induit par le morphisme
canonique X — U. Les O7-algébres (Ry)ves forment naturellement un systéme inductif. Nous
notons R sa limite inductive,

(1.2.3.1) = li

ven

=)

=]

RU}

il
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et R son complété p-adique, que nous munissons des actions naturelles de I.

THEOREME 1.2.4 (cf. 6.7.19). Les hypothéses étant celles de 1.2.3, soient de plus g: X' — X
un morphisme projectif et lisse, X' = X' x x X. Alors, il existe une suite spectrale L-équivariante
canonique

(1.2.4.1) By = H/(X', 0, ) @0y B

L x) ©@ox BI=)(=j) = H7 (X1, Qp) ®2, R.

1
p
Il résulte du théoréme de presque pureté de Faltings que le groupe H(T', R ®z, Qp(1)) est nul.

La suite spectrale (1.2.4.1) dégénére donc en E;. Cependant, le groupe H (L', R ®z, Q,(1)) n’est
pas nul en général. En fait, Hyodo a déja établi dans [31] que la filtration aboutissement ne se
scinde pas en général pour les schémas abéliens.

La suite spectrale (1.2.4.1) peut étre globalisée sur un topos naturel, dont les points sont
paramétrés par les morphismes de spécialisation i ~» T d’un point géométrique y de X vers un
point géométrique T de X, a savoir sur le topos de Faltings. Ce dernier est au coeur de la suite
spectrale de Hodge-Tate, y compris dans le cas absolu. Il a été largement étudié dans ([2] VI).
Nous allons briévement le passer en revue dans la section suivante.

REMARQUE 1.2.5. Scholze nous a informé qu’il savait répondre affirmativement a la question
(1.2.1.3) en utilisant la filtration de Hodge-Tate relative associée & un morphisme propre et lisse
entre espaces adiques qu’il a développée avec Caraiani ([8] 2.2.4). Hyodo avait traité antérieurement
le cas particulier de 1.2.4 ot X’ est un schéma abélien sur X, aprés localisation en un point
géomeétrique générique de la fibre spéciale de X [31].

1.3. La version globale de la suite spectrale de Hodge-Tate relative

1.3.1. Soit X un S-schéma lisse (1.2.2). On note E la catégorie des morphismes V. — U
au-dessus du morphisme canonique X5 — X, c’est-a-dire les diagrammes commutatifs

(1.3.1.1) V—=U

L

Xg—>X

tels que U soit étale au-dessus de X et que le morphisme canonique V' — Uy soit fini étale. Il est
utile de considérer la catégorie E comme fibrée par le foncteur

(1.3.1.2) T E—Et)x, (V-U)mT,

au-dessus du site étale de X. La fibre de m au-dessus d’'un objet U de Et /x est canoniquement

équivalente a la catégorie Etf U des morphismes finis étales au-dessus de Uz. On la munit de la
topologie étale et on note Uy ¢ le topos associé. Si Uy est connexe et si ¥ est un point géométrique
de Uy, alors le topos Uy t¢¢ est équivalent au topos classifiant du groupe profini 71 (U, 7), i.e., a la
catégorie des ensembles discrets munis d’une action a gauche continue de w1 (U, 7).

Nous munissons E de la topologie co-évanescente ([2] VI.1.10), c’est-a-dire de la topologie
engendrée par les recouvrements {(V; — U;) — (V — U)}ier des types suivants :

(v) Ui =U pour tout i € I et (V; = V);er est un recouvrement ;

(¢) (Ui = U);er est un recouvrement et V; =V xy U; pour tout ¢ € I.
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Le site ainsi obtenu est appelé site de Faltings de X. On désigne par E et l'on appelle topos de
Faltiﬁgs de X le topos des faisceaux d’ensembles sur E. C’est un analogue du topos co-évanescent
Xét X Xt Xﬁﬁét ([2] VI4)

Se donner un faisceau F' sur E revient & se donner :

(i) pour tout objet U de Et/X, un faisceau Fyy de Us rst, & savoir la restriction de F' a la fibre

de 7 au-dessus de U ;

(ii) pour tout morphisme f: U’ — U of Et/X, un morphisme v¢: Fyy — fo(Fur).
Ces données sont astreintes & une condition de cocycle pour la composition des morphismes et a
une condition de recollement pour les recouvrements de Et /x ([2] VI.5.10). Un tel faisceau sera
noté {U — FU}.

Il existe trois morphismes canoniques de topos

(1.3.1.3) Xt
‘|
Xy <2 —E a X tét
tels que
(1.3.1.4) o*(U) = (Us—U)* VYU eObEtx),
(1.3.1.5) B*(V) = (V—X)" VVeObEty),
(1.3.1.6) PV =U) = V, V(V-=U)eOb(E),

ou 'exposant ¢ désigne le faisceau associé. Les morphismes o et 8 sont les analogues de la premiére

et de la seconde projection du topos co-évanescent Xt ; Xs X7,ét- Le morphisme ¢ est un analogue
du morphisme des cycles co-proches ([2] VI.4.13).

Chaque morphisme de spécialisation 3 ~ Z d’un point géométrique 7 de X5 vers un point
géométrique T de X détermine un point de E noté p(y ~» %) ([2] VI.10.18). La famille de ces
points est conservative ([2] VI.10.21).

PROPOSITION 1.3.2 (cf. 4.4.2). Pour tout faisceau abélien de torsion, localement constant et
constructible F' de Xz ¢, on a R', (F) =0 pour tout i > 1.

Cet énoncé est une conséquence du fait que pour tout point géométrique T de X au-dessus de s,
notant X le localisé strict de X en T, X est un schéma K (7, 1) ([2] V1.9.21), i.e., si § est un point
géométrique de X, pour tout faisceau abélien de torsion, localement constant et constructible F
sur Kﬁ et tout ¢ > 0, on a un isomorphisme

(1.3.2.1) H' (X5, F) = H' (m(X57,7), Fy).

Cette propriété a été prouvée par Faltings ([13] Lemma 2.3 page 281) comme généralisation de
résultats d’Artin ([4] XI). Elle a été ensuite étendue au cas log-lisse par Achinger (]3] 9.5).

1.3.3. Pour tout objet (V — U) de E, on note T la cloture intégrale de U dans V et 1'on
pose

(1.3.3.1) BV -U) =TT ,04v).

Le préfaisceau sur E ainsi défini est en fait un faisceau ([2] I11.8.16). On écrira £ = {U — Py}
(cf. 1.3.1). Pour tout X-schéma étale U qui est affine, la fibre du faisceau %y de Uy f¢¢ en un point
géométrique ¥ de Us, est la représentation Ry de 71 (Uz,y) définie dans (1.2.1.2) pour U.
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Pour tout morphisme de spécialisation § ~~ T, on a
Ue¥y

ou 7z est la catégorie des X-schémas étales T-pointés U qui sont affines.

1.3.4. Pour tout topos T, les systémes projectifs d’objets de T indexés par I’ensemble ordonné
des entiers naturels N forment un topos que nous notons ™" (|2] IIL7).

Pour tout entier n > 0, on pose %, = B/p"%B. Afin de prendre en compte la topologie p-
adique, on considére la @c-algébre # = (@n)nzl du topos EN°. On travaillera dans la catégorie
Modg(%) des Z-modules a isogénie prés ([2] I11.6.1), qui est un analogue global de la catégorie
des E[}—lj]—représentations de A considérée dans 1.2.1.

THEOREME 1.3.5 (cf. 6.7.5). Soit g: X' — X un morphisme projectif et lisse. Notons

(1.3.5.1) XN I N Y pN

7,6t 7,6t

o

les morphismes induits par gz et 1 (1.3.1.3), et Zp la Zy-algébre (Z/p"Z)n>1 de X2 . Alors, il

mn,6t "

existe une suite spectrale canonique de @Q—modules
(1.3.5.2) By = 0" (R'g:(¥y1/x)) ®o=(0x) Ba(—i) = V(R §7.(2y)) @z, By

L’hypothése de projectivité sur g est utilisée dans 1.4.4 ci-dessous. Il devrait étre possible de
la remplacer par celle de propreté de g.

La suite spectrale (1.3.5.2) est appelée la suite spectrale de Hodge-Tate relative. On démontre
aisément qu’elle est G g-équivariante pour les structures G x-équivariantes naturelles sur les topos
et les objets intervenant dans sa formulation. On en déduit la proposition suivante.

PROPOSITION 1.3.6 (cf. 6.7.13). Sous les hypotheses de 1.3.5, la suite spectrale de Hodge-Tate
relative (1.3.5.2) dégénere en Eq.

REMARQUE 1.3.7. Avec une approche différente, Caraiani et Scholze ont construit une filtration
de Hodge-Tate relative pour les morphismes propres et lisses d’espaces adiques ([8] 2.2.4).

1.4. Les principaux théorémes de comparaison p-adiques de Faltings

1.4.1. Nous conservons dans cette section les hypothéses et notations de § 1.3. On note ﬁ?b
la limite du systéme projectif (0%/pO7%)n dont les morphismes de transition sont les itérés de
I'endomorphisme de Frobenius absolu de 0% /p0% ;

N

C’est un anneau de valuation non-discréte complet, parfait, de hauteur 1 et de caractéristique p.
On fixe une suite (p,)n>0 d’éléments de Oy telle que pg = p et pb | = p, pour tout n > 0. On
note @ I'élément associé de O et on pose §{ = [w]| — p dans I'anneau W(05) des vecteurs de
Witt p-typiques de ﬁ?b. On a un isomorphisme canonique

(1.4.1.2) Oc(1) S prigoe.
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THEOREME 1.4.2 (cf. 4.8.13, [14]). Supposons que X soit propre sur S. Soient i,n deus entiers
>0, F un faisceau localement constant constructible de (Z/p™Z)-modules de Xy ¢. Alors, le noyau
et le conoyau du morphisme canonique

(1.4.2.1) H! (X6, F) @2, Oc — H (E, . (F) @z, B)
sont annulés par mc.

On dira que le morphisme (1.4.2.1) est un presque-isomorphisme.

C’est le principal théoréeme de comparaison p-adique de Faltings a partir duquel se déduisent
tous les théorémes de comparaison entre la cohomologie étale p-adique et les autres cohomologies p-
adiques. C’est aussi le principal ingrédient dans la construction de la suite spectrale de Hodge-Tate
absolue (1.1.2.2).

Nous revisitons dans ce livre la preuve de Faltings de ce résultat important en donnant plus
de détails. Elle est basée sur la suite exacte d’Artin-Schreier pour la “perfection” de l’anneau
%1 = PB/pP. Un des ingrédients principaux est un énoncé de structure pour les ¢-modules presque-
étales sur 0., vérifiant certaines conditions, incluant une condition de presque-finitude au sens de
Faltings. Dans notre application a la cohomologie du topos de Faltings annelé par la “perfection”
de %1, la preuve de cette derniére condition résulte de la combinaison de trois ingrédients :

(i) des calculs locaux de cohomologie galoisienne utilisant le théoréme de presque-pureté de

Faltings ([14], [2] I11.8.17);

(ii) une étude fine des conditions de presque-finitude pour les faisceaux quasi-cohérents de

modules sur les schémas ;

(iii) le résultat de Kiehl sur la finitude de la cohomologie pour un morphisme propre ([41]

2.9’a) (cf. [1] 1.4.7).

1.4.3. Expliquons maintenant la construction de Faltings de la suite spectrale de Hodge-
Tate absolue (1.1.2.2). Supposons que X soit propre sur S. Par 1.3.2, pour tous i,n > 0, on a un
isomorphisme canonique

(1.4.3.1) Hi (X0, Z/p"Z) =5 H(E, . (Z/p"Z)).

11 n’est pas difficile de voir que le morphisme canonique Z/p"7Z — 1, (Z/p™Z) est un isomorphisme.
Utilisant alors le principal théoréme de comparaison p-adique de Faltings 1.4.2, on obtient un
morphisme canonique

(1.4.3.2) H' (X560, Z/p"Z) @2, Oc — H'(E, B,

qui est un presque-isomorphisme. Pour calculer HZ(E , %B,), on utilise la suite spectrale de Cartan-
Leray pour le morphisme o: E — Xg (1.3.1.3),

(1.4.3.3) EY = H (X4, Ri0.(2,)) = HY (E, B,).

On en déduit la suite spectrale de Hodge-Tate absolue (1.1.2.2) en utilisant ’analogue global suivant
du calcul de Faltings de la cohomologie galoisienne.

THEOREME 1.4.4 (cf. 6.3.8). Il existe un homomorphisme canonique de O -algébres graduées
de X57ét

(1.4.4.1) AETTOR

Xn/gn) — @iZORiU* (gn),

ot & est l’élément de W(ﬁ?b) défini en 1.4.1, dont le noyau (resp. conoyau) est annulé par p% my
(resp. p%m?), ot d = dim(X/8S).
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Nous prouvons ce résultat en utilisant la théorie de Kummer sur la fibre spéciale du topos de
Faltings annelé (E, £).

1.4.5. Soit g: X’ — X un morphisme lisse (1.2.2). On associe & X’ des objets similaires a
ceux associés & X in § 1.3 et on les affecte d’un exposant ’. On a un diagramme commutatif
w/

(1.4.5.1) L BT X,

| w Jo £

Xpe —= B —7= Xg
dans lequel O est défini, pour tout objet (V — U) de E, par
(1.4.5.2) OV -U)=(Vxx X =Uxx X",
ou l'exposant * désigne la faisceau associé. On a un homomorphisme canonique d’anneaux
(1.4.5.3) Z— 0.(%).

THEOREME 1.4.6 (cf. 5.7.4, [14] § 6). Supposons que g: X' — X soit projectif. Soient i,n deux
entiers > 0, F' un faisceau localement constant constructible de (Z/p"Z)-modules de X7 ¢. Alors,
le morphisme canonique

—/

(1.4.6.1) V(R g (F')) @z, B — R'O(WL(F') @z, B )
est un presque-isomorphisme.

On observera que les faisceaux R’gz.(F) (i > 0) sont localement constants constructibles sur
Xz grace aux théorémes de changement de base propre et lisse.

Faltings a formulé la version relative de son principal théoréme de comparaison p-adique dans
[14] et en a trés sommairement esquissé une preuve dans ’appendice. Certains arguments doivent
étre modifiés et la preuve donnée dans ce livre requiert bien plus de travail. Elle est basée sur
une étude fine de la structure locale de certains ¢-modules presque-étales qui est intéressante en
elle-méme (cf. 5.5.20).

La condition de projectivité sur g est utilisée pour prouver un résultat de presque-finitude pour
les modules presque-cohérents. Nous nous basons sur les résultats de finitude de [5] plutdt que sur
ceux de [41]. Il devrait étre possible de remplacer la condition de projectivité de g par celle de
propreté de g.

REMARQUE 1.4.7. Scholze a généralisé 1.4.2 au cas des variétés rigides en utilisant la méme
stratégie ([52] 1.3). I a également prouvé un analogue de 1.4.6 dans le cadre des espaces adiques et
des topos pro-étales ([52] 5.12). Il le déduit du cas absolu en utilisant un théoréme de changement
de base di a Huber.

1.4.8. Conservons les hypothéses de 1.4.6 et soit n un entier > 0. Comme le morphisme
canonique Z/p"Z — Y., (Z/p™Z) est un isomorphisme, pour construire la suite spectrale de Hodge-
Tate relative (1.3.5.2), nous sommes conduits par 1.4.6 a calculer les faisceaux de cohomologie
Rq@*@;) (¢ > 0). S’inspirant du cas absolu (1.4.3), le probléme est alors de trouver une facto-
risation naturelle de ©, a laquelle appliquer une suite spectrale de Cartan-Leray. Considérons le
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diagramme commutatif de morphismes de topos

(1.4.8.1) E

I

o / ﬂ' ’
E xxq X4 > Xy

B X,

Nous prouvons que le produit fibré de topos Ex X, X4, est en fait un topos de Faltings relatif, dont
la définition est inspirée par celle des produits orientés de topos, au-deld du topos co-évanescent
qui inspira déja notre définition du topos de Faltings usuel.

1.5. Topos de Faltings relatif

1.5.1. On conserve les hypothéses et notations de 1.4.5. On note G la catégorie des mor-
phismes (W — U < V) au-dessus des morphismes canoniques X’ — X < X7, c’est-a-dire les
diagrammes commutatifs

(1.5.1.1) W—sU~—V

L1

X —X<~—X5

tels que W soit étale surX’, U soit étale surX et le morphisme canonique V' — Uy soit fini étale.
On la munit de la topologie engendrée par les recouvrements

(1.5.1.2) {(Wi = Ui Vi) = (W = U« V)}iex
des trois types suivants :
(a) U;=U, V; =V pour tout ¢ € I et (W; — W);er est un recouvrement ;

(b) W; =W, U; =U pour tout i € I et (V; = V);er est un recouvrement ;
(c) les diagrammes

(1.5.1.3) W —U ——V’

| e

W——sU<~—-V
dans lequel U’ — U est un morphisme quelconque et le carré de droite est cartésien.
Le site ainsi défini est appelé site de Faltings relatif du morphisme g: X’ — X. On désigne par
G et 'on appelle topos de Faltings relatif de g le topos des faisceaux d’ensembles sur G. C’est un
analogue du produit orienté de topos X/, ;Xét X560 ([2] VI.3).
Il existe deux morphismes canoniques de topos

(1514) Xét é é # Xﬁ,fét )
définis par
(1.5.1.5) W) = (W= X« X" VW eObEtx),

(1.5.1.6) (V) = (X' =X« V)", VVeObEtyy,),
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ol 'exposant ¢ désigne le faisceau associé. Ce sont des analogues de la premiére et de la seconde
projection du produit orienté X/, >< Xep X766+

Si X=X, G est canoniquement équivalent au topos de Faltings E (1 3.1). Ainsi, par foncto-
rialité du topos de Faltings relatif, on a une factorisation naturelle de ©: E' — Een

(1.5.1.7) E 5 G-5%E.
Ces morphismes s’insérent dans le diagramme commutatif suivant de morphismes de topos

~ B’
(1.5.1.8) B —— X7 gt

AR

XétU%E

On démontre que le carré inférieur gauche est cartésien (1.4.8).
On a un morphisme canonique

(1.5.1.9) 01 Xl Xx. Xraw — G.

Se donner un point de X/, >< Xe X760 Tevient a se donner un point géométrique Z’ of X', un pomt
géométrique ¥ de X5 et un morphlsme de spécialisation § ~» g(Z'). On notera (abuswement)

tel point par (g ~ Z’). On démontre que la famille des points o(y ~ T') de G est conservative.

1.5.2. Soient ' un point géométrique de X', X " le localisé strict de X’ en @', X le localisé
strict de X en g( "). On désigne par G le topos de Faltings relatif du morphlsme X — X induit

par g, par A: G — X5 ¢ le morphisme canonique (1.5.1.4) et par ®: G — G le morphisme de
fonctorialité. Il existe une section canonique 6 de A,

(1.5.2.1) Xopo ——G
\ La

id
X pet

Nous démontrons que le morphisme de changement de base induit par ce diagramme
(1.5.2.2) A, — 07
est un isomorphisme. On pose

(1.5.2.3) bw =00 ®*: G — X,

Ly, fét-

-
Si7 est un point géométrique de X, on obtient naturellement un point (7 ~~ 7') de X}, X x. X76t-

Alors, pour tout faisceau F' de GG, on a un isomorphisme canonique et fonctoriel

(1.5.2.4) Foguz = 6w (F)y.
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PROPOSITION 1.5.3 (cf. 3.4.32). Sous les hypothéses de 1.5.2, pour tout faisceau abélien F de
G et tout ¢ > 0, on a un isomorphisme canonique

(1.5.3.1) R, (F)p 5 HY(X, 40, 2 (F)).

COROLLAIRE 1.5.4 (cf. 6.5.17). Soient (§ ~» T') un point de X}, ;Xéc Xz e, X' le localisé
strict de X' enT', X le localisé strict de X en g(T'), g: X' — X le morphisme induit par g,
(15.4.1) P B = X7
le morphisme canonique analogue de (1.5.2.3). Alors, pour tout groupe abélien F de E' et tout
q > 0, on a un isomorphisme fonctoriel canonique

(1.5.4.2) (RIT(F)) o7y = Rig 0 (6 (F))y

1.5.5. Considérons 'anneau suivant de é,
— J—
(1.5.5.1) Z =1.(%).
J— —! —1! J—
On a des homomorphismes canoniques % — g.(# ) et I, (Ox') — m.(# ), dans lequel 1/ : X =X’
désigne la projection canonique. Par conséquent, on peut considérer g et @ comme des morphismes

de topos annelés.
!

o(Y~T

|
o(T~T) est

— N
Pour tout point (§ ~» T') de X/, Xx, Xze, nous démontrons que 'anneau % iy est

normal et strictement hensélien. De plus, '’homomorphisme canonique Oy ., — B
local et injectif.

1.5.6. Supposons que X = Spec(R) et X’ = Spec(R’) soient affines. Soient ' un point
géométrique de X7, A" = m (X7, ¥'), (Wj)jes le revétement universel de X7 en 7', ¥ = g7(7'),
A = m(X7,7Y), (Vi)ier le revétement universel de X5 en §. Pour tout i € I, (V; — X) est
naturellement un objet de E et pour tout j € J, (W; — X') est naturellement un objet de E.
Posons

(1.5.6.1) R = lim B(V; —» X),
et

- . — ) ’

(1.5.6.2) R__g%max)

On retrouve les O-algébres définis en (1.2.1.2). On les munit des actions naturelles de A et de
A'. Pour tout ¢ € I, il existe un X’-morphisme canonique ' — X’ x x V;. On désigne par V/ la
composante irréductible de X’ x x V; contenant 7’ et par II; le sous-groupe correspondant de A’.
Alors, (V] — X') est naturellement un objet de E’. Posons

(1.5.6.3) R = lmZ(V/ = X'),
el

(1.5.6.4) o = (L.
iel

— —! —
On a un homomorphisme canonique R — R — I
Pour tout point géométrique Z' et tout morphisme de spécialisation 7 ~» ¢(Z'), nous démon-
trons qu’il existe un isomorphisme canonique (déterminé par le choix de 7')

! ~ . —=!
(1565) ‘%g(§v~>f’) — lim RU’*}U7

=/ U/ —»U
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o la limite inductive est prise sur la catégorie des morphismes T — U’ — U au-dessus de

—!
7' — X' — X, avec U’ affine étale sur X', U affine étale sur X et Ry, _,; 'anneau correspondant
(1.5.6.3).

PROPOSITION 1.5.7 (cf. 5.2.29). Conservons les hypothéses de 1.5.6 et supposons de plus que
g s’insére dans un diagramme commutatif

(1.5.7.1) X G
I
X ——Gi g
dans lequel les morphismes v et ' sont étales, d et d’ sont des entiers > 0 ety est un homomorphisme

de tores au-dessus de S qui est lisse (1.2.2). Soit n un entier > 0. Alors,

(i) Il existe un homomorphisme canonique de R!—algébres graduées
— —1 ) — —
(1.5.7.2) AN Qhyr ®r (R /"R )(-1)) = @0l (ILR /p"R),

qui est presque-injectif et dont le conoyau est tué par pp_ilmf.
— . J— J—
(ii) Le R -module Hl(H,R//p"RI) est presque de présentation finie pour tout i > 0, et il est
presque-nul pour tout i > r+ 1, ot r = dim(X'/X).

C’est une version relative du calcul de Faltings de la cohomologie galoisienne de R qui repose sur
son théoréme de presque-pureté ([14] Theorem 4 page 192, [2] 11.6.16). L’énoncé peut se globaliser

de la maniére suivante en utilisant la théorie de Kummer sur la fibre spéciale du topos annelé
-/

(E'\%).
THEOREME 1.5.8 (cf. 6.6.4). Pour tout entier n > 1, il existe un homomorphisme canonique
—! ~
de & -algebres graduées de G

x¢¢—101
(1.5.8.1) A E0Y o

) = BizoR7(F,),

ot ™ désigne limage inverse par le morphisme de topos annelés 7 : (é,@!) — (X, W (O%)),

dont le noyau (resp. conoyau) est annulé par p%mf (resp. p%mf), ot r = dim(X'/X).
Considérons ensuite la suite spectrale de Cartan-Leray

(1.5.8.2) EYY = Rig, (RiT.(%,)) = RO, (Z,).

Tenant compte de 1.5.8, pour obtenir la suite spectrale de Hodge-Tate relative (1.3.5.2), on a besoin
de démontrer un théoréme de changement de base relativement au diagramme cartésien

(1.5.8.3) G —"> X/,
gl/ l/g
E —U> Xét

THEOREME 1.5.9 (cf. 6.5.5). Supposons que le morphisme g soit propre. Alors, pour tout
faisceau abélien de torsion F' de X/, et tout ¢ > 0, le morphisme de changement de base

(1.5.9.1) o (R7g,(F)) — Rig, (1" (F))

est un isomorphisme.



20 1. LA SUITE SPECTRALE DE HODGE-TATE RELATIVE - UN SURVOL

La preuve est inspirée d’un théoréme de changement de base pour les produits orientés da a
Gabber. Elle se raméne au théoréme de changement de base propre pour le topos étale.

PROPOSITION 1.5.10 (cf. 6.5.29). Pour tout entier n > 0, I’homomorphisme canonique

— —!
(1.5.10.1) B, Ry Ox1 — B,
ot le produit tensoriel externe d’anneaux est relatif au diagramme cartésien (1.5.8.3), est un

presque-isomorphisme.

THEOREME 1.5.11 (cf. 6.5.30). Supposons que le morphisme g soit propre. Alors, il existe un
entier N > 0 tel que pour tous entiers n > 1 et ¢ > 0, et tout Ox, -module cohérent F qui est
X, -plat (1.1.1.1), le noyau et le conoyau du morphisme de changement de base

(1.5.11.1) c*(Rg.(F)) = Rig. (7" (F)),
ol o* et ™ désignent les images inverses au sens des topos annelés, soient annulés par p™.

PROPOSITION 1.5.12 (cf. 6.5.31). Soient n,q des entiers > 0, .F un Ox: -module cohérent qui
est X,-plat (1.1.1.1). Supposons que le morphisme g soit propre et que pour tout entier i > 0, le
Ox, -module Rig.(F) soit localement libre (de type fini). Alors, le morphisme de changement de
base

(1.5.12.1) " (Rig«(F)) — Rig.(n*(F)),
ol o* et ™ désignent les images inverses au sens des topos annelés, est un presque-isomorphisme.

1.5.13. Soient n,q des entiers > 0. Comme le morphisme canonique Z/p"Z — V. (Z/p"Z)
est un isomorphisme, on obtient & partir de 1.4.6, pour tout ¢ > 0, un morphisme canonique

(1.5.13.1) . (Rign.(Z/p" L)) ®z, B — RIO.(B,,),

qui est un presque-isomorphisme. La suite spectrale de Hodge-Tate relative (1.3.5.2) se déduit alors
de la suite spectrale de Cartan-Leray (1.5.8.2) en utilisant 1.5.8 et 1.5.11.



Chapitre 2
Préliminaires

2.1. Notations et conventions

Tous les anneauxr considérés dans ce livre possédent un élément unité; les homomorphismes
d’anneaux sont toujours supposés transformer l’élément unité en ’élément unité. Nous considé-
rons surtout des anneauxr commutatifs, et lorsque nous parlons d’anneau sans préciser, il est sous-
entendu qu’il s’agit d’un anneau commutatif; en particulier, il est sous-entendu, lorsque nous par-
lons d’un topos annelé (X, A) sans préciser, que A est commutatif.

On sous-entend par monoide un monoide commutatif et unitaire. Les homomorphismes de
monoides sont toujours supposés transformer I’élément unité en l’élément unité.

2.1.1. Soit p un nombre premier. On munit Z, de la topologie p-adique, ainsi que toutes les
Z,-algébres adiques (i.e., les Zy-algébres complétes et séparées pour la topologie p-adique). Soient
A une Z,-algébre adique, i: A — A[%] I’homomorphisme canonique. On appelle topologie p-adique
sur A[%] I'unique topologie compatible avec sa structure de groupe additif pour laquelle les sous-
groupes i(p™A), pour n € N, forment un systéme fondamental de voisinages de 0 ([7] chap. III
§1.2, prop. 1). Elle fait de A[%] un anneau topologique. Soient M un A[%]—module de type fini, M°
un sous-A-module de type fini de M qui ’engendre sur A[%]. On appelle topologie p-adique sur M
I'unique topologie compatible avec sa structure de groupe additif pour laquelle les sous-groupes
p"M?°, pour n € N, forment un systéme fondamental de voisinages de 0. Cette topologie ne dépend
pas du choix de M°. En effet, si M’ est un autre sous-A-module de type fini de M qui ’engendre
sur A[%], alors il existe m > 0 tel que p™M° C M’ et p™M’' C MP°. 1l est clair que M est un
A[%]—module topologique.

2.1.2. Soient G un groupe profini, A un anneau topologique muni d’une action continue de
G par des homomorphismes d’anneaux. Une A-représentation de G est la donnée d’'un A-module
M et d’une action A-semi-linéaire de G sur M, i.e., telle que pour tous g € G, a € Aet m € M,
on ait g(am) = g(a)g(m). On dit que la A-représentation est continue si M est un A-module
topologique et si action de G sur M est continue. Soient M, N deux A-représentations (resp. deux
A-représentations continues) de G. Un morphisme de M dans N est la donnée d’un morphisme
A-linéaire et G-équivariant (resp. A-linéaire, continu et G-équivariant) de M dans N. On note
Rep 4 (G) (resp. Rep$™ (G)) la catégorie des A-représentations (resp. A-représentations continues)
de G. Si M et N sont deux A-représentations de G, les A-modules M ® 4 N et Homy (M, N) sont
naturellement des A-représentations de G.

2.1.3. Soient A un anneau, p un nombre premier, n un entier > 1. On désigne par W(A)
(resp. W, (A)) Panneau des vecteurs de Witt (resp. vecteurs de Witt de longueur n) a coefficients

21
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dans A relatif & p. On a un homomorphisme d’anneaux
(2.1.3.1) D, W..(4) — A,
n—1 n—2
(o, ..y Tpe1) = b pxy e ptTla,

appelé n-iéme composante fantéme. On dispose aussi des morphismes de restriction, de décalage
et de Frobenius

(2.1.3.2) R: Wopi(4) — Wa(A),
(2.1.3.3) ViWo(A) — Waii(A),
(2.1.3.4) F: Woii(4) — Wa(A).

Lorsque A est de caractéristique p, F induit un endomorphisme de W,,(A4), encore noté F.

2.1.4. Pour tout anneau R et tout monoide M, on désigne par R[M] la R-algébre de M
et par e: M — R[M] ’homomorphisme canonique, ot R[M] est considéré comme un monoide
multiplicatif. Pour tout x € M, on notera e® au lieu de e(x).

On désigne par Ajps le schéma Spec(Z[M]) muni de la structure logarithmique associée a la
structure pré-logarithmique définie par e: M — Z[M] (|2] I1.5.9). Pour tout homomorphisme de
monoides ¥: M — N, on note Ay: Ay — Ay le morphisme de schémas logarithmiques associé.

2.1.5. Dans tout ce livre, on fixe un univers U possédant un élément de cardinal infini, et un
univers V tel que U € V. On appelle catégorie des U-ensembles et I’on note Ens, la catégorie des
ensembles qui se trouvent dans U. C’est un U-topos ponctuel ([4] IV 2.2). On désigne par Sch la
catégorie des schémas éléments de U. Sauf mention explicite du contraire, il sera sous-entendu que
les anneaux et les schémas logarithmiques (et en particulier les schémas) envisagés dans ce livre
sont éléments de 'univers U. On désigne par Top la 2-catégorie des U-topos appartenant a V ([4]
IV 3.3.1).

2.1.6. Pour une catégorie ¥, nous notons Ob(%’) 'ensemble de ses objets, €° la catégorie
opposée, et pour X,Y € Ob(%), Homg(X,Y) (ou Hom(X,Y) lorsqu’il n’y a aucune ambiguité)
I’ensemble des morphismes de X dans Y.

Si € et €' sont deux catégories, nous désignons par Hom(%', ¢”) ensemble des foncteurs de
% dans €', et par Hom(%,¢”) la catégorie des foncteurs de € dans €.

Soient & une catégorie, € et €’ deux catégories sur & ([23] VI 2). Nous notons Homg (%, 6”)
I'ensemble des &-foncteurs de ¢ dans ¢” et Homc,ri 6 (¢, €”) I'ensemble des foncteurs cartésiens
([23] VI 5.2). Nous désignons par Homg (%, %6”) la catégorie des &-foncteurs de ¢ dans €” et par
Hom,,i/¢(%,%") la sous-catégorie pleine formée des foncteurs cartésiens.

2.1.7. Soit € une catégorie. On désigne par % la catégorie des préfaisceaux de U-ensembles
sur €, c’est-a-dire la catégorie des foncteurs contravariants sur ¢ a valeurs dans Ens ([4] I 1.2). Si
% est munie d'une topologie ([4] IT 1.1), on désigne par € le topos des faisceaux de U-ensembles
sur ¢ ([4] II 2.1).

Pour F un objet de %, on note %) la catégorie suivante ([4] I 3.4.0). Les objets de ¢ sont
les couples formés d’un objet X de € et d’un morphisme v de X dans F'. Si (X, u) et (Y,v) sont
deux objets, un morphisme de (X, u) vers (Y, v) est un morphisme g: X — Y tel que u =vog.
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2.1.8. Soient % un U-site ([4] II 3.0.2), € le topos des faisceaux de U-ensembles sur €, X
un préfaisceau de U-ensembles sur 4". On munit la catégorie ¢)x de la topologie induite par la
topologie de 4 au moyen du foncteur “source” jx: ¢,x — ¢ ([4] 111 3.1). D’aprés (4] I1I 5.2), jx
est un foncteur continu et cocontinu. Il définit donc une suite de trois foncteurs adjoints :

(2.1.8.1) Jxv: (€)x)~ — @, Jx: ¢ — (€)x)~,  x«: (€)x)” — t,

dans le sens que pour deux foncteurs consécutifs de la suite, celui de droite est adjoint a droite
de l'autre. Le foncteur jxi se factorise par la catégorie CKN/ xa, o0 X® est le faisceau associé a X,
et le foncteur induit (¢, x)~ — CKN/ xo est une équivalence de catégories ([4] III 5.4). Le couple de
foncteurs (j%, jx+) définit un morphisme de topos qu’on notera aussi abusivement jx : (57 Xa — (g,
dit morphisme de localisation de % en X (cf. [4] IV 5.2). Pour tout objet F de &, on pose

(2.1.8.2) FIX® = j%(F).

Supposons, de plus, que les limites projectives finies soient représentables dans € et que X soit
un objet de €. Soit e un objet final de € (qui existe par hypothése). On note j;;: C — C)x le
foncteur de changement de base par le morphisme canonique X — e. Alors, j}? est exact & gauche
et continu ([4] III 1.6 et 3.3). Comme j% prolonge j% ([4] III 5.4), le morphisme de localisation

Jx: € xe« — € s’identifie canoniquement au morphisme de topos associé a j;g.

2.1.9. Soient € un U-site, % la catégorie des préfaisceaux de U-ensembles sur €, % le topos
des faisceaux de U-ensembles sur ¢’. On désigne par Mon. (resp. Mon_>) la catégorie des monoides
(commutatifs et unitaires) de € (resp. €) (cf. [4] T 3.2, resp. II 6.3.1). Les U-limites inductives et
projectives dans Mon.; sont représentables et se calculent terme a terme. Les U-limites inductives
et projectives dans Mon_; sont représentables. Le foncteur d’injection canonique

(2.1.9.1) i: Mon_ — Mon.2
admet un adjoint a gauche
(2.1.9.2) a: Monz — Mon_, M — M*,

qui est exact a gauche ([4] IT 6.4). D’aprés ([4] II 6.5), le foncteur “faisceau d’ensembles sous-jacent”
Mon — % admet un adjoint & gauche et commute donc aux limites projectives. De plus, pour
tout préfaisceau de monoides M sur %, le faisceau d’ensembles sous-jacent & M® est canoniquement
isomorphe au faisceau d’ensembles associé au préfaisceau d’ensembles sous-jacent a M.

On note 1 le monoide unité de €, c’est-a-dire le faisceau de monoides associé au préfaisceau
de monoides sur ¢ de valeur 1. C’est un objet initial et final de la catégorie Mon.;. On appelle
conoyay d’un morphisme u: N — M de Mon. la somme amalgamée de u et du morphisme
canonique N — 1. On a un isomorphisme canonique

(2.1.9.3) coker(u) = a(coker(i(u))).
Si w est un monomorphisme, on appelle coker(u) le quotient de M par N et on le note M/N.
2.1.10. Pour tout morphisme de topos f: Y — X, les foncteurs f* et f, induisent un couple

de foncteurs adjoints f*: Monx — Mony et f.: Mony — Monx. Le foncteur f* est exact a
gauche d’apreés 2.1.9.
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2.1.11. Soit X un U-topos. Les systémes projectifs d’objets de X indexés par ’ensemble
ordonné des entiers naturels N, forment un topos que I’on note XN°. On renvoie a ([2] IIL.7) pour
des sorites utiles sur ce type de topos. On rappelle, en particulier, qu’on a un morphisme de topos

(2.1.11.1) A XY X,

dont le foncteur image inverse A* associe a tout objet F' de X le systéme projectif constant de
valeur F', et dont le foncteur image directe \. associe & tout systéme projectif sa limite projective
([2] IIL.7.4).

2.1.12. Soit (X, A) un U-topos annelé ([4] 11.1.1). On note Mod(A) ou Mod(4, X) la
catégorie des A-modules de X. Si M est un A-module, on désigne par S4 (M) (resp. Aa(M), resp.
T4 (M)) algébre symétrique (resp. extérieure, resp. a puissances divisées) de M et pour tout entier
n > 0, par S (M) (resp. A% (M), resp. I'; (M)) sa partie homogéne de degré n. Les formations de
ces algébres commutent & la localisation au-dessus d’'un objet de X.

DEFINITION 2.1.13 ([5] T 1.3.1). Soit (X, A) un topos annelé. On dit qu'un A-module M de
X est localement projectif de type fini si les conditions équivalentes suivantes sont satisfaites :
(i) M est de type fini et le foncteur SZom 4 (M, -) est exact;
(ii) M est de type fini et tout épimorphisme de A-modules N — M admet localement une
section ;
(iii) M est localement facteur direct d’'un A-module libre de type fini.

Lorsque X a suffisamment de points et que pour tout point x de X, la fibre de A en x est un
anneau local, les A-modules localement projectifs de type fini sont les A-modules localement libres
de type fini ([5] I 2.15.1).

2.1.14. Soient X un U-topos appartenant a V (2.1.5), G un groupe (du topos ponctuel). On
note G le groupoide associé & G, i.e., la catégorie ayant un seul objet, de classe de morphismes G.
On appelle action & gauche de G sur X la donnée d’un pseudo-foncteur normalisé du groupoide G
dans la 2-catégorie Top des U-topos appartenant a V (2.1.5), qui fait correspondre X a 'unique
objet de G (cf. [23] VI § 8). Concrétement, cela revient a se donner pour tout g € G, un morphisme
751 X — X et pour tout (f,g) € G2, un isomorphisme c 4 YoV 5 Vg satisfaisant aux conditions
suivantes :

(i) notant e I’élément neutre de G, on a v, = idx ;

(ii) pour tout f € G, on a cpe = cey = id,y; :

(iii) pour tout (f,g,h) € G* et tout F € Ob(X), on a

(2.1.14.1) crgh(F) - cgn(v5(F)) = cro,n(F) - v4(cp,9(F))-
Ces conditions sont celles envisagées dans ([23] VI 7.4). La condition (iii) se visualise par la
commutativité du diagramme

h(es,q(F))

(2.1.14.2) Vi (v (V3 (F))) Tn (V54 (F))
Cg,}L(’Y;(F))l lcfg,h,(F)
* * cfigh (F) *
’th(”Yf(F)) - ”Yfgh(F)

D’aprés (cf. [23] VI § 8), se donner une action & gauche de G sur X revient a de se donner un
foncteur fibrant clivé et normalisé

(2.1.14.3) X = G.
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C’est un topos fibré dans le sens de ([4] VI 7.1.1) : pour tout f € G, le foncteur image inverse par
f est le foncteur image inverse par le morphisme de topos v¢. Il est commode de noter ¢ encore
f: X — X ou fx, ce qui n’induit aucun risque d’ambiguité.

Etant donné une action a gauche de G sur X, on appelle faisceau G-équivariant (ou objet G-
équivariant) de X la donnée d’une section cartésienne du foncteur fibrant (2.1.14.3) (cf. [2] I11.4.16).
D’aprés ([23] VI §12), il revient au méme de se donner un objet F' de X et pour tout f € G, un
isomorphisme

(2.1.14.4) T F S fA(F)
tels que 7] = idp et que pour tout (f,g) € G2, on ait

(2.1.14.5) T =corolgtxTf)or).

On dira aussi que F' est muni d’une structure de faisceau G-équivariant (ou abusivement qu’il est
un faisceau G-équivariant). On laissera le soin au lecteur de décrire explicitement les morphismes
entre faisceaux G-équivariants de X.

Un groupe (resp. anneau) G-équivariant de X est la donnée d’une section cartésienne de la
catégorie fibrée au-dessus de G des groupes (resp. anneaux) de X (2.1.14.3). Il revient au méme
de se donner un faisceau G-équivariant F' de X qui est un groupe (resp. anneau) tel que pour tout
f € G, I'isomorphisme Tf (2.1.14.4) soit un homomorphisme.

Si A est un anneau G-équivariant de X, un A-module G-équivariant de X est la donnée d’une
section cartésienne de la catégorie fibrée au-dessus de G des A-modules de X (2.1.14.3). Il revient
au méme de se donner un faisceau G-équivariant M de X qui soit un A-module tel que pour tout
f € G, 'isomorphisme T;»V[ soit Tf—linéaire (2.1.14.4).

2.1.15. Soient G un groupe, u: X — Y un morphisme de U-topos munis d’actions a gauche
de G. On dit que u est G-équivariant si le foncteur image inverse u*: Y — X est cartésien pour
les foncteurs fibrants clivés et normalisés de Y et X dans le groupoide G associé a G, définis
par les actions de G (2.1.14.3). D’apreés ([23] VI §12), il revient au méme de demander que pour
tout f € G, il existe un isomorphisme ¢;: fxu* — u*fy (qui est alors canonique) vérifiant les
conditions a’) et b’) de loc. cit. L’isomorphisme ¢ rend donc commutatif le diagramme

(2.1.15.1) X —“sYy

A

X=2sVY
Supposons dans la suite de ce numéro que le morphisme u soit G-équivariant.
Pour tout faisceau G-équivariant H de Y, v*(H) est canoniquement muni d’une structure de
faisceau G-équivariant de X, a savoir I'image par u* de la G-section cartésienne de Y qui définit

(H)

H. Concrétement, pour tout f € G, T}L est I'isomorphisme composé de

(2.1.15.2) u*(H) S u*(f*(H)) > f*(u*(H)),

ou la premiére fléche est induite par I’isomorphisme TfH , et la seconde fleche est ’isomorphisme
canonique (2.1.15.1).

Pour tout f € G, le diagramme commutatif (2.1.15.1) induit un isomorphisme de changement
de base fy-u. 5wy f%. On vérifie aussitot que ces isomorphismes vérifient les conditions a’) et b’)
de ([23] VI §12). Par suite, le foncteur u,: X — Y est cartésien au-dessus de G.
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Pour tout faisceau G-équivariant F' de X, u.(F') est canoniquement muni d’une structure de
faisceau G-équivariant de Y, & savoir I'image par u, de la G-section cartésienne de X qui définit

F. Concrétement, pour tout f € G, T;*(F) est 'inverse de ’adjoint de I'isomorphisme composé de
(2.1.15.3) Ue(F) 5 un(fo(F)) = fu(us(F)),

ott la premiére fleche est induite par 'isomorphisme F = f.(F) adjoint de (Tf )~1, et la seconde
fleche est Iisomorphisme canonique (2.1.15.1).

Soient F' un faisceau abélien G-équivariant de X, j un entier > 0. Pour tout f € G, on considére
le morphisme

(2.1.15.4) Ru.(F) — fo(RIu.(F))
composé de
(2.1.15.5) RIuy (F) 5 Riuy (fo(F)) = RI(uf)«(F) = RI(fu)u(F) = fo(RIu(F)),

ot la premiére fléche est induite par I'isomorphisme H = f.(F) adjoint de (Tf )~ la deuxiéme
et la quatriéme fleches sont les edge-homomorphismes de la suite spectrale de Cartan-Leray ([4] V
5.4) et la troisiéme fléche est I'isomorphisme canonique (2.1.15.1). Comme f est une équivalence

R u. (F) I

de topos, (2.1.15.4) est un isomorphisme. On note Ty isomorphisme inverse de son adjoint.

On vérifie aussitot que ces morphismes munissent R7u.(F) d’une structure de faisceau abélien
G-équivariant sur X.

Si A est un anneau G-équivariant de X et M un A-module, u,(A) est un anneau G-équivariant
de Y, et pour tout entier j > 0, R7u. (M) est un u.(A)-module G-équivariant de Y.

2.1.16. Soient G un groupe, X un U-topos muni d’une action & gauche de G, u: X — Ens la
projection canonique dans le topos final ([4] IV 4.3). Le morphisme u est essentiellement déterminé
par la donnée d’un objet final T' de X, & savoir u*(e) ou e est un ensemble ponctuel. Comme T
est final, il est muni d’une structure, essentiellement unique, de faisceau G-équivariant. Il s’ensuit
aussitot que le morphisme u est G-équivariant lorsque 'on munit le topos Ens de l'action triviale
de G.

D’aprés 2.1.15, pour tout faisceau G-équivariant F' de X, I'(X, F') est naturellement un en-
semble G-équivariant, autrement dit, un ensemble muni d’une action de G.

De méme, pour tout faisceau abélien G-équivariant F' de X et tout entier j > 0, HY(X, F)
est naturellement un groupe abélien G-équivariant, autrement dit, un groupe abélien muni d’une
action Z-linéaire de G.

Pour tous faisceaux G-équivariants Z, F' de X, ’ensemble Hom(Z, F') est naturellement muni
d'une action de G. Concrétement, & tous u € Hom(Z, F) et f € G, le transformé u/ de u par f est
le morphisme composé défini comme suit :

7,F ’
(2.1.16.1) vi 7 2 T fo(F),
Z ’
(2.1.16.2) w72 L f5(2) 5 F,

ol (Tf)’ est 'adjoint de (Tf)’l et v’ est adjoint de v.

2.1.17. Pour tout schéma X, on désigne par Et/X le site étale de X, c’est-a-dire, la sous-
catégorie pleine de Sch,x (2.1.5) formée des schémas étales sur X, munie de la topologie étale;
c’est un U-site. On note X¢; le topos étale de X, c’est-a-dire le topos des faisceaux de U-ensembles
sur Et /X
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On désigne par Etcoh /x (resp. Etscoh /x) la sous-catégorie pleine de Et /x formée des schémas
étales de présentation finie sur X (resp. étales, séparés et de présentation finie sur X), munie de la
topologie induite par celle de Et /x5 ce sont des sites U-petits. Si X est quasi-séparé, le foncteur
de restriction de Xy dans le topos des faisceaux de U-ensembles sur Etcoh /x (resp. Etscoh /x) est
une équivalence de catégories ([4] VII 3.1 et 3.2).

On désigne par Etf /x la sous-catégorie pleine de Et /x formée des schémas étales finis sur X,
munie de la topologie induite par celle de Et /x5 ¢’est un site U-petit. On appelle topos fini étale
de X et on note X, le topos des faisceaux de U-ensembles sur Etf/X (cf. [2] V1.9.2). L’injection
canonique Etf ' Et /x induit un morphisme de topos

(2.1.17.1) px: Xey — Xrst

2.1.18. Soit X un schéma. On désigne par X,,, le topos de Zariski de X et par
(21181) ux: Xgg — Xyar

le morphisme canonique ([4] VII 4.2.2). Si F est un &x-module quasi-cohérent de X,,,, on désigne
par ((F) le faisceau de X défini pour tout X-schéma étale U par ([4] VII 2 ¢))

(2.1.18.2) UF)U) =T(U,F ®¢y Oy).

11 est commode, lorsqu’il n’y aucune risque de confusion, de désigner +(F') abusivement par F. On
notera que ((Ox) est un anneau de X et que ((F') est un ¢(0x)-module.

Notant Modth(ﬁ X, Xzar) la sous-catégorie pleine de Mod(Ox, X,,,) formée des €'x-modules
quasi-cohérents (2.1.12), la correspondance F' — ((F') définit un foncteur

(2.1.18.3) v: Mod® (O, Xyar) = Mod(Ox, Xs).
Pour tout Ox-module quasi-cohérent F' de X,,,, on a un isomorphisme canonique
(2.1.18.4) F 5 ux. (u(F)).
Nous considérons donc ux comme un morphisme de topos annelés
(2.1.18.5) ux: (Xet, Ox) = (Xgar, Ox).

Nous utilisons pour les modules la notation u3! pour désigner I'image inverse au sens des faisceaux
X

abéliens et nous réservons la notation u% pour I'image inverse au sens des modules. L’isomorphisme

(2.1.18.4) induit par adjonction un morphisme

(2.1.18.6) uk (F) = o(F).

Celui-ci est un isomorphisme. En effet, pour tout point géométrique T de X, on a un isomorphisme
canonique

(2.1.18.7) UF)z 5 lim T(U, F ®¢, Oy),

ou la limite est prise sur les voisinages de T dans Et /x (on peut évidemment se limiter aux
voisinages affines au-dessus d’un ouvert affine de X contenant l'image = de Z). Notant X' le
localisé strict de X en T, on en déduit, d’apres ([30] 8.5.2(i)), un isomorphisme canonique

(2.1.18.8) (F)z S T(X',F®gy, Ox/).
Par ailleurs, on a un isomorphisme canonique

(2.1.18.9) i (F)z = Fr @6, (O )z
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La fibre du morphisme (2.1.18.6) en T s’identifie au morphisme canonique
(211810) F, R6Ox . F(X/, ﬁx/) — F(X/, F Koy ﬁX/),

qui est un isomorphisme. Par suite, (2.1.18.6) est un isomorphisme. On en déduit que ¢ est un
adjoint & gauche du foncteur uy.. La fleche d’adjonction id — wx, ot est un isomorphisme d’apreés
(2.1.18.4). En particulier, ¢ est pleinement fidéle.

2.1.19. Soient f: Y — X un morphisme de schémas,
(2.1.19.1) 7: Mod®"(0y,Y,.,) — Mod(Oy,Ys),
(2.1.19.2) v Mod®(Ox, X,0r) — Mod(Ox, Xg)

les foncteurs canoniques (2.1.18.3). Pour tout &'x-module quasi-cohérent F, il existe un morphisme
canonique fonctoriel

(2.1.19.3) UE) = LU (E)))
Le morphisme f induit donc un morphisme de topos annelés que 1'on note encore
(2.1.19.4) [ (Yo, Oy) = (Xe, Ox).

Nous utilisons pour les modules la notation f~! pour désigner I'image inverse au sens des faisceaux
abéliens et nous réservons la notation f* pour I'image inverse au sens des modules.
Compte tenu de (2.1.18.8), le morphisme (2.1.19.3) induit par adjonction un isomorphisme

(2.1.19.5) Fr(F)) = (f(F)).

Supposons f quasi-compact et quasi-séparé. Pour tout Oy-module quasi-cohérent G, le Ox-
module f,(G) est quasi-cohérent et d’aprés ([27] 9.3.2), on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(2.1.19.6) Uf(@)) = f((G)).
D’apreés ([4] V 5.1 et VII 4.3), on en déduit pour tout entier ¢ > 0, un isomorphisme canonique
(2.1.19.7) tRIf(@)) = RI((G)).

2.1.20. Soient X un schéma connexe, T un point géométrique de X. On désigne par
(2.1.20.1) wz: Ety/x — Ens

le foncteur fibre en T, qui a tout revétement étale Y de X associe I’ensemble des points géométriques
de Y au-dessus de T, par m1(X,Z) le groupe fondamental de X en T (c’est-a-dire le groupe des
automorphismes du foncteur wz) et par B, (x z) le topos classifiant du groupe profini 7 (X, Z),
c’est-a-dire la catégorie des U-ensembles discrets munis d’une action continue a gauche de 71 (X, T)
([4] IV 2.7). Alors wz induit un foncteur pleinement fidéle

(2.1.20.2) 1t Eteyx — Bry (x2)

d’image essentielle la sous-catégorie pleine €' (71 (X, T)) de B, (x 7) formée des ensembles finis ([23]

V § 4 et § 7). D’autre part, une famille (Y — Y)ca de Et; /x est couvrante pour la topologie étale,
si et seulement si son image dans B (xz) est surjective, ou ce qui revient au méme, couvrante
pour la topologie canonique de B, (x 7). Par suite, la topologie é¢tale sur Etf /x est induite par la
topologie canonique de By, (x z) ([4] III 3.3). Comme les objets de €' (m (X, 7)) forment une famille
génératrice de B (x 7), le foncteur

(2.1.20.3) pa: Bry (xz) — Xeet
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qui & tout objet G de B, (x7) (vu comme faisceau représentable) associe sa restriction a Etf /X5
est une équivalence de catégories en vertu de ([4] IV 1.2.1).

Soit (X;)icr un systéme projectif sur un ensemble ordonné filtrant I dans Etf /X qui pro-
représente wg, normalisé par le fait que les morphismes de transition X; — X; (i > j) sont des
épimorphismes et que tout épimorphisme X; — X’ de Etf /x est équivalent a un épimorphisme
X: = X; (j <) convenable. Un tel pro-objet est essentiellement unique. Il est appelé revétement
universel normalisé de X en T ou le pro-objet fondamental normalisé de Etf/X en T. Considérons
le foncteur
(21204) vz Xeey — Bﬂj(X,f)a F— h*H} F(XZ)

i€l

Par définition, la restriction de vz a Et;/x est canoniquement isomorphe au foncteur u%r , et on a
un isomorphisme canonique de foncteurs

(2.1.20.5) vz o pz — id.

Comme pz est une équivalence de catégories, vz est une équivalence de catégories quasi-inverse de
uz. On Pappelle le foncteur fibre de Xge en T.

2.2. Schémas K(m,1)

PROPOSITION 2.2.1. Soient X un schéma cohérent, n’ayant qu’un nombre fini de composantes
connexes, P un ensemble de nombres premiers, px: Xew — Xrer le morphisme canonique (2.1.17.1).
Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout faisceau abélien de P-torsion F de Xgg ([4] IX 1.1), le morphisme d’adjonction

F — Rox.(p% F) est un isomorphisme ;

(ii) pour tout faisceau abélien de P-torsion, localement constant et constructible F' de Xg et
tout entier i > 1, Ripx.(F) =0;

(iil) pour tout entier n dont les diviseurs premiers appartiennent a P, tout (Z/nZ)-module
localement constant et constructible F' de Xg et tout entier i > 1, RipX*(F) =0;

(iv) pour tout faisceau abélien de P-torsion, localement constant et constructible F' de X, tout
entier i > 1 et tout £ € H(X, F), il existe un revétement étale surjectif X' — X tel que
limage canonique de & dans H (X', F) soit nulle ;

(v) pour tout revétement étale Y — X, tout faisceau abélien de P-torsion, localement constant
et constructible F de Yy, tout entier i > 1 et tout & € HY(Y, F), il existe un revétement
étale surjectif Y — 'Y tel que limage canonique de & dans H (Y', F) soit nulle ;

(vi) pour tout entier n dont les diviseurs premiers appartiennent & P, tout (Z/nZ)-module
localement constant et constructible F' de X¢, tout entier i > 1 et tout & € HY(X, F), il
existe un revétement étale surjectif X' — X tel que l’image canonique de & dans H (X', F)
soit nulle.

En effet, le morphisme d’adjonction id — px.p% est un isomorphisme d’aprés ([2] VI.9.18).
Les conditions (i) et (ii) sont donc équivalentes en vertu de ([2] VI.9.12, VI.9.14 et VI.9.20) et
([4] VI 5.1). L’équivalence des conditions (ii) et (iii) est aussi une conséquence de ([2] VI.9.12 et
V1.9.14) et ([4] VI 5.1).

Pour tout faisceau abélien G de Xy et tout entier i > 0, le faisceau Ripx.(G) est le faisceau
de Xre associé au préfaisceau qui a tout Y € Ob(Etf/X) associe le groupe H (Y, Q) ([4] V 5.1).
On a donc (iii)=(iv) et (v)=-(iii).

Montrons (iv)=-(v). Supposons la condition (iv) satisfaite. Soient f: Y — X un revétement
étale, F' un faisceau abélien de P-torsion localement constant constructible de Yz, ¢ un entier > 1,
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¢ € H(Y, F). D’aprés (|[4] V 5.3, VIII 5.5 et XVI 2.2), f.(F) est un faisceau abélien de P-torsion
localement constant constructible de Xgt, et le morphisme canonique

(2.2.1.1) H(X, f.(F)) = H (Y, F)

est un isomorphisme. Notons ¢ 'image inverse de £. D’aprés (iv), il existe un revétement étale
surjectif g: X’ — X tel que I'image canonique de ¢ dans H!(X’, f.(F)) soit nulle. Posons Y’ =
Y xx X’ et notons f’: Y’ — X’ la projection canonique. On a un diagramme commutatif

(2.2.1.2) HY(X, fo(F)) “ HY(Y, F)

| |

Hi(X, f,(F)) —> H{(X', f1(F|Y")) = Hi(Y", F)

ou les fleches verticales sont les morphismes canoniques, les morphismes u et v’ sont induits par
la suite spectrale de Cartan-Leray et le morphisme v est induit par le morphisme de changement
de base f.(F)|X’ — f/(F|Y’). On en déduit que I'image canonique de ¢ dans H' (Y, F) est nulle;
d’ot la condition (v).

Enfin, les conditions (iv) et (vi) sont équivalentes en vertu de ([4] VI 5.2).

DEFINITION 2.2.2. Soient X un schéma cohérent, n’ayant qu’un nombre fini de composantes
connexes, P un ensemble de nombres premiers. On dit que X est un schéma K(mw, 1) pour les
faisceauz abéliens de P-torsion ([4] IX 1.1) si les conditions équivalentes de 2.2.1 sont remplies.
Si P est I’ensemble des nombres premiers inversibles dans Ox, on dit simplement que X est un
schéma K(m,1).

REMARQUE 2.2.3. Soient X un schéma, F' un faisceau abélien de torsion, localement constant
et constructible de Xg;. Par descente ([23] VIII 2.1, [30] 2.7.1 et 17.7.3), F est représentable par
un schéma en groupes étale et fini G au-dessus de X. Le groupe H*(X, F') classifie alors les G-
fibrés principaux homogénes au-dessus de X ([4] VII 2 a)). Par descente, tout G-fibré principal
homogéne au-dessus de X est un revétement étale de X. Par suite, pour tout ¢ € HY(X, F), il
existe un revétement étale surjectif X’ — X tel que I'image canonique de & dans H' (X', F) soit
nulle. Notant px: X¢ — Xet le morphisme canonique (2.1.17.1), on en déduit que Rlpx*(F) =0
([4] V 5.1). 1l en résulte, par la suite spectrale de Cartan-Leray, que le morphisme canonique

(2.2.3.1) H' (X¢et, px«(F)) — H' (Xet, F)

est un isomorphisme.

Supposons, de plus, que X soit cohérent et qu’il n’ait qu'un nombre fini de composantes
connexes. Pour tout faisceau abélien de torsion G de Xg¢, le morphisme d’adjonction G —
px+(p%G) est un isomorphisme d’aprés ([2] VI.9.18). On en déduit que le morphisme canonique

(2.2.3.2) H' (Xper, G) = H' (X, p (G))
est un isomorphisme.
LEMME 2.2.4. Soient X un schéma cohérent et étale localement conneze ([2] VI.9.7), f: YV — X

un revétement étale, P un ensemble de nombres premiers. Alors,
(i) Si X est un schéma K(mw,1) pour les faisceauz abéliens de P-torsion, il en est de méme de
Y.
(ii) Supposons f surjectif. Pour que X soit un schéma K(mw,1) pour les faisceaux abéliens de
P-torsion, il faut et il suffit qu’il en soit de méme de Y.

Cela résulte aussitot de 2.2.1.
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PROPOSITION 2.2.5. Soient I une catégorie filtrante et essentiellement U-petite ([4] 1 8.1.8),
@: I° — Sch (2.1.5) un foncteur qui transforme les objets de I en des schémas cohérents n’ayant
qu’un nombre fini de composantes connexes, et les morphismes de I en des morphismes affines, X
la limite projective de ¢ ([30] 8.2.3), P un ensemble de nombres premiers. Supposons que X soit
cohérent et qu’il n’ait qu’un nombre fini de composantes connexes. Alors,

(i) Si pour tout i € Ob(I), X; est un schéma K (m,1) pour les faisceauz abéliens de P-torsion,
il en est de méme de X.

(ii) Supposons que @ transforme les morphismes de I en des revétements étales surjectifs.
Alors, pour que X soit un schéma K (m,1) pour les faisceauz abéliens de P-torsion, il faut
et il suffit qu’il en soit de méme de X; pour tout i € Ob(I), et il suffit qu’il en soit de méme
de X; pour un seul objet ¢ de I.

(i) En effet, soit F un faisceau abélien de P-torsion, localement constant et constructible
de Xg4i. Par descente, F' est représentable par un schéma en groupes abéliens fini et étale au-
dessus de X. D’aprés ([30] 8.8.2, 8.10.5 et 17.7.8), il existe ¢ € Ob(I) et un faisceau abélien de
P-torsion localement constant constructible F, de X, 4 tels que F' soit I'image inverse de F,. Quitte
a remplacer I° par I7u on peut supposer que ¢ est un objet initial de I. Pour tout ¢ € Ob(I), on
note F; I'image inverse canonique de F, sur X;. En vertu de ([4] VII 5.8), pour tout entier ¢ > 0,
on a un isomorphisme canonique

(2.2.5.1) H(X, F) 5 lim HY(X;, ).

iel

La proposition s’ensuit aussitot.

(ii) Supposons que X soit un schéma K (m,1) pour les faisceaux abéliens de P-torsion. Soit
v € Ob(I), F, un faisceau abélien de P-torsion, localement constant et constructible de X, ¢;. Quitte
a remplacer I° par I7u on peut supposer que ¢ est un objet initial de I. Pour tout i € Ob([I), on
note F; (resp. F') I'image inverse canonique de F, sur X; (resp. X). Soient n > 1, ¢ € H"(X,, F,).
Par hypothése, il existe un revétement étale surjectif X’ — X tel que I'image canonique de &
dans H"(X', F') soit nulle. D’aprés ([30] 8.8.2, 8.10.5, 17.7.8 et 8.3.11), il existe un ¢ € Ob(I), un
revétement étale surjectif X/ — X; et un X-isomorphisme X/ x x, X = X’. Par un isomorphisme
analogue a (2.2.5.1), on voit qu’il existe un morphisme ¢ — j de I tel que I'image canonique de ¢
dans H" (X! x x, X;, F;) soit nulle. Comme le morphisme X; — X, est un revétement étale surjectif,
on en déduit que X, est K (m, 1) pour les faisceaux abéliens de P-torsion. La proposition s’ensuit
compte tenu de (i) et 2.2.4(ii).

COROLLAIRE 2.2.6. Soient K un corps, L une extension algébrique de K, X un K-schéma de
type fini, P un ensemble de nombres premiers. Alors, pour que X soit K(m,1) pour les faisceaux
abéliens de P-torsion, il faut et il suffit qu’il en soit de méme de X Qg L.

Quitte a remplacer L par la cloture séparable de K dans L ([4] VIII 1.1), on peut supposer L
séparable sur K. La proposition résulte alors de 2.2.4(ii) et 2.2.5(ii).

PROPOSITION 2.2.7. Soient X un schéma, X° un ouvert de X, T un point géométrique de
X, X' le localisé strict de X en T, P un ensemble de nombres premiers. Pour tout X-schéma Y,
posons Y° =Y X x X°. Supposons que le schéma X'° soit cohérent et qu’il n’ait qu’un nombre fini
de composantes connexes. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le schéma X'° est K(m, 1) pour les faisceaux abéliens de P-torsion.
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(ii) Pour tout X -schéma étale T-pointé Y, tout faisceau abélien de P-torsion, localement cons-
tant et constructible F de Yg, tout entier ¢ > 1 et tout § € HY(Y°,.F), il existe un Y -
schéma étale T-pointé U et un revétement étale surjectif V- — U° tels que l'image canonique
de & dans HY(V, F) soit nulle.

On peut supposer X affine. On désigne par Uz la catégorie des X-schémas affines étales et
Z-pointés. C’est une catégorie filtrante essentiellement U-petite ([4] IV 6.8.2). D’apreés ([30] 8.2.3),
X'° est la limite projective du foncteur

(2.2.7.1) ©: Vy — Sch, Y —Y°.

Supposons d’abord la condition (ii) satisfaite. Soient F' un faisceau abélien de P-torsion localement
constant constructible de X7, ¢ un entier > 1, £ € H4(X'°, F'). Montrons qu’il existe un revétement
étale surjectif W — X'° tel que I'image canonique de & dans HZ(W, F') soit nulle. Par descente, F
est représentable par un schéma en groupes abéliens fini et étale au-dessus de X’°. D’apreés ([30]
8.8.2, 8.10.5 et 17.7.8), quitte & remplacer X par un objet de Uz, on peut supposer qu'’il existe un
faisceau abélien de torsion localement constant constructible .# de X§, tel que F soit isomorphe &

Iimage inverse de .%. En vertu de ([4] VII 5.8), on a un isomorphisme canonique

(2.2.7.2) HY(X’°,F) 5 lim HY(Y°,Z).
—

o
Yeuz

Il existe donc un objet Y de Uz tel que & soit 'image canonique d’une classe ¢ € HI(Y°, %).
D’aprés (ii), il existe un morphisme U — Y de Uz et un revétement étale surjectif V. — U® tels
que I'image canonique de ¢ dans H?(V, %) soit nulle. Le revétement étale surjectif V x o X'© — X'°
répond alors & la question ; d’ou la condition (i).

Inversement, supposons la condition (i) satisfaite. Soient .% un faisceau abélien de P-torsion,
localement constant et constructible de X, ¢ un entier > 1, £ € HY(X°,.#). D’aprés (i), il
existe un revétement étale surjectif V' — X’° tel que 'image canonique de ¢ dans H(V, #|X'°)
soit nulle. D’aprés ([30] 8.8.2, 8.10.5 et 17.7.8), il existe un objet Y de Uz, un revétement étale
surjectif W — Y° et un X’°-isomorphisme V = W xyo X'°. En vertu de ([4] VII 5.8), on a un
isomorphisme canonique
(2.2.7.3) HY(V,.Z|X°) S lim  HIYW xye U°,.Z).

UE(QJ%)/Y
Il existe donc un morphisme U — Y de U2, tel que 'image canonique de £ dans HY(W Xy. U°,.%)
soit nulle; d’ou la condition (ii).
DEFINITION 2.2.8 ([4] XTI 3.1, [43] 1.3.1). On appelle courbe élémentaire un morphisme de
schémas f: X — S qui s’insére dans un diagramme commutatif

(2.2.8.1) xJl.x< vy

\fl /
f 9

S
satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) f est une courbe relative projective et lisse, & fibres géométriquement irréductibles ;
(ii) 7 est une immersion ouverte, i est une immersion fermée, et X est 'ouvert complémentaire
de i(Y) dans X ;
(iii) g est un revétement étale surjectif.
On dit alors aussi que X est une courbe élémentaire au-dessus de S.
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DEFINITION 2.2.9 ([4] XTI 3.2, [43] 1.3.2). On appelle polycourbe élémentaire un morphisme de
schémas f: X — S qui admet une factorisation en courbes élémentaires. On dit alors aussi que X
est une polycourbe élémentaire au-dessus de S.

PROPOSITION 2.2.10 ([4] XI 3.3). Soient k un corps algébriquement clos, X un k-schéma lisse,
x € X(k). Alors, il existe un ouwvert de Zariski de X contenant x qui est une polycourbe élémentaire
au-dessus de Spec(k).

LEMME 2.2.11 (d’Abhyankar). Soient f: X — S un morphisme lisse de schémas localement
noethériens, D un diviseur & croisements normauz sur X relativement o S ([23] XIII 2.1), U
Douvert complémentaire de D dans X, U’ un revétement étale surjectif de U, modérément ramifié
au-dessus de X. On note X' la cléture intégrale de X dans U’ et D' le sous-schéma fermé réduit
de X' de méme support que D x x X'. Alors, X' est lisse sur S, D' est un diviseur a croisements
normauz sur X' relativement a S, et le morphisme canonique D' — D est un revétement étale
surjectif.

Cela résulte de (|23] XIII 5.5).

PROPOSITION 2.2.12. Soient S un Q-schéma noethérien, régulier et K(m,1), f: X — S une
courbe élémentaire. Alors, X est un schéma K (m,1).

On notera d’abord que X est cohérent et n’a qu’'un nombre fini de composantes connexes.
Considérons un diagramme commutatif

7 —

(2.2.12.1) X1-X<" v

vérifiant les conditions de 2.2.8. Soient F' un faisceau abélien de torsion, localement constant et
constructible sur X, n un entier > 1, £ € H"(X, F'). Montrons qu’il existe un revétement étale
surjectif X’ — X tel que I'image canonique de & dans H"(X', F) soit nulle. On peut se borner
au cas ou n > 2 (2.2.3). Il existe un revétement étale surjectif Z — X tel que F|Z soit constant.
D’aprés 2.2.10, le morphisme Z — S induit par f est une courbe élémentaire. On peut donc se
borner au cas o F' est constant, de valeur un groupe cyclique fini A.

En vertu du théoréme de pureté ([35] XVI 3.1.1), on a un isomorphisme canonique i'Ag —
Ay (—1)[2]. Le triangle distingué de localisation induit alors un triangle de D (X, A)

(2.2.12.2) Ax — Rju(Ax) — in(Ay)(=1)[-1] =
et par suite, g étant fini, un triangle de DV (S, A)
(2.2.12.3) RT. (M) — Rfu(Ax) — g(Ay)(=1)[-1] =

Montrons que le morphisme induit
(2.2.12.4) g-(Ay)(=1) = R*f,(Ay)

est surjectif. En effet, la formation de ce morphisme commute & tout changement de base S’ — S,
d’aprés ([35] XVI 2.3.2). On peut donc se réduire au cas ou S est le spectre d’un corps algébri-
quement clos et ot Y est un point fermé de X. La classe de cycle définie par Y engendre alors
H%(X,A(1)) ([11] Cycle 2.1.5); d’ott 'assertion.
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Il résulte de ce qui précéde qu’on a un isomorphisme canonique f, (Ax) & fo(Ax) et une suite
exacte canonique

(2.2.12.5) 0= R'f.(Ax) = R fu(Ax) = g.(Ay)(~1) = R?*[,(Ax) = O,

et que Rf.(Ax) = 0 pour tout ¢ > 2. Comme f et g sont propres et lisses, pour tout ¢ > 0,
RYIf.(Ax) est localement constant constructible ([4] XVI 2.2 et IX 2.1).
Considérons la suite spectrale de Cartan-Leray

(2.2.12.6) B = HY(S,R"f.(Ax)) = HYT(X, Ax),

et notons (E )o<q<n la filtration aboutissement sur H"(X, Ax) (on rappelle que n > 2). Comme
ona EL""1 = El'/E} | pour tout 0 < ¢ < n, on en déduit une suite exacte canonique

(2.2.12.7) H"(S, fo(Ax)) = H"(X,Ax) = H* (S, R fu(Ax)) — H" (S, f.(Ax)).

Celle-ci est compatible a tout changement de base S’ — S dans un sens évident que nous n’ex-
plicitons pas. Comme le schéma S est K(m, 1), il existe un revétement étale surjectif S — S
tel que limage canonique de v(¢) dans H*1(S”, R f.(Ax)) soit nulle. On peut donc supposer
qu’il existe ¢ € H™(S, f«(Ax)) tel que & = v((). De méme, il existe un revétement étale surjectif
S” — S tel que I'image canonique de ¢ dans H"(S”, f.(Ax)) soit nulle. L’image canonique de &
dans H"(X xg S”, Ax) est donc nulle; d’out lassertion recherchée.

COROLLAIRE 2.2.13. Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique 0, X un schéma
lisse sur k, x € X. Alors, il existe un ouvert U de X contenant x, qui est un schéma K(m,1).

En effet, quitte & remplacer 2 par une spécialisation, on peut se réduire au cas ou z € X (k).
La proposition résulte alors de 2.2.10 et 2.2.12.

LEMME 2.2.14. Soient S un schéma noethérien régulier, d un entier > 1, f: X — A% un
morphisme lisse d’un schéma X dans lespace affine de dimension d au-dessus de S. Notons ng,s
louvert de Ads ot les coordonnées ne s’annulent pas, U = f_l(GZLS) et j: U — X linjection
canonique. Soient n un entier > 1 inversible dans Os, A = Z/nZ, F un faisceau de A-modules
localement constant et constructible de Xe¢,. Notons m: Ads — A‘é le morphisme défini par I’élévation
a la puissance n-iéme des coordonnées de A‘é, X' le changement de base de X par w, w: X' — X
la projection canonique, U' = w=Y(U), j': U — X' Uinjection canonique et F' = w*(F). Alors,
pour tout entier ¢ > 1, le morphisme de changement de base

(2.2.14.1) " (R1j.(j°F)) = R F)
est nul.

En effet, la question étant locale pour la topologie étale de X’ et donc aussi pour celle de X, on
peut se borner au cas ou F' est constant de valeur A. Notons (A4 )1<a<a les axes de coordonnées de
Ads et pour tout 1 < a < d, posons D, = X X ad A, et notons i,: D, — X l'injection canonique.
En vertu de ([35] XVI 3.1.4), on a un isomorphisme canonique

(2.2.14.2) RYJ(Ay) D @1<a<d iax(Ap, (—1)).
De plus, pour tout entier ¢ > 1, le morphisme
(2.2.14.3) A (RYj.(Ar)) — R, (Ap)

défini par cup-produit est un isomorphisme. De méme, considérons X’ comme un Ads-schéma lisse
via la projection canonique f’: X’ — A% et pour tout 1 < a < d, posons D/, = X' X pd A, et
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notons i/, : D!, — X' I'injection canonique. On a alors des isomorphismes canoniques

(2.2.14.4) RYL(Au) 5 ®i<a<d in.(Ap, (—1)),

(2.2.14.5) ANRYL(Ap)) = RYL(Ap).

Pour tout 1 < a < d, D!, s’identifie canoniquement au sous-schéma réduit de X’ sous-jacent a

D, xx X'. De plus, on a w*(D,) = nD., en tant que diviseurs de Cartier. Il résulte de ([35] XVI
3.4.8) que le diagramme

(2.2.14.6) @* (R'j.(Av)) — @1<a<d @ (iax(Ap,(—1)))
Al l'y
RYjL(Apr) ———= @1<a<d o (Apy (—1))

ou A est le morphisme de changement de base et v est induit pour chaque 1 < a < d par n fois le
morphisme de changement de base, est commutatif. La proposition s’ensuit puisque v est nul.

LEMME 2.2.15. Soient f: Y — X, g: Y’ — Y deuxr morphismes de schémas tels que f soit
fini et que g soit étale, T un point géométrique de X tels que le morphisme

(2.2.15.1) Y' ®x k(@) = Y ®x k(T)

induit par g soit surjectif. Alors, il existe un X-schéma étale T-pointé X' et un Y -morphisme
Y xx X' =Y.

Il suffit de montrer que si X est le spectre d’un anneau local strictement hensélien de point
fermé Z, alors g admet une section ([30] 8.8.2(i)). On a un X-isomorphisme Y ~ Iljcy g, w@) Y(y),
ou Y(y) est le localisé strict de Y en le point géométrique §. On peut évidemment se réduire au
cas oll Y est connexe et non vide. Donc Y est isomorphe au spectre d'un anneau local strictement
hensélien. D’aprés (2.2.15.1) et ([30] 18.5.11), Y’ est la somme de deux schémas, dont I'un est
isomorphe & Y ; d’ou la proposition.

PROPOSITION 2.2.16 ([3] 8.1). Soient S un Q-schéma noethérien régulier, X un S-schéma
lisse, D un diviseur & croisements normaux sur X relativement o S ([23] XIII 2.1), U ouvert
complémentaire de D dans X, T un point géométrique de X, F' un faisceau abélien de torsion,
localement constant et constructible sur U, q un entier > 1, £ € HY(U, F). Alors, il existe un X -
schéma étale T-pointé Y, et posant V. = U xx Y, un revétement étale surjectif V' — V tels que
limage canonique de & dans H1(V', F) soit nulle.

On notera d’abord que 'assertion est immédiate si T est & support dans U, auquel cas on
peut prendre Y =V =V’ ([4] V 3.1). On peut donc se borner au cas o T est & support dans D.
Soient U’ — U un revétement étale surjectif tel que le faisceau F'|U’ soit constant, X’ la fermeture
intégrale de X dans U’. En vertu de 2.2.11, X’ est lisse sur S, et U’ est le complémentaire dans
X’ d’un diviseur & croisements normaux sur X’ relativement a S. Supposons que la proposition
soit démontrée pour (X', U’, F|U’) et pour tout point géométrique de X’ au-dessus de 7. Il existe
donc un morphisme étale X"’ — X’ tel que le morphisme

(2.2.16.1) X"@x k(T) = X' ®x K(T)

soit surjectif et, posant U” = X" x x U, un revétement étale surjectif W — U” tel que I'image
canonique de ¢ dans HZ(W, F') soit nulle. D’apreés 2.2.15, il existe un X-schéma étale Z-pointé Y et
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un X’-morphisme X’ X x Y — X”. Posons V =Y X x U et considérons le diagramme commutatif
& carrés cartésiens

(22162) W-<~———W Xy (UI XU V)

| |

U< U xg V—"sV

| | |

X'— X' xx Y —Y

Le couple formé de Y et du revétement étale surjectif u o v répond alors & la question. On peut
donc se borner au cas ot F' est constant de valeur Z/nZ et n est un entier > 1.

La question étant locale pour la topologie étale sur X, on peut supposer qu’il existe un entier
d > 1 et un morphisme lisse f: X — Ads tels que D soit I'image inverse du diviseur des coordonnées
de A‘é. Notons j: U — X l’injection canonique et considérons le morphisme composé

(2.2.16.3) HY(U, F) — H°(X,R%j,F) — (R}, F)z,

ou la premiére fléche est induite par la suite spectrale de Cartan-Leray et la seconde fleche est
le morphisme canonique. Notons 7: Ads — Ads le morphisme défini par ’élévation & la puissance
n-iéme des coordonnées de A‘é, X'’ le changement de base de X par m, @w: X’ — X la projection
canonique, U’ = w~}(U), F' = F|U’ et j': U' — X' I'injection canonique. Il résulte de ([4] VIII
5.5) et de la fonctorialité de la suite spectrale de Cartan-Leray que le diagramme

(2.2.16.4) HY(U, F) (R F)z

Hq(U/7 F/) —_— @T’GX/(@XK(T)(R}]]'LF/)TI

ot les fleches horizontales sont les morphismes composés (2.2.16.3), A est induit par w* et v est
induit par le morphisme de changement de base (2.2.14.1), est commutatif. En vertu de 2.2.14, v
est nul. Il existe donc un morphisme étale X" — X’ tel que le morphisme

(2.2.16.5) X" ®x k(@) = X' @x K(T)

soit surjectif et, posant U” = X" x x U, I'image canonique de ¢ dans H2(U”, F') soit nulle ([4] V
5.1(1) et IV (6.8.4)). D’apres 2.2.15, il existe un X-schéma étale T-pointé Y et un X’-morphisme
X'xxY — X". Posons V =Y X x U et considérons le diagramme commutatif a carrés cartésiens

(2.2.16.6) U'<—U' xy V"5V

L

X'«—X'xxY ——=Y
Le couple formé de Y et du revétement étale surjectif w répond alors a la question.

COROLLAIRE 2.2.17. Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique 0, X un schéma
lisse sur k, D un diviseur a croisements normaux sur X, X° Douvert complémentaire de D dans
X, T un point géométrique de X, X' le localisé strict de X en T. Alors, X' x x X° est un schéma
K(m1).

Cela résulte de 2.2.7 et 2.2.16 puisque X’ x x X° est noethérien et intégre.
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2.2.18. Soient V un anneau de valuation discréte, S = Spec(V), s (resp. n, resp. 7) le point
fermé (resp. le point générique, resp. un point géométrique générique) de S. On suppose que le corps
des fractions de V' est de caractéristique 0, et que son corps résiduel est parfait de caractéristique
p > 0. On munit S de la structure logarithmique .#s définie par son point fermé, autrement dit,
Ms =u(0,)N Os, ot u:  — S est I'injection canonique.

PROPOSITION 2.2.19 ([3] 6.1). Conservons les hypothéses de 2.2.18, soient de plus (X, .#x)
un schéma logarithmique fin, f: (X, #x) — (S, #s) un morphisme lisse tel que le schéma usuel
X, soit lisse surm, T un point géométrique de X. Alors, il existe un voisinage étale U de T dans
X tel que U, soit un schéma K (m,1).

COROLLAIRE 2.2.20 ([3] 9.5). Conservons les hypotheses de 2.2.18, supposons de plus que S
soit strictement local. Soient (X, #x) un schéma logarithmique fin, f: (X, #x) — (S, #s) un
morphisme lisse tel que X, soit lisse sur n, T un point géométrique de X au-dessus de s, X' le
localisé strict de X en T. Alors, X1 est un schéma K(m,1).

Montrons d’abord que le schéma X% n’a qu’'un nombre fini de composantes connexes. Soit £ un
nombre premier différent de p. D’apres ([11] Th. finitude 3.2), le Fy-espace vectoriel H(X/, F) est
de dimension finie. Il s’ensuit que ’ensemble € des sous-schémas ouverts et fermés de X% est fini
([4] VIII 6.1). Pour tout point z de X7, notons U, I'intersection de tous les sous-schémas ouverts
et fermés de X7 contenant z. Comme € est fini, U, est ouvert et fermé dans X7, autrement dit,
c’est un objet de €. Par suite, U, est connexe, et est donc égal & la composante connexe de X%

contenant z. On en déduit que X% n’a qu'un nombre fini de composantes connexes. La proposition
résulte alors de 2.2.7 et 2.2.19.

REMARQUE 2.2.21. On établira dans 4.3.6 énoncé le plus général de ([3] 9.5).

2.2.22. Soient X,Y deux schémas cohérents n’ayant qu'un nombre fini de composantes
connexes, f: Y — X un morphisme. Le diagramme

PY

(2.2.22.1) Yer ——> Yier

fet l lffét

PX
Xey — X

oll px et py sont les morphismes canoniques (2.1.17.1) est commutatif & isomorphisme canonique
prés ([2] (VI.9.3.4)). Il induit donc un morphisme de changement de base ([1] 1.2.2)

(2.2.22.2) P fists = ferpy-

PROPOSITION 2.2.23. Conservons les hypothéses et notations de 2.2.22 ; supposons, de plus,
que f soit propre et lisse. Alors, le morphisme de changement de base

(2.2.23.1) P frowe = fownpy

est un isomorphisme.

Soit F' un objet de Y:st. Le morphisme composé

(2.2.23.2) Jretn(F) = feees (py« (03 (F))) = pxs(fees (03 (F)))

ot la premiére fléche est induite par le morphisme d’adjonction id — py.py et la seconde fléche
est I'isomorphisme sous-jacent & (2.2.22.1), est ’adjoint du morphisme (2.2.23.1). C’est un isomor-
phisme en vertu de ([2] VI.9.18). Par ailleurs, le morphisme fg: Yz — Xg est cohérent ([4] VI
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3.10). Il résulte alors de ([2] VI.9.20) et ([4] VI 5.1 et XVI 2.2) qu’il existe un objet G de Xi¢ et
un isomorphisme

(2.2.23.3) feus(py (F)) = px (G).
Par ailleurs, le diagramme
(2.2.23.4) P (px(p% (@) —— p% ()
|
rx(G)

ou a et b sont induits par les morphismes d’adjonction est commutatif. Comme a est un isomor-
phisme d’aprés ([2] VI.9.18), b est un isomorphisme. Par suite, le morphisme d’adjonction

(2.2.23.5) Px (x+(for (py (F)))) = fer (py (F))

est un isomorphisme ; d’oul la proposition.

COROLLAIRE 2.2.24. Conservons les hypothéses et notations de 2.2.22 ; supposons, de plus, que
f soit étale et fini. Soient F' un objet de Yisr, T un point géométrique de X, Gy, ...,Y, les points
de Yz, que Uon identifie a4 des points géométriques de Y. Alors, on a un isomorphisme canonique
fonctoriel

(2.2.24.1) (frse (P px@ = [ Fov @o)-
=1

Cela résulte de 2.2.23 et ([4] VIII 5.5).

COROLLAIRE 2.2.25. Conservons les hypothéses et notations de 2.2.22 ; supposons, de plus,
que [ soit étale et fini. Alors, le foncteur frses est exact sur la catégorie des faisceauxr abéliens de
Yiet ; en particulier, pour tout faisceau abélien F de Yig et tout entier ¢ > 1, on a R fges (F) = 0.

2.3. Compléments sur la connexité

PROPOSITION 2.3.1. Soient X, X’ deux schémas, f: X' — X un morphisme plat et localement
de présentation finie a fibres géométriques réduites, T un point géométrique de X'. Alors, il existe
un voisinage étale J/: U’ — X' de T', un voisinage étale 1: U — X de f(T') et un morphisme
f: U = U s’insérant dans un diagramme commutatif

(2.3.1.1) U L X

\ J{ E l ;
U—>X
tel que les fibres géométriques de [’ soient intégres.

La question étant locale, on peut supposer f quasi-compact. Notons 2’ I'image de 7' dans X’
et posons z = f(2'). Soit C' une composante irréductible de la fibre X' ® x k(z) de X’ au-dessus de
x, contenant z’. Le morphisme g étant lisse en le point générique de C' ([30] 17.5.1 et 6.7.6), il est
lisse sur un ouvert non vide de X’ qui rencontre C. Il existe donc un point fermé z de C tel que f
soit lisse en z et que k(z) soit séparable sur x(x) ([30] 17.15.10(iii)). En vertu de ([30] 17.16.3(i)),
il existe un morphisme étale U — X et un X-morphisme ¢: U — X' qui soit une immersion
d’image contenant z. On peut donc considérer z comme un point de U. La projection canonique



2.3. COMPLEMENTS SUR LA CONNEXITE 39

X' xxU — U est plate de présentation finie & fibres géométriques réduites. Elle admet une section
U — X’ xx U induite par ¢. En vertu de ([30] 15.6.5), il existe un ouvert U’ de X’ xx U tel que
pour tout s € U, la fibre U’ ®y £(s) de U’ au-dessus de s soit la composante connexe de X' ®x £(s)
contenant ¢(s). En particulier, U’ ®y k(z) est la composante connexe de X’ ® x x(z) contenant
1(z). Celle-ci s’envoie surjectivement sur la composante connexe de X’ ®x x(x) contenant z et donc
aussi x’. Par suite, 'image du morphisme canonique U’ — X’ contient z’. Par ailleurs, les fibres
du morphisme U’ — U sont géométriquement connexes d’aprés ([30] 4.5.14), d’ot la proposition.

PROPOSITION 2.3.2. Soient X, X' deuz schémas normauz et localement irréductibles (|2]
II1.3.1), f: X’ — X un morphisme plat et localement de présentation finie & fibres géométriques
réduites, T un point géométrique de X', X' le localisé strict de X' en @', X le localisé strict de X
en f(T'), V — X un morphisme plat de présentation finie tel que V soit connexe. Alors, le schéma
Vxx X' est connexe.

On désigne par U la catégorie des X-schémas étales T'-pointés, et par 20 la sous-catégorie
pleine de U formée des objets (U,u: ' — U) tels que le schéma U soit affine et connexe. Ce sont
des catégories cofiltrantes, et le foncteur d’injection canonique 20° — U° est cofinal d’apreés ([4] I
8.1.3(c) et [2] II1.3.3). Soit (Up, up) un objet de 207.

Comme X est normal, pour tout objet (U, u) de 20, le schéma U est normal et étant connexe,
il est donc intégre. Pour tout morphisme (U’,v") — (U,u) de 20, comme le morphisme U’ — U
est étale, il est schématiquement dominant ([30] 11.10.2). Le schéma X est la limite projective
des schémas U pour (U,u) € Ob(W (v, ,u,))- Pour tout objet (U,u) de W, (v, u,), le morphisme
X — U est dominant d’apreés ([30] 8.3.8(i)) et donc schématiquement dominant ([4] 11.10.4). En
vertu de ([30] 8.8.2 et 11.2.6), quitte a remplacer (Up,uo) par un objet de W (1, 4y, il existe un
morphisme plat de présentation finie Vy — Up et un X-isomorphisme 7: V' = Vj x ¢, X. Pour tout
objet (U,u) de (v ue), le morphisme V' — Vj X7, U induit par 7 est schématiquement dominant
([30] 11.10.5). On en déduit que Vp Xy, U est connexe.

On désigne par U’ la catégorie des X’-schémas étales T'-pointés, et par 20’ la sous-catégorie
pleine de U’ formée des objets (U',u': T — U’) tels que le schéma U’ soit affine. Soit (U’,u’) un
objet de U’. En vertu de 2.3.1, appliqué a la projection canonique U’ x x Uy — Uy, et (|2] II1.3.3),
il existe un objet (U, u) de 20 (v, u,), un objet (U”,u") de ‘l]’/(U/)u,) et un morphisme f”: U"” — U
qui s’insére dans un diagramme commutatif

(2.3.2.1) 7 —=U"——=X'

Nl

U——X

tels que les fibres géométriques de f” soient connexes. Le morphisme f” étant plat de présentation
finie, quitte & remplacer U par un ouvert affine contenant «”(Z’), on peut supposer f” surjectif.
Par suite, les schémas U” et Vi xy, U” sont connexes d’aprés ([30] 4.5.7).

Soit (Uf,up) un objet de 2" au-dessus de (Up,up). Notons € la sous-catégorie pleine de la
catégorie Q}I/(Uévu()) formée des objets (U’, ') tels que les schémas U’ et Vy Xy, U’ soient connexes.
Le foncteur d’injection canonique €° — QT’/O(U(/)_’%) est cofinal d’aprés ce qui précéde et ([4] I8.1.3(c)).
Le schéma X' est la limite projective des schémas U’ pour (U’,u’) € Ob( //(Uév%))' 11 est donc la
limite projective des schémas U’ pour (U’,u') € Ob(‘l]’/(Ué)%)), et est aussi la limite projective des
schémas U’ pour (U’,u') € Ob(€). Comme X' est normal, pour tout objet (U’,v') de €, le schéma
U’ est normal et étant connexe, il est donc intégre. Pour tout morphisme (U”,u"”) — (U, ') de
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¢, comme le morphisme de schémas U"” — U’ est étale, il est schématiquement dominant. Il en
est donc de méme du morphisme Vy Xy, U” — Vo xy, U'. On en déduit alors que le schéma
Vo xv, X' est connexe d’aprés (|30] 8.4.4). La proposition s’ensuit compte tenu de 1’isomorphisme
14 XKX/ 5 Vo xy, X' induit par 7.

2.4. Complément de géométrie logarithmique

LEMME 2.4.1. Soient f: (X, #x) — (Y, .#y) un morphisme lisse et saturé de schémas loga-
rithmiques fins et saturés ([2] 11.5.18), T un point géométrique de X,y = f(T), X le localisé strict
de X enT, Y le localisé strict de Y en . On note X° (resp. Y* ) Uouvert mazimal de X (resp. Y)
ou la structure logarithmique Mx (resp. My ) est triviale (|45] 111 1.2.8) et on pose X° = X x x X°
et Y? =Y xy Y®. Alors, le morphisme X° — Y induit par f est fidélement plat.

En effet, f est plat en vertu de ([38] 4.5). Il suffit donc de montrer que le morphisme X° — Y*
est surjectif ou, ce qui revient au méme, que pour tout point géométrique 7’ de Y™ se spécialisant
en 7, il existe un point géométrique T’ de X° au-dessus de ¥, se spécialisant en . Notons (Y, .4y )
le schéma 7’ muni de la structure logarithmique triviale et posons

(2.4.1.1) (XI,/%X/) = (X, /%X) X(y)//ly) (Y/,J/y/),

le produit étant indifféremment pris dans la catégorie des schémas logarithmiques ou dans celle
des schémas logarithmiques saturés ([2] 11.5.20), de sorte que X' = X xy 7. On voit aussitot
que X'° = X’ xx X° est Pouvert maximal de X’ ou la structure logarithmique .Zx. est triviale.
Comme f est plat, il existe un point géométrique T’ de X au-dessus de 7', se spécialisant en
Z (|30] 2.3.4). On peut donc considérer Z” comme un point géométrique de X’. Le morphisme
(X', x) — (Y', My) étant lisse et saturé, le schéma logarithmique (X', #x/) est saturé ([57]
I1.2.12) et régulier ([39] 8.2); cf. aussi ([44] 2.3) et la preuve de ([55] 1.5.1). Par suite, X’° est un
ouvert schématiquement dense de X' en vertu de ([39] 11.6) ; cf. aussi ([44] 2.6). Il existe donc un
point géométrique T’ de X', se spécialisant en . Considérant T' comme point géométrique de X,
il est clairement au-dessus de %’ et il se spécialise en T.

LEMME 2.4.2. Soient k un corps, f: X — Y un morphisme de k-schémas lisses, D un diviseur
a croisements normauz strict de X. On munit X de la structure logarithmique #x définie par
D etY de la structure logarithmique triviale Oy, et on suppose que le morphisme de schémas
logarithmiques (X, #x) — (Y, Oy), induit par f, est lisse. Alors, le morphisme de schémas f est
lisse et le diviseur D est strictement & croisements normaux relativement o 'Y ([23] XIII 2.1).

Soient Z une composante irréductible de D, i: Z — X Dinjection canonique, D’ le diviseur a
croisements normaux strict de X défini par les composantes irréductibles de D autres que Z. Alors,
Z est un k-schéma lisse et ¢*(D’) est un diviseur & croisements normaux strict de Z. On désigne
par A% (resp. .#}) la structure logarithmique sur X (resp. Z) définie par D’ (resp. i*(D’)). Il est
commode de noter le &x-module des différentielles logarithmiques de (X,.#x) sur (Y, 0y) par
Q% /Y(log D) ; on utilisera des notations similaires en remplagant X par Z ou Y par Spec(k) ou
D par D’. Procédant par récurrence sur le nombre de composantes irréductibles de D, il suffit de
montrer que les morphismes de schémas logarithmiques (X, .#%) — (Y, Oy) et (Z,.#}) — (Y, Oy)
induits par f sont lisses.
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Considérons le diagramme commutatif de morphismes canoniques
(2.4.2.1) 0—— f*( Y/k)—>Qx/k(10gD)—>Qx/Y(10gD)—>0

| ¥ l

0—>f Y/k —>Q.1X/k(10gD)—>QX/Y(10gD)—>O

Comme le morphisme (X, .#x) — (Y, 0y) est lisse, la suite horizontale inférieure est exacte et
localement scindée. Il en est alors de méme de la suite horizontale supérieure, ce qui implique que
le morphisme (X, .Z%) — (Y, 0y) est lisse ([45] IV 3.2.3).

Considérons ensuite le diagramme commutatif de morphismes canoniques

(2.4.2.2) 0 0

00— ﬁZ(—Z) - > i*(Q}X/Y(log D’)) - > QIZ/Y(log D/) — =0

La suite horizontale inférieure est exacte et localement scindée d’aprés ([45] IV 3.2.2). Le mor-
phisme composé

(2.4.2.3) Oz(—7Z)——1i (Q}(/k(logD’)) — (Qﬁ(/k(logD))

est nul. En effet, si ¢ est un paramétre local définissant le diviseur de Cartier Z sur X, alors 'image
de i*(t) € Oz(—Z) par le composé est i*(dt) = i*(tdlogt) qui est nulle dans i (Qﬁg/k(log D)).

Par ailleurs, le morphisme (X, .Z%) — (Y, 0y) étant lisse, la suite verticale de gauche est
exacte et localement scindée d’apreés ([45] IV 3.2.3). Le morphisme composé

(24.2.4) Q) 2 (@ (log D) S (@ (log D))

est injectif puisque la suite horizontale inférieure de (2.4.2.1) est exacte et localement scindée. On
a donc

(2.4.2.5) 0= 02(~2) N i (] () C (@, (log D).

On en déduit que la suite horizontale supérieure et la suite verticale de droite de (2.4.2.2) sont
exactes. Considérons un scindage local

(2.4.2.6) o: Q. (log D) = f*(Qy,)
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de la suite exacte inférieure de (2.4.2.1) et posons
(2.4.2.7) o' =0 ou: Uy (log D) = [*(Qy )

On a alors i*(0”)(w(z)) = x pour toute section locale z de i*(f*(Q%,/k)), et i*(o’)(v(y)) = 0 pour

toute section locale y de 0z (—Z). Par suite, i*(0’) induit un scindage local de la suite verticale de
droite de (2.4.2.2). On en déduit que le morphisme (Z, #}) — (Y, 0y) est lisse ([45] IV 3.2.3).

2.5. Rappel sur une construction de Fontaine-Grothendieck

2.5.1. La construction rappelée dans ce numéro est due & Grothendieck ([26] IV 3.3). On
fixe un nombre premier p. Tous les anneaux des vecteurs de Witt considérés dans ce numéro sont
relatifs & p (cf. 2.1.3). Soient A une Z,)-algebre, n un entier > 1. L’homomorphisme d’anneaux

(2.5.1.1) Brpr: Woii(A/ph4) — AfpnA

(o, ..., Tn) — Ign—l-p:z::‘l)n + P,
s’annule sur V" (A/p™A) et induit donc par passage au quotient un homomorphisme d’anneaux

(2.5.1.2) O, Wa(A/prd)  — AfprA

n
(0, Tn—1) > .’L'g —|—px11) +...+pn—1xi_ll

Ce dernier s’annule sur

(2.5.1.3) W, (pA/p"A) = ker(W,(A/p"A) — W, (A/pA))
et se factorise & son tour en un homomorphisme d’anneaux

(2.5.1.4) 0n: W,(A/pA) — A/p" A.

Il résulte aussitot de la définition que le diagramme

(2.5.1.5) W (4/pA) 25 AJpr 1A

RFL l

W (4/pA) —=— A/p"A
ol R est le morphisme de restriction (2.1.3.2), F est le Frobenius (2.1.3.4) et la fleche non libellée
est ’homomorphisme canonique, est commutatif.

Pour tout homomorphisme de Z,)-algébres commutatives ¢: A — B, le diagramme

(2.5.1.6) Wi (A/pA) — W, (B/pB)

o |o

A/p"A— B/p"B

ol les fléches horizontales sont les morphismes induits par ¢, est commutatif.
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2.5.2. Soient A une Z,-algébre, Ale séparé complété p-adique de A. On désigne par A° la
limite projective du systéme projectif (A/pA)y dont les morphismes de transition sont les itérés
de 'endomorphisme de Frobenius de A/pA;

(2.5.2.1) A" = limA/pA.
w
C’est un anneau parfait de caractéristique p. Pour tout entier n > 1, la projection canonique

A® — A/pA sur la (n + 1)-iéme composante du systéme projectif (A/pA)y (i.e., la composante
d’indice n) induit un homomorphisme (2.1.3)

(2.5.2.2) Vn: W(AY) = W, (A4/pA).
Comme v, = FoR ovy,,1, on obtient par passage a la limite projective un homomorphisme
(2.5.2.3) v: W(A") — lim W, (A/pA),

n>1

ou les morphismes de transition de la limite projective sont les morphismes FR. On vérifie aussitot
qu’il est bijectif. Compte tenu de (2.5.1.5), les homomorphismes 6,, induisent par passage a la limite
projective un homomorphisme

(2.5.2.4) 0: W(A®) — A.
On retrouve ’lhomomorphisme défini par Fontaine ([15] 2.2). Pour tout entier r > 1, on pose
(2.5.2.5) Ay (A) = W(A®)/ ker(0)",

et on note 6, : #(A) — A I'homomorphisme induit par 6 (cf. [16] 1.2.2).
Pour tout homomorphisme de Z,)-algébres commutatives ¢: A — B, le diagramme

(2.5.2.6) W(A?) —— W(B")

of |s

A— B
ou les fleches horizontales sont les morphismes induits par ¢, est commutatif (2.5.1.6). La corres-
pondance A — &7,.(A) est donc fonctorielle.

REMARQUE 2.5.3. Soit k un corps parfait. La projection canonique VV(k)b — k sur la premiére
composante (i.e., d’indice 0) est un isomorphisme. Elle induit donc un isomorphisme W(W(k)?) =
W(k), que nous utilisons pour identifier ces deux anneaux. L’homomorphisme 6 s’identifie alors a

lendomorphisme identique de W(k).

LEMME 2.5.4. Soient A une Z)-algébre, A le séparé complété p-adique de A, A° Uanneau

défini dans (2.5.2.1), A Uensemble des suites (z,)n de A telles que xb = xn pour tout n > 0.
Alors,
(i) L’application

(2.5.4.1) A=A (z)n = @)y,

ol Ty, est la réduction de x, modulo p, est un isomorphisme de monoides multiplicatifs.
(ii) Pour tout (zo,x1,...) € W(A%), on a

(2.5.4.2) O(xo, 1,...) =Y pall,
n>0
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ot 0 est ’homomorphisme (2.5.2.4) et pour tout n > 0, (ivslm))mzo est l’élément de A associé
ax, € A (2.5.4.1).

(i) Notant v la valuation de Z,) normalisée par v(p) = 1, pour tous entiers m,i > 1 tels que
1 < p™, ona v((p:l)) = m — v(i) et donc v((”m)) + 4 > m. Soient (z,)y et (yn)n deux suites

i

d’éléments de A qui induisent par réduction modulo p la méme suite (%, )y = (7,,)ny de A/pA. Pour
tous n,m > 0, on a alors
(2.5.4.3) zh o = Ynim € DA
En particulier, si (z,,)n et (yn)n sont des éléments de A, alors x,, = y,, pour tout n > 0 puisque
A est séparé pour la topologie p-adique. Par suite, application (2.5.4.1) est injective. Montrons
qu'elle est surjective. Soient (z,)y un élément de A°, (y,)n une suite d’éléments de A qui reléve
(zn)n. Appliquant (2.5.4.3) aux suites (yn)n>0 €t (¥4, 1)n>0, On voit que pour tous n,m > 0, on a

m+1 m ~
(2544) y£+m+1 - szrm € pmA
Par suite, pour tout entier n > 0, (yﬁim)mzo converge vers un élément z,, de A. La suite (Zn)N

appartient clairement a A et s’envoie sur (z,,)y par (2.5.4.1) ; d’ou la surjectivité.
(ii) Cela résulte aussitot des définitions.

ProPOSITION 2.5.5 ([2] I1.9.5, [55] A.1.1 et A.2.2). Soit A une Z-algébre commutative
vérifiant les conditions suivantes :

(i) A est Z-plat.

(i) A est intégralement clos dans A[L].

(iii) Le Frobenius absolu de A/pA est surjectif.

(iv) Il existe une suite (pn)n>0 d’éléments de A tels que po = p et ph | = pn pour tout n > 0.
On désigne par p l’élément de A® induit par la suite (Pn)n>0 €t on pose

(2.5.5.1) §=[pl—pe WA,

ot [ ] est le représentant multiplicatif. Alors, la suite
(2.5.5.2) 0— W(A) -5 wWU) -5 A —0

est exacte.

2.6. Faisceaux de a-modules

2.6.1. Dans cette section, A désigne un sous-groupe ordonné et dense de R, A" ’ensemble
des éléments strictement positifs de A, et R un anneau muni d’une suite d’idéaux principaux m,,
indexée par AT. Pour tout ¢ € AT, on choisit un générateur 7 € R de m.. On suppose, de
plus, que pour tout ¢ € AT, 7 n’est pas un diviseur de zéro dans R et que pour tous €, € AT,
7m0 = Ue,§ -0 o Ue s est une unité de R. On pose m = U, p+m,.. Ces hypothéses sont celles
fixées dans (|14] page 186 et [2] V Notations). On notera que m est R-plat et que m? = m.

2.6.2. Soient & une catégorie abélienne qui soit une U-catégorie (2.1.5) ([4] I1.1), End(id o)
Panneau des endomorphismes du foncteur identique de o7, ¢: R — End(idy) un homomorphisme.
Pour tout objet M de 7 et tout v € R, on note i, (M) 'endomorphisme de M défini par ¢(y). On
observera que pour tout morphisme f: M — N de &7, on a puy(N)o f = fou,(M). En particulier,
pour tous objets M et N de &7, Hom(M, N) est naturellement muni d’une structure de R-module.

Suivant ([14] page 187), on dit qu’un objet M de & est a-nul (ou presque-nul) s’il est annulé
par tout élément de m, i.e., si pu, (M) = 0 pour tout v € m. On vérifie aussitot que pour toute
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suite exacte 0 - M’ — M — M" — 0 de &, pour que M soit a-nul, il faut et il suffit que M’ et
M soient a-nuls. On appelle catégorie des a-objets (ou presque-objets) de o7 et ’'on note a-o7 le
quotient de la catégorie o par la sous-catégorie épaisse formée des objets a-nuls ([19] III § 1). On
note

(2.6.2.1) a: A = o, M a(M)

le foncteur canonique ; on notera aussi M* au lieu de a(M) lorsqu’il n’y a aucun risque de confusion.
La catégorie a-47 est abélienne et le foncteur « est exact ([19] III § 1 prop. 1). Si f: M — N est
un morphisme de &7, pour que a(f) soit nul (resp. un monomorphisme, resp. un épimorphisme), il
faut et il suffit que im(f) (resp. ker(f), resp. coker(f)) soit a-nul ([19] III § 1 lem. 2). On dit que
f est a-injectif (resp. a-surjectif, resp. un a-isomorphisme) si a(f) est injectif (resp. surjectif, resp.
un isomorphisme), autrement dit si son noyau (resp. son conoyau, resp. son noyau et son conoyau)
sont a-nuls.

La famille des a-isomorphismes de &/ permet un calcul de fractions bilatére ([33] I 1.4.2).
La catégorie a-<7 s’identifie & la catégorie localisée de &7 par rapport aux a-isomorphismes et «
est le foncteur canonique (de localisation). On laissera le soin au lecteur de vérifier ces propriétés,

valables d’ailleurs pour tout quotient d’une catégorie abélienne par une sous-catégorie épaisse (|20]
I2.5(d)).

LEMME 2.6.3. Les hypotheses étant celles de (2.6.2), soient, de plus, f: M — N un morphisme

de o, v € R tels que le noyau et le conoyau de f soient annulés par ~y. Alors, il existe un morphisme
g: N — M de o tel que go f = p2(M) et fog=p2(N).

En effet, comme g (coker(f)) = 0, le morphisme p(N): N — N se factorise uniquement &
travers un morphisme ¢, : N — im(f). Comme i (ker(f)) = 0, le morphisme p (M ): M — M se
factorise uniquement a travers un morphisme v : im(f) — M. Il est clair que g = ¢y 0py: N — M
répond a la question.

2.6.4. Soit & une catégorie abélienne tensorielle qui soit une U-catégorie, autrement dit, <7
est une catégorie abélienne munie d’un foncteur bi-additif ®: & x &/ — & et d’un objet unité
A, vérifiant certaines conditions ([12] 1.15), et soit ¢: R — End(A4) un homomorphisme. On a un
homomorphisme canonique End(A4) — End(idy) (cf. [49] T 1.3.3.3 et 2.3.3). On peut donc définir
la catégorie quotient a-<7 suivant 2.6.2. Il résulte aussitot de 2.6.3 que pour tout a-isomorphisme
f: M — M de o et tout N € Ob(«), f ®idy: M @ N - M’ ® N est un a-isomorphisme. Par

suite, le produit tensoriel induit un foncteur
(2.6.4.1) o~ X - = oo/, (M,N)— M® N,

qui fait de -7 une catégorie abélienne tensorielle, dont A® est un objet unité.

Le foncteur o induit un homomorphisme End(A) — End(A%). Par suite, pour tous objets M
et N de a-&/, Hom, (M, N) est canoniquement muni d’une structure de End(A)-module. On
voit aussitot que pour tout P € Ob(%), Papplication

(2.6.4.2) Homg. .y (M, N) — Homg.y (M @ P,N ® P)
définie par fonctorialité est End(A)-linéaire ([49] I 2.2.6).

2.6.5. Pour toute R-algébre A (appartenant a U), on désigne par Mod(A) la catégorie abé-
lienne tensorielle des A-modules qui se trouvent dans U. Prenant pour ¢: R — A = End(A)

Ihomomorphisme structural, on appelle catégorie des a-A-modules et 'on note a-Mod(A) le quo-
tient de la catégorie abélienne Mod(A) par la sous-catégorie épaisse des A-modules a-nuls. Nous
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utiliserons les conventions de notation de 2.6.2 et 2.6.4. On observera en particulier que pour tous
a-A-modules M et N, Hom, nod(a) (M, N) est naturellement muni d’une structure de A-module.

Pour tout homomorphisme de R-algébres A — B, le foncteur d’oubli Mod(B) — Mod(A)
induit un foncteur exact

(2.6.5.1) a-Mod(B) — a-Mod(A4).

LEMME 2.6.6. Pour qu’un morphisme de R-modules M — N soit un a-isomorphisme, il faut
et il suffit que le morphisme induit m @r M — m ®@r N soit un isomorphisme.

En effet, la condition est suffisante puisque le morphisme canonique m ® g M — M est un
a-isomorphisme (2.6.3), et elle est nécessaire car m est R-plat et pour tout R-module a-nul P,
m®r P=0.

2.6.7. Soit A une R-algébre. D’apreés 2.6.6, la catégorie des a-isomorphismes de Mod(A) de
but un A-module M donné admet un objet initial & savoir le morphisme canonique m @z M — M.
Par suite, pour tous A-modules M et N, on a un isomorphisme canonique

(2.6.7.1) Homa_Mod(A) (Ma, Na) = HomMod(A)(m ®pr M, N)

On voit aussitot que cet isomorphisme est A-linéaire.
On désigne par o, le foncteur

(2.6.7.2) 0. a-Mod(A) — Mod(A), P+~ Hom, nmoa(a) (A%, P),

et par oy le foncteur

(2.6.7.3) or: -Mod(A4) — Mod(4), P~ m®pgo.(P).

D’aprés (2.6.7.1), pour tout A-module M, on a un isomorphisme canonique fonctoriel
(2.6.7.4) o (M*) = Homp(m, M).

On en déduit que pour tout homomorphisme de R-algébres A — B, les diagrammes

(2.6.7.5) a-Mod(B) <~ Mod(B) a-Mod(B) —~— Mod(B)

l L] |

a-Mod(A) —~=— Mod(4) a-Mod(A) —=— Mod(A)

ou les fleches verticales sont les foncteurs d’oubli (2.6.5.1), sont commutatifs & isomorphismes
canoniques prés; ce qui justifie 'abus d’omettre A dans les notations o, et o).

PROPOSITION 2.6.8. Soit A une R-algébre.

(i) Le foncteur o, (2.6.7.2) est un adjoint & droite du foncteur de localisation « (2.6.2.1).

(ii) Le morphisme d’adjonction o o o, — id est un isomorphisme, i.e., le foncteur o, est
pleinement fideéle.

(iii) Le morphisme d’adjonction id — o, o o induit un isomorphisme o~ a o 0, o a.

(iv) Le foncteur oy (2.6.7.3) est un adjoint & gauche du foncteur de localisation a.

(v) Le morphisme d’adjonction id — « o oy est un isomorphisme, i.e., le foncteur oy est plei-
nement fidéle.
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Soient M, N deux A-modules, P un a-A-module.
(i) On a des isomorphismes canoniques fonctoriels

(2.6.8.1) Hom g mod(a) (M, N®) 5 Homu(m®p M, N)
5 Homa(M,Hompg(m, N))
5 Homa(M,0.(N®)).

L’assertion s’ensuit compte tenu de ([20] I 1.2).
(ii) Le morphisme d’adjonction a(c.(M®*)) — M correspond par (2.6.7.1) et (2.6.7.4) au
morphisme canonique

(2.6.8.2) m ® g Homp(m, M) — M,

qui est un a-isomorphisme car les morphismes canoniques m ® g M — M et M — Hompg(m, M)
sont des a-isomorphismes (2.6.3).

(iii) Le morphisme d’adjonction M — o, (a(M)) s’identifie par (2.6.7.4) au morphisme cano-
nique M — Homp(m, M) qui est un a-isomorphisme.

(iv) D’aprés (ii), on a des isomorphismes canoniques fonctoriels

(2.6.8.3) Hom, noa(a) (P, a(M)) = Homa(a(ox(P)),(M))
5 Homa(m ®g 0. (P), M)
:> HOmA(O'!(P),M).

(v) Le morphisme d’adjonction M* — «a(oi(M*)) correspond par (2.6.7.1) et (2.6.7.4) au
morphisme canonique

(2.6.8.4) m®r M — m®g Hompg(m, M),
qui est un isomorphisme (2.6.6).

COROLLAIRE 2.6.9. Soit A une R-algébre.

(i) Le foncteur de localisation « (2.6.2.1) commute aux limites inductives (resp. projectives)
représentables et le foncteur o, (2.6.7.2) (resp. oy (2.6.7.3)) commute aux limites projectives
(resp. inductives) représentables.

(ii) Les foncteurs « et oy sont exacts, et le foncteur o, est exact & gauche.

(iii) Pour toute catégorie U-petite I et tout foncteur ¢: I — a-Mod(A), les limites projective
et inductive de ¢ sont représentables et les morphismes canoniques

(2.6.9.1) lim ¢ — a(lim o, o ¥)
7 7
(2.6.9.2) a(lim o1 0¢) — lim ¢
T T

sont des isomorphismes.

(i) Cela résulte de 2.6.8(i)-(iv) et ([4] T 2.11).

(ii) En effet, il résulte de (i) que « est exact, o, est exact & gauche et oy est exact & droite.
Comme m est R-plat, o) est aussi exact a gauche (2.6.7.3).

(iii) Cela résulte de (i), 2.6.8(ii)-(v) et du fait que les U-limites inductives et projectives sont
représentables dans la catégorie Mod(A).

COROLLAIRE 2.6.10. Pour toute R-algébre A, la catégorie abélienne a-Mod(A) est une U-
catégorie vérifiant la propriété (AB 5) de ([22] § 1.5) et admettant un générateur, & savoir A*.
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En effet, comme o admet un adjoint a droite, & savoir o, (2.6.8), la sous-catégorie épaisse
de Mod(A) formée des A-modules a-nuls est localisante dans le sens de ([19] p. 372). Par suite,
d’aprés (loc. cit., IIT § 2 lem. 4 et § 4 prop. 9), la catégorie a-Mod(A) est une U-catégorie avec
générateur, a savoir A%, et limites inductives exactes ; d’ou la proposition compte tenu de (loc. cit.,
1§ 6 prop. 6).

2.6.11. Soit A une R-algébre. On appelle a-A-algébre (ou A%-algébre) un monoide unitaire
commutatif de a-Mod(A4). On désigne par Alg(A) la catégorie des A-algébres qui se trouvent
dans U et par a-Alg(A) la catégorie des a-A-algebres. Le foncteur de localisation « (2.6.2.1) étant
monoidal, il induit un foncteur que I'on note encore

(2.6.11.1) a: Alg(A) = a-Alg(A).

Compte tenu de 'isomorphisme canonique A% = A% ® 4o A%, le foncteur o, (2.6.7.2) induit
un foncteur que I'on note encore

(2.6.11.2) 0. a-Alg(A) — Alg(A4), P+ Homg, moaca) (A%, P).

Pour toute A-algébre B, I'isomorphisme m = m ®z m induit sur Hompg(m, B) une structure
canonique de A-algébre. On a un isomorphisme canonique fonctoriel de A-algébres

(2.6.11.3) 0. (B*) 5 Hompg(m, B).

PROPOSITION 2.6.12. Soit A une R-algébre.

(i) Le foncteur o, (2.6.11.2) est un adjoint & droite du foncteur de localisation o (2.6.11.1).

(ii) Le morphisme d’adjonction o o o, — id est un isomorphisme, i.e., le foncteur o, est
pleinement fidéle.

(iii) Le morphisme d’adjonction id — o4 o a induit un isomorphisme « S aoo.oa.

Soient B, C' deux A-algebres, u: B* — C% un morphisme de a-Mod(A4), v: m®r B — C
et w: B — Homp(m, C) les morphismes A-linéaires associés (2.6.7.1). On vérifie aussitot que les
conditions suivantes sont équivalentes :

(a) u est un morphisme de A“-algébres.

(b) Le diagramme

(2.6.12.1) (m®p B)®4 (M@ B) —> C o, C —2< = C

\ j

(m®rm)®r (B®a B) megr B

Pm@RUB

ol fim, 4B et po désignent les morphismes de multiplication de m, B et C, respectivement,
est commutatif.
(¢) w est un morphisme de A-algébres.
On en déduit des isomorphismes canoniques fonctoriels

Homg_a1g(a)(B*, C%) = Homag(a)(B, Hompg(m, C))
(26122) :> HOmAlg(A)(B,O'*(Oa)).

La proposition (i) s’ensuit compte tenu de ([20] I 1.2). On notera que les morphismes d’adjonction
a oo, —id et id — o, o « s’identifient aux morphismes d’adjonction pour les A-modules (2.6.8).
Les propositions (ii) et (iii) résultent alors de 2.6.8(ii)-(iii).
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2.6.13. Dans ce numéro, si D est une R-algébre, nous affecterons d’un indice D les foncteurs
a (2.6.2.1) et o, (2.6.7.2) pour les D-modules ainsi que leurs variantes (2.6.11.1) et (2.6.11.2) pour
les D-algébres.

Soit A une R-algébre. On pose B = agr(A) (2.6.11.1) et on désigne par Mod(B) la catégorie
des B-modules unitaires de a-Mod(R). Le foncteur ag étant monoidal, il induit un foncteur

(2.6.13.1) B: Mod(A) — Mod(B).

Celui-ci transforme clairement les a-isomorphismes en des isomorphismes. Il induit donc un fonc-
teur

(2.6.13.2) b: a-Mod(A) — Mod(B).
On pose A" = og«(B) (2.6.11.2). D’aprés 2.6.12, on a un homomorphisme canonique de R-

~

algébres A\: A — A’, qui induit un isomorphisme agr(A) = agr(A’) (2.6.11.1). Pour tous R*-
modules P et @), on a un morphisme R-linéaire

(2.6.13.3)  Homg.mod(r) (R, P) ®r Homg nvod(r) (R, Q) — Homy Mod(r) (R, P ®ra Q),

défini par fonctorialité et composition (2.6.4.2). Par suite, le foncteur g, (2.6.7.2) induit un
foncteur

(2.6.13.4) 7.: Mod(B) — Mod(A").
Composant avec le foncteur induit par A, on obtient un foncteur
(2.6.13.5) T+ Mod(B) — Mod(A)

Soient M et N deux A-modules, u: S(M) — S(N) un morphisme de a-Mod(R), v: mQrM —
N et w: M — Homp(m, N) les morphismes R-linéaires associés & u (2.6.7.1). On vérifie aussitot que
u est B-linéaire si et seulement si v (ou ce qui revient au méme w) est A-linéaire. L’isomorphisme
(2.6.7.1) induit donc un isomorphisme canonique

(2:6.13.6) Homtoa(s) (B(M), B(N)) ~ Homntoaqay(m ©r M, N).

Calquant alors la preuve de 2.6.8, on en déduit que 7, est un adjoint & droite de 5, que le morphisme
d’adjonction o 7, — id est un isomorphisme et que le morphisme d’adjonction id — 7, o 8 induit
un isomorphisme 3 = B o7, 0 .

On pose

(2.6.13.7) t=auo7.: Mod(B) = a-Mod(A).
L’isomorphisme 3 o 7, = id induit un isomorphisme
(2.6.13.8) bot 5 id

Par ailleurs, le morphisme d’adjonction id — 7, o 3 induit un isomorphisme ay — a4 o 7y o 3.
Compte tenu de ([20] I 1.2), on en déduit un isomorphisme

(2.6.13.9) id S tob.

On vérifie aussitot que les isomorphismes (2.6.13.8) et (2.6.13.9) font de ¢ un adjoint a droite de b.
Par suite, b et t sont des équivalences de catégories. On a des isomorphismes canoniques

(2.6.13.10) B3 boays et ay >tof,
compatibles aux isomorphismes (2.6.13.8) et (2.6.13.9). On en déduit aussitdt un isomorphisme

(2.6.13.11) o4 T 0b.
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2.6.14. Soit V un univers tel que U C V. On affectera d’'un indice U ou V les catégories
et foncteurs dépendants de I'univers. Soit A une R-algébre appartenant a U. On a un foncteur
pleinement fidéle canonique

(2.6.14.1) Mody(A4) — Mody(A).
Celui-ci induit un foncteur

(2.6.14.2) a-Mody(A) — a-Mody(A)
qui s’insére dans un diagramme commutatif

(2.6.14.3) Mody(A) —— Mody(A)

a-Mody(4) —— o-Mody(A)

Le foncteur (2.6.14.2) est pleinement fideéle. En effet, comme le foncteur (2.6.14.1) est pleinement
fidele, il suffit de montrer que pour tout objet M de Mody(A), notant a-Iy(M) (resp. a-Iy(M))
la catégorie des a-isomorphismes de Mody(A) (resp. Mody(A)) de but M, le foncteur d’inclusion
O I (M) — a-Ig (M) est cofinal. Soit f: N — M un objet de a-Iy(M). D’aprés 2.6.3, pour
tout ¢ € AT, il existe un morphisme A-linéaire g.: M — N tel que fog. = nidy et g. o f =
7€idy. Comme l'ensemble A* est U-petit, U.cp+im(ge) est représentable par un sous-objet N’
de N appartenant & Mody(A). Comme l'injection canonique g: N’ — N est clairement un -
isomorphisme, f o g: N’ — M est un objet de a-Iy(M), d’ou lassertion recherchée en vertu de
([4] T 8.1.3(c)).

2.6.15. Dans la suite de cette section, ¢ désigne une U-catégorie (2.1.5) ([4] I 1.1) et ¢ la
catégorie des préfaisceaux de U-ensembles sur ¢ ([4] I 1.2). On note R le préfaisceau d’anneaux
constant sur ¢ de valeur R. On désigne par Mod(R.;) la catégorie abélienne tensorielle des U-
préfaisceaux de R-modules sur ¢, que I'on identifie & la catégorie des (R.z)-modules de 2 (4] T
3.2). Prenant pour ¢: R — End(R;) = R I’homomorphisme identique, on appelle catégorie des
a-(R.z)-modules et 'on note a-Mod(R) le quotient de la catégorie abélienne Mod(R) par la

¢
sous-catégorie épaisse des (R )-modules a-nuls. Nous utiliserons les conventions de notation de

2.6.2 et 2.6.4.

DEFINITION 2.6.16. On appelle catégorie des préfaisceaur de a-R-modules sur € et ’on note

a-% la catégorie des préfaisceaux sur ¢ a valeurs dans la catégorie a-Mod(R), i.e., la catégorie
des foncteurs de €° a valeurs dans a-Mod(R) ([4] II 6.0).

On note R% le préfaisceau constant sur ¢ de valeur R®. Pour deux préfaisceaux de a-R-
modules M et N, on définit le produit tensoriel M ® R N par la formule suivante : pour tout
X € Ob(%),

(2.6.16.1) (M@R% N)(X)=M(X)®pgr= N(X),
ot le terme de droite désigne le produit tensoriel dans la catégorie a-Mod(R) (2.6.4.1). Munie de

ce produit, a-% est une catégorie abélienne tensorielle, ayant R%\ pour objet unité.

PROPOSITION 2.6.17. Les U-limites inductives et projectives dans a-€ sont représentables.
Pour tout X € Ob(%), le foncteur

(2.6.17.1) a-% — a-Mod(R), M — M(X)
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commute aux limites inductives et projectives.
Cela résulte immédiatement de 2.6.9.

COROLLAIRE 2.6.18. La catégorie o-% est une catégorie abélienne vérifiant 'axiome (AB 5)
de ([22] § 1.5).

C’est une conséquence de 2.6.10 et 2.6.17.

2.6.19. Le foncteur a: Mod(R) — a-Mod(R) définit un foncteur exact et monoidal
(2.6.19.1) a: Mod(R,;) — a-%.

Celui-ci transforme les modules a-nuls en le préfaisceau de a-R-modules nul. Il induit donc un
foncteur exact et monoidal

(2.6.19.2) u: a-Mod(R.;) — a-% .

Les foncteurs o, (2.6.7.2) et oy (2.6.7.3) (pour les R-modules) induisent des foncteurs que 'on
note respectivement

(2.6.19.3) G.: 0% — Mod(R.),
(2.6.19.4) G:a-¢ — Mod(Ry).

D’aprés 2.6.8, 0, (resp. 1) est un adjoint a droite (resp. & gauche) de @ ; les morphismes d’adjonc-
tion @ o g, — id et id — @ o 7y sont des isomorphismes ; et le morphisme d’adjonction id — 7, o &
induit un isomorphisme & = @0 7, o Q.

On note v le foncteur composé

(2.6.19.5) v=0a05,: a-% — a-Mod(R),

ol a désigne le foncteur de localisation pour les R-modules de . L’isomorphisme & o 7, — id
induit un isomorphisme

(2.6.19.6) wov 3 id.

D’aprés 2.6.8(iii), le morphisme d’adjonction id — &, o @ induit un isomorphisme a = v o u o a.
Compte tenu de ([20] I 1.2), on en déduit un isomorphisme

(2.6.19.7) id 5 vou.

On vérifie aussitot que les isomorphismes (2.6.19.6) et (2.6.19.7) font de v un adjoint & droite de
u. Par suite, u et v sont des équivalences de catégories abéliennes tensorielles, quasi-inverses 'une
de autre. On a des isomorphismes canoniques

(2.6.19.8) aSuoa et a>wvoa,

compatibles aux isomorphismes (2.6.19.6) et (2.6.19.7). On en déduit aussitot que le foncteur
(2.6.19.9) 0. ou: a-Mod(R) — Mod(R)

est un adjoint & droite du foncteur de localisation «, et que le foncteur

(2.6.19.10) orou: a-Mod(Rz) — Mod(R.>)

est un adjoint & gauche de a.
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~

2.6.20. La donnée d'un monoide commutatif unitaire de Mod(R.>) (resp. a-%’) est équi-
valente & la donnée d’un préfaisceau sur € a valeurs dans la catégorie Alg(R) (resp. a-Alg(R))

(2.6.11). On note Alg(R) (resp. Alg(a-%)) la catégorie des monoides commutatifs unitaires de

~

Mod(R) (resp. a-%). Le foncteur @ (2.6.19.1) étant monoidal, il induit un foncteur que I'on note
encore

~

(2.6.20.1) a: Alg(R) — Alg(a-%).

Par ailleurs, compte tenu de 2.6.11, le foncteur 7, (2.6.19.3) induit un foncteur que I’on note encore

~

(2.6.20.2) 0.1 Alg(a-%) — Alg(R,).

D’aprés 2.6.12, 7, est un adjoint & droite de @, le morphisme d’adjonction @ o 7, — id est un

isomorphisme et le morphisme d’adjonction id — &, o & induit un isomorphisme & — @ o 7, o Q.

2.6.21. Lorsque la catégorie € est U-petite, % est une U-catégorie. Mais lorsque € est une
U-catégorie, %o nest pas en général une U-catégorie ([4] I 1.2). Soit V un univers tel que ¢ € V
et U C V. On affectera d’'un indice U ou V les catégories et foncteurs dépendants de 'univers. Le
foncteur pleinement fidéle canonique Mody(R) — Mody(R) induit un foncteur pleinement fidéle

(2.6.21.1) Mod(R ) — Mod(R.).

De méme, le foncteur pleinement fidéle canonique a-Mody(R) — a-Mody(R) (2.6.14.2) induit
un foncteur pleinement fidéle

(2.6.21.2) -Gy — o-Cy.

Tout (R.z )-module M définit un foncteur

v
(2.6.21.3) M: (€y)° = Mody(R), X + M(X)=Homg (X, M).
Pour tout objet P de a—%?U, on consideére le foncteur

(2.6.21.4) P: (%)O — a-Mody(R), X — a(0.(P)(X)),

ol 7, est le foncteur (2.6.19.3). On obtient ainsi un foncteur

(2.6.21.5) a-% — Hom((41)°, a-Mody(R)), P — P.

~

D’apreés 2.6.8(ii), on a un isomorphisme canonique fonctoriel ]3|‘€° — P. 11 est alors commode et
sans risque d’ambiguité de noter P encore P.

Draprés ([4] I 3.5), pour tout (R, )-module M et tout X € Ob(‘to”AU), on a un isomorphisme
canonique et fonctoriel en M,

(2.6.21.6) M(X)3  lim  M(Y).

PR
(Yw)e(€,x)°

Par suite, en vertu de 2.6.9(i), pour tout objet P de a-%y et tout X € Ob(%y), on a un isomor-
phisme canonique fonctoriel en P,

(2.6.21.7) P(X)3  lim  P(Y).

PR
(Yw)e(€,x)°
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2.6.22. Dans la suite de cette section, on se donne une topologie sur ¢ qui en fait un U-site,
i.e., telle que € admette une U-petite famille topologiquement génératrice ([4] IT 3.0.2). On désigne
par % le topos des faisceaux de U-ensembles sur €. On note R le faisceau d’anneaux constant de
valeur R sur ¢ et m.> le faisceau d’idéaux constant de valeur m sur ¢, i.e., les faisceaux associés
au préfaisceaux constants sur ¢ de valeurs R et m, respectivement ([4] II 6.4).

Soit A une (R.)-algébre de €, i.e., un U-faisceau de R-algébres sur % ([4] 11 6.3.1). On
désigne par Mod(A) la catégorie abélienne tensorielle des A-modules de %. Prenant pour ¢: R —
F(CKN, A) = End(A) 'homomorphisme canonique, on appelle catégorie des a-A-modules et 'on
note a-Mod(A) le quotient de la catégorie abélienne Mod(A) par la sous-catégorie épaisse des
A-modules a-nuls. Nous utiliserons les conventions de notation de 2.6.2 et 2.6.4. On observera en
particulier que pour tous A-modules M et N, Hom, nod(a) (M, N) est naturellement muni d’une

structure de I‘(%”N, A)-module.

LEMME 2.6.23. Soit A une (R.)-algebre de €.
(i) Pour tout A-module M, les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) M est a-nul en tant qu’objet de Mod(A) ;
(b) M est a-nul en tant qu’objet de Mod(R.;) ;
(c) M est a-nul en tant qu’objet de Mod(R.5) ;
(d) pour tout U € Ob(¥), mM(U) =0;
(

e) m%;M =0.
(ii) Pour tout (R.)-module a-nul P de €, le (R.)-module associ¢ P* de ¢ est a-nul.
(iii) Pour tout morphisme de A-modules f: M — N, les conditions suivantes sont équiva-

lentes :

(1) f est un a-isomorphisme en tant que morphisme de Mod(A4) ;

(2) f est un a-isomorphisme en tant que morphisme de Mod(R;) ;

(3) f est un a-isomorphisme en tant que morphisme de Mod(R) ;

(4) le morphisme m > Qpr, M — msQp_ N induil par f est un isomorphisme.

(iv) Pour tous A-modules M et N, on a un isomorphisme I'(€, A)-linéaire canonique
(2.6.23.1) Homg nod(a)(M<, N¥) = Hompgoa(a)(my @k M, N).

(i) En effet, les conditions (a), (b), (c) et (d) sont clairement équivalentes. Comme m_>M est
le faisceau associé au préfaisceau U — mM (U), (d) implique (e). Il est clair que (e) implique (a).

(ii) Cela résulte aussitot de (i)

(iii) Les conditions (1) et (2) sont équivalentes en vertu de (i). L’implication (2) = (3) résulte
de 2.6.3 et l'implication (3) = (2) est une conséquence de (ii). L’implication (4) = (2) est une
conséquence du fait que le morphisme canonique m_® Rz M — M est un a-isomorphisme (2.6.3).
Par ailleurs, le (R.)-module m est plat ([4] V 1.7.1) et pour tout (R.)-module a-nul F', on a
mz®@p . F'=0; d’ot 'implication (2) = (4).

(iv) D’aprés (iii), le morphisme canonique m®pg_ M — M est un objet initial de la catégorie
des a-isomorphismes de Mod(A) de but M ; d’ou I'isomorphisme (2.6.23.1). On vérifie aussitot
quil est T(%, A)-linéaire.

DEFINITION 2.6.24. On dit qu’un préfaisceau de a-R-modules F' sur € est séparé (resp. est
un faisceaw) si pour tout objet X de € et tout crible couvrant # de X, le morphisme canonique

(2.6.24.1) F(X) = F(%)
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est un monomorphisme (resp. isomorphisme) (cf. 2.6.21). On note - la sous-catégorie pleine de
a-¢ formée des faisceaux de a-R-modules.

D’aprés (2.6.21.7), pour qu'un préfaisceau de a-R-modules F' sur € soit séparé (resp. un
faisceau), il faut et il suffit que pour tout objet X de € et tout crible couvrant Z de X, le
morphisme canonique
(2.6.24.2) F(X)— lim F(Y)

(Y,u)é?f/@)o

soit un monomorphisme (resp. isomorphisme). Les faisceaux de a- R-modules sont donc les faisceaux
sur ¢ a valeurs dans la catégorie a-Mod(R) dans le sens de ([4] II 6.1).

PROPOSITION 2.6.25. Soient F un préfaisceau de a-R-modules sur €, X € Ob(¥), Z un
crible de X. Pour que le morphisme canonique F(X) — F(Z) soit un monomorphisme (resp.
isomorphisme), il faut et il suffit qu’il en soit de méme du morphisme canonique (2.6.19.3)

(2.6.25.1) 0.(F)(X) = 0.(F)(Z).
En effet, d’aprés 2.6.9(i) et (2.6.21.7), on a un isomorphisme canonique
(2.6.25.2) 0. (F(2#)) = 6.(F)(Z).

L’image du morphisme u: F(X) — F(%) par le foncteur o, s’identifie alors au morphisme
(2.6.25.1). Si w est un monomorphisme (resp. isomorphisme), il en est de méme de o, (u) en vertu
de 2.6.9(i). Inversement, si o, (u) est un monomorphisme (resp. isomorphisme), il en est de méme
de u d’apres 2.6.8(ii) et 2.6.9(1).

COROLLAIRE 2.6.26. Pour qu’un préfaisceau de a-R-modules F sur € soit séparé (resp. un
faisceaw), il faut et il suffit que le préfaisceau de R-modules 7.(F) sur € (2.6.19.3) soit séparé
(resp. un faisceauw).

PROPOSITION 2.6.27. Pour tout X € Ob(%¥), soit #(X) un ensemble de cribles de X . Suppo-
sons que les (X)) soient stables par changement de base et qu’ils engendrent la topologie de € .
Alors, pour qu’un préfaisceau de a-R-modules F sur € soit séparé (resp. un faisceau), il faut et il
suffit que pour tout X € Ob(€) et tout Z € # (X), le morphisme canonique

(2.6.27.1) F(X) = F(%)
soit un monomorphisme (resp. isomorphisme).
Cela résulte 2.6.25 et ([4] II 2.3).

COROLLAIRE 2.6.28. Si la topologie de € est définie par une prétopologie, pour qu’un préfais-
ceau de a-R-modules F sur € soit un faisceau, il faut et il suffit que pour tout objet X de € et
tout recouvrement (X; — X);er, la suite de a-R-modules

(2.6.28.1) 0= FX)=[[P(X) - [ F&Xixx X)),
el (i,7)€1?

ot la derniére fleche est la différence des morphismes induits par les projections de X; X x X; sur
les deux facteurs, soit exacte.

Cela résulte de 2.6.27, (2.6.21.7) et ([4] I 2.12).
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2.6.29. Rappelons la définition du foncteur L sur la catégorie Mod(R.>) ([4] IT 3.0.5). Soient
V un univers tel que € € V et U C V, G une U-petite famille topologiquement génératrice de €
([4] 1T 3.0.1). Pour tout objet X de ¢, on désigne par J(X) '’ensemble des cribles couvrants de
X et par Jg(X) Pensemble des cribles couvrants de X engendrés par une famille (X; — X);er
telle que X; € G pour tout i € I. L’ensemble J(X) est V-petit, et ordonné par I'inclusion, il est
cofiltrant. Pour tout U-préfaisceau de R-modules F' sur €,
2.6.29.1 lim F(Z%
( ) o (%)
est représentable par un R-module de V (2.6.21). D’aprés ([4] IT 3.0.4), pour tout Z € Jg(X), F(Z)
est U-petit, et comme Jg(X) est un ensemble U-petit cofinal dans J(X) (loc. cit.), il résulte de ([4]
I 2.3.3) que la limite inductive (2.6.29.1) est représentable par un R-module U-petit. Choisissons
pour tout F' et tout X un R-module appartenant a U qui représente cette limite inductive et posons
(2.6.29.2) LF(X)= hi)n F(Z%).

ZeJ(X)°

Pour tout morphisme f: Y — X de €, le foncteur de changement de base f*: J(X) — J(Y) définit
un morphisme LF(f): LF(X) — LF(Y) faisant de X — LF(X) un U-préfaisceau de R-modules
sur €. Pour tout X € Ob(%), le morphisme identique de X étant un objet de J(X), on a une
application canonique ¢(F)(X): F(X) — LF(X). On définit ainsi un morphisme ¢(F): F — LF
de Mod(R). La correspondance I+ LF est clairement fonctorielle en F et les £(F") définissent
un morphisme de foncteurs ¢: id — L.

Avec les notations de 2.6.19, on désigne par .Z le foncteur composé

(2.6.29.3) L =a0Lob,: - — a-F.

Le morphisme /¢ et 'isomorphisme @ o G, — id induisent un morphisme de foncteurs \: id — .Z.
D’aprés 2.6.9(1) et compte tenu de la définition (2.6.21.4), pour tout objet P de a-% et tout
X € Ob(%), on a un isomorphisme canonique fonctoriel

~

(2.6.29.4) ZP(X)S lim  P(R).

%e?(;()O
Le composé de cet isomorphisme et du morphisme A(P)(X): P(X) — .ZP(X) n’est autre que le
morphisme induit par Pobjet idx de J(X).

PROPOSITION 2.6.30. (i) Le foncteur £ est exact & gauche.
(ii) Le foncteur L transforme les a-isomorphismes en des a-isomorphismes.
(iii) Le diagramme

(2.6.30.1) Mod(R,;) —=> Mod(R.,)
a6 a6

est commutatif & un isomorphisme canonique pres

(2.6.30.2) aoL S Zoa,

induit par le morphisme d’adjonction id — o, o Q.

(iv) Pour tout préfaisceau de a-R-modules P, le préfaisceau L P est séparé.

(v) Pour qu’un préfaisceau de a-R-modules P soit séparé, il faut et il suffit que \(P): P — £ P
soit un monomorphisme. Le préfaisceau L P est alors un faisceau.
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(vi) Pour qu’un préfaisceau de a-R-modules P soit un faisceau, il faut et il suffit que A(P): P —
L P soit un isomorphisme.

(i) En effet, les foncteurs @, L et 7, sont exacts & gauche en vertu de 2.6.9, 2.6.17 et ([4] II
3.2(1)).

(ii) En vertu de 2.6.9(i), pour tout (R.z)-module F et tout X € Ob(%), on a un isomorphisme
canonique

(2.6.30.3) GLF)X)S lim  oF(R)).

—
REJ(X)O

Compte tenu de (2.6.21.6), pour tout crible Z de X, on a un isomorphisme canonique

~

(2.6.30.4) aF@) S lim  a(F(Y)).

(V) E(%) )0

La proposition s’ensuit.

(iii) Cela résulte de (ii) et 2.6.8(iii).

(iv) D’aprés 2.6.9(i), & transforme les préfaisceaux séparés de R-modules en des préfaisceaux
séparés de a-R-modules. La proposition résulte donc de ([4] IT 3.2(i)).

(v) Si P est un preéfaisceau séparé de a-R-modules, A(P) est un monomorphisme en vertu de
(2.6.29.4) car une limite inductive filtrante de monomorphismes est un monomorphisme (2.6.18).
Inversement, si A(P) est un monomorphisme, P est un sous-préfaisceau d’un préfaisceau séparé
de a-R-modules; il est donc séparé. Dans ce cas, 7,(P) est un préfaisceau séparé de R-modules
d’aprés 2.6.9(i) ; donc L o 5 (P) est un faisceau de R-modules en vertu de ([4] IT 3.2(iii)) et par
suite Z P est un faisceau de a-R-modules d’aprés 2.6.9(i).

(vi) En effet, la condition est nécessaire compte tenu de (2.6.29.4) et elle est suffisante en vertu
de (v).

PROPOSITION 2.6.31. Le foncteur d’inclusion ¢: a-€ — a-€ admet un adjoint & gauche
(2.6.31.1) 3o — -t

tel que le composé Lo@ soit canoniquement isomorphe au foncteur £ o % (2.6.29.3). Pour tout pré-
faisceau de a-R-modules P, le morphisme d’adjonction P — 1oa(P) se déduit par l’isomorphisme

précédent du morphisme N(LP)o A(P): P — .%o .Z(P).

En effet, d’aprés 2.6.30, il existe un foncteur a: a-€ — a-% tel quetoa=_2%0.%.0naun
morphisme de foncteurs
(2.6.31.2) id— 107,

défini pour tout préfaisceau de a-R-modules P, par le morphisme A(ZP)o A(P): P - ZL o
Z(P). Si P est un faisceau de a-R-modules, A(.Z P) o A(P) est un isomorphisme. On en déduit un

isomorphisme ¢ 0@ o ¢ = ¢ et par suite un isomorphisme
(2.6.31.3) ao.r id.

On vérifie aussitot que les morphismes (2.6.31.2) et (2.6.31.3) font de @ un adjoint & gauche de ¢;
d’ou la proposition.

DEFINITION 2.6.32. Pour tout préfaisceau de a-R-modules F, on appelle a(F) le faisceau
associé & F (2.6.31.1).
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PROPOSITION 2.6.33. (i) Le foncteur @ (2.6.31.1) commute auz limites inductives et est exact.
(ii) Les U-limites inductives dans a-€ sont représentables. Pour toute catégorie U-petite I et
tout foncteur p: I — a-€, le morphisme canonique

(2.6.33.1) lim ¢ — a(lim ¢ o )
— —

I I

est un isomorphisme.

(iil) Les U-limites projectives dans a-% sont représentables. Pour tout objet X de €, le foncteur
F — F(X) commute aux limites projectives ; i.e., le foncteur d’inclusion v: a-% — a-% commute
aux limites projectives.

En effet, @ commute aux limites inductives et 1 commute aux limites projectives d’apreés 2.6.31.
Soit V un univers tel que € € V et U C V. Comme les limites projectives commutent aux limites
projectives, il résulte de 2.6.17 et (2.6.21.7) que pour tout X € Ob(%) et tout crible Z de X, le
foncteur (2.6.21.5)

(2.6.33.2) -y — a-Mody(R), F s F(%)

commute aux limites projectives. Les propositions (ii) et (iii) s’ensuivent compte tenu de 2.6.17.
Comme toa ~ % 0. % d’aprés 2.6.31 et que &£ est exact & gauche en vertu de 2.6.30(i), @ est exact
a gauche et donc exact ; d’ou la proposition (i).

PROPOSITION 2.6.34. La catégorie a-€ est une catégorie abélienne vérifiant ’axiome (AB 5)
de ([22] § 1.5).

Il résulte de 2.6.18 et 2.6.33 que a-% est une catégorie additive ou les noyaux et les conoyaux
sont représentables. Plus précisément, soit u: F' — G un morphisme de a-%. D’aprés 2.6.33, on a
des isomorphismes canoniques

(2.6.34.1) tker(u)) = ker(i(u)),
(2.6.34.2) coker(u) — a(coker(i(u))).

On en déduit un isomorphisme canonique
(2.6.34.3) coim(u) = &(coim((u))).

Montrons que le morphisme canonique coim(u) — im(u) est un isomorphisme. D’aprés 2.6.33(iii),
il suffit de montrer que la suite

(2.6.34.4) 0 — (coim(u)) = t(G) — t(coker(u))

est exacte. Compte tenu de (2.6.34.2) et (2.6.34.3) et comme le morphisme d’adjonction id — @ao¢
est un isomorphisme, cette suite est isomorphe & I'image par le foncteur ¢ o @ de la suite

(2.6.34.5) 0 — coim(¢(u)) = ¢(G) — coker(e(u)).

Or, cette suite est exacte et le foncteur ¢ o @ est exact & gauche d’aprés 2.6.33. Par suite, a-€ est
une catégorie abélienne. Comme a-% est une catégorie abélienne vérifiant (AB 5) (2.6.18), il en
est de méme de a-% en vertu de 2.6.33.
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2.6.35. On identifie la catégorie Mod(R.) a la catégorie des U-faisceaux de R-modules sur
% ([4] 11 6.3.1). D’apres 2.6.9(i), le foncteur & (2.6.19.1) transforme les faisceaux de R-modules en
des faisceaux de a-R-modules. Il définit donc un foncteur

(2.6.35.1) a: Mod(R) — a-%,

qui s’insére dans un diagramme commutatif

(2.6.35.2) Mod(R) —2> a-%

1)

~ ~

Mod(R ;) ——= a-¢

o i et ¢ sont les foncteurs d’injection canoniques. D’aprés 2.6.23(iii), & transforme les a-isomor-
phismes en des isomorphismes. Il induit donc un foncteur

(2.6.35.3) pi: a-Mod(R) — a-%.

D’autre part, le foncteur 7, (2.6.19.3) transforme les faisceaux de a-R-modules en des faisceaux
de R-modules d’aprés 2.6.25. Il induit donc un foncteur

(2.6.35.4) 0yt a-% — Mod(R).
On note v le foncteur composé
(2.6.35.5) V=a0d,: a-C — a-Mod(R),

ol « est le foncteur de localisation pour les (R.>)-modules (2.6.22). D’aprés 2.6.19, le foncteur o,
est un adjoint & droite de & ; le morphisme d’adjonction @ o o, — id est un isomorphisme; et le
morphisme d’adjonction id — &, o & induit un isomorphisme & = & o &, o &.

L’isomorphisme & o 7, — id induit un isomorphisme

(2.6.35.6) pov = id.

D’aprés 2.6.23(iii), le morphisme d’adjonction id — . o & induit un isomorphisme o = v o 1 0 av.
On en déduit un isomorphisme

(2.6.35.7) id 5 vop.

On vérifie aussitot que les isomorphismes (2.6.35.6) et (2.6.35.7) font de v un adjoint a droite de p.
Par suite, u et v sont des équivalences de catégories, quasi-inverses I'une de I'autre. Ce sont donc
des foncteurs exacts ([19] I § 1 prop. 13). Il s’ensuit que le foncteur & est aussi exact.

PROPOSITION 2.6.36. Le diagramme

(2.6.36.1) Mod(Rz) —— Mod(R)

a) E

-4 —2 a-¢

ot 7 est le foncteur (2.6.31.1) et a est le foncteur “faisceau de R-modules associé” ([4] 11 6.4), est
commutatif a isomorphisme canonique pres.



2.6. FAISCEAUX DE o-MODULES 59

En effet, notant i: Mod(R.>) — Mod(R.) le foncteur d’injection canonique, on a un iso-

morphisme canonique i oa = Lo L ([4] IT 3.4 et 6.4). Par suite, en vertu de 2.6.30(iii), on a un
isomorphisme canonique

(2.6.36.2) Qoioasio0dodq.
La proposition s’ensuit puisqu’on a @ oi =0 a (2.6.35.1).

PROPOSITION 2.6.37. La catégorie abélienne o-% admet une famille de générateurs indexée
par un ensemble appartenant a U.

Cela résulte de 2.6.35, ([4] IT 6.7) et ([19] III § 2 lem. 4).

2.6.38. Pour tout R*-module P, on appelle faisceau de a-R-modules constant de valeur P
sur ¢ et 'on note P le faisceau associé au préfaisceau de a-R-modules constant de valeur P sur
¢ (2.6.16). D’apreés 2.6.36, pour tout R-module M, notant M. le faisceau constant de valeur M
sur %, on a un isomorphisme canonique

(2.6.38.1) ME S a(My).

On munit a-% de la structure de catégorie abélienne tensorielle déduite de celle de a-Mod(R.;)

(2.6.4.1) via I'équivalence de catégories p (2.6.35.3) ; on note ®R% le produit tensoriel dans a-%. Le
foncteur & est donc monoidal : pour tous R_-modules M et N, on a un isomorphisme canonique
(2.6.38.2) a(M ®@r_ N) 5 M~ ®ORe N“.

D’aprés (2.6.38.1), RZ est un objet unité de o-%.

PROPOSITION 2.6.39. Pour tous préfaisceaus de a-R-modules M et N sur €, on a un isomor-
phisme canonique fonctoriel

(2.6.39.1) a(M) ®ge aA(N) SaMm ®rs N),
ou M ®R% N désigne le produit tensoriel dans a-% (2.6.16.1).

Cela résulte aussitot de 2.6.36 et ([4] IV 12.10) puisque le foncteur w (2.6.19.2) est une équiva-
lence de catégories tensorielles.

2.6.40. Considérons les foncteurs adjoints (2.6.31)

~ L ~

(2.6.40.1) a-¢ = a-%

D’aprés 2.6.39, pour tout objet A de a—‘g, on a un isomorphisme canonique

(2.6.40.2) 3((A) @re 1(A)) 3 A®pe A.

On en déduit par adjonction que la donnée d’une structure de monoide commutatif unitaire de a-€
sur A est équivalente a la donnée sur ¢(A) d’une structure de monoide commutatif unitaire de .
Par suite, la donnée d’un monoide commutatif unitaire de a-% est équivalente & la donnée d’un
préfaisceau sur € a valeur dans a-Alg(R) (2.6.11) dont le préfaisceau de a-R-modules sous-jacent

est un faisceau (2.6.20). On note Alg(a-%) la catégorie des monoides commutatifs unitaires de
a-%.
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De méme, la donnée d’'un monoide commutatif unitaire de Mod(R.>) est équivalente a la
donnée d'une (R)-algébre de € ([4] I 6.3.1 et IV 12.10). On note Alg(R.) la catégorie des
monoides commutatifs unitaires de Mod(R.3).

Le foncteur & (2.6.35.1) étant monoidal, il induit un foncteur que I'on note encore

(2.6.40.3) a: Alg(Rz) — Alg(a- %).
Compte tenu de 2.6.11, le foncteur 7, (2.6.35.4) induit un foncteur que ’on note encore
(2.6.40.4) G.: Alg(a-%) — Alg(R).

D’aprés 2.6.12, g, est un adjoint a droite de &, le morphisme d’adjonction & o g, — id est un
isomorphisme et le morphisme d’adjonction id — &, o & induit un isomorphisme & = & o &, o &.

2.6.41. Dans ce numéro, si D est une (R.>)-algébre de ¢ (resp. une R-algébre), nous affec-
terons d’un indice D le foncteur de localisation « (2.6.2.1) pour les D-modules.

Soit A une (R.;)-algébre de %. On pose B = a(A) (2.6.40.3) et on désigne par Mod(B) la
catégorie des B-modules unitaires de a-% . 1l résulte aussitot de 2.6.39 que la donnée d’une structure
de B-module unitaire sur un faisceau de a-R-modules M est équivalente & la donnée pour tout
X € Ob(%) d’une structure de ag(A(X))-module unitaire sur M(X) dans le sens de 2.6.13 telle
que pour tout morphisme X — Y de %, le morphisme M (Y) — M (X) soit linéaire relativement
au morphisme de R-algébres ar(A(Y)) — ar(A(X)).

Le foncteur & (2.6.35.1) étant monoidal, il définit un foncteur

(2.6.41.1) 3: Mod(A) — Mod(B).

Celui-ci transforme les a-isomorphismes en des isomorphismes d’aprés 2.6.23(iii). Il induit donc un
foncteur (2.6.22)

(2.6.41.2) b: a-Mod(A) — Mod(B).

On pose A" = 0.(B) (2.6.40.4). D’aprés 2.6.40, on a un homomorphisme canonique de (R)-

algébres A\: A — A’, qui induit un isomorphisme a(A4) = a(A’). Compte tenu de 2.6.13, le foncteur
0 (2.6.35.4) induit un foncteur

(2.6.41.3) 7.: Mod(B) — Mod(A').
Composant avec le foncteur induit par A, on obtient un foncteur
(2.6.41.4) T«: Mod(B) — Mod(A).

On pose

(2.6.41.5) t=auoT.: Mod(B) = a-Mod(A).

D’aprés 2.6.13 et 2.6.19, le foncteur 7, est un adjoint & droite de B le morphisme d’adjonction
ﬁ o 7'* — 1d est un isomorphisme et le morphisme d’adjonction id — T4 O B induit un isomorphisme
B Bor.op.

L’isomorphisme E o T, — id induit un isomorphisme
(2.6.41.6) bot 5 id.

D’apreés 2.6.23(iii), le morphisme d’adjonction id — 7, o B induit un isomorphisme ay = toboay.
On en déduit un isomorphisme

(2.6.41.7) id S tob.
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On vérifie aussitot que les isomorphismes (2.6.41.6) et (2.6.41.7) font de ¢ un adjoint a droite de b.
Par suite, b et t sont des équivalences de catégories, quasi-inverses I'une de 1'autre.

2.7. Conditions de a-finitude

2.7.1. Les hypothéses et notations de 2.6.1 sont en vigueur dans cette section. On se donne,
de plus, un U-topos .7 (2.1.5) annelé par une R-algébre A ([4] IV 11.1.1). Nous considérons toujours
Z comme muni de sa topologie canonique ([4] II 2.5), qui en fait un U-site. Pour tout objet X de
T, le topos .7, x sera annelé par I'anneau A|X (2.1.8).

2.7.2. Soit v € R. On dit qu'un morphisme de A-modules est un ~y-isomorphisme si son
noyau et son conoyau sont annulés par -y.

On dit qu'un complexe de A-modules & différentielle de degré 1, le degré étant écrit en exposant,
est y-acyclique si ses groupes de cohomologie sont annulés par v, et qu’il est a-acyclique s’il est
v-acyclique pour tout v € m.

On appelle suite de A-modules un complexe de longueur finie de A-modules, & différentielle
de degré 1, le degré étant écrit en exposant. On dit qu’une suite de A-modules est y-exacte (resp.
a-exacte) si elle est y-acyclique (resp. a-acyclique) en tant que complexe de A-modules.

DEFINITION 2.7.3. Soient F' un A-module, n un entier > 0, v € R.
(i) On dit que F est de n-présentation ~y-finie si la sous-catégorie pleine de 7 formée des
objets X tels qu'il existe une suite y-exacte (2.7.2)

(2.7.3.1) ET" s B 5 5 B 5 FIX =0,

avec E* un (A|X)-module libre de type fini pour tout —n < i < 0, est un raffinement de
Pobjet final de Z. On dit que F est de type v-fini (resp. présentation ~-finie) s'il est de
O-présentation ~-finie (resp. 1-présentation ~-finie).

(ii) On dit que F est de n-présentation a-finie sl est de n-présentation y-finie pour tout v € m.
On dit que F est de type a-fini (resp. présentation a-finie) il est de 0-présentation a-finie
(resp. 1-présentation a-finie).

(iii) On dit que F' est a-cohérent s'il est de type a-fini et si pour tout objet X de J et tout
(A|X)-morphisme u: E — F|X, ot F est un (A|X)-module libre de type fini, ker(u) est
un (A]X)-module de type a-fini.

(iv) On dit que la R-algébre A est a-cohérente si le A-module sous-jacent & A est a-cohérent.

Si v est une unité de R, la notion de n-présentation v-finie correspond & la notion standard de
n-présentation finie introduite dans ([5] I 2.8). La notion de a-cohérence est modelée sur la notion
standard de cohérence ([5] I 3.1).

REMARQUE 2.7.4. (i) Supposons que .7 soit le topos ponctuel, annelé par un anneau standard
A. Pour qu'un A-module F' soit de type a-fini (resp. présentation a-finie), il faut et il suffit que
pour tout v € m, il existe un y-isomorphisme f: G — F avec G un A-module de type fini (resp.
de présentation finie) (2.7.2).

(ii) Nous donnerons dans 2.8.5 un cas intéressant pour lequel on dispose d’une caractérisation
des modules de type a-fini (resp. présentation a-finie) similaire & celle pour le topos ponctuel (i).

LEMME 2.7.5. Soient v, € R, E — F un ~y-isomorphisme de A-modules, n un entier > 0.
(i) Si E est de n-présentation ~'-finie, F' est de n-présentation ~y~'-finie.
(i) Si F est de n-présentation v'-finie, E est de n-présentation >~ -finie.

L’assertion (i) est immeédiate et Passertion (ii) résulte aussitot de 2.6.3.



62 2. PRELIMINAIRES

LEMME 2.7.6. Soient f: E — F un morphisme de A-modules qui est un a-isomorphisme, n
un entier > 0. Pour que E soit de n-présentation a-finie (resp. a-cohérent), il faut et il suffit qu’il
en soit de méme de F.

L’assertion relative & la n-présentation a-finie résulte aussitot de 2.7.5. Supposons que F' soit
a-cohérent et montrons que E est a-cohérent. On sait déja que E est de type a-fini. Soient X
un objet de .7, E’ un (A|X)-module libre de type fini, u: E' — E|X un (A|X)-morphisme. Le
morphisme canonique ker(u) — ker(f o u) étant un a-isomorphisme, on en déduit que ker(u) est
un (A|X)-module de type a-fini. Par suite, E est a-cohérent. Inversement, supposons que F soit
a-cohérent et montrons que F' est a-cohérent. On sait que F' est de type a-fini. Soient X un objet
de .7, F" un (A|X)-module libre de type fini, v: F’ — F|X un (A|X)-morphisme. Pour tout v € m,
il existe un y2-isomorphisme g: F — E (2.6.3). Le morphisme canonique ker(v) — ker(g o v) est
donc un y2-isomorphisme. Comme ker(g o v) est de type a-fini, on déduit que ker(v) est de type
y5-fini d’aprés 2.7.5(ii) et est donc de type a-fini. Par suite, F' est a-cohérent.

LEMME 2.7.7. Soient f: (7', A") = (7, A) un morphisme de topos annelés, v € R.

(i) Siu: E — F est un y-isomorphisme de A-modules, alors f*(u): f*(E) — f*(F) est un
~2-isomorphisme.

(ii) Si E - F — G — 0 est une suite y-exacte de A-modules, son image inverse f*(E) —
f*(F) = f*(G) — 0 est y*-ezacte.

(iil) Si F est un A-module de type vy-fini (resp. de présentation y-finie, resp. de type a-fini, resp.
de présentation a-finie), son image inverse f*(F) est de type vy-fini (resp. de présentation
v2-finie, resp. de type a-fini, resp. de présentation a-finie).

(i) Cela résulte aussitot de 2.6.3.

(ii) Notant G’ le conoyau du morphisme E — F, il revient au méme de dire que la suite
E —- F — G — 0 est y-exacte ou que le morphisme induit G’ — G est un ~y-isomorphisme. La
proposition résulte alors de (i).

(iii) Cela résulte aussitot de (ii) et des définitions.

LEMME 2.7.8. Soient X un objet de 7, F un A-module. Si F est a-cohérent, il en est de
meéme du (A|X)-module F|X.

Cela résulte aussitot des définitions 2.7.3.

LEMME 2.7.9. Soient (X;)icr un raffinement de l'objet final de 7, F un A-module, n un
entier > 0, v € R. Si pour tout i € I, le (A|X;)-module F|X; est de n-présentation y-finie (resp.
de n-présentation a-finie, resp. a-cohérent), il en est de méme de F.

Cela résulte aussitot des définitions 2.7.3.

LEMME 2.7.10. Soient x un point de & ([4] IV 6.1), F un A-module. Si F est de type a-fini
(resp. de présentation a-finie, resp. a-cohérent), il en est de méme du A,-module F,.

Les deux premiéres assertions sont immédiates. Supposons que le A-module F' soit a-cohérent.
On sait alors que le A,-module F, est de type a-fini. Soient s1,...,s, € F, (n > 1). Notons
u: AL — Fz le morphisme défini par les s;. D’apres ([4] IV 6.8), il existe un voisinage X de z
dans  tel que s1,...,s, soient les images canoniques de sections o1, ...,0, € I'(X, F). Notant
v: (A|X)" — F|X le morphisme défini par les o;, on a alors u = v,. Comme le (A|X)-module
ker(v) est de type a-fini, le A;-module ker(u) est de type a-fini. Par suite, le A,-module F, est
a-cohérent.
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LEMME 2.7.11. Soit F un A-module tel que pour tout v € m, il existe un raffinement (X;)icr
de lobjet final de T et pour tout i € I, un (A|X;)-module de type a-fini (resp. de présentation
a-finie, resp. a-cohérent) G; et un vy-isomorphisme G; — F|X;. Alors, F est de type a-fini (resp.
de présentation a-finie, resp. a-cohérent).

En effet, les assertions sont immédiates pour les propriétés d’étre de type a-fini ou de pré-
sentation a-finie. Considérons la propriété d’étre a-cohérent. Il est clair que F est de type a-fini.
Soient X un objet de 7, F un (A|X)-module libre de type fini, u: F — F|X un (A|X)-morphisme.
Montrons que ker(u) est un (A|X)-module de type a-fini. Soit v € m. Quitte a remplacer X par
un raffinement (2.7.9), il existe un (A|X)-module a-cohérent G, un ~y-isomorphisme f: G — F|X
et un (A|X)-morphisme v: E — G tel que fov = ~u. On a donc ker(u) C ker(yu) D ker(v), et les
quotients ker(yu)/ ker(u) et ker(yu)/ ker(v) sont annulés par . Il existe donc un «3-isomorphisme
ker(v) — ker(u) (2.6.3). Comme G est a-cohérent, ker(v) est de type a-fini. On en déduit que
ker(u) est de type a-fini et par suite que F' est a-cohérent.

PROPOSITION 2.7.12. Soient F' un A-module, n un entier > 0, v € R. Supposons que T soit
équivalent au topos des faisceauz de U-ensembles sur un U-site €. Pour tout objet X de €, on note
X2 le faisceau associé a X. Alors,

(i) Pour que F soit de n-présentation y-finie, il faut et il suffit que pour tout U € Ob(%), la

sous-catégorie pleine de 6y formée des objets X — U tels qu’il existe une suite y-eracte

(2.7.12.1) E" s E "5 5 B FIX® =0,
avec E* un (A|X?)-module libre de type fini pour tout —m < i < 0, soit un raffinement de
U.
(ii) Pour que F soit a-cohérent, il faut et il suffit que F soit de type a-fini et que pour tout
X € Ob(¥) et tout morphisme u: E — F|X?, ot E est un (A|X?)-module libre de type
fini, ker(u) soit un (A|X?®)-module de type a-fini.

Cela résulte aussitot de 2.7.9 et ([4] IT 4.4 et 4.10).

2.7.13. Soient v € R,

(2.7.13.1) E—sF G 0
|
0 Jo Ny Ne

un diagramme commutatif de A-modules tel que les lignes soient ~y-exactes. Ce dernier induit des
morphismes E' — ker(v’) et coker(u) — G et un diagramme commutatif

(2.7.13.2) E—>F coker(u) —=0
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On en déduit un diagramme commutatif

(2.7.13.3) ker( coker(e)

I\ |~

ker(e’) —— ker(f) —— ker(g’) —— coker(e’) —— coker(f) —— coker(g’)

S b

ker(g) coker(g)

ou la ligne centrale est exacte, a est injectif et d est surjectif. Il résulte aussitot des hypothéses que
a, b, c et d sont des y-isomorphismes. En particulier, les suites (u1,v1) et (u},v]) sont y2-exactes.

PROPOSITION 2.7.14. Soient v,7',7" et \ des éléments de R, 0 — F' — F — F"” — 0 une
suite A-exacte de A-modules.

(i) Si F est de type y-fini, F" est de type (Aw)—ﬁm‘.

(ii) Si F' est de type v'-fini (resp. présentation ~'-finie) et F"' est de type v"'-fini (resp. pré-
sentation v''-finie), F est de type (A\2~'y")-fini (resp. présentation (A\3~'3~")-finie).

(iii) Si F est de type y-fini et F" est de présentation v"-finie, F' est de type (A\yv"*)-fini.

(iv) Si F est de présentation y-finie et F' est de type ~'-fini, F" est de présentation (\y>v')-
finie.

(i) C’est immédiat.

(ii) La question étant locale, on peut supposer qu’il existe des morphismes A-linéaires f': E' —
F'et f": B — F" avec E' et E” des A-modules libres de type fini dont les conoyaux sont annulés
par 7' et ~" respectivement. Notons u': E/ — F le morphisme induit par f’. D’autre part, il
existe un morphisme u”: E” — F qui reléve \f”. On voit aussitdt que le conoyau du morphisme
w4+’ E'®E" — F est annulé par A\2y/y". Par suite, F est de type (A24'y")-fini. D’aprés 2.7.13,

on a une suite (A?v’)-exacte
(2.7.14.1) 0 — ker(f’) — ker(u' + u”) — ker(Af"”) — 0.

Supposons F’ de présentation +'-finie et F”' de présentation ~”-finie. Montrons que F est de
présentation (A*y/3~")-finie. La question étant locale, on peut supposer de plus ker(f’) de type
~'-fini et ker(f”) de type ~”-fini. Par suite, ker(A f”) est de type (Ay”)-fini. Il résulte alors de
(2.7.14.1) et de ce qui précéde que ker(u’ + u”) est de type (A3/34")-fini; d’ot 'assertion.

(iii) La question étant locale, on peut se borner au cas ou il existe une suite v”-exacte

(2.7.14.2) L e Lo
avec E” et G” des A-modules libres de type fini. Il existe alors un diagramme commutatif

Ag Af

(2.7.14.3) G E" F" 0
0 F' F F" 0

Les lignes étant (A\24")-exactes, le morphisme canonique coker(v) — coker(u) est un (A*y"2)-
isomorphisme en vertu de 2.7.13. D’aprés (i), coker(u) est de type 7-fini. Donc coker(v) est de
type (A8y”44)-fini en vertu de (ii) ou de 2.6.3. Compte tenu de la suite exacte 0 — im(v) — F’ —
coker(v) — 0, on en déduit par (ii) que F” est de type (A8yy""4)-fini.
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(iv) La question étant locale, on peut se borner au cas ou il existe un A-module libre de type
fini E et un morphisme A-linéaire f: E — F dont le conoyau est annulé par « et dont le noyau est
de type v-fini. Notons u: F' — F" le morphisme donné et posons f” =wo f: E — F". On a alors
une suite exacte

(2.7.14.4) 0 — ker(f) — ker(f”) — ker(u) — coker(f).

Le conoyau du morphisme canonique F’ — ker(u) est annulé par . Par suite, ker(u) est de type
(AY')-fini. On en déduit que ker(f”) est de type (Ay3v')-fini en vertu de (ii). Comme coker(f”) est
annulé par Ay, F” est de présentation (Ay34')-finie.

COROLLAIRE 2.7.15. Soit 0 — F' — F — F” — 0 une suite a-ezacte de A-modules. Alors,
(i) Si F est de type a-fini, il en est de méme de F".

(ii) Si F' et F” sont de type a-fini (resp. présentation a-finie), il en est de méme de F.
(iil) Si F est de type a-fini et F"' est de présentation a-finie, F' est de type a-fini.

(iv) Si F est de présentation a-finie et F' est de type a-fini, F"' est de présentation a-finie.

U,

PROPOSITION 2.7.16. Soit 0 = F' % F 5 F” — 0 une suite a-ezacte de A-modules. Si deux
A-modules sont a-cohérents, il en est de méme du troisieme.

Supposons d’abord que F' et F” soient a-cohérents. D’aprés 2.7.15(iii), F’ est de type «-fini.
La question étant locale, on peut supposer qu’il existe un morphisme A-linéaire et a-surjectif
w: A" — F. Comme F” est cohérent, E = ker(u o w) est de type a-fini. Il en est alors de méme
de w(E) C F, qui est donc a-cohérent. L’injection canonique w(E) — ker(v) et le morphisme
canonique F’ — ker(v) sont des a-isomorphismes. On en déduit que F’ est a-cohérent d’aprés
2.7.6.

Supposons ensuite que F et F’ soient a-cohérents. Il est loisible de remplacer F’ par ker(v)
(2.7.6). Le morphisme canonique coker(u) — F” étant un a-isomorphisme, on peut supposer que
c’est un isomorphisme (2.7.6). D’aprés 2.7.15(1), F” est de type a-fini. Soient X un objet de 7,
f: (A]X)™ — F”|X un morphisme (A|X)-linéaire. Montrons que ker(f) est de type a-fini. La
question étant locale, on peut supposer qu’il existe un morphisme (A|X)-linéaire f': (A|X)" —
F|X tel que f =vo f'. Comme F’ est de type a-fini, on peut supposer qu’il existe un morphisme
(A|X)-linéaire et a-surjectif h: (A|X)™ — F’|X. On en déduit un morphisme g: (A|X)™+t" — F|X

qui s’insére dans un diagramme commutatif

(2.7.16.1) F'|X = F|X T F"X

| §

(AIX)™ —> (A]X)™ " T (AIX)"

ou, identifiant (A|X)™T™ & (A|X)™ @ (A|X)", i(z) =+ 0 et 7(x + 2') = 2’. On en déduit une
suite exacte

(2.7.16.2) ker(g) — ker(f) — coker(h).

Par hypothése, ker(g) est de type a-fini et coker(h) est a-nul; donc ker(f) est de type a-fini, ce
qui prouve que F” est a-cohérent.

Supposons enfin que F’ et F” soient a-cohérents. Il est loisible de remplacer F’ par ker(v)
(2.7.6). D’aprés 2.7.15(ii), F' est de type a-fini. Soient X un objet de .7, f: (A|X)" — F|X un
morphisme (A|X)-linéaire. Montrons que ker(f) est de type a-fini. Comme F" est a-cohérent,
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ker(v o f) est de type a-fini. La question étant locale, on peut supposer qu’il existe un mor-
phisme (A|X)-linéaire et a-surjectif w: (A|X)™ — ker(vo f). Il existe un morphisme (A| X )-linéaire
1 (A|IX)™ — F'|X qui s’insére dans un diagramme commutatif

(2.7.16.3) Fl'IX — > F|X —=F"|X

A

(A[X)™ —s (A]X)"

ot w’ est induit par w. On en déduit un morphisme (A|X)-linéaire et a-surjectif ker(f’) — ker(f).
Comme F” est cohérent, ker(f’) est de type a-fini; donc ker(f) est de type a-fini d’apres 2.7.15(i),
ce qui prouve que F' est a-cohérent.

COROLLAIRE 2.7.17. Soient F', G deux A-modules a-cohérents, u: F — G un morphisme
A-linéaire. Alors, ker(u), im(u) et coker(u) sont a-cohérents.

En effet, im(u) est clairement de type a-fini; étant un sous-module d’'un A-module a-cohérent,
il est a-cohérent. La proposition résulte alors de 2.7.16 appliqué aux suites exactes 0 — ker(u) —
F — im(u) — 0 et 0 — im(u) — G — coker(u) — 0.

COROLLAIRE 2.7.18. Soient F', G deux A-modules a-cohérents. Alors, F@ 4G et ##oma(F,Q)
sont a-cohérents.

11 suffit de montrer que pour tout v € m, il existe un raffinement (X;);c; de 'objet final de 7
et pour tout i € I, deux (A[X;)-modules a-cohérents M; et N; de Jx, et deux ~2-isomorphismes
M; — (F ®4 G)|X; et N; — Homy(F,G)|X; (2.7.11). On peut clairement se borner au cas ol
il existe un A-module de présentation finie F’ et un ~y-isomorphisme F’ — F. Par hypothése, il
existe deux entiers m,n > 1 et une suite exacte A™ — A" — F’ — 0. On en déduit deux suites
exactes

(2.7.18.1) G" - G" = F ®1G—0,
(2.7.18.2) 0— Homa(F',G) — Homa(A",G) — Homa(A™,G).

Il résulte alors de 2.7.17 que F' ®4 G et oma(F’,G) sont a-cohérents, d’ou la proposition
recherchée (2.6.3).

PROPOSITION 2.7.19. Pour que la R-algébre A soit a-cohérente (2.7.3), il faut et il suffit que
tout A-module de présentation a-finie soit a-cohérent.

Il est clair que la condition est suffisante. Montrons qu’elle est nécessaire. Supposons que la
R-algébre A soit a-cohérente et montrons que tout A-module de présentation a-finie M est a-
cohérent. Soient £ un A-module libre de type fini, u: F — M un morphisme A-linéaire, v € m. Il
suffit de montrer que ker(u) est de type v>-fini. La question étant locale, on peut supposer qu'il
existe une suite y-exacte

(2.7.19.1) By 5 Ey— M —0.

Notons M’ le conoyau de v, et w: M’ — M le morphisme induit par (2.7.19.1). Il existe un
morphisme w’: M — M’ tel que v’ ow = v2idyp et wow’ = v2idys (2.6.3). On a ker(u) C ker(w’ o
u) C ker(y?u). Par suite, la multiplication par 72 sur E induit un morphisme ker(w’ o u) — ker(u)
dont le conoyau est annulé par 2. Comme M’ est a-cohérent en vertu de (i) et 2.7.17, ker(w’ o u)
est de type a-fini. Par suite, ker(u) est de type v3-fini (2.7.14), d’ot1 Iassertion recherchée.
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PROPOSITION 2.7.20. Supposons que A soit une R-algébre a-cohérente et soit J un idéal a-
cohérent de A. Pour qu’un (A/J)-module F soit a-cohérent, il faut et il suffit qu’en tant que
A-module, F' soit a-cohérent. En particulier, A/J est une R-algébre a-cohérente.

On notera d’abord que A/J est un A-module a-cohérent (2.7.17). Si F' est un (A/J)-module
a-cohérent, il existe un raffinement (X;);c; de 'objet final de 7 tel que pour tout i € I, F|X; soit
le conoyau d’un morphisme (A/J)"|X; — (A/J)™|X;. Par suite, F est un A-module a-cohérent
en vertu 2.7.17.

Inversement, supposons qu’en tant que A-module, F' soit a-cohérent. Etant un A-module de
type a-fini, F est un (A/J)-module de type a-fini. Soient X un objet de .7, f: (A/J)"|X — F|X un
morphisme (A/J)-linéaire. Le morphisme canonique u: A" X — (A/J)"|X induit un morphisme
surjectif ker(f ou) — ker(f). Comme ker(f ou) est un (A|X)-module de type a-fini, ker(f) est un
(A/J)|X de type o-fini.

2.8. Modules a-cohérents sur un schéma

2.8.1. Les hypotheéses et notations de 2.6.1 sont en vigueur dans cette section. Pour tout
R-schéma X, on désigne par Mod(COx) la catégorie des Ox-modules de X,., (2.1.18) et par
a-Mod(COx) la catégorie des a-Ox-modules, c’est-a-dire le quotient de Mod(&x) par la sous-
catégorie pleine formée des Ox-modules a-nuls (cf. 2.6.22). Lorsque nous parlons de &x-module
sans préciser, il est sous-entendu qu’il s’agit d’'un &x-module de X,,,.

PROPOSITION 2.8.2. Soient X un R-schéma, F un Ox-module. Les conditions suivantes sont
équivalentes :
(i) I existe un Ox-module quasi-cohérent G et un isomorphisme de a-Ox-modules o(F) =
a(@).
(ii) Pour tout x € X, il existe un voisinage ouvert U de x dans X, un Oy-module quasi-
cohérent G et un isomorphisme de a-Oy-modules a(F|U) = Q).
(iil) Le Ox-module m @ F est quasi-cohérent.

On a clairement (i)=-(ii). Montrons (ii)=-(iii). La question étant locale, on peut supposer la
condition (i) remplie. D’aprés 2.6.23(iv), il existe donc un €x-module quasi-cohérent G et un a-
isomorphisme u: m®pr F — G. Comme m ® p m ~ m, le morphisme m ® p F' -+ m ® g G induit par
u est un isomorphisme en vertu de 2.6.23(iii) ; d’on la condition (iii). Enfin, 'implication (iii)=-(i)
est immédiate puisque le morphisme canonique m @ g F' — F' est un a-isomorphisme.

DEFINITION 2.8.3. Soient X un R-schéma, F' un Ox-module. On dit que F est a-quasi-cohérent
s’il remplit les conditions de 2.8.2.

LEMME 2.8.4. Soient X un R-schéma cohérent (i.e., quasi-compact et quasi-séparé), v € R, F
un Ox-module quasi-cohérent de type v-fini (2.7.3). Alors, il existe un Ox-module quasi-cohérent
de présentation finie G et un morphisme Ox-linéaire f: G — F de conoyau annulé par .

En effet, d’aprés ([27] 6.9.12), F est isomorphe & la limite inductive d’un systéme inductif
filtrant de Ox-modules de présentation finie (F;);c;. Pour tout ¢ € I, notons f;: F; — F le
morphisme canonique. Montrons qu’il existe i € I tel que le conoyau de f; soit annulé par ~.
Comme X est quasi-compact et que la catégorie I est filtrante, on peut supposer qu’il existe un
morphisme Ox-linéaire u: £ — F avec £ un Ox-module libre de type fini, dont le conoyau est
annulé par «. Il existe ¢ € I et un morphisme Ox-linéaire u;: £ — F; tel que u = f; ou;. Par suite,
le conoyau de f; est annulé par v ; d’ou la proposition.
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PROPOSITION 2.8.5. Soient X un R-schéma cohérent (i.e., quasi-compact et quasi-séparé), F
un Ox -module a-quasi-cohérent. Pour que F soit de type a-fini (resp. présentation a-finie) (2.7.3),
il faut et il suffit que pour tout v € m, il existe un y-isomorphisme f: G — F avec G un Ox-module
quasi-cohérent de type fini (resp. de présentation finie).

Considérons d’abord ’assertion non-respée. La condition est clairement suffisante. Inversement,
supposons F' de type a-fini et montrons que la condition est satisfaite. Soit v € m. On peut se
borner au cas ot F' est quasi-cohérent (2.8.2). D’apreés 2.8.4, il existe un &x-module quasi-cohérent
de présentation finie G’ et un morphisme Ox-lingaire f': G’ — F de conoyau annulé par ~. Le
morphisme f: im(f’) — F induit par f’ satisfait alors a la condition pour 7.

Considérons ensuite ’assertion respée. La condition est clairement suffisante. Inversement,
supposons F' de présentation a-finie et montrons que la condition est satisfaite. Soit v € m. On
peut se borner au cas ou F est quasi-cohérent (2.8.2). D’aprés 2.8.4, il existe un &x-module quasi-
cohérent de présentation finie G’ et un morphisme &x-linéaire f': G’ — F de conoyau annulé
par 7. En vertu de 2.7.14(iii), ker(f’) est quasi-cohérent de type y'2-fini. D’aprés 2.8.4, il existe
un Ox-module quasi-cohérent de présentation finie G” et un morphisme f”: G” — G’ tels que
f o f"” =0 et que ker(f’)/im(f") soit annulé par v'2. Le morphisme f: G'/im(f”) — F induit par
f' répond alors & la condition pour v'2.

COROLLAIRE 2.8.6. Soit X un R-schéma affine, &/ une Ox-algébre quasi-cohérente, F un
&/ -module quasi-cohérent (comme o -module ou comme Ox-module). Pour que le <7 -module F
soit de type a-fini (resp. de présentation a-finie), il faut et il suffit que le o (X)-module F(X) soit
de type a-fini (resp. de présentation a-finie).

En effet, posons Y = Spec(&/ (X)) et notons w: Y — X le morphisme canonique. Le foncteur
7, induit une équivalence entre la catégorie des Oy-modules quasi-cohérents de Y., et celle des
o/-modules quasi-cohérents de X, ([27] 9.2.1). Notons F' le Oy-module quasi-cohérent de Y,
tel que 7, (F) = .%. Nous allons montrer que les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) le &-module Z# est de type a-fini (resp. de présentation a-finie, resp. a-cohérent) ;

(ii) le Oy-module F est de type a-fini (resp. de présentation a-finie, resp. a-cohérent) ;

(iii) le &7 (X)-module .#(X) est de type a-fini (resp. de présentation a-finie, resp. a-cohérent).

L’implication (i)=-(ii) résulte immédiatement du fait que pour tout ouvert U de X, notant
w: Yy — U le changement de base de 7, le foncteur my, induit une équivalence entre la catégorie
des Oy, -modules quasi-cohérents et celle des &7 |U-modules quasi-cohérents. L’implication (ii)=-(iii)
est une conséquence de 2.8.5. L’implication (iii)=-(i) est immeédiate.

COROLLAIRE 2.8.7. Soit X un R-schéma affine, &/ une Ox-algébre quasi-cohérente, F un
&/ -module quasi-cohérent (comme &/ -module ou comme Ox-module). Pour que le </ -module F
soit a-cohérent, il faut et il suffit que le 7 (X)-module F(X) soit a-cohérent.

Supposons d’abord que le &7 (X )-module % (X) soit a-cohérent. On vérifie aussitét que pour
tout f € Ox(X), le & (X)p-module .7 (X)y est a-cohérent. On en déduit que le &/-module .F est
a-cohérent. Inversement, si le &/-module .Z est a-cohérent, le o7 (X )-module .#(X) est a-cohérent
d’aprés 2.8.6.

COROLLAIRE 2.8.8. Soit X un R-schéma affine d’anneau A. Pour qu’un Ox-module a-quasi-
cohérent F soit de type a-fini (resp. de présentation a-finie, resp. a-cohérent), il faut et il suffit
que le A-module F(X) soit de type a-fini (resp. de présentation a-finie, resp. c-cohérent).

Cela résulte de 2.7.6, 2.8.6 et 2.8.7 en considérant m Qg F'.
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PROPOSITION 2.8.9. Soient f: X' — X un R-morphisme fidélement plat et quasi-compact de
R-schémas, F un Ox-module a-quasi-cohérent. Pour que F' soit de type a-fini (resp. de présenta-
tion a-finie), il faut et il suffit que son image inverse sur X' le soit.

En effet, la condition est nécessaire en vertu de 2.7.7. Montrons qu’elle est suffisante. On peut
supposer X affine. Remplagant X’ par une somme d’ouverts affines qui le recouvrent, on est ramené
au cas ol X' est également affine. L’assertion résulte alors de 2.8.8 et ([2] V.8.1 et V.8.5).

COROLLAIRE 2.8.10. Soient f: X' — X un R-morphisme fidelement plat et quasi-compact de
R-schémas, F un Ox-module a-quasi-cohérent. Supposons que les R-algébres Ox et Ox: soient
a-cohérentes (2.7.3). Pour que F soit a-cohérent, il faut et il suffit que son image inverse sur X'
le soit.

Cela résulte de 2.7.19 et 2.8.9.

ProposiTION 2.8.11. Soient X un R-schéma cohérent, F' un Ox-module a-quasi-cohérent.
Supposons que 'anneau Ox soit cohérent. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est a-cohérent (2.7.3) ;

(ii) F est de présentation a-finie;

(iil) pour tout v € m, il existe un y-isomorphisme G — F avec G un Ox-module cohérent.

On a clairement (i)=-(ii). L’implication (ii)=-(iii) résulte de 2.8.5. Montrons (iii)=-(i). Suppo-
sons la condition (iii) satisfaite. D’aprés 2.8.5, F est de type a-fini. Il suffit donc de montrer que
pour tout morphisme Ox-linéaire f: E — F ou E est un Ox-module libre de type fini, ker(f) est
de type a-fini. Soient v € m, g: G — F un ~-isomorphisme tel que G soit un Ox-module cohérent.
Il existe un morphisme Ox-linéaire f': E — G tel que g o f' = ~f. Le conoyau de 'injection
canonique ker(f’) — ker(yf) est annulé par . Par ailleurs, la multiplication par v dans E induit
un morphisme ker(yf) — ker(f) dont le conoyau est clairement annulé par 4. On en déduit un
morphisme Ox-linéaire ker(f’) — ker(f) dont le conoyau est annulé par v2. Comme G est cohérent,
ker(f’) est de type fini. Par suite, ker(f) est de type ~2-fini et donc de type a-fini.

PROPOSITION 2.8.12. Soient Y un R-schéma affine, X un Y -schéma projectif, F' un Ox-
module a-quasi-cohérent. Supposons que l'anneau Ox soit a-cohérent. Pour que F soit a-cohérent,
il faut et il suffit que pour tout v € m, il existe un morphisme de complexes de Ox-modules
G* — F|0] dont les noyau et conoyau sont vy-acycliques, tel que G soit localement libre de type
fini pour tout i € Z et soit nul pour i > 0.

Montrons d’abord que la condition est suffisante. Soient v € m, u: G* — F[0] un morphisme de
complexes de &x-modules dont les noyau et conoyau sont y-acycliques et tel que G? soit localement
libre de type fini pour tout i € Z et soit nul pour ¢ > 0. Les noyau et conoyau du morphisme
Y (G*) — F induit par u sont annulés par v2. Comme J#°(G*®) est a-cohérent en vertu de 2.7.9
et 2.7.17, on en déduit que F est de présentation v3-finie (2.7.3). Par suite, I est de présentation
a-finie et est donc a-cohérent d’aprés 2.7.19. Montrons ensuite que la condition est nécessaire.
Supposons que F' soit a-cohérent. Soient . un Ox-module inversible trés ample pour Y, v € m.
En vertu de 2.8.5, il existe un morphisme v°: G® — F dont le conoyau est annulé par v, avec G° un
Ox-module somme directe d’un nombre fini de copies de .£™ pour un entier n < 0. Comme ker(u?)
est a-cohérent, procédant par récurrence, on construit un morphisme de complexes de &'x-modules
u: G* — F[0] dont les noyau et conoyau sont vy-acycliques tel que pour tout i > 0, G* = 0 et pour
tout i < 0, G* soit somme directe d'un nombre fini de copies de .£™ pour un entier n; < 0.

DEFINITION 2.8.13 ([1] 1.4.1). On dit qu’un anneau A est universellement cohérent si ’anneau
de polyndmes A[ty,...,t,] est cohérent pour tout entier n > 0.
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PROPOSITION 2.8.14. Soient Y un R-schéma, f: X — Y un morphisme propre de présentation
finie, F' un Ox -module a-quasi-cohérent et a-cohérent. Supposons que Y admette un recouvrement
par des ouverts affines (U;)icr tels que T'(U;, Oy) soit universellement cohérent pour tout i € I.
Alors, pour tout entier ¢ > 0, R1f.(F) est un Oy -module a-quasi-cohérent et a-cohérent.

On notera d’abord que les anneaux Ox de X,., et Oy de Y, sont cohérents d’apres ([1]
1.4.2 et 1.4.3). Par ailleurs, la question étant locale sur Y, on peut le supposer affine, de sorte
que X est cohérent. Le morphisme canonique R2f.(m @ F) — RIf.(F) est un a-isomorphisme
(2.6.3). Comme m ®p F est quasi-cohérent, RYf.(m ®g F) est quasi-cohérent et donc R, (F') est
a-quasi-cohérent. Par ailleurs, pour tout v € m, il existe un ~-isomorphisme u: G — F avec G un
Ox-module cohérent d’aprés 2.8.11. Il existe donc un morphisme Ox-linéaire v: F — G tel que
uov =72 idr et vou = 2 -idg (2.6.3). En vertu de ([1] 1.4.8), le Oy-module RYf,(G) est
cohérent. Par suite, R?f.(F) est a-cohérent (2.8.11).

COROLLAIRE 2.8.15. Soient Y un R-schéma affine d’anneau A, f: X — Y un morphisme
propre de présentation finie, F' un Ox-module a-quasi-cohérent et a-cohérent. Supposons que Y
admette un recouvrement par des ouverts affines (U;)icr tels que T'(U;, Oy) soit universellement
cohérent pour tout i € I. Alors, pour tout entier ¢ > 0, le A-module H1(X, F) est a-cohérent.

On notera d’abord que anneau Ox de X,a, est cohérent ([1] 1.4.2 et 1.4.3). Pour tout v € m,
il existe un 7-isomorphisme u: G — F avec G un Ox-module cohérent d’aprés 2.8.11. Il existe
donc un morphisme Ox-linéaire v: F — G tel que uov =2 -idr et vou =2 -idg (2.6.3). En
vertu de ([1] 1.4.8 et 1.4.3), le A-module H?(X, G) est cohérent. Par suite, H?(X, F') est a-cohérent
(2.8.11).

REMARQUE 2.8.16. On notera que ([1] 1.4.8), utilisé dans les preuves de 2.8.14 et 2.8.15, est
un corollaire d’un théoréme de Kiehl ([41] 2.9’a) (cf. [1] 1.4.7)

DEFINITION 2.8.17. On dit qu’une R-algébre A est universellement a-cohérente si la R-algébre
de polyndmes A[ty,...,t,] est a-cohérente (2.7.3) pour tout entier n > 0.

PROPOSITION 2.8.18. Soient Y un R-schéma, f: X — Y un morphisme projectif de présenta-
tion finie, F' un Ox-module a-quasi-cohérent et a-cohérent. Supposons que f soit pseudo-cohérent
([5] IIT 1.2) et que Y admette un recouvrement par des ouverts affines (U;);cr tels que T(U;, Oy )
soit universellement a-cohérent pour tout i € I. Alors, pour tout entier ¢ > 0, R1f.(F) est un
Oy -module a-quasi-cohérent et a-cohérent.

Le probléme étant local sur Y, on peut se borner au cas ot Y = Spec(A) est affine d’anneau A
universellement a-cohérent. Il résulte de 2.8.7 que Oy est un anneau a-cohérent. Montrons ensuite
que 'anneau Ox est a-cohérent. La question étant locale, on peut supposer que X = Spec(B) est
affine. Il existe alors un A-homomorphisme surjectif A" = A[ty,...,t,] = B de noyau I un idéal
de type fini. Comme A’ est un anneau a-cohérent par hypothése, I est un idéal a-cohérent. Par
suite, B est un anneau a-cohérent d’aprés 2.7.20 et il en est alors de méme de Ox (2.8.7).

Si C est un complexe borné y-acyclique de @x-modules de longueur ¢, R?f.(C) est annulé
par v“*1. Ceci se démontre par récurrence sur la longueur de C en utilisant la filtration canonique.
Par ailleurs, d’apres ([29] 1.4.12), il existe un entier r > 1 tel que pour tout entier ¢ > r et tout
Ox-module quasi-cohérent M, on ait R?f, (M) = 0.

Pour démontrer la proposition, on peut se réduire au cas ou F' est un &'x-module quasi-cohérent
(2.6.3). En vertu de 2.8.12, pour tout v € m, il existe un morphisme de complexes de &'x-modules
G* — F[0] dont les noyau et conoyau sont y-acycliques et tel que G* soit localement libre de type
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fini pour tout i € Z et soit nul pour i > 0. Notant H le noyau de la différentielle G — G—"+1,
on a une suite y-exacte de complexes bornés de €'x-modules

(2.8.18.1) 0— H[r] = 7>_-(G*) — F[0] — 0,

ol 7>_,(G*) est le (—r)-iéme cran la filtration béte de G*. On en déduit, pour tout entier ¢ > 0,
un morphisme

(2.8.18.2) RYf, (15, (G*)) — Rf.(F)

dont les noyau et conoyau sont annulés par y2("+1),

Le complexe de Ox-modules 7>_,(G*) étant pseudo-cohérent ([5] I 2.3 ; cf. aussi [1] 1.3.8), il
est pseudo-cohérent relativement & f en vertu de ([5] IIT 1.12). Comme il est borné, le complexe
de Oy-modules R f,(7>_,(G*)) est pseudo-cohérent en vertu de ([5] III 2.2). Il s’ensuit que le Oy -
module R f.(7>_,(G*)) est a-cohérent pour tout entier ¢ > 0 (2.7.17). On en déduit que R?f.(F)
est de présentation 2" +3-finie. Par suite, R7f.(F) est de présentation a-finie et donc a-cohérent
(2.7.19).

COROLLAIRE 2.8.19. Soient Y un R-schéma affine d’anneau A, f: X — Y un morphisme
projectif de présentation finie, F' un Ox-module a-quasi-cohérent et a-cohérent. Supposons que f
soit pseudo-cohérent ([5] 111 1.2) et que Y admette un recouvrement par des ouverts affines (U;)icr
tels que T'(U;, Oy) soit universellement a-cohérent pour tout i € 1. Alors, pour tout entier ¢ > 0,

le A-module H1(X, F) est a-cohérent.
En effet, considérons la suite spectrale de Cartan-Leray
(2.8.19.1) Ey) = H(Y, R/ f.(F)) = H(X, F).

Il résulte de 2.8.18 et 2.6.3 que EZQJ est a-nul pour tout ¢+ > 1. Par suite, pour tout ¢ > 0, le
morphisme canonique

(2.8.19.2) HY(X, F) — H°(Y,R1f.F)
est un a-isomorphisme. La proposition résulte alors de 2.8.18, 2.8.8 et 2.7.6.

LEMME 2.8.20. Soient X un R-schéma affine, T un point géométrique de X de support x,
A une Ox-algebre quasi-cohérente, F un A-module quasi-cohérent (comme A-module ou comme
Ox -module). Notons encore A la Ox -algébre de Xg associée a A par le foncteur (2.1.18.3) et F' le
A-module de X¢ associé o F. Supposons que la R-algébre A(X) soit universellement a-cohérente
et que le A-module F' soit a-cohérent. Alors,

(i) Les R-algébres A, et Az sont universellement a-cohérentes.

(ii) Le Az-module Fg est a-cohérent.

(i) En effet, la R-algébre A de X,,, est a-cohérente en vertu de 2.8.7. La R-algébre A, est
donc universellement a-cohérente d’aprés 2.7.10. On a Az ~ A, ®¢,, Ox 7z (2.1.18.8). Considérons
Ox 7z comme une limite inductive filtrante de Ox ,-algébres étales (B;);cr. Soient n un entier > 1,
u: AZ — Az une forme Az-linéaire. Il existe ¢ € Ob(I) et un morphisme Bj;-linéaire u;: (A; ®oy.,
Bi)" = Ay ®6x., Bi tels que u = u; ®p, Oxz. La R-algébre A, ®p, , B; étant a-cohérente, le
B;-module ker(u;) est de type a-fini. Comme pour tout morphisme ¢ — j de I, B; est B;-plat, le
Bj-module ker(u; ®p, Bj) est de type a-fini. Par suite, le Ax z-module ker(u) est de type a-fini.
On en déduit que la R-algébre Ax z est a-cohérente.

Pour tout entier ¢ > 1, on note Aftq,...,t4] la A-algébre de polynémes en g variables de
X,ar- Remplagant A par Alti,...,ty], on déduit de ce qui précéde que la R-algébre Axz est
universellement a-cohérente.
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(ii) En effet, on a Fz ~ F, ®py, Oxz (2.1.18.8). Le A;-module F, est a-cohérent d’aprés
2.7.10. La proposition résulte alors de (ii), 2.7.7 et 2.7.19

2.9. Rappel sur les algébres a-étales

2.9.1. Les hypothéses et notations de 2.6.1 sont en vigueur dans cette section. Nous renvoyons
a ([2] V) pour les définitions et les principales propriétés des notions utilisées en a-algébre (ou
presque-algébre dans loc. cit.) : modules a-projectifs (loc. cit. V.3.2), a-projectifs de type a-fini et
de rang fini (loc. cit. V.5.6 & V.5.14), a-plats (loc. cit. V.6.1) et a-fideélement plats (loc. cit. V.6.4).

DEFINITION 2.9.2 ([17] 3.1.1; [2] V.7.1). Soit A — B un homomorphisme de R-algébres.
Considérons les 3 conditions suivantes

(i) B est a-plat en tant que A-module;

(’) B est a-projectif de type a-fini et de rang fini en tant que A-module;

(ii) B est a-projectif en tant que B ® 4 B-module.
On dit que la A-algébre B est a-étale (ou que B est a-étale sur A) si elle vérifie les conditions (i)
et (ii), et quelle est a-finie-étale (ou que B est a-finie-étale sur A) si elle vérifie les conditions (i’)
et (ii).

Nous renvoyons a ([2] V.7) pour les principales propriétés des algébres a-finies-étales, appelées
revétements presque-étales dans loc. cit. Nous n’utiliserons que trés peu la notion d’algébre a-étale

(cf. [17] 3.1). On notera qu’une algébre a-étale et uniformément presque finie projective au sens
de ([17] 3.1.1) est a-finie-étale.

PROPOSITION 2.9.3 ([2] V.7.11). Soit A une R-algébre telle que pour tout (ou ce qui revient
au méme pour un) o € AT, % ne soit un diviseur de zéro dans A, et que Spec(A) soit normal
et localement irréductible (|2] I1IL.3.1). Soit B une A-algébre a-finie-étale. Notons A, (resp. Br)
lanneau des fractions de A (resp. B) dont les dénominateurs sont de la forme m pour o € AT, et
B’ la cléture intégrale de A dans B,. Alors, ’homomorphisme canonique B — B, se factorise en

(2.9.3.1) B — Hompg(m, B') — Homg(m, B;) = By,
ou la premiére fleche est un a-isomorphisme et les autres fleches sont les homomorphismes cano-

niques (2.6.11.3). En particulier, ’homomorphisme A — B’ est a-fini-étale.

En effet, on peut se borner au cas ou A est intégre ([2] V.7.4(2) et V.7.8), auquel cas I’assertion
est démontrée dans ([2] V.7.11).

DEFINITION 2.9.4. Soient A une R-algébre, G un groupe fini, B une A[G]-algébre. On dit
que B est un a-G-torseur sur A s'il existe un homomorphisme a-fidélement plat A — A’ et un
homomorphisme de A’[G]-algébres

(2.9.4.1) Bos A —[4
G
ou G agit sur le terme de droite par multiplication a droite sur lui méme, qui est un a-isomorphisme.

On renvoie & ([2] V.12) pour les principales propriétés de cette notion.

PROPOSITION 2.9.5 ([2] V.12.5). Soient A une R-algebre, G un groupe fini, B un a-G-torseur
sur A, M un B-module muni d’une action semi-linéaire de G. Alors, le morphisme canonique
B®a MCE — M est un a-isomorphisme.

COROLLAIRE 2.9.6 ([2] V.12.6). Soient A une R-algébre, G un groupe fini, B un a-G-torseur
sur A. Alors, 'homomorphisme naturel A — BS est un a-isomorphisme.
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PROPOSITION 2.9.7 ([2] V.12.8). Soient A une R-algébre, G un groupe fini, B un a-G-torseur
sur A, M un B-module muni d’une action semi-linéaire de G, Trg le morphisme A-linéaire de M
défini par Y . 0. Alors, pour tout ¢ > 1, HY(G, M) et M /Trq(M) sont a-nuls.

PROPOSITION 2.9.8 (|2] V.12.9). Soit A une R-algebre telle que pour tout (ou ce qui revient
au méme pour un) a € AT, © ne soit un diviseur de zéro dans A, et que Spec(A) soit normal et
localement irréductible ([2] II1.3.1). Notons A l'anneau des fractions de A dont les dénominateurs
sont de la forme © pour o € A*. Soient U un ouvert de Spec(Ay), V. — U un morphisme étale
fini et galoisien de groupe G,Y la fermeture intégrale de Spec(A) dans V., B=T(Y, Oy). Si B est
une A-algébre a-finie-étale, alors B est un a-G-torseur au-dessus de A.

On peut se borner au cas ot U est irréductible ([2] V.7.4(3)). 11 suffit alors de calquer la preuve
de ([2] V.12.9) en remplagant ([2] V.7.11) par 2.9.3.

LEMME 2.9.9. Soient (B;)icr un systéme inductif filtrant de R-algebres a-cohérentes (2.7.3)
(resp. universellement «-cohérentes (2.8.17)), Bs sa limite inductive. Supposons que pour tout
morphisme i — j de I, B; est un B;-module a-plat. Alors, la R-algébre By, est a-cohérente (resp.
universellement a-cohérente).

Considérons un entier n > 1 et une forme Boo-linéaire uso: BY — Boo. Il existe i € Ob([) et
une forme B;-linéaire u;: B — B; tels que uoo = u; @, Beo. Le B;-module ker(u;) étant de type
a-fini, pour tout v € m, il existe une suite y-exacte de B;-modules

(2.9.9.1) B" — B XX B,.
Pour tout morphisme ¢ — j de I, la suite
(2.9.9.2) B* — B} — B,

déduite de (2.9.9.2) par extension des scalaires de B; a B, est y*-exacte. Il en est donc de méme
de la suite
(2.9.9.3) B" — B = B,
déduite de (2.9.9.2) par extension des scalaires de B; & Boo. Par suite, la R-algébre By, est a-
cohérente.

Supposons les R-algébres B; universellement a-cohérentes. Pour entier ¢ > 0, la R-algébre
Bxlt1,...,ty] est a-cohérente d’aprés ce qui précéde et ([2] V.6.2). La R-algébre By, est donc
universellement a-cohérente.

LEMME 2.9.10. Soient (B;)icr un systéme inductif filtrant d’anneaux cohérents (resp. univer-
sellement cohérents (2.8.13)), Boo sa limite inductive. Supposons que pour tout morphisme i — j
de I, Bj soit un B;-module plat. Alors, 'anneau Bo est cohérent (resp. universellement cohérent).

La preuve est similaire a celle de 2.9.9, mais plus facile.

LEMME 2.9.11. Soient B une R-algébre a-cohérente (2.7.3) (resp. universellement a-cohérente
(2.8.17) ), (Bi)ier un systéeme inductif filtrant de B-algebres a-finies-étales, Boo sa limite inductive.
Alors, la R-algébre B et chacune des R-algébres B; (i € I) sont a-cohérentes (resp. universelle-
ment a-cohérentes).

En effet, pour tout morphisme ¢ — j de I, B; est une Bj-algébre a-finie-étale ([2] V.7.8) et
en particulier, un B;-module a-plat ([2] V.6.3). Pour tout ¢ € Ob(I), B; est un B-module de
presentation a-finie ([2] V.8.8) et donc a-cohérent (2.7.19). Considérons un entier n > 1 et une
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forme Bj-linéaire u: B' — B;. Le B-module ker(u) est a-cohérent d’aprés 2.7.17 et est a fortiori
de type a-fini sur B;. Par suite, la R-algébre B; est a-cohérente.

Si la R-algébre B est universellement a-cohérente, pour tout ¢ € Ob(I) et tout entier g > 0, la
R-algebre Bj[t1, ..., t,] est a-cohérente d’aprés ce qui précéde et (|2] V.7.4). Par suite, la R-algébre
B; est universellement a-cohérente.

La proposition résulte donc de 2.9.9.

LEMME 2.9.12. Soient A une R-algebre, (A;)icr un systéme inductif filtrant de A-algébres
a-fidelement plates, As, sa limite inductive. Alors, la A-algébre Ao, est a-fidélement plate.

En effet, d’aprés ([17] 3.1.2(vi)), pour tout ¢ € I, ’homomorphisme canonique A — A; est
a-injectif et le A-module A;/A est a-plat. Par suite, le morphisme canonique m®p A - m Qg A;
est injectif. On en déduit aussitot que le morphisme canonique m @ g A — M Qg Ao est injectif, et
par suite que ’homomorphisme canonique A — A, est a-injectif. Par ailleurs, il résulte aussitot
que le A-module Ay, /A, qui est la limite inductive du systéme inductif (A;/A);ecr, est a-plat. La
A-algébre Ay, est donc a-fidélement plate en vertu de ([17] 3.1.2(vi)).

2.10. Modules de type a-fini sur un anneau de valuation non discréte de hauteur 1

2.10.1. Dans cette section, R désigne un anneau muni d’une valuation non discréte de hau-
teur 1, v: R — R U {oo}. On note m lidéal maximal de R et on pose A = v(R — {0}) et
AT = v(m — {0}). Pour tout € € A", on note m, I'idéal de R formé des éléments x € R tels
que v(z) > . On observera que les hypothéses de 2.6.1 sont satisfaites. Il est donc loisible de consi-
dérer dans ce contexte les notions introduites dans les sections 2.6, 2.7 et 2.8. Nous considérons
toujours R comme muni de la topologie définie par 'idéal m. pour un élément quelconque € € AT ;
c’est un anneau prévaluatif séparé ([1] 1.9.8).

PROPOSITION 2.10.2 ([1] 1.12.15). Si R est complet et séparé, toute R-algebre topologiquement
de présentation finie est un anneau universellement cohérent (2.8.13).

2.10.3. Suivant ([52] 2.2), pour tous R-modules M et N et tout v € m, on dit que M et N
sont y-équivalents et on note M =, N, s’il existe deux R-morphismes f: M — N et g: N — M
tels que fog=~y-idy et go f = v-idps. On dit que M et N sont a-équivalents et on note M ~ N
si M et N sont y-équivalents pour tout v € m. Les relations ~, et ~ sont clairement symétriques.
Pour tous R-modules M, N et P et tous 7,6 € m, si M ~, N et N =5 P, alors M ~,; P. En
particulier, la relation &~ est transitive.

2.10.4. Pour tout € € R>g, on désigne par I, 'idéal de R formé des éléments x € R tels
que v(x) > e. Alors I, = R. En effet, pour tout v € m, il existe 71,72 € R tels que vy1 = 2 et
v(71) < € < v(72). Les morphismes R — I. et I. — R définis par les multiplications par 4 et v !,
respectivement, montrent que I. ~, R. Par ailleurs, comme m- I, = I, sie € A, R et I. ne sont
pas a-isomorphes en vertu de 2.6.6 et (2.6.7.1).

REMARQUES 2.10.5. (i) Deux R-modules a-isomorphes sont a-équivalents (2.6.3). La réci-
proque n’est pas vraie (2.10.4).

(ii) Pour qu'un R-module M soit de type a-fini (resp. de présentation a-finie) il faut et il suffit
que pour tout v € m, il existe un R-module de type fini (resp. de présentation finie) N tel que
M ~., N, d’aprés 2.7.4(i) et 2.6.3.

PROPOSITION 2.10.6 ([52] 2.6). Tout R-module de type a-fini est de présentation a-finie.

COROLLAIRE 2.10.7. Tout sous-R-module d’un R-module de type a-fini est de type a-fini.
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Cela résulte de 2.10.6 et 2.7.15.

THEOREME 2.10.8 ([562] 2.5). Soit M un R-module de type a-fini. Alors, il existe une unique
suite décroissante de mombres réels positifs (€;)i>1, tendant vers 0, et un unique entier n > 0 tels
que

(2.10.8.1) M~ R" @ (®i>1R/I,).

2.10.9. On désigne par S le R-espace vectoriel des suites de nombres réels (g;);>1, tendant
vers 0, et par &> le sous-ensemble formé des suites décroissantes. Pour tout € = (£;);>1 € 6, on
pose

(2.10.9.1) [ell = sup([e:])-
i>1

On munit &> de la relation d’ordre définie pour toutes suites € = (¢;);>1 et ¢’ = (&])i>1 de &>,
par e > ¢’ sipour tout i > 1,61+ -+, > el + - + &l

2.10.10. En vertu de 2.10.8, on peut associer & tout R-module de torsion de type a-fini M
une unique suite epr = (epar4)i>1 de &> telle que

(2.10.10.1) M ~ @51 R/ Ly, ..

On appelle longueur de M et Pon note A(M) I’élément

(2.10.10.2) AM) = enri € RugU{oo}.
i>1

D’aprés ([52] 2.11), la suite e/ et la longueur A(M) vérifient les propriétés suivantes :
(i) Pour tout R-module de torsion et de présentation finie M, il existe des éléments v; € R
(1 <i<n) tels que v(y1) > v(y2) > -+ > v(y,) et un R-isomorphisme

(2.10.10.3) M S R/MMR®R/v%R& - & R/v,R

On a alors e)7,; = v(7;) pour tout 1 < i < n et epr; = 0 pour tout i > n.

(ii) Pour que deux R-modules de torsion de type a-fini M et N soient y-équivalents (pour
v € m), il faut et il suffit que [leps — en|| < v(v). En particulier, pour qu'un R-module de
torsion de type a-fini M soit a-nul, il faut et il suffit que la suite ,; soit nulle.

(iii) Pour tous R-modules de torsion de type a-fini M et M’ si M’ est un sous-quotient de M
alors ey ; < e, pour tout 4 > 1.

(iv) Pour toute suite exacte 0 - M’ — M — M"” — 0 de R-modules de torsion de type o-fini,
onacey <ep+epyr et (M) =MNM')+ A(M"). De plus, si epr = eppr (vesp. ey = eprrr),
alors M" (resp. M’) est a-nul.

LEMME 2.10.11. Soient M un R-module, @ un élément non nul de m. On pose R = 1(&1 R/@w"R
et M = 1<£n M/w™M, et on suppose que le R-module M /wM est de type a-fini. Alors, le R-module
M est de type a-fini.

On notera d’abord que R et M sont complets et sépali\és pour les topologies w-adiques et
pour tout entier n > 1, que le morphisme canonique hn: M — M /@™ M est surjectif ([6] III

§ 2.11 prop. 14) et que le morphisme canonique R/w"R — R/w"R est un isomorphisme ([6]
IIT § 2.11 cor. 1 de prop. 14). Soient d un entier > 1, ¢: R — M un morphisme R- linéaire,
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¢1: (R/wR)? — M/wM le morphisme induit par . Supposons que coker(¢1) soit annulé par un
élément v € m tel que v(y) < v(w). Alors, la suite

(2.10.11.1) R 5 M 2% coker(¢1) — 0,

ou u est le morphisme canonique, est exacte. En effet, u est surjectif puisque hy est surjectif. Soit
x € M tel que u(z) = 0. On montre par récurrence que pour tout entier n > 1, qu'il existe ,, € R?
et z, € M tel que 2 = p(yn) + Y "@w T, et Y1 — Yo € ¥ "w"RL On en déduit qu'il existe
y € R tel que z = o(y); d’ott I'assertion recherchée. Par suite, coker(p) est annulé par +, ce qui

implique la proposition.

2.10.12. On suppose dans la suite de cette section que R est de caractéristique p, et on note
¢ son endomorphisme de Frobenius. Soit w un élément non nul de m. Pour tout entier n > 1, on
pose R, = R/@w"R, R= (Rp)n>1 et RP) = (Rpn)n>1- On considére R et R® comme des anneaux
du topos Ens" ([2] II1.7.7). I endomorphisme ¢ induit un homomorphisme d’anneaux que l'on
note

(2.10.12.1) ¢: R— RW.

Pour tout R-module M = (My)n>1, on pose My = 0, M[—1] = (Mp—_1)n>1 qui est naturellement
un R-module, et M® = (Mpr)n>1 qui est naturellement un R®-module. Les correspondances
M s M[—1] et M — M® sont clairement fonctorielles, et on a un morphisme R-linéaire canonique
fonctoriel M — M[-1].

LEMME 2.10.13 ([léil] page 224, [52] 2.12). Conservons les hypothéses de 2.10.12, soient de
plus M = (Mp)n>1 un R-module, u: M[—1] — M un morphisme R-linéaire,
(2.10.13.1) ¢: M@y RP 5 M®
un isomorphisme R®) linéaire. On pose R= l<£n R, et M = l(in M,,. On note encore ¢ l’endo-
morphisme de Frobenius de R et on désigne par

(2.10.13.2) ¢: M — M

le morphisme R-semi-linéaire induit par ¢. On suppose que
(a) le R-module M est de type a-fini;
(b) le composé M[—1] % M — M[—1], ou la seconde fleche est le morphisme canonique, est
iduit par la multiplication par w ;
(¢c) pour tout entier n > 0, la suite de R-modules

on

(2.10.13.3) My ——> M, M,

est eracte au centre.

Alors,

(i) Pour tout entier n > 1, le morphisme canonique M, 11 — M, est a-surjectif et le mor-
phisme canonique ]\//i/w”]\//\[ — M, est un a-isomorphisme.

(ii) Le R-module M est de type a-fini.

(iil) Si le corps des fractions de R est algébriquement clos, il existe un entier d > 0 et un
morphisme R-linéaire

(2.10.13.4) m®r M — RY,

compatible aux morphismes ¢ et o, et qui est un a-isomorphisme.
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En effet, il résulte de (c), 2.7.15 et 2.10.10(iii)-(iv) que pour tout entier n > 1, le R-module
M, est de type o-fini et on a ep,,, < en, + enr,. Par suite, epr, < nepy,. Par ailleurs, on a

€M,, = Pem, d’aprés (2.10.13.1). On en déduit que ey, = nepr,. Notons M:, | et M) les images
des premiére et seconde fleches de (2.10.13.3), respectivement, de sorte qu’on a une suite exacte
O—>M+1—>Mn+1—>M — 0. D’aprés 2.10.10, on a

(2.10.13.5) (n+Den, = empy, < eM;,, teEMm, S e tEM, = (n+ Ve, -

Par suite, on a EMp,, = €M, et Eny = e, 11 résulte alors de 2.10.10(iv) que les morphismes
canoniques M; — M wi1 €t M) — M, sont des a-isomorphismes, en particulier, la suite
(2.10.13.6) 0 — My “55 Myyy — My, — 0

est a-exacte. Pour tout entier m > 1, le diagramme suivant

om

(2.10.13.7) M, ——> M1 —— M,

| HERE
uo(m+n)

1— Mm+n+1 I Mern

L

Mn _ Mn
permet de déduire (par récurrence sur m) que la suite

(2.10.13.8) 0 — My ™5 My — My — 0

est a-exacte. Le systéme projectif (a(My))n>1 de a-Mod(R) vérifie donc la condition de Mittag-
Leffler. Compte tenu de 2.6.9 et ([29] 0.13.2.2), on en déduit que la suite de R-modules

(2.10.13.9) 0—ME5M— M, —0

est a-exacte ; d’ou la proposition (i). Le morphisme

(2.10.13.10) M€ =1lim M /"M — M,
—

déduit par passage a la limite projective, est donc un a-isomorphisme d’aprés 2.6.9. Il résulte de
(i) et 2.10.11 que le R-module M¢ est de type a-fini; d’ou la proposition (ii).

Supposons enfin le corps des fractlons K de R algebrlquement clos. Il résulte du lemme de
Krasner que le corps des fractions K de R est aussi algébriquement clos. Par suite, : R — ﬁ
est un isomorphisme ; il en est alors de méme de @: R — R® (2.10.12.1) et donc de ¢: M- M
(2.10.13.2). On note encore ¢ I'endomorphisme de Frobenius de K. D’aprés (ii) et ([40] 4.1.1), il
existe un entier d > 0 et un isomorphisme K-linéaire

AT S~ d
(2.10.13.11) fiMezKSK

compatible & ¢ et ¢. Notons N l'image canonique de M dans M Qp K. 1l résulte de la suite

a-exacte (2.10.13.9) que le morphisme canonique M — N est un a-isomorphisme. Par ailleurs,
on a (¢ ® ¢)(N) = N. Comme N est de type a-fini d’aprés (ii), il existe v € m tel que I'on ait
vﬁd C f(N)cC 7_1§d. Appliquant les puissances négatives de ¢ a ces inclusions, on en déduit que
f(m®r N) C R? et que le morphisme

(2.10.13.12) m®r N — R
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induit par f est un a-isomorphisme ; d’ou la proposition (iii).

2.11. Modules dérivé-complets

Nous rappelons dans cette section la notion de modules dérivé-complets dits aussi faiblement
complets et quelques-unes de leurs propriétés, suivant ([36] §4) et ([61] Tag 091N). Nous nous
limitons au cadre nécessaire aux besoins de ce travail.

2.11.1. Dans cette section, R désigne un anneau et 7 un élément de R. Pour tout R-module
M, on note (M, ) le systéme projectif indexé par ensemble Z>¢, dont toutes les composantes
sont égales & M et dont les morphismes de transition sont les multiplications par les puissances de
7. On désigne par 7-Div(M) le sous- R-module 7-divisible maximal de M. On note R (resp. M ) le
séparé complété de R (resp. M) pour la topologie m-adique,
R=1lim R/7"R et M =lim M/x"M.

"o >0
Pour tout entier n > 0, on désigne par M[r"] le noyau de la multiplication par 7™ dans M. On note
T (M) le m-module de Tate de M, c’est-a-dire le R-module limite projective du systéme projectif
(M[n™])n>0 ou les morphismes de transition sont induits par la multiplication par 7 dans M ;

(2.11.1.1) T, (M) :%M[w ].

La suite exacte canonique 0 — #"M — M — M/x"M — 0 induit par passage a la limite
projective la suite exacte

(2.11.1.2) 0 () 7"M — M — M — R'lim 7" M — 0.
pa
n>0 n>0

Par ailleurs, pour tout entier n > 0, on a un diagramme commutatif

n+1
00— M[r""] —= M " 7" M ——-0

|

0 —— M[x"] M —"— 7" M 0

On en déduit par passage a la limite projective la suite exacte longue
(2.11.1.3) 0 — Tr(M) = lim (M,7) — (| 7"M —
<_ n>0
RYim M[z"] — R'lim (M, 7) — R'im «"M — 0.
20 - 20
On vérifie aussitot que Iimage du morphisme lim (M,7) — (1,5, 7" M est le sous-R-module
— >
m-divisible maximal 7-Div(M) de M.
LEMME 2.11.2 ([36] 4.3). Pour tout R-module M, on a m-Div(R!'lim M[x"]) = 0.
—
n>0
En effet, on a une suite exacte canonique

3 n ny M n 17: n
(2.11.2.1) O—)l{glM[ﬂ']—>HM[7T]—>HM[7T]—>R@M[7T]—>O,

n>0 n>0 n>0 n>0
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ot h =id — (dy,) et dp: M[r" '] — M[n"] est le morphisme induit par la multiplication par
(136] (1.4)). Soient (a™),,>0 et (u(™),,>0 deux suites d’éléments de [150 M[7"] telles que

(2.11.2.2) a'™ — gD = p (™),
Pour tout m > 0, posons a(™ = (a7™),=0 et u(™ = (u™), 0. Pour tous m,n > 0, on a
(2.11.2.3) al™ — ma(mY = (M) dn(ufﬁ)l)
Par suite, pour tout n > 0, on a
(2.11.2.4) al® = 3" 7mul™ —d (3 7,
m>0 m>0
les sommes étant en fait finies car 7"u{™ = 0, et en particulier, on a a(®) € im(h).

LEMME 2.11.3 ([36] 4.4). Pour tout R-module M, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) M est complet et séparé pour la topologie T-adique ;

(ii) M est isomorphe a la limite projective d’un systéme projectif (My)n>0 de R-modules an-
nulés par des puissances de T ;

(iil) tous les R-modules qui apparaissent dans la suite (2.11.1.3) sont nuls.

On a clairement (i)=-(ii). Montrons (ii)=-(i). Supposons (ii) satisfait. Pour tout entier n > 0,
notons e(n) le plus petit entier e > 0 tel que 7¢M,, = 0 et posons

(2.11.3.1) m(n) = max(m(n —1),e(n)),
o m(—1) =0.0na(),s,7"M =0 car M C [][,,~o Mn- Soit (a™),,>0 une suite d’¢léments de
M et pour tout m > 0, posons a(™ = (a%m)) € ano M,,. Supposons que pour tout m > 0, on ait

(2.11.3.2) amt —q(m) e xm gL

Par suite, pour tous m,n > 0, on a a" ™ — o™ € 7™ M,,. 1l sensuit que pour tout n > 0 et
tout m > m(n), on a a%m) = aslm(")). Posons a = (aslm(")) IS ano M,,. Pour tout n > 0, notant
dn: Mpy1 — M, le morphisme canonique, on a

(2.11.3.3) dp (@)Y = g(m(n ) = g(mn)

de sorte que a € M. Pour tout m,n > 0, on a a%m(")) — aﬁ{")

la suite (a(™),,>0 dans M pour la topologie m-adique.
Il est clair que (iii)=-(i) (2.11.1.2). Montrons (i)=-(iii). Supposons (i) satisfait. On a alors
Npso ™M =0 et R'1im 7" M =0 (2.11.1.2). On en déduit un isomorphisme
= —

n>0

(2.11.3.4) R'im M[z"] = R'im (M, 7).
— —

n>0

€ " M,,. Par suite, a est la limite de

Le but de cet isomorphisme étant w-divisible, on en déduit qu’il est nul en vertu de 2.11.2. Par
ailleurs, comme (), -, 7" M = 0, on a lim (M, 7) =0, d’ou (iii).
= —

DEFINITION 2.11.4 ([36] 4.6). On dit qu'un R-module M est dérivé-m-complet (ou faiblement

w-complet) si les R-modules lim (M, ) et R'lim (M, 7) sont nuls.
— —

PROPOSITION 2.11.5 ([36] 4.8).

(i) Si deux modules d’une suite exacte de R-modules 0 — M — N — P — 0 sont dérivé-m-
complets, il en est de méme du troisieme.



80 2. PRELIMINAIRES

(ii) Les R-modules dérivé-m-complets forment une sous-catégorie abélienne pleine de la catégo-
rie des R-modules.
(iii) Pour tout systéeme projectif de R-modules (My,)n>0 tel que M, soit annulé par une puis-
sance de m, le R-module R'lim M,, est dérivé-m-complet.
«—
n>0
(i) Cela résulte aussitot de la définition en considérant la suite exacte de systémes projectifs
0— (M,7) = (N,m) = (P,m) = 0.
(ii) Pour tout morphisme de R-modules dérivé-m-complets f: M — N, les suites exactes
0 — ker(f) - M — im(f) — 0,

0 — im(f) - N — coker(f) — 0,
montrent que lim (im(f), ) et Rlim (coker(f), ) sont nuls. La proposition résulte alors de (i).
— —

(iii) Cela résulte de (ii) compte tenu de la suite exacte canonique ([36] (1.4))

. 11-
(2.11.5.1) 0= lim M, — [ My = ] Ma = R'lim M, — 0,
n>0 n>0 n>0 n>0

et du fait que les modules lim M, et [],,~, M, sont dérivé-m-complets en vertu de 2.11.3.
Py >
n>0

COROLLAIRE 2.11.6. Soient X un U-topos, XN° le topos des systémes projectifs d’objets de
X indexés par N ([2] 1IL7.7), A = (A,) une R-algébre de X°, M = (M,) un A-module de
XN Supposons que pour tout n € N, M, soit annulé par une puissance de w. Alors, le R-module
HI(XN", M) est dérivé-r-complet pour tout g > 0.

D’aprés ([2] II1.7.11), on a une suite exacte canonique et fonctorielle

(2.11.6.1) 0 — R'lim HY'(X, M,) — HY(XN", M) — lim HY(X, M,) — 0,
— —
n€N° nEN°

ott 'on a posé H™1(X, M,,) = 0 pour tout n € N. La proposition résulte alors de 2.11.3 et 2.11.5.
LEMME 2.11.7. Tout R-module dérivé-m-complet M tel que M = M, est nul.

En effet, la projection canonique lim (M, 7) — M sur le premier module du systéme projectif
«—

(M, 7) est surjective.

LEMME 2.11.8. Supposons que R soit un anneau de valuation non-discréte de hauteur 1 et que
7 soit un élément de l’idéal maximal m de R. Soit M un R-module dérivé-mt-complet tel que M /mM
soit a-nul. Alors, M est a-nul.

Notons v: R — R U {oo} la valuation de R. Soient © € M, v € m — {0}, (yn)n>1 une suite
d’éléments de m telle que Y -, v(yn) < v(7). Posons 79 = 1. On peut alors construire une suite
(n)n>0 d’éléments de M telle_que x9 = x et que pour tout n > 0, on ait 7x,+1 = Yn+12,. Posant
Yn = ﬁxn, on a MYn4+1 = Yn. Par suite, yz appartient a 'image de la projection canonique
Up 1<£n (M,7) — M sur le premier module du systéme projectif (M, ). Il s’ensuit que wug est

a-surjectif et donc M est a-nul.



Chapitre 3

Topos de Faltings

3.1. Produits orientés de topos

La notion de produit orienté de topos est due & Deligne. Elle a été étudiée par Gabber, Illusie
et Orgogozo ([35] XI, [46]). On renvoie a ([2] VI) pour la définition et les principales propriétés,
rappelées et complétées dans cette section.

3.1.1. Soient X, Y, S trois U-sites (2.1.5) dans lesquels les limites projectives finies sont
représentables,

(3.1.1.1) ff:89=X, gr:S—=Y

deux foncteurs continus et exacts a gauche. On désigne par X , Y et S les topos des faisceaux de
U-ensembles sur X, Y et S, respectivement, par

(3.1.1.2) f:X—=8 et g:YV =8

les morphismes de topos définis par fT et g7, respectivement ([4] IV 4.9.2), et par ex, ey et eg
des objets finaux de X, Y et S, respectivement, qui existent par hypothése.
On désigne par C' la catégorie des triplets

(3.1.1.3) (W,U = fH(W),V = gt (W)),

ou W est un objet de S, U — f+ (W) est un morphisme de X et V' — g (W) est un morphisme de
Y ; un tel objet sera noté (U — W « V). Soient (U = W « V) et (U’ — W' + V') deux objets
de C. Un morphisme de (U’ — W’ < V') dans (U — W <« V) est la donnée de trois morphismes
U—-U,V >V etW-—=W deX,Y et S, respectivement, tels que les diagrammes

(3.1.1.4) UL —— I S———0
U——fT(W) V——g*t(W)

soient commutatifs.

11 résulte aussitot de la définition et du fait que les foncteurs f et g™ sont exacts a gauche
que les limites projectives finies dans C sont représentables.

On munit C' de la topologie engendrée par les recouvrements

(3.1.1.5) {Ui =W, V) > (U =W+ V)}licr
des trois types suivants :
(a) V; =V, W; =W pour tout i € I, et (U; = U);er est une famille couvrante.
(b) U; =U, W; =W pour tout i € I, et (V; = V);cr est une famille couvrante.
(¢) I ={}, U =U et le morphisme V' = V Xty g"(W’) est un isomorphisme (il n’y a
aucune condition sur le morphisme W' — W).

81
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On notera que chacune de ces familles est stable par changement de base. On désigne par C le
topos des faisceaux de U-ensembles sur C.

LEMME 3.1.2 ([2] V1.3.2). Sous les hypotheses de 3.1.1, pour qu’un préfaisceau F sur C soit
un faisceau, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient remplies :
(i) Pour tout famille couvrante (Z; — Z)ier de C' du type (a) ou (b), la suite

(3.1.2.1) Fz)y—=][F@z)= ] FZxz2)
il (,5)€IxJ
est eracte.
(ii) Pour tout recouvrement (U — W' <~ V') — (U — W « V) du type (c), application
(3.1.2.2) FU—-W<+V)=SFU-—=W «+V)

est bijective.
3.1.3. Conservons les hypothéses de 3.1.1. Les foncteurs
(3.1.3.1) pi: X — C, U~ (U=ez+ey),
(3.1.3.2) p;:Y — C, Vis(ex wez V),
sont exacts a gauche et continus. Ils définissent donc deux morphismes de topos ([4] IV 4.9.2)

(3.1.3.3) p:C — X,

(3.1.3.4) p2:C = Y.
Par ailleurs, on a un 2-morphisme

(3.1.3.5) T: gp2 — [P1,

donné par le morphisme de foncteurs (gp2)« — (fp1)« suivant : pour tout faisceau F sur C et tout
W € Ob(S),

(3.1.3.6) 95 (P2« (F)) (W) = fu(pr«(F)) (W)
est 'application composée
Flex s ez gt(W)) = F(fT(W) =W < gt (W)) = F(fT(W) = ez + ey)

ot la premiére fléche est le morphisme canonique et la seconde fleche est I'inverse de I’isomorphisme
(3.1.2.2).

D’apreés ([2] VI.3.7), le quadruplet (6’, P1, D2, 7) est universel dans le sens suivant : pour tout
U-topos T muni de deux morphismes de topos a: T — Xetbh:T — Y et dun 2-morphisme
t: gb — fa, il existe un triplet
(3.1.3.7) (h: T—)é’,oz: p1h = a,B: pah 5 b),

unique & isomorphisme unique prés, formé d’un morphisme de topos h et de deux isomorphismes
de morphismes de topos « et (3, tel que le diagramme

(3.1.3.8) gp2h L fpih

”s) |s-o

gb4t>fa
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soit commutatif. Par suite, le topos C ne dépend que du couple de morphismes de topos (f, g), a
équivalence canonique prés (cf. [2] VI.3.9). On l'appelle produit orienté de X et Y au-dessus de S
et on le note X ;5 Y.

314 Etant donnés deux morphismes de U-topos f: X = Set g: Y > S , on considére X ,
Y et S comme des sites munis de leurs topologies canoniques ([4] II 2.5 et VI 1.2). On définit

~ ~
alors le produit orienté X Xz Y comme le topos des faisceaux de U-ensembles sur le site défini

dans 3.1.1 associé au couple de foncteurs (f*: S X Lg% S — }7), lesquels vérifient clairement
les hypothéses requises ([4] II 4.4 et III 1.6).

3.1.5. Considérons un diagramme de morphismes de topos

’ ’

(3.1.5.1) x T.g gy

et deux 2-morphismes
(3.1.5.2) a: wf — fu et b:gv— wg'.

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
Notons p1: X xgV — X, p2: X xgV =Y, p: X' x5 V' = X' et ph: X' x5 V' — Y’ les
projections canoniques (3.1.3). Les morphismes de topos up) et vph et le 2-morphisme composé

bp! wr! ’
(3.1.5.3) t: guph i wg'phy L= wf'p} &fup’l ,
définissent un morphisme de topos

(3.1.5.4) hi X' X5 V' = X X5 7,

~ ~ ~
que 'on notera aussi u X, v, et des 2-isomorphismes «: p1h — up) et 5: poh — vp) rendant
commutatif les carrés du diagramme

(3.1.5.5) X< X xg V2
I
OIS VIS

De plus, le diagramme

(3.1.5.6) gp2h = fpih

g*Bl lf*a

t
guphy —— fup}

est commutatif.
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3.1.6. Soient X, Y, S, X', V', 5" des U-sites dans lesquels les limites projectives finies sont
représentables, X Y S X ! Y’ S les topos de faisceaux de U-ensembles associés,

Fr gt
(3.1.6.1) X<~—8S5——Y
Nt
it "+

X/<j_

un diagramme de foncteurs continus et exacts & gauche,

(3.1.6.2) at:utofT S fTowt et bT:vtogt S g Tow™

g9y

deux isomorphismes de foncteurs. On désigne par C (resp. C’) le site associé au couple de foncteurs
(ft,g") (vesp. (f'T,¢'")) introduit dans 3.1.1, et on considére le foncteur

(3.1.6.3) Ot C—=C', (U—=W+ V)= (ut(U) = wh (W)« vt (V)),

ott le morphisme ut(U) — f'*(w™(W)) est le composé¢ u™(U) — ut(fTW)) = fF(wt(W)),
la second fléche étant induite par a™, et le morphisme v (V) — ¢'F(w*(W)) est le composé
v (V) = ot (gH(W)) S g’ (wT (W)), la second fléche étant induite par b*. Celui-ci est clairement
exact & gauche. Il transforme les familles couvrantes de C' de type (a) (resp. (b), resp. (c)) en
familles couvrantes de C’ du méme type. Pour tout faisceau F sur C’, F o & est donc un faisceau
sur C en vertu de 3.1.2. Par suite, le foncteur ® est continu. Il définit donc un morphisme de topos

(3.1.6.4) ®: X' >< Y 5 X X g Y.
Considérons le diagramme de morphismes de topos

(3.1.6.5) x Tog gy

1,k

Xx—Jt.5-9 vy

déduit de (3.1.6.1), dont les carrés sont commutatifs aux 2-isomorphismes
(3.1.6.6) a:wf 5 fu et b:wg = gv,
induits par a™ et b, prés. Il résulte de (|2] VI.3.6) que le morphisme ® est celui associé dans

(3.1.5.4) au diagramme (3.1.6.5) et aux 2-morphismes a et b=! (cf. la preuve de [2] VL.3.7).

3.1.7. Reprenons les hypothéses de 3.1.1, soient, de plus, (U — W <« V) un objet de C,
F' (resp. G, resp. H) le faisceau associ¢ a U (resp. V, resp. W). Rappelons ([4] IV 5.1) que la
categorle X /F est un U-topos, dit topos induit sur F' par X et qu ‘on a un morphisme canonique

IF: X JF = X dit morphisme de localisation de X en F. En fait, X /F est canoniquement équivalent
au topos des faisceaux de U-ensembles sur la catégorie X,y munie de la topologie induite par celle de
X via le foncteur canonique X iy — X ([4] III 5.4). De méme, on a des morphismes de localisation

ja: Y/G_>Yet JH: S/H—>S Le foncteur
(3.1.7.1) e Sw = X, W fR(W) Xy U
est clairement exact & gauche et continu. Le morphisme de topos qui lui est associé est le composé

fra =

(3.1.7.2) ' Xpp —= X g > Sy
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ou la premiére fléche est le morphisme de localisation de )?/f*(H) en l'objet F' — f*(H) déduit de
U — fH(W) ([4] IV 5.5), et la seconde fleche est le morphisme induit par f ([4] IV 5.10). On définit
de méme le foncteur g'*: Sy — Y,y et le morphisme ¢': Y/ — S/y. Les carrés du diagramme

jFl le ljc
XL .52 v

~ +— ~
sont commutatifs a isomorphismes canoniques prés. On désigne par X, p X3, u Y/c le produit

orienté de X /F et lN//G au-dessus de S /- Le diagramme (3.1.7.3) induit alors un morphisme cano-
nique (3.1.5.4)

L~ . ~ ~ ~ =~
(3.1.7.4) JF Xy JG: X/F ><§/H Y/G - X X3 Y.

On note F §H G le faisceau de X ;g Y associé & (U — W « V). D’aprés ([2] VI.3.6), on a
un isomorphisme canonique

= ~ * *
(3175) F X H G — P1 (F) X(gp2)*(H) pQ(G),

ot le morphisme pi(F) — (gp2)*(H) est le composé du morphisme pj(F) — (fp1)*(H) et du
morphisme 7: (fp1)*(H) — (gp2)*(H) (3.1.3.5). On note

. ~ ~ ~ ~
(3.1.7.6) 7 G (X Xg Y)/(F;HG) —- X xgY
le morphisme de localisation de X §§ Y en F ;H G. En vertu de (|2] VI.3.15), il existe une
équivalence de topos canonique

-
(3.1.7.7) m: (X x5 Y), e o

~ 3 = =

= X/r X5, VG

et un isomorphisme canonique

. <~ . ~ .
(3.1.7.8) (JF Xju ja)om — Ips 6
PROPOSITION 3.1.8. Reprenons les hypothéses de 3.1.1, supposons de plus que tous les objets
de X, Y et S soient quasi-compacts. Alors, N B B B
(i) Les topos X, Y et S sont cohérents et les morphismes f: X — S et g: Y — S sont
cohérents.

(ii) La topologie de C' est engendrée par la prétopologie définie pour chaque objet A de C' par
la donnée de l’ensemble Cov(A) des familles de morphismes (A; — A)ier obtenues par
composition d’un nombre fini de familles de type (c) et de familles finies de type (a) et (b);
en particulier, l’ensemble I est fini.

(iii) Tout objet de C est cohérent.

(i) Cela résulte de ([4] VI 2.4.5 et 3.3).

(ii) En effet, les familles couvrantes de type (c) et les familles couvrantes finies de type (a) et
(b) de C étant stables par changement de base, les ensembles Cov(A) pour A € Ob(C) vérifient les
axiomes d’une prétopologie ([4] IT 1.3). Chaque élément de Cov(A) étant clairement couvrant pour
la topologie définie dans 3.1.1, la topologie engendrée par cette prétopologie est moins fine que la
topologie définie dans 3.1.1. Comme tout recouvrement de C' de type (a) (resp. (b)) est raffiné par
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un recouvrement fini de méme type, la topologie engendrée par cette prétopologie est plus fine que
la topologie définie dans 3.1.1. Les deux topologies sont donc égales.

(iii) En effet, tous les recouvrements de la prétopologie définie dans (ii) sont finis. Tout objet
de C est donc quasi-compact, et par suite cohérent puisque C est stable par produits fibrés.

COROLLAIRE 3.1.9. Soient )Z', Y et S trois topos cohérents, f: X > S et g: Y = S deux
morphismes cohérents. Alors,

~ ~
(i) Le topos X xgY est cohérent; en particulier, il a suffisamment de points.
(ii) Les morphismes p1 (3.1.3.3) et p2 (3.1.3.4) sont cohérents.

En effet, le topos X (resp. }N/, resp. §) admet une sous-catégorie pleine génératrice X (resp.
Y, resp. S) formée d’objets cohérents, qui est stable par limites projectives finies ([4] VI 2.4.5).
Comme les morphismes f et g sont cohérents, on peut supposer que f*(S) C X et g*(S) C Y (|4]
VI 3.2). La proposition résulte alors de 3.1.8(iii) et ([4] VI 2.4.5, 3.3 et 9.0).

3.1.10. Reprenons les hypothéses de 3.1.1. Il résulte aussitot de la propriété universelle de
~ ~
X Xg Y que la donnée d’un point de ce topos est équivalente & la donnée d’une paire de points
z: Ens —» X et y: Ens — Y et d’'un 2-morphisme u: gy — fz (2.1.5). Un tel point sera noté

abusivement (y ~» x) ou encore (u: y ~» x). Pour tous F € Ob(X) et G € Ob(Y), on a des
isomorphismes canoniques fonctoriels

(3.1.10.1) O F)(yon) > F,

(3.1.10.2) P3G (yoa) 3 Gy,

D’aprés (|2] VI.3.6), pour tout objet (U — W + V) de C, on a un isomorphisme canonique
fonctoriel

(3.1.10.3) U =W Ve, = Us xwa Vi,

ou I'exposant “ désigne les faisceaux associés, 'application V' — W¢ est induite par V¢ — g* (W),
et l'application Uy — W¢ est composée de I'application Uy — W¢, induite par U* — f*(W?) et
du morphisme de spécialisation Wi, = Wy, défini par w.

La catégorie 7(,..,) des voisinages de (y ~ ) dans C ([4] IV 6.8.2) est donc équivalente &
la catégorie des triplets (W — U «+ V),&, () formés d’un objet (W — U « V) de C et de deux
éléments § € Uy et ¢ € V' ayant méme image dans Wg, (3.1.10.3). Elle est cofiltrante, et pour
tout préfaisceau P sur C, on a un isomorphisme canonique fonctoriel ([4] IV (6.8.4))

(3.1.10.4) Pl = lim PU—=W<+V).

(y~z

—
(U=WeV).£OEVE,

3.1.11. La construction suivante est due & Gabber ([35] XI 2.2). Soit (S, s) un topos local
de centre s: Ens — S ([4] VI 8.4.6). Notons £: S — Ens la projection canonique ([4] IV 4.3).
L’isomorphisme canonique £s ~ idggs induit un morphisme de changement de base e, — s* qui
est un isomorphisme puisque (§ ,5) est local. On en déduit un isomorphisme e*s, — £*s*. Celui-ci
permet d’identifier la fleche d’adjonction *c, — id & un morphisme (s¢)* — id. On obtient ainsi
un 2-morphisme

(3.1.11.1) cs: id — se.
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Soient f: X - §, g: Y — S deux morphismes de topos,  un point de X tel que s = fx. Les
morphismes idy et zeg et le 2-morphisme
(3.1.11.2) csg: g — freg
~ ~ ~
induit par (3.1.11.1) et la relation s = fx, définissent un morphisme v: Y — X xz Y qui s’insére
dans un diagramme non-commutatif

(3.1.11.3) Ens <~ Y

En particulier, v est une section de py telle que p1y = zeg. On dit que 7 est la section canonique
définie par le point x.
De la relation pyy = idy on déduit un morphisme de changement de base

(3.1.11.4) p2sx — 77,

composé de pay — PayYeY* — ¥, ol la premiére fléche est induite par le morphisme d’adjonction
id — 7.7, et la seconde fléche par la relation pay = idg.

PROPOSITION 3.1.12 (Gabber, [35] XI 2.3). Soient f: (X,z) — (S,s) un morphisme local
de topos locaux (i.e., s = fx), g:' Y — S un morphisme de topos, y un point de Y. Notons

v:Y — X ;g Y la section canonique définie par le point x (3.1.11). Alors, pour tout objet F de
X ;5 37, Uapplication

(3.1.12.1) (p2sF)y — (v F)y

déduite du morphisme de changement de base (3.1.11.4) est bijective.

En effet, notant ¢: S — Ens la projection canonique, le composé regy: Ens — X est cano-
niquement isomorphe & x. Le 2-morphisme c;: id — se (3.1.11.1) induit donc un 2-morphisme
ui gy — fa définissant un point de X ; Y (3.1.10), qui n’est autre que vy. Considérons X, Y
et S comme des sites munis de leurs topologles canonlques et notons C' le site défini dans 3.1.1
relativement au couple de foncteurs (f*: S X,g*: 8 > Y) (cf. 3.1.4). On désigne par ¥, la
catégorie des voisinages de y(y) dans C (3.1.10), et par #, la catégorie des voisinages de y dans Y
([4] IV 6.8), c’est-a-dire la catégorie des couples (V;¢) formés d’'un objet V de Y et d’un élément
eV,

Soient ez (resp. eg) un objet final de S (resp. X), & l'unique élément de r*(eg). On a le
foncteur

(3.1.12.2) v Wy = Vs (V,Q) = ((eg = eg < V), &, ().

Les catégories 7, et #, sont cofiltrantes ([4] IV 6.8.2) et le foncteur ¢ est pleinement fidéle. On
vérifie aussitot que (3.1.12.1) est lapplication

(3.1.12.3) hl? Fleg —eg+ V) — hi>n FU—->W<+YV)
(V,C)Ewyo (U—-W<+V),£,¢)e V’Y(y)
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induite par ¢°. Il suffit donc de montrer que ¢° est cofinal. Soit (U — W <+ V), ¢, () € Ob(%,,).

Comme le topos ()N( ,) est local, on a un isomorphisme canonique fonctoriel U, = I'(X,U). On
peut donc identifier £ € U, a une section que I'on note encore { € U(eg). Notons x I'image de £

par application U, — Wy déduite du morphisme U — f*(W). Le topos (g, s) étant local, on peut
identifier x & une section que 'on note encore £ € W(eg). On obtient alors un morphisme de C

(3.1.12.4)

€§—>€§&V

|
U——W~—V
Celui-ci induit clairement un morphisme de 75,
(3.1.12.5) WV, () = (U =W+ V), 0).
On en déduit que ¢° est cofinal en vertu de ([4] IV 8.1.3(c)) ; d’ou la proposition.

COROLLAIRE 3.1.13. Sous les hypothéses de 3.1.12, si, de plus, Y a assez de points, alors le
morphisme de changement de base pa. — v* (3.1.11.4) est un isomorphisme ; en particulier, le
foncteur pay est exact.

COROLLAIRE 3.1.14. Sous les hypothéses de 3.1.12, si, de plus, Y est local de centre Yy, alors
~ ~
le topos X Xz Y est local de centre ~yy.

En effet, pour tout faisceau F de X Zg Y, onaT(X Zg Y,F) =T(Y,pu(F)) = (P2« (F))y-
Par ailleurs, le morphisme

(3.1.14.1) T(X X5V, F) =T(Y,pau(F)) = (V7" (F))

induit par le morphisme (3.1.11.4) s’identifie au morphisme défini par image inverse par 7. Le
morphisme canonique

3.1.14.2 (X Xz V,F) = F
S Y

s’identifie donc a la fibre du morphisme po.(F) — v*(F) (3.1.11.4) en y, qui est un isomorphisme
en vertu de 3.1.12, d’oit la proposition.

COROLLAIRE 3.1.15. Conservons les hypothéses de 3.1.12, supposons, de plus, que Y ait assez
de points. Alors :

~ ~
(i) Pour tout faisceau F' de X x3 Y, lapplication canonique

(3.1.15.1) I(X X5V, F) = (Y,7°F)

est bijective.

~ ~
(ii) Pour tout faisceau abélien F de X x5 Y et tout entier i > 0, lapplication canonique

Lo~ = ~ .~
(3.1.15.2) H' (X xgY,F) — H(Y,y"F)
est bijective.

Cela résulte aussitot de 3.1.12 (cf. la preuve de ’énoncé analogue [2] V1.10.28).
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3.1.16. Soient X et Y deux U-sites dans lesquels les limites projectives finies sont représen-
tables, fT: X — Y un foncteur continu et exact & gauche. On désigne par X et Y les topos des
faisceaux de U-ensembles sur X et Y, respectivement, par f: Y > X le morphisme de topos associé
a fT, et par ex et ey des objets finaux de X et Y, respectivement, qui existent par hypothése.
Le topos X ; % Y est appelé topos co-évanescent de f. On peut le définir par un site un peu plus
simple que le site C' associé au couple de foncteurs (idx, f) introduit dans 3.1.1, comme suit.

On désigne par Dy+ la catégorie des paires (U,V — fT(U)), ou U est un objet de X et
V — fT(U) est un morphisme de Y ; un tel objet sera noté (V — U). Soient (V — U), (V' — U’)
deux objets de D ¢+. Un morphisme de (V' — U’) dans (V' — U) est la donnée de deux morphismes
V' = VdeY et U — U de X, tels que le diagramme

(3.1.16.1) V' —— fH(U)

-

V——=fT(U)

soit commutatif. Il résulte aussitot des hypotheses que les limites projectives finies dans D+ sont
représentables. On munit D+ de la topologie co-évanescente ([2] V1.4.1), c’est-a-dire, la topologie
engendrée par les recouvrements

(3.1.16.2) {(Vi=Ui) = (V= U)tier

des deux types suivants :
(o) U; =U pour tout i € I, et (V; = V);er est une famille couvrante.
(8) (Ui — U)ier est une famille couvrante, et pour tout ¢ € I, le morphisme canonique
Vi = V X+ fT(U;) est un isomorphisme.
Le site ainsi défini est appelé site co-évanescent associé au foncteur f ; c’est un U-site. On désigne
par D 7+ (resp. D 7+) la catégorie des préfaisceaux (resp. le topos des faisceaux) de U-ensembles

sur Df+.

Considérons le site C associé au couple de foncteurs (idx, f) défini dans 3.1.1 et les foncteurs
(3.1.16.3) FiDpe - C (V=oU)—» (U=U«+YV),
(3.1.16.4) 77 C = Dpr, (U=W V)= (Vg fH(U) = U).

Il est clair que +* est un adjoint & gauche de 5t et que +* et 57 sont exacts a gauche. D’aprés (|2]
VI1.4.8), les foncteurs :™ et 57 sont continus. Ils définissent donc des morphismes de topos

(3.1.16.5) v: C = Dy,
(3.1.16.6) 7: Dy = C.

Les morphismes d’adjonction id — 37 o 4™ et ¢+ o 57 — id induisent des morphismes ¢, o 7. — id
et id — 74 o ¢, qui font de ¢, un adjoint & droite de ..

PROPOSITION 3.1.17 (|2] V1.4.10). Sous les hypothéses de 3.1.16, les morphismes d’adjonction
s 075 — id et id = 74 0 i sont des isomorphismes. En particulier, ¢ (3.1.16.5) et 3 (3.1.16.6) sont
des équivalences de topos quasi-inverses l'une de autre.

3.1.18. Conservons les hypothéses de 3.1.16. Les foncteurs
(3.1.18.1) pi: X — Dy, U (ff(U)=D),
(3.1.18.2) ps:Y — D, Ve (V—oex),
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sont exacts & gauche et continus. Ils définissent donc deux morphismes de topos
(3.1.18.3) p1: D+ — X,
(3.1.18.4) p2: Dpy =Y.

Les morphismes p; ot et ps ot s’identifient aux morphismes p1 : C— Xet p2: C — Y définis dans
3.1.3. Le 2-morphisme (3.1.3.5)

(3.1.18.5) T: fp2 = p1

est alors défini par le morphisme de foncteurs (fp2). — p1« suivant : pour tout faisceau F' sur D s+
et tout U € Ob(X),

(3.1.18.6) Fe(@2:(F))(U) = p1(F)(U)
est Papplication canonique
(3.1.18.7) F(ft(U) —wex)— F(ft(U) = U).

~ ~ ~
Dans la suite de ce livre, nous identifierons les topos D¢+ et X x ¢ Y au moyen des équivalences
quasi-inverses 'une de l'autre ¢ et 3.

Le foncteur

(3.1.18.8) Ut Dy =Y, (VoU)=V
est continu et exact a gauche ([2] VI.4.13). Il définit donc un morphisme de topos
(3.1.18.9) TV 5 X xgV

tel que p1¥ = f, po¥ = idy et 7 ¥ = idy. Ces relations déterminent ¥ compte tenu de la
propriété universelle du topos co-évanescent.

(3.1.18.10) Y
/‘I’ o
XM xx.v- 2oy

/
\

Le morphisme W est appelé morphisme des cycles co-proches. De la relation p2.¥. = idg, on
obtient par adjonction un morphisme

(3.1.18.11) ps — W,.

Celui-ci est un isomorphisme d’aprés ([2] V1.4.14); en particulier, le foncteur U, est exact.

3.1.19. Soient X, Y, X’ et Y’ des U-sites dans lesquels les limites projectives sont représen-
tables,

f+

(3.1.19.1) xt .y
”+l l”
e
X —=Y



3.2. LIMITE PROJECTIVE DE TOPOS CO-EVANESCENTS 91

un diagramme de foncteurs continus et exacts & gauche, commutatif a isomorphisme prés :
(3.1.19.2) a:vtoft S fTout.

On note X , }7, X' et Y’ les topos des faisceaux de U-ensembles sur X, Y, X’ et Y/, respectivement,

(3.1.19.3) vy Lo x

P
le diagramme de morphismes de topos déduit de (3.1.19.1) et
(3.1.19.4) a:uf 5 fo
I'isomorphisme induit par a. On désigne par D+ (resp. D) le site co-évanescent associé a fr
(resp. f') (3.1.16). On a un foncteur
(3.1.19.5) ®t: Dy — Dy,
qui & tout objet (V' — U) de D+ associe I'objet (vt (V) — u(U)) de D+ défini par le composé

a(U
(3.1.19.6) vt (V) —— ot () L (@)
11 est clairement exact a gauche. Il est continu en vertu de ([2] V1.4.4). Il définit donc un morphisme
de topos

~ ~ ~ ~
(3.1.19.7) o: X' x5, V' 5 X x37,

qui n’est autre que le morphisme associé dans (3.1.5.4) au diagramme commutatif (3.1.19.3).
Le diagramme

~ ’

(3.1.19.8) Vs X K, v

~ o ~ ~
Y ——= X X 5 Y
o ¥ et ¥’ sont les morphismes des cycles co-proches (3.1.18.9), est clairement commutatif &

isomorphisme canonique prés.

3.2. Limite projective de topos co-évanescents

3.2.1. On désigne par 9 la catégorie des morphismes de schémas et par € la catégorie des
morphismes de 9. Les objets de € sont donc des diagrammes commutatifs de morphismes de
schémas

(3.2.1.1)

V—U
Y — X

ol l'on considére les fleches horizontales comme des objets de 9 et les fleches verticales comme des
morphismes de 9T; un tel objet sera noté (V,U,Y, X). On désigne par ® la sous-catégorie pleine
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de € formée des objets (V,U,Y, X) tels que les morphismes U — X et V — Y soient étales de
présentation finie. Le “foncteur but”

(3.2.1.2) DM (V,UY,X)— (Y = X),

fait de ® une catégorie fibrée, clivée et normalisée. Avec les notations de 2.1.17, tout morphisme
de schémas f: Y — X induit un foncteur

(3213) fcoh Etcoh/X - Etcoh/Y

La catégorie fibre 25 de (3. 2 1.2) au-dessus de f est la catégorie sous-jacente au site co-évanescent
Df+h associé au foncteur (3.1.16). Pour tout diagramme commutatif de morphismes de sché-

i coh

mas
(3.2.1.4) vy Lo x

T

f
Yy —X

le foncteur image inverse de (3.2.1.2) associé au morphisme (¢’, g) de 9 est le foncteur
(3.2.1.5) O D =+ Dp, (VoU)= (VxyY =UxxX).

Celui-ci est continu et exact & gauche d’apreés 3.1.19. Munissant chaque fibre de ® /9t de la topologie
co-évanescente (3.1.16), © devient un U-site fibré ([4] VI 7.2.4). On désigne par

(3.2.1.6) F—M

le U-topos fibré associé 4 D /M ([4] VI 7.2.6). La catégorie fibre de § au-dessus d’un objet f: ¥ — X
de 9 est le topos Dy des faisceaux de U-ensembles sur le site co-évanescent Dy, et le foncteur
image inverse relatif au morphisme défini par le diagramme (3.2.1.4) est le foncteur ®*: Dy — D/

image inverse par le morphisme de topos ®: © — D associé au morphisme de sites @ (3.2.1.5).
On note

(3.2.1.7) TV —me
la catégorie fibrée obtenue en associant a tout objet f: Y — X de 9 la categorle S = ®f, et &
tout morphisme défini par un dlagramme (3.2.1.4) le foncteur P, : D = D ¢ image directe par le
morphisme de topos ®: gf’ — gf

3.2.2. Soient I une catégorie cofiltrante essentiellement petite ([4] I 2.7 et 8.1.8),
(3.2.2.1) e: I =M, i (fi:Yi = X;)

un foncteur tel que pour tout morphisme j — ¢ de I, les morphismes Y; — Y; et X; — X; soient
affines. On suppose qu’il existe ig € Ob(I) tel que X;, et Y;, soient cohérents. On désigne par

(3.2.2.2) 9, — I
(3.2.2.3) 3, = 1
(3.2.2.4) SN

les site, topos et catégorie fibrés déduits de D (3.2.1.2), §F (3.2.1.6) et F¥ (3.2.1.7), respectivement,
par changement de base par le foncteur ¢. On notera que §, est le topos fibré associé a D, ([4]
VI 7.2.6.8). D’apreés ([30] 8.2.3), les limites projectives

(3.2.2.5) X=lim X; et Y= lim Y;

— “—
i€O0b(I) i€Ob(I)
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sont représentables dans la catégorie des schémas. Les morphismes (f;);c; induisent un morphisme
f:Y — X qui représente la limite projective du foncteur (3.2.2.1).
Pour tout i € Ob(I), on a un diagramme commutatif canonique

(3.2.2.6) y . x
bk
11 lui correspond un foncteur image inverse (3.2.1.5)
(3.2.2.7) oDy, — Dy,
qui est continu et exact & gauche, et par suite un morphisme de topos
(3.2.2.8) P;:Dp— Dy,

On a un foncteur naturel
(3.2.2.9) D, — Dy,

dont la restriction & la fibre au-dessus de tout i € Ob([) est le foncteur ®; (3.2.2.7). Ce foncteur
transforme morphisme cartésien en isomorphisme. Il se factorise donc de fagon unique a travers un
foncteur ([4] VI 6.3)

(3.2.2.10) lim D, — Dj.

IO

Le I-foncteur ®, — D x I déduit de (3.2.2.9) est un morphisme cartésien de sites fibrés ([4] VI
7.2.2). 1l induit donc un morphisme cartésien de topos fibrés ([4] VI 7.2.7)

(3.2.2.11) D xI—F,

PRrROPOSITION 3.2.3. Le couple formé du topos 5f et du morphisme (3.2.2.11) est une limite
projective du topos fibré §,/I ([4] VI 8.1.1).

On notera d’abord que le foncteur (3.2.2.10) est une équivalence de catégories en vertu de ([30]
8.8.2 et 17.7.8). Soient T un U-topos,

(3.2.3.1) h:Tx 13§,

un morphisme cartésien de topos fibrés au-dessus de I. Notons e7: ®, — §, le foncteur cartésien
canonique ([4] VI (7.2.6.7)), et posons

(3.2.3.2) ht =h*oe;: Dy, =T x 1.
Pour tout ¢ € Ob(I), on désigne par
(3.2.3.3) hi:®y =T

la restriction de A" aux fibres au-dessus de i. Compte tenu de ’équivalence de catégories (3.2.2.10)
et de ([4] VI 6.2), il existe un et un essentiellement unique foncteur

(3.2.3.4) gt DT
tel que h™ soit isomorphe au composé

T xi
(3.2.3.5) D, —= D x 2 g,
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ol la premiére fleche est le foncteur déduit de (3.2.2.9). Montrons que g+ est un morphisme de
sites. Pour tout objet (V. — U) de Dy, il existe i € Ob(I), un objet (V; — U;) de Dy, et un
isomorphisme de D

(3.2.3.6) (V=U) S 7 (Vi = Uy).

Comme les foncteurs h;r et <I>;r sont exacts & gauche, on en déduit que g est exact & gauche.
D’autre part, tout recouvrement fini de type («) (resp. (8)) de D (3.1.16) est 'image inverse d'un
recouvrement de type (o) (resp. (f)) de ©y, pour un objet i € I, en vertu de ([30] 8.10.5(vi)).
Comme les schémas X et Y sont cohérents, on en déduit que g+ transforme les recouvrements de
type («) (resp. (8)) de ®y en familles épimorphiques de T'. Par suite, g* est continu en vertu de
([2] VI.4.4). 11 définit donc un morphisme de topos

(3.2.3.7) g: T =Dy

tel que h soit isomorphe au composé

(3.2.3.8) Txl—2 Dl —3,,

ou la seconde fleche est le morphisme (3.2.2.11). Un tel morphisme g est essentiellement unique
car la “restriction” g*: ©; — T du foncteur g* est essentiellement unique d’aprés ce qui précede,
d’ott la proposition.

3.2.4. Munissons D, de la topologie totale ([4] VI 7.4.1) et notons Top(D,,) le topos des fais-
ceaux de U-ensembles sur ®,. D’aprés ([4] VI 7.4.7), on a une équivalence canonique de catégories
(2.1.6)

(3.2.4.1) Top(D,) = Homypo (I°,F)).

D’autre part, le foncteur naturel ®, — D (3.2.2.9) est un morphisme de sites ([4] VI 7.4.4) et
définit donc un morphisme de topos

(3.2.4.2) w: D; — Top(Dy,).

En vertu de 3.2.3 et ([4] VI 8.2.9), il existe une équivalence de catégories © qui s’insére dans un
diagramme commutatif

(3.2.4.3) Df ——2—> Homgy 1o (1%, FY)
Top(D,) —— Hom-(I°,F)

ou la fleche horizontale inférieure est 1'équivalence de catégories (3.2.4.1) et la fleche verticale de
droite est l'injection canonique.

Pour tout objet F' de Top(D,,), si {i — F;} est la section correspondante de Homjo (1°,§),
on a un isomorphisme canonique fonctoriel ([4] VI 8.5.2)

(3.2.4.4) =" (F) 5 lim @} (F).

i€l
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COROLLAIRE 3.2.5. Soient F un faisceau de Top(Dy,), {i — F;} la section de Homyo (I1°,F)
qui lui est associée par I’équivalence de catégories (3.2.4.1). Alors, on a un isomorphisme canonique
fonctoriel

(3.2.5.1) 1;11 L@y, F) 3Ty, 123 1 (F)).

COROLLAIRE 3.2.6. Soit F' un faisceau abélien de Top(D,) et soit {i — F;} la section de
Homy (1°,§)) qui lui est associée par I'équivalence de catégories (3.2.4.1). Alors, pour tout entier
q >0, on a un isomorphisme canonique fonctoriel

: q(7) N XD, 1 * (T
(3.2.6.1) i 10D, F) 5 (Dl 07(F))

Les corollaires 3.2.5 et 3.2.6 résultent de 3.2.3 et ([4] VI 8.7.7). On notera que les conditions
requises dans ([4] VI 8.7.1 et 8.7.7) sont satisfaites en vertu de 3.1.8(iii), 3.1.9(i) et ([4] VI 3.3, 5.1
et 5.2).

3.3. Topos de Faltings

On rappelle dans cette section la définition du topos de Faltings suivant 'approche développée
dans ([2] VI.10). On établit aussi quelques propriétés supplémentaires.

3.3.1. On désigne par Z la catégorie des revétements étales (i.e., la sous-catégorie pleine de
la catégorie des morphismes de schémas, formée des revétements étales) et par

(3.3.1.1) % — Sch

le “foncteur but”, qui fait de Z une catégorie fibrée clivée et normalisée au-dessus de Sch (2.1.5)
([23] VI) : la catégorie fibre au-dessus de tout schéma X est canoniquement équivalente a la
catégorie Et¢ x, et pour tout morphisme de schémas f: Y — X, le foncteur image inverse

fr: Etf/X — Etf/y n’est autre que le foncteur changement de base par f (2.1.17). Munissant
chaque fibre de la topologie étale, #Z/Sch devient un U-site fibré ([4] VI 7.2.1).

3.3.2. Dans cette section, f: Y — X désigne un morphisme de schémas et
(3.3.2.1) T B — Et)x

le U-site fibré déduit du site fibré des revétements étales % /Sch (3.3.1.1) par changement de base
par le foncteur

(3.3.2.2) Et,xy —Sch, U~ UxyxY.

On dit que 7 est le site fibré de Faltings associé & f (|2] VI.10.1). On peut décrire explicitement la
catégorie F de la facon suivante. Les objets de F sont les morphismes de schémas V' — U au-dessus
de f: Y — X tels que le morphisme U — X soit étale et que le morphisme V. — Uy = U xx Y
soit étale fini. Soient (V' — U’), (V — U) deux objets de E. Un morphisme de (V' — U’) dans
(V. = U) est la donnée d’un X-morphisme U’ — U et d’un Y-morphisme V' — V tels que le
diagramme

(3.3.2.3) |
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soit commutatif. Le foncteur 7 est alors défini pour tout objet (V' — U) de E, par
(3.3.2.4) (V> U)=U.

La fibre de F au-dessus d’un objet U de Et /x S’identifie canoniquement au site fini étale de Uy .
On note
(3.3.2.5) wr: Bty = E, Vs (V= U)

le foncteur canonique ([2] (VI.5.1.2)).

On munit E de la topologie co-évanescente associée & 7 (|2] VI.5.3), autrement dit, la topologie
engendrée par les recouvrements {(V; — U;) = (V — U) }ies des deux types suivants :

(v) U; =U pour tout i € I, et (V; = V);er est un recouvrement étale.

(¢) (Ui = U);er est un recouvrement étale et V; = U; xy V pour tout i € I.
Le site co-évanescent E ainsi défini est encore appelé site de Faltings associé a f ; c’est un U-site. On
désigne par E (resp. F) la catégorie des préfaisceaux (resp. le topos des faisceaux) de U-ensembles

sur E. On appelle E le topos de Faltings associé a f ([2] VI.10.1).
On désigne par

(3.3.2.6) §— Bt)x

le U-topos fibré associé a 7. La catégorie fibre de § au-dessus de tout U € Ob(Et /x) est canonique-
ment équivalente au topos fini étale (Uy )gst de Uy (2.1.17) et le foncteur image inverse pour tout
morphisme t: U' — U de Et/x s’identifie au foncteur (ty )i : (Uy)ess — (Us )rer image inverse
par le morphisme de topos (ty )ese: (Uy )ese — (Uy)rer ([2] VI.9.3). On désigne par

(3.3.2.7) g — (Bt/x)°
la catégorie fibrée obtenue en associant a tout U € Ob(Et/X) la catégorie (Uy)get, €t & tout

morphisme t: U’ — U de Et/x le foncteur (ty)rees: (Ui )tee — (Uy)rey image directe par le
morphisme de topos (ty ). On désigne par

(3.3.2.8) PV — (Bt)x)°

la catégorie fibrée obtenue en associant & tout U € Ob(Et /x) la catégorie (Etf Juy)” des préfais-
ceaux de U-ensembles sur Etf /Uy » €t & tout morphisme ¢: U " U de Et /x le foncteur

(3.3.2.9) (ty Jrees: Bty )" = (Btyyp, )

obtenu en composant avec le foncteur image inverse t)t: Etf /Uy — Etf JUL -
On a une équivalence de catégories ([2] VI.5.2)

(3.3.2.10) E — Homg, .((Bt/x)°,2")
F — {Uw~ Foun}.

On identifiera dans la suite F' a la section {U +— F o (1} qui lui est associée par cette équivalence.
D’aprés ([2] VI.5.11), le foncteur (3.3.2.10) induit un foncteur pleinement fidéle

(3.3.2.11) E — Homg, .((Bt/x)°,3"),

d’image essentielle les sections {U — Fy } vérifiant une condition de recollement.
Les foncteurs

(3.3.2.12) o Et)x - E, Uw (Uy = U),
(3.3.2.13) axi: Bty = B, Ve (V= X).
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sont exacts a gauche et continus ([2] VI.10.6). Ils définissent donc deux morphismes de topos
(3.3.2.14) o: E— Xg,
(3.3.2.15) B: E — Yia.

Pour tout faisceau F' = {U — Fy} sur E, on a B.(F) = Fx.
Le foncteur

(3.3.2.16) VT E S Ety, (VoU)=V
est continu et exact a gauche ([2] VI.10.7). 11 définit donc un morphisme de topos
(3.3.2.17) V: Ya — E.

Nous changeons ici de notations par rapport a loc. cit., en réservant la notation ¥ aux foncteurs des
cycles co-proches dans le sens strict (3.1.18.9). Pour tout faisceau F' de Yz, on a un isomorphisme
canonique de F

(3.3.2.18) U (F) 5 {U = puy«(F|Uy)},
ou pour tout objet U de Et/X, puy : (Uy)es — (Uy)sét est le morphisme canonique (2.1.17.1).

3.3.3. On désigne par Etcoh /x la sous-catégorie pleine de Et /x formée des schémas étales
de présentation finie sur X, munie de la topologie induite par celle de Et /x (2.1.17), et par

(3.3.3.1) Teon: Eeoh — Eteon/x
le site fibré déduit de 7 (3.3.2.1) par changement de base par le foncteur d’injection canonique
(3.3.3.2) Eteon/x — Et)x.

On munit Feon de la topologie co-évanescente définie par meon ([2] VI.5.3). D’aprés ([2] VI.10.4), si
X est quasi-séparé, la projection canonique F.,, — F induit par restriction une équivalence entre
le topos E et le topos des faisceaux de U-ensembles sur E.q,. De plus, sous la méme hypothése, la
topologie co-évanescente de E.., est induite par celle de F.

3.3.4. On désigne par Dy+ le site co-évanescent du foncteur f+: Et/X — Et/y de change-

—
ment de base par f, et par X¢; Xx,, Yet le topos co-évanescent du morphisme fe: Yo — Xg (cf.
3.1.16). Tout objet de E est naturellement un objet de D +. On définit ainsi un foncteur pleinement
fidéle et exact a gauche

(3.3.4.1) pTiE— Dy,
Celui-ci est continu d’aprés ([2] VI.10.15). Il définit donc un morphisme de topos
(3.3.4.2) p: Xeo X x,, Yoo — E.

11 résulte aussitot des définitions (3.1.18) que les carrés du diagramme

(3.3.4.3) Xeo =22 Xep Xy, Yoo —22> Yo
‘ lp lpy
o s B
Xét E l/fét
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ol py est le morphisme canonique (2.1.17.1), et le diagramme

N7 R
(3.3.4.4) Yo —— Xet Xx, Yot

sont commutatifs a isomorphismes canoniques prés.

PROPOSITION 3.3.5. Supposons X etY cohérents. Alors,

(i) Pour tout objet (V. — U) de Econ (3.3.3), le faisceau associé (V. — U)® est un objet cohérent
de E. _

(ii) Le topos E est cohérent; en particulier, il a suffisamment de points.

(iii) Le morphisme p (3.3.4.2) est cohérent.

Les propositions (i) et (ii) sont mentionnées a titre de rappel ([2] VI.10.5). Montrons la propo-
sition (iii). Avec les notations de 2.1.17, le morphisme f induit un foncteur

(3351) fth: Etcoh/X - Etcoh/Y-

Cf

On note D+ le site co-évanescent associé a [, (3.1.16). D’apres 3.1.19, le foncteur d’injection
coh
canonique D s D+ est continu et exact a gauche. Il induit une équivalence entre les topos
coh

associés. Pour tout objet (V — U) de Econ, p™(V — U) est un objet de D+ . La proposition (iii)

résulte alors de (i), 3.1.8(iii) et ([4] VI 3.2) appliqué a la famille topologiquement génératrice Fcop
de E.

PRroOPOSITION 3.3.6 ([2] VI.10.21). Si les schémas X et Y sont cohérents, lorsque (§ ~~ T)
décrit la famille des points de X ;Xéc Yer (3.1.10), la famille des foncteurs fibres de E associés
auzx points p(g ~> T) est conservative (3.3.4.2) ([4] IV 6.4.0).

—
On notera que sous les mémes hypothéses, la famille des foncteurs fibres de X4 xx,, Ys
associés aux points (g ~ T) est conservative en vertu de 3.1.9(i).
3.3.7. Soient X — X un morphisme, ¥ =Y xx X, f: ¥ — X la projection canonique,

— ~
Xt Xx,, Y le topos co-évanescent et E le topos de Faltings associés a f. On vérifie aussitot que
le diagramme

(3371) Xét ;iét Xét — Xst ;Xéc Yt
| |-
E = E

ot les morphismes v et ® sont définis par fonctorialité (3.1.19.7) et ([2] (VI.10.12.5)), et p et p
sont les morphismes canoniques (3.3.4.2), est commutatif & isomorphisme canonique prés. On en
déduit un morphisme de changement de base (cf. [1] 1.2.2)

(3.3.7.2) c: ®p. = p V"
En restreignant aux faisceaux abéliens, on déduit un morphisme pour tout entier ¢ > 0,

(3.3.7.3) ¢?: @*RYp, — Rip v".
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ProprosSITION 3.3.8. Conservons les hypothéses et notations de 3.3.7, supposons, de plus, que
l'une des deux hypothéses suivantes soit satisfaite :
(a) X est étale au-dessus de X ;
(b) le morphisme f: Y — X est cohérent, et X est le localisé strict de X en un point géomé-
trigue T de X.

Alors,
(i) Pour tout faisceau F de Xt §Xéc Yet, le morphisme de changement de base (3.3.7.2)
(3.3.8.1) o(F): @*(puF) = p (V'F)

est un isomorphisme.
-
(ii) Pour tout faisceau abélien F de X¢ X x., Yao et tout entier ¢ > 0, le morphisme de
changement de base (3.3.7.3)
(3.3.8.2) I(F): *(Rp.F) — Rip (v'F)

est un isomorphisme.

Considérons d’abord le cas (a). Notons (Y — X)® le faisceau de E associé¢ a I'objet (X — Y)
de E. D’aprés (|2] VI.10.14), on a une équivalence canonique

(3.3.8.3) ES By x)e,

dont le composé avec le morphisme de localisation de E en (Y — X)® est égal a ®. D’aprés ([2]
VI1.4.18), on a une équivalence canonique

«— - «—
(3.3.8.4) X XX, Yi— (Xét X Xt Yét)/p*((xﬁi)“)’

dont le composé avec le morphisme de localisation de Xg; ; X Yer en p*((Y — X)®) est égal a v.
De plus, p s’identifie a la restriction de p au-dessus de (Y — X)® ([4] IV (5.10.3)). La proposition
(i) s’ensuit aussitot, et la proposition (ii) est une conséquence de ([4] V 5.1(3)).

Considérons ensuite le cas (b). Choisissons un voisinage étale affine X} de T dans X et notons
Uz la catégorie des X(-schémas étales T-pointés qui sont affines au-dessus de X, (cf. [4] VIII 3.9
et 4.5). Tout objet X’ de Uz donne lieu & un diagramme & carrés commutatifs & isomorphismes
canoniques pres

(3.3.8.5) X Xx,, Yoo =5 Xl xxs (¥ xx X )at —> Xt X xa0 Yt
B\L \LPX’ lp
~ [ ~ D ~
E — Ex X E

ou X/, ;Xéc (Y xx X')et est le topos co-évanescent et EX/ est le topos de Faltings associés a la
projection canonique f': Y xx X’ — X’ px: est le morphisme canonique (3.3.4.2) et les fleches
horizontales sont les morphismes de fonctorialité.

Suivant 3.2.1, on désigne par

(3.3.8.6) F— Vs

<
le topos fibré obtenu en associant a tout objet X’ de Uz le topos X, X X1, (Y xx X')ét, et a tout
morphisme X" — X’ de Uz le foncteur

r < I n < "
Xét XXét (YXXX)ét—)Xét XXé/t (YXXX )ét
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image inverse par le morphisme de fonctorialité. En vertu de 3.2.3, les morphismes vy, identifient
le topos X, % x,, Y4 a la limite projective du topos fibré §.
Suivant ([2] VI.11.1), on désigne par

le topos fibré obtenu en associant & tout objet X’ de Uz le topos EX/, et & tout morphisme
X" — X' de Uz le foncteur E X — E x~ image inverse par le morphisme de fonctorialité. En vertu
de ([2] VI.11.3), les morphismes @y, identifient le topos E & la limite projective du topos fibré &.

Les morphismes px/, pour X’ € Ob(Uz), définissent un morphisme de topos fibrés ([4] VI
7.1.6)

(3.3.8.8) 0 5.
Le morphisme p se déduit de ¢ par passage a la limite projective ([4] VI 8.1.4).
D’aprés ([4] VI 8.5.10), pour tout objet F' de Xgt §Xét Y4, on a un isomorphisme canonique
(3:38.9) p (NS lim D (e (e (F)))
X/ €0b (V)

On notera que les conditions requises dans ([4] VI 8.5.10) sont satisfaites en vertu de 3.1.8(iii),
3.1.9(i), 3.3.5 et ([4] VI 3.3 et 5.1). Par ailleurs, compte tenu de ([1] 1.2.4(i)), le morphisme ¢(F')
(3.3.8.1) s’identifie & la limite inductive des morphismes

(3.3.8.10) P (P (px(F))) = R (pxr (Vi (F)))
déduits des morphismes de changement de base relativement au carré de droite de (3.3.8.5). Ces

derniers sont des isomorphismes d’aprés le cas (a); d’ou la proposition (i) dans le cas (b).
On démontre de méme la proposition (ii) en utilisant ([4] VI 8.7.5).

3.3.9. Supposons X strictement local de point fermé z. D’aprés ([2] VI.10.23 et V1.10.24),
on a un morphisme canonique de topos

(3.3.9.1) 0: Yie — E,
qui est une section de 8 (3.3.2.15), i.e., on a un isomorphisme canonique
(3.3.9.2) 80 5 idy,,,
On obtient un morphisme de changement de base ([2] (V1.10.24.4))
(3.3.9.3) B, = 0",

D’aprés 3.1.11, le point x définit une section canonique
(3.3.9.4) Yoo — Xeo X x,, Yer.

En vertu de ([2] VI.10.25), le diagramme

~y —
(3.3.9.5) Yoo — Xeo Xx, Yot

Yi ——E

ol py est le morphisme canonique (2.1.17.1), est commutatif & isomorphisme canonique prés. Il
induit donc un morphisme de changement de base

(3.3.9.6) 0*ps = py ™.
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En restreignant aux faisceaux abéliens, on déduit un morphisme pour tout entier ¢ > 0 (cf. [1]
1.2.2)

(3.3.9.7) *Rip. — Ripy.y*.

PRropPOSITION 3.3.10. Conservons les hypothéses et notations de 3.3.9. Alors,
(i) Le morphisme de changement de base 3, — 0* (3.3.9.3) est un isomorphisme ; en particulier,
le foncteur B, est exact.

(ii) Pour tout faisceau F de Xt ;Xét Y, le morphisme de changement de base (3.3.9.6)
(3.3.10.1) 0% (p«(F)) = py+(v"(F))

est un isomorphisme.

(iil) Pour tout faisceau abélien F de Xg ;Xét Ysr et tout entier ¢ > 0, le morphisme de
changement de base (3.3.9.7)

(3.3.10.2) 0" (R7p.(F)) — Ripy. (v (F))
est un isomorphisme.

La proposition (i) est mentionnée a titre de rappel ([2] VI.10.27). Considérons le diagramme

(3.3.10.3) Yoo — > Xop X x0, Yoo —2 Yoy
pyt lp ‘/py
Yiet ’ E i Yot

dont les carrés sont commutatifs & isomorphismes canoniques prés (3.3.4.3) et (3.3.9.5).
Le diagramme de morphismes de foncteurs

(3.3.10.4) 0% py —— py 7"

aT Tb
d
ﬁ*p* — Py P2«

ol a est induit par (3.3.9.3), b est induit par (3.1.11.4), ¢ est le morphisme de changement de base
(3.3.9.6) et d est I'isomorphisme de commutativité du carré de droite de (3.3.10.3), est commutatif.
En effet, d’apres ([1] 1.2.4(iii)), coa est le morphisme de changement de base relativement au carré
commutatif

(3.3.10.5) Yoo —> Xo X x,, Yar
pyl lﬁp

La proposition (ii) résulte de (3.3.10.4), (i) et 3.1.12.
Restreignant aux faisceaux abéliens, pour tout entier ¢ > 0, le diagramme de morphismes de
foncteurs

(3.3.10.6) 0*RIp, — = Ripy.y*

44
B*qu* > quY*pQ*
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ot a? est induit par (3.3.9.3), b? est induit par (3.1.11.4), ¢? est le morphisme de changement de
base (3.3.9.7) et d? est I'isomorphisme déduit de la relation 8p = pyp2 (3.3.10.3) et de 'exactitude
des foncteurs B, et pa. (cf. (i) et 3.1.12), est commutatif. En effet, d’apres ([1] 1.2.4(v)), c¢? o a? est
le morphisme de changement de base relativement au carré commutatif (3.3.10.5). La proposition
(iif) resulte de (3.3.10.6), (i) et 3.1.12.

3.3.11. Soient T un point géométrique de X, X le localisé strict de X enZ, Y =Y xx X,
Pk ~
f:Y — X la projection canonique, Xy X x, Y le topos co-évanescent et E le topos de Faltings
associés a f. Les deux carrés du diagramme

v bl v =
(3.3.11.1) Yoo — X Xx,, Yoo — Xew X x5 Yer
PYl lﬁ lp
Yoy ——E = E

ol v est la section canonique définie par le point géométrique T (3.1.11), 6 est le morphisme
(3.3.9.1), ® et v sont induits par fonctorialité par le morphisme canonique X — X, p et p sont les
morphismes canoniques (3.3.4.2) et py est le morphisme canonique (2.1.17.1), sont commutatifs &
isomorphismes canoniques prés (3.3.7.1) et (3.3.9.5). On pose

(3.3.11.2) br =" ov*: Xep Xxa, Yoo — Y,
(3.3.11.3) er=0"0®:E — Y.
On note

(3.3.11.4) € PzPs — Py Pz

le morphisme de changement de base relativement au rectangle extérieur du diagramme (3.3.11.1).
En restreignant aux faisceaux abéliens, on déduit un morphisme pour tout entier ¢ > 0

(3.3.11.5) ¢ pzRIp. = Ripy.z.
On renvoie a ([1] 1.2.2) pour la définition du morphisme de changement de base.

PROPOSITION 3.3.12. Conservons les hypothéses et notations de 3.3.11 ; supposons de plus que
le morphisme f:Y — X soit cohérent. Alors,
(i) Le diagramme

. 0 x
(3.3.12.1) Czpe Pt — Py« Gzp

1

Pr —— PY <Py T

ot a et b sont induits par les morphismes d’adjonction id — p.p*

commutatif.

et id — py«py, est

(ii) Pour tout faisceau F de Xt ;Xéc Yet, le morphisme de changement de base (3.3.11.4)
(3:3.12.2 (F): palpe(F)) > pya(6s(F)

est un isomorphisme.
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(iil) Pour tout faisceau abélien F de Xg §Xéc Yz et tout entier ¢ > 0, le morphisme de
changement de base (3.3.11.5)
(3.3.12.3) ¢?: oz(RIp.(F)) = Ripy.(¢z(F))
est un isomorphisme.

(i) En effet, les triangles du diagramme

(3.3.12.4) Py Prpsp’ === bz p*psp*
]
Py *a d

ou ¢’ est le morphisme adjoint de ¢ * p* et d est induit par le morphisme d’adjonction p*p, — id,
sont commutatifs en vertu de ([4] XVII 2.1.3).
(ii) Notons

(3.3.12.5) a:®p. = p v,
(3.3.12.6) c2:0p = pyay,

les morphismes de changement de base relativement au carré de droite et au carré de gauche du
diagramme (3.3.11.1), respectivement. D’apres ([1] 1.2.4(i)), on a

(3.3.12.7) ((F) = (v (F)) 0 0% (c1 (F)).

Comme ¢; (F) est un isomorphisme en vertu de 3.3.8(i), et que ¢2(v*(F)) est un isomorphisme en
vertu de 3.3.10(ii), ¢(F') est un isomorphisme.
(iii) Il suffit de calquer la preuve de (ii) en utilisant 3.3.8(ii), 3.3.10(iii) et ([1] 1.2.4(ii)).

COROLLAIRE 3.3.13. Supposons que les schémas X et'Y soient cohérents, et que pour tout
point géométrique T de X, notant X(z) le localisé strict de X en T, le schéma Yz =Y X x Xz
ait un mombre fini de composantes connezxes. Alors, le morphisme d’adjonction id — p.p* est un
isomorphisme (3.3.4.2) ; en particulier, le foncteur

(3.3.13.1) p B — X Xx,, Ya
est pleinement fidéle.

En effet, soient T un point géométrique de X, py,. : Y(z) 6 — Y(z) 1 le foncteur canonique
(2.1.17.1), ¢z: E — Y(z),s60 le foncteur défini dans (3.3.11.3). En vertu de ([2] VI.9.18), le mor-
phisme d’adjonction id — py(i)*pgﬁ,m est un isomorphisme. On en déduit, d’apreés 3.3.12(i)-(ii), que
le morphisme ¢z — wzp.p* induit par le morphisme d’adjonction id — p.p* est un isomorphisme.
La proposition s’ensuit puisque la famille des foncteurs ¢z lorsque T décrit 'ensemble des points
géométriques de X, est conservative d’apres ([2] VI.10.32).

COROLLAIRE 3.3.14. Soient P un ensemble de nombres premiers, F un faisceau abélien de
P-torsion de E, q un entier > 1. Supposons que les schémas X et'Y soient cohérents, et que pour
tout point géoméltrique T de X, notant X(z) le localisé strict de X enT, le schéma Y(z) =Y X x X(z)
soit K(mw,1) pour les faisceauz abéliens de P-torsion (2.2.2). Alors, on a

(3.3.14.1) Rip.(p*(F)) =0.
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En effet, soient T un point géométrique de X, py,. : Y(z) e — Y(z) 1 le foncteur canonique
(2.1.17.1),
—
(3.3.14.2) dz: Xt Xxo Yoo — Yz)60
(3.3.14.3) ezt B = Yz ters

les foncteurs définis dans (3.3.11.2) et (3.3.11.3). En vertu de 3.3.12(iii), on a un isomorphisme
canoniqe

(3.3.14.4) o2 (R9p. (57 (F))) 55 Rpy, . (6(p" (F)).
Par ailleurs, on a un isomorphisme canonique ¢z(p*(F)) = [ (pz(F)) (3.3.11.1). On en déduit
que pz(RIp.(p*(F))) = 0. La proposition s’ensuit compte tenu de ([2] VI.10.32).

3.3.15. Considérons un diagramme commutatif de morphismes de schémas

’

)

(3.3.15.1) v L sy

1

X' —2ox

On désigne par E’ et E' le site et le topos de Faltings associés & f’, par

(3.3.15.2) o' E' — Xl
(3.3.15.3) B': E' = Yy,
(3.3.15.4) WY =

les morphismes canoniques (3.3.2.14), (3.3.2.15) et (3.3.2.17) relatifs & f’ et par
(3.3.15.5) ®:E - E
le morphisme de topos induit par le diagramme (3.3.15.1) ([2] VI1.10.12).

LEMME 3.3.16. Conservons les hypothéses et notations de 3.3.15 ; soient, de plus, T un point
géométrique de X', T = g(T'), X (resp. X') le localisé strict de X en T (resp. X' enT'). On pose
Y=XxxY etY =X xx' Y et on note g Y' = Y le morphisme induit par g' (3.3.15.1) et

(3.3.16.1) oz B —= Y,
(3.3.16.2) oz B = Yh,
les foncteurs définis dans (3.3.11.3). Alors, le diagramme de foncteurs

Yz

(3.3.16.3) E—"5 Y4

~ o
) Pz /
E Yie

est commutatif a isomorphisme canonique pres.
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Considérons le diagramme commutatif

(3.3.16.4) y 2.y

~ ~/
ou f et i’ sont les projections canoniques et g est induit par g. On désigne par E et £ les topos
de Faltings associés aux morphismes f et i/ respectivement, et par

(3.3.16.5) o E - E

le morphisme de topos induit par le diagramme (3.3.16.4). Le diagramme de morphismes de topos

(3.3.16.6) E Y. p

I

E——F
ou ¢ et ¢/ sont les morphismes définis par fonctorialité, est commutatif & isomorphisme canonique
prés ([2] VI.10.12). On peut donc se réduire au cas ot X et X’ sont strictement locaux de points
fermés T et T', respectivement.

Soit (V' — U) un objet de E tel que le morphisme U — X soit étale, séparé et de présentation
finie. On pose U' = U xx X' et V' =V xy Y, de sorte que (V' — U’) est un objet de E’. On
désigne par U’ la somme disjointe des localisés stricts de U en les points de Uz ; c’est un sous-
schéma ouvert et fermé de U, qui est fini sur X ([30] 18.5.11). On voit aussitot que U' x x X’ est
la somme disjointe des localisés stricts de U’ en les points de UL,. Il résulte alors des définitions
([2] VI.10.22 et VI.10.23) que le diagramme de morphisme de topos

(3.3.16.7) Y., L B

g’t ‘(4)
0 =
Yiet —F
ou 0 et #" sont définis dans (3.3.9.1), est commutatif & isomorphisme canonique prés, d’ou la
proposition.

3.3.17. Conservons les hypothéses et notations de 3.3.15; soit, de plus, u: X — X un mor-
phisme de schémas. On note

3.3.17.1 Sch X — Sch x, U~—U
/ /X

le foncteur de changement de base par u (2.1.5). Le diagramme (3.3.15.1) induit donc un diagramme
commutatif

(3.3.17.2) Y —>Y



106 3. TOPOS DE FALTINGS
~ ~1
On désigne par E et E les topos de Faltings associés aux morphismes f et i’ respectivement, et
par
~/ ~
(3.3.17.3) ¢:F - FE

le morphisme de topos induit par le diagramme (3.3.17.2). Le diagramme de morphismes de topos

(3.3.17.4) E —=F

I

E—L>E

ol ¢ et ¢/ sont les morphismes induits par fonctorialité par u, est commutatif & isomorphisme
canonique prés ([2] VI.10.12). Il induit donc un morphisme de changement de base ([1] 1.2.2)

(3.3.17.5) P — P
En restreignant aux faisceaux abéliens, on déduit un morphisme pour tout entier ¢ > 0
(3.3.17.6) URID, — RID, .

PRrROPOSITION 3.3.18. Conservons les hypothéses et notations de 3.3.17, supposons, de plus,
que l'une des deux hypothéses suivantes soit satisfaite :
(a) X est étale au-dessus de X ;
(b) les morphismes f, g et f' sont cohérents, et X est le localisé strict de X en un point
géométrique T de X.

Alors,
(i) Pour tout faisceau F de E', le morphisme de changement de base (3.3.17.5)
(3.3.18.1) C(B.F) — @, (1/F)

est un isomorphisme. B
(ii) Pour tout faisceau abélien F de E’ et tout entier ¢ > 0, le morphisme de changement de

base (3.3.17.6)
(3.3.18.2) U (R9D, (F)) — R, (/*F)
est un isomorphisme.

Considérons d’abord le cas (a). Notons (Y — X)® le faisceau de E associé¢ a I'objet (X — Y)
de E. D’aprés ([2] VI.10.14), on a une équivalence canonique

(3.3.18.3) E S Ejyx)e,

dont le composé avec le moerhisme de localisation de E en (Y — X)® est égal & ¢. De méme, notant
(Y — X")? le faisceau de E’ associé¢ a I'objet (X' — Y') de E’, on a une équivalence canonique
(3.3.18.4) E S E yx

dont le composé avec le morphisme de localisation de E'en (Y — X")% est égal & /. De plus, on a
(3.3.18.5) (Y = X)) = (¥ - X)°

et @ s’identifie & la restriction de ® au-dessus de (Y — X) ([4] IV (5.10.3)). La proposition (i)
s’ensuit aussitot, et la proposition (ii) est une conséquence de ([4] V 5.1(3)).

Considérons ensuite le cas (b). Choisissons un voisinage étale affine Xy de T dans X et notons
Uz la catégorie des X(-schémas étales T-pointés qui sont affines au-dessus de X (cf. [4] VIIT 3.9
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et 4.5). Tout objet X; de Uz donne lieu & un diagramme a carrés commutatifs & isomorphismes
canoniques pres

’ ’

~ J ~ L ~
(3.3.18.6) E B
1k
E Jxq EXI LXq E

ol Exl et Egﬁ sont les topos de Faltings associés a f x x X7 et f' x x X respectivement, et ®x,,
x5 Vx5 Jx, et Jx, sont les morphismes de fonctorialité.
Suivant ([2] VI.11.1), on désigne par

(3.3.18.7) & — Vg,

le topos fibré obtenu en associant a tout objet X; de Uz le topos EXI, et & tout morphisme

X9 — X; de Uz le foncteur Ex, — Ex, image inverse par le morphisme de fonctorialité. En vertu

de ([2] VI.11.3), les morphismes jx, identifient le topos E a la limite projective du topos fibré &.
De méme, on désigne par

(3.3.18.8) & — Uy,

le topos fibré obtenu en associant a tout objet X; de Uz le topos E’Xl, et & tout morphisme

Xy — Xj de Uz le foncteur Ky, — E', image inverse par le morphisme de fonctorialité. Comme
~1

g est cohérent, les morphismes ]le identifient le topos E & la limite projective du topos fibré &’

([2] VI.11.3).

Les morphismes ®x,, pour X; € Ob(z), définissent un morphisme de topos fibrés ([4] VI
7.1.6)

(3.3.18.9) Ao &

Le morphisme ® se déduit de A par passage a la limite projective ([4] VI 8.1.4).
D’aprés ([4] VI 8.5.10), pour tout objet F' de E’, on a un isomorphisme canonique
(3.3.18.10) 2.((F) = lim g (Px (0, (1))
X1 €0b(Tz)
On notera que les conditions requises dans ([4] VI 8.5.10) sont satisfaites en vertu de 3.3.5 et ([4]

VI 3.3 et 5.1). Par ailleurs, compte tenu de ([1] 1.2.4(i)), le morphisme (3.3.18.1) s’identifie a la
limite inductive des morphismes

(3.3.18.11) 7%, (15, (2(F))) = g, (P, (%, (F)))

déduits des morphismes de changement de base relativement au carré de droite de (3.3.18.6). Ces
derniers sont des isomorphismes d’aprés le cas (a); d’ou la proposition (i) dans le cas (b).
On démontre de méme la proposition (ii) en utilisant ([4] VI 8.7.5).

3.3.19. Soient X un sous-schéma fermé de X, Z l'ouvert complémentaire de Xy dans X,
w: Y Xx Z — Z la projection canonique. Comme Z est un ouvert de Xy, i.e., un sous-objet de
Pobjet final X ([4] IV 8.3), 0*(Z) = (Y xx Z — Z) est un ouvert de E (3.3.2.14). D’aprés ([2]
VI1.10.14), le topos E /o= (z) €st canoniquement équivalent au topos de Faltings associ¢ au morphisme
w. On note

(3.3.19.1) V: Ejgezy = E
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le morphisme de localisation de E eno* (Z), que l'on identifie au morphisme de fonctorialité induit
par le diagramme canonique ([2] VI1.10.12)

(3.3.19.2) Y xxZ—=72

L

Y —= X
On a alors une suite de trois foncteurs adjoints
(33193) Y E/o*(Z) —>E‘, ’y*: E‘%E/U*(z), Ve - E/G’*(Z) —>E,
dans le sens que pour deux foncteurs consécutifs de la suite, celui de droite est adjoint & droite de
Pautre. Les foncteurs i et 7y, sont pleinement fideéles ([4] IV 9.2.4).

On désigne par FEy le sous-topos fermé de E complémentaire de 'ouvert o*(Z), c’est-a-dire la

sous-catégorie pleine de E formée des faisceaux F tels que v*(F') soit un objet final de E 1o+ (2) (14]
IV 9.3.5), et par

(3.3.19.4) §:Ey— FE

le plongement canonique, c’est-a-dire le morphisme de topos tel que J,: EO — E soit le foncteur

d’injection canonique. B N o B
On désigne par Pt(E), Pt(E/,+(z)) et Pt(Ep) les catégories des points de E, E/,-(z) et Ep,

respectivement, et par

(3.3.19.5) w: Pt(E) o (7)) = Pt(E) et v:Pt(Ey) — Pt(E)

les foncteurs induits par y et 9, respectivement. Ces foncteurs sont pleinement fidéles, et tout point
de E appartient a I'image essentielle de I'un ou l'autre de ces foncteurs exclusivement ([4] IV 9.7.2).

PROPOSITION 3.3.20. Conservons les hypothéses de 3.3.19.

(i) Soit (g ~ T) un point de Xet ;Xét Yer (3.1.10). Pour que p(g ~» T) (3.3.4.2) appartienne a
Uimage essentielle de u (resp. v) (3.3.19.5), il faut et il suffit que T soit a support dans Z
(resp. Xo).

(ii) La famille des points de E/a*(z) (resp. EO) définie par la famille des points p(y ~ T) de

E tels que T soit a support dans Z (resp. Xo) est conservative.

(i) En effet, pour que p(g ~ T) appartienne a I'image essentielle de u (resp. v), il faut et il suffit
que (0*(Z)) p(g~z) s0it un singleton (resp. vide). Par ailleurs, on a un isomorphisme canonique (2]
(VL.10.18.1))

(3.3.20.1) (0(2)) pgm) = Z
d’ott la proposition.

(ii) Cela résulte de (i), 3.3.6 et ([4] IV 9.7.3).

LEMME 3.3.21. Conservons les hypothéses de 3.3.19, soit, de plus, FF = {U — Fy} un faisceau
de E. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) F est un objet de E,.
(ii) Pour tout U € Et/z, Fy est un objet final de (Uy s, i-e., est représentable par Uy .
(iii) Pour tout point (g ~» T) de Xet ;Xét Ye (3.1.10) tel que T soit a support dans Z, la fibre
Fgwz) de F en p(y ~ T) est un singleton (3.3.4.2).
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En effet, d’apres ([2] VI.5.38), on a un isomorphisme canonique
(3.3.21.1) Y(F) S {W = Fw}, (W € Ob(Et,z)).

Comme {W — Wy}, pour W € Ob(Et/Z), est un objet final de E/g*(z) ([2] II1.8.4), les conditions
(i) et (ii) sont équivalentes. Par ailleurs, les conditions (i) et (iii) sont équivalentes en vertu de
3.3.20(i).

3.3.22.  Conservons les hypothéses et notations de 3.3.19, notons, de plus, i: Xo — X et
J: Z — X les injections canoniques. Le topos E/,-(z) étant canoniquement équivalent au topos de
Faltings associé au morphisme w: Y xx Z — Z, notons

(3.3.22.1) 02 Ejge(z) — Zes
le morphisme canonique (3.3.2.14). D’aprés ([2] (V1.10.12.6)), le diagramme

(3.3.22.2) B oe(z) > Za
'yl LJ‘
E—7 > X4

est commutatif & isomorphisme canonique prés. En vertu de ([4] IV 9.4.3), il existe un morphisme
(3.3.22.3) 00: By — Xoet

unique a isomorphisme prés tel que le diagramme

(3.3.22.4) Ey —= Xo

|

E—2 s X4
soit commutatif a isomorphisme prés. Par définition, on a un isomorphisme canonique
(3.3.22.5) 0" 0i, = d. 00

Les foncteurs i, et d, étant exacts, pour tout groupe abélien F' de EO et tout entier ¢ > 0, on a un
isomorphisme canonique

(3.3.22.6) i+(R%00.(F)) = Ri0, (0, F).
LEMME 3.3.23. Conservons les hypothéses et notations de 3.3.19 ; soient, de plus, T un point
géométrique de X, X le localisé strict de X enZ,Y =Y xx X,
(3.3.23.1) oz E = Y
le foncteur défini dans (3.3.11.3).
(i) Si T est a support dans Z, alors pour tout faisceau F de Ey, pz(0.(F)) est un objet final

de Y.
(ii) Si T est a support dans Xo, alors pour tout faisceau F de E, le morphisme
(3.3.23.2) Pz (F) = z(0.(67(F)))

induit par le morphisme d’adjonction F — 6,(0*(F)) est un isomorphisme.
(iil) La famille des foncteurs (pz o 0.: Ey — Yiq), lorsque T décrit lensemble des points
géométriques de X, est conservative ([4] 1 6.1).
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En effet, tout point géométrique 7 de Y définit naturellement un point (7 ~ T) de Xt ; X, Yt
(3.1.10). D’aprés ([2] VI.10.31), pour tout faisceau F' de E, on a un isomorphisme canonique
fonctoriel
(3.3.23.3) Fpgem) = ¢3(F)py @)

ou la source est la fibre de F en p(g ~ T) (3.3.4.2) et le but est la fibre de ¢z(F') en le point py (7)
de Yig, py: Yo — Yy étant le morphisme canonique (2.1.17.1).

(i) Cela résulte de 3.3.21, (3.3.23.3) et (|2] V1.9.6).

(ii) D’apres 3.3.20(i), pour tout point géométrique § de Y, p(y ~» T) appartient a I'image
essenticlle du foncteur Pt(Ey) — Pt(E) défini par 8. Par suite, le morphisme
(3.3.23.4) Fp(gwf) — 6* (5* (F))p(gwf)

induit par le morphisme d’adjonction F — §,(6*(F')) est un isomorphisme. La proposition s’ensuit
compte tenu de (3.3.23.3) et ([2] VI1.9.6).
(iii) Cela résulte de 3.3.20(ii) et (3.3.23.3).

PROPOSITION 3.3.24. Consgrvons les hypothéses et notations de 3.3.22.
(i) Pour tout faisceau F de E, le morphisme de changement de base relativement au diagramme
commutatif de morphismes de topos (3.3.22.4),

(3.3.24.1) (02 (F)) = 00, (6*(F))

est un isomorphisme. B
(ii) Pour tout faisceau abélien F de E et tout entier ¢ > 0, le morphisme de changement de
base relativement au diagramme commutatif de morphismes de topos (3.3.22.4),

(3.3.24.2) *(R%,(F)) — Rig. (0" (F))
est un isomorphisme.

On renvoie & ([1] 1.2.2) pour la définition du morphisme de changement de base.
(i) Le morphisme (3.3.24.1) est I’adjoint du morphisme composé

(3.3.24.3) 0 (F) = 0,(8.(8%(F))) 5 i (00, (5 (F))),

ou la premiére fléche est induite par le morphisme d’adjonction id — d.6*. Comme i est une
immersion, il suffit de montrer que la premiére fléche induit un isomorphisme sur Xy. Soient T un
point géométrique de Xy, X le localisé strict de X en T, Y =Y x x X. On note

(3.3.24.4) o5 E = Yig

le foncteur défini dans (3.3.11.3). En vertu de ([2] VI.10.30(i)), on a un isomorphisme canonique
et fonctoriel

(3.3.24.5) 0 (F)z = T(Ysep, pz(F))-
Par ailleurs, d’aprés 3.3.23(ii), le morphisme d’adjonction
(3.3.24.6) Pz (F) = ¢z(0.(6"(F)))

est un isomorphisme. Le morphisme d’adjonction o.(F)z — 0.(0.(6*(F)))z est donc un isomor-
phisme en T ; d’ou ’assertion recherchée.
(ii) Le morphisme (3.3.24.2) est ’adjoint du morphisme composé

(3.3.24.7) R0, (F) — Ri0,(5,(6*(F))) = iy (R0, (8% (F))),
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ou la premiére fléche est induite par le morphisme d’adjonction id — 0.6, et la seconde fleche est
Iinverse de (3.3.22.6). Il suffit alors de calquer la preuve de (i), compte tenu de ([2] VI.10.30(ii)).

PROPOSITION 3.3.25. Soient S un schéma strictement local de point fermé s, g: X — S un
morphisme propre, Z un sous-schéma ouvert de X tel que ZN X, = 0. On désigne par Eqy le sous-

topos fermé de E complémentaire de 'ouvert o*(Z) et par §: EO — FE le plongement canonique
(3.3.19). Alors,

(i) Pour tout faisceau F de E, le morphisme canonique
(3.3.25.1) ['(E, F) — I(Eo, 6*(F))

est un isomorphisme.
(ii) Pour tout faisceau abélien de torsion F de E et tout entier ¢ > 0, le morphisme canonique

(3.3.25.2) HY(E, F) — H(Ey, 6*(F))
est un isomorphisme.

On notera d’abord que comme le foncteur §, est exact, le morphisme (3.3.25.2) n’est autre que
I'image du morphisme d’adjonction F' — 6,(6*(F)) par le foncteur cohomologique H?(E, —).

Notons 1 'ouvert complémentaire de s dans S, X;, = X xgn, Es le sous-topos fermé de
complémentaire de l'ouvert o*(X,,) et ¢: E; — E le plongement canonique. Comme Z C X,, il
existe un morphisme A: Es — Ej tel que ¢ = § o A ([4] IV 9.4.2). Pour tout faisceau F' de E, le
morphisme d’adjonction F' — §,(6*(F')) induit un isomorphisme
(3.3.25.3) (F) 5 05 (8.(0%(F))).

Par suite, la proposition relative & 'ouvert X, de X, appliquée d’une part au faisceau F' et d’autre
part au faisceau 4, (6*(F')), implique la proposition recherchée pour Pouvert Z de X et le faisceau
F'. On peut donc se borner au cas ot Z = X,,. On note i: X, — X l'injection canonique et

(3.3.25.4) 0yt By = Xoa

le morphisme induit par o (cf. 3.3.22).
(i) Compte tenu de (3.3.22.4), on a un diagramme commutatif

~

(3.3.25.5) I'(E,F) [(Xet, 04 (F))

F(ES=6*(F)) —— D (X 66, 05 (0°(F)))
ou les fleches horizontales sont les isomorphismes canoniques, u est induit par le morphisme d’ad-
jonction F' — §,(6*(F)) et v est induit par le morphisme de changement de base (3.3.24.1)
(3.3.25.6) *(04(F)) = 05 (67 (F)).

Comme ce dernier est un isomorphisme d’aprés 3.3.24(i), v est un isomorphisme en vertu du
théoréme de changement de base propre en cohomologie étale ([4] XII 5.5). Par suite, u est un
isomorphisme.

(ii) Considérons les suites spectrales de Cartan-Leray ([4] V 5.4)

(3.3.25.7) ESY = HY (X, RP0.(F)) = H'(E,F),
(3.3.25.8) PP = HY(X, 60, RP0.. (05 (F))) = HYTY(E,, 0" (F)).
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Le morphisme de changement de base (3.3.24.2)

(3.3.25.9) i*(Rb0,(F)) — R0 (6% (F))
induit un morphisme de suites spectrales

(3.3.25.10) ESY - (E2P

dont le morphisme induit entre aboutissements

(3.3.25.11) H*HY(E, F) — H(Ey, 6*(F))

est aussi induit par le morphisme d’adjonction F' — §,(6*(F)). Comme (3.3.25.9) est un isomor-
phisme d’apreés 3.3.24(ii), (3.3.25.10) est un isomorphisme en vertu du théoréme de changement de
base propre en cohomologie étale ([4] XII 5.5). Par suite, (3.3.25.11) est un isomorphisme.

3.3.26. Considérons un diagramme commutatif de morphismes de schémas

(3.3.26.1) A
f/l lf
X' —2-x

Soient X un sous-schéma fermé de X, Z l'ouvert complémentaire de X, dans X, Z' = g~ 1(2).
On note E’ et E’ le site et le topos de Faltings associés a f’ et

(3.3.26.2) o' B — X

le morphisme canonique (3.3.2.14). On désigne par Eq (resp. E(’)) le sous-topos fermé de E (resp.
E’) complémentaire de I'ouvert o*(Z) (resp. 0"*(Z’)), 6: Ey — E et ¢': Ej — E’ les plongements
canoniques (cf. 3.3.19). Le foncteur

(3.3.26.3) OT:E—FE, (VoU)—VxyY —-UxxX')
est continu et exact a gauche ([2] VI.10.12). Il définit donc un morphisme de topos
(3.3.26.4) O0:E — E.

Il résulte aussitot des définitions que le diagramme

’

(3.3.26.5) B — X,
JF
E—7> X4
est commutatif & isomorphisme canonique prés. On en déduit un isomorphisme
(3.3.26.6) 0*(c*(2)) = o™ (Z").
En vertu de ([4] IV 9.4.3), il existe donc un morphisme de topos

(3.3.26.7) Ou: E) — Ey
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unique & isomorphisme canonique preés tel que le diagramme

(3.3.26.8) B, 2> E,

yl la

E_° . F
soit commutatif & isomorphisme prés, et méme 2-cartésien. Les foncteurs 4. et ¢, étant exacts,
pour tout groupe abélien F' de Fy et tout entier ¢ > 0, on a un isomorphisme canonique

(3.3.26.9) RYO,(5.F) 5 6,(R96, (F)).

PROPOSITION 3.3.27. Conservons les hypothéses et notations de 3.3.26 ; supposons, de plus, g
étale et le morphisme canonique Y' —'Y xx X' fini étale, de sorte que (Y' — X') s’identifie & un
objet de E. Alors,

(i) Le morphisme © s’identifie au morphisme de localisation de E en (Y' — X').

(i) Le morphisme ©q s’identifie au morphisme de localisation de Eq en 6*(Y' — X').

(iil) Pour tout faisceau F de EO, le morphisme de changement de base relativement au dia-

gramme commutatif (3.3.26.8),

(3.3.27.1) O (6, (F)) — &.(O3(F))
est un isomorphisme.

(i) Cela résulte de ([2] VI.10.14).
(ii) D’aprés ([4] IV 5.11), le diagramme

(3.3.27.2) (Eo) js+ (v x1)s —— Eo
J !
E' © E

ou j est le morphisme de localisation de Ey en §* (Y — X')® et 67 est le morphisme induit par &
([4] IV 5.10) est 2-cartésien. Comme le diagramme (3.3.26.8) est aussi 2-cartésien, on peut identifier
O & 3, et &' a 6F, d’ou la proposition.

(iii) Cela résulte aussitot de la preuve de (ii) et ([4] V 5.1(3)).

COROLLAIRE 3.3.28. Soient S un schéma strictement local de point fermé s, X — S un
morphisme propre, Z un sous-schéma ouvert de X tel que ZN X, =0, g': Y' — Y un morphisme
fini étale de sorte que (Y' — X) est un objet de E. On désigne par EO le sous-topos fermé de E
complémentaire de l'ouvert o*(Z) et par d: EO — E le plongement canonique (3.3.19). Alors,

(i) Pour tout faisceau F de E, le morphisme d’adjonction
(3.3.28.1) r((Y = X),F) = T(Y' = X),58.(6°(F)))

est un isomorphisme.

(ii) Pour tout faisceau abélien de torsion F de E et tout entier q > 0, le morphisme d’adjonc-
tion

(3.3.28.2) HY((Y' — X),F) — HI((Y' — X),06,(6*(F)))

est un isomorphisme.
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Reprenons les notations de 3.3.26 relativement au diagramme commutatif

(3.3.28.3) N

'

x4 x

D’aprés 3.3.27(i)-(ii), le morphisme © (resp. ©) s’identifie au morphisme de localisation de E en

(Y — X)* (resp. Fg en 6*((Y' — X)%)). D’aprés ([4] XVII 2.1.3), le morphisme de changement
de base u: ©*§, — ¢, 0f relativement a (3.3.26.8) est 'adjoint du morphisme composé

(3.3.28.4) §*0%5, = ©50%5. — O,

ou la premiére fleche est I'isomorphisme qui fait commuter le diagramme (3.3.26.8) et la deuxiéme

fléche est le morphisme d’adjonction. Par suite, pour tout faisceau F' de F, le diagramme

(3.3.28.5) O*(F) ——————=3,(8"(0"(F)))

| [

07 (0.(6(F))) 3.(05(67(F)))

ol les morphismes v et w sont induits par les fleches d’adjonction, ¢ est 'isomorphisme qui fait
commuter le diagramme (3.3.26.8), est commutatif. En vertu de 3.3.27(iii), u est un isomorphisme.
Daprés 3.3.25(i), [(E',w) est un isomorphisme. Il en est donc de méme de I'(E',v), d’ou la
proposition (i). La preuve de la proposition (ii) est similaire.

u(6" (F))
_—

PROPOSITION 3.3.29. Conservons les hypothéses et notations de 3.3.26 ; supposons, de plus, f
et [’ cohérents et g propre. Alors,
(i) Pour tout faisceau F de E’, le morphisme de changement de base relativement au dia-
gramme commutatif (3.3.26.8),

(3.3.20.1) 5 (0. (F)) = s (8™ (F))

est un isomorphisme. B
(ii) Pour tout faisceau abélien F de E’ et tout entier ¢ > 0, le morphisme de changement de
base relativement au diagramme commutatif (3.3.26.8),

(3.3.29.2) 5" (R0, (F)) — R0, (5" (F))
est un isomorphisme.

Nous démontrons seulement (ii) ; la preuve de (i) est similaire et plus simple.
Soient T un point géométrique de Xy, X le localisé strict de X en 7, u: X — X le morphisme
canonique. On note

(3.3.29.3) Sch)x — Sch,x, Uw—U

le foncteur de changement de base par v (2.1.5). On a un diagramme commutatif canonique
;9

(3.3.29.4) Y —Y
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On désigne par E et E' (resp. E et El) les sites (resp. topos) de Faltings associés aux morphismes
f et f respectivement (3.3.2), par

(3.3.29.5) o E— Xy,
(3.3.29.6) o' E = X,
(3.3.29.7) P X ;X . Yi— Ea

les morphismes canoniques (3.3.2.14) et (3.3.4.2), par E, (resp. Eg) le sous-topos fermé de E

~ ~ ~ ~/ ~1/
(resp. E ) complémentaire de 'ouvert o*(Z) (resp. 0’*(Z')) et par §: B, — E et §': E; — E les
plongements canoniques (cf. 3.3.19). On note

(3.3.29.8) 0:E - E
(3.3.29.9) E — E,
(3.3.29.10) B B

les morphismes de topos définis par fonctorialité ([2] VI.10.12). On a des isomorphismes canoniques

(3.3.29.11) 0% (c*(2)) = o*(Z),
(3.3.29.12) o' (2) S ot (2),
(3.3.29.13) A VA B V)

En vertu de ([4] IV 9.4.3), il existe donc des morphismes de topos

(3.3.29.14) 0y: By — Ky,
(3.3.29.15) w:Ey — Ey,
(3.3.20.16) w: By — Eo,

uniques a isomorphismes canoniques prés tels que dans le diagramme

’

~1/ ~1/

=0
\\Li /
By~ F

@eol ® l@@ [}

EOﬁE

RN

LK, £

(3.3.29.17)

[0}
o

les faces (2) et (4) et la face représentée par le grand carré extérieur, notée dans la suite (6),
soient commutatives & isomorphismes prés, et méme 2-cartésiennes. Par ailleurs, la face (5) est
commutative & isomorphismes prés (3.3.26.8) et la face (3) est commutative a isomorphisme prés
([2] VI.10.12). On en déduit que la face (1) est commutative & isomorphisme prés ([4] IV 9.4.2).
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D’aprés ([1] 1.2.4(ii)), pour tout faisceau abélien F de E’ et tout entier ¢ > 0, le diagramme

(3.3.29.18) 15 (5*(RIO, (F))) —22 15 (R10y. (5" (F))) 2 RIOy, (1 (5" (F)))

mi lwz

5 (1 (R10.(F))) —> 8" (R10, (" (F))) —> R1y, (5" (+"*(F)))

ol wy, pour n € {1,3,5,6}, est le morphisme de changement de base relativement a la face (n),
et wy,, pour n € {2,4}, est l'isomorphisme qui fait commuter la face (n), est commutatif. Le
morphisme w3 est un isomorphisme d’aprés 3.3.18(ii). Le morphisme w; est un isomorphisme en
vertu de 3.3.30(iii). Pour que ws soit un isomorphisme, il faut et il suffit donc que wg le soit.
Soient ¥ un point géométrique de Y, (¥ ~» T) un point de Xg; % X, Ys défini par un X-
morphisme 7: § — X (3.1.10). D’apreés 3.3.20, il suffit de montrer que la fibre du morphisme
(3.3.29.2) en le point de Ey d’image canonique le point p(j ~» T) de E (3.3.4.2) est un iso-
morphisme. Le morphisme 7 induit un X-morphisme § — Y. Notant encore (abusivement) 7
le point géométrique de Y ainsi défini et (¥ ~» T) le point de X, ;gét Y., défini par 7, on a
Wp( ~ ) = p(T ~ T) (|2] (V1.10.31.2)). Compte tenu de 3.3.20(i), considérant p(y ~~ T) et

p(7 ~ T) comme des points de E, et Ey respectivement, on a ¢ (p(@ ~T)) = p(J ~ T). En vertu
de (3.3.29.18), on peut donc se réduire au cas ou X est strictement local de point fermé Z.
Soient py : Yz — Yier le morphisme canonique (2.1.17.1), (V;);cr un revétement universel de

Yeny (21.20), G={U~ Gu} (U € Ob(Et/X)) un préfaisceau d’ensembles sur E (3.3.2.10), G°

le faisceau de E associé & G, G% le faisceau de Yi¢; associé & Gx. D’aprés ([2] VI.10.36), X étant
strictement local de point fermé T, on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(3.3.29.19) (G") pm) = (G%)py @)

On en déduit un isomorphisme canonique fonctoriel ([4] IV (6.8.4))

(3.3.29.20) (G*) pgomz) — lim G(V; — X).
i€1°

Soient F' un groupe abélien de E, g un entier > 0. Le morphisme (3.3.29.2) est 'adjoint du
morphisme composé

(3.3.29.21) R76, (F) — R0, (5.(5" (F))) = 6, (R100. (8™ (F))),

ou la premiére fleche est induite par le morphisme d’adjonction id — §.6"™ et la seconde fleche
est I'isomorphisme (3.3.26.9). D’apreés (3.3.29.20) et ([4] V 5.1), on a un isomorphisme canonique
fonctoriel

(3:3.29.22) RIOL(F)p(ga) = lim HY(Vi xy ¥ = X'), F).

i€I°®
En vertu de 3.3.28(ii), pour tout i € I, le morphisme d’adjonction
(3.3.29.23) HI((Vi xy Y/ = X'), F) = HI((Vi xy Y — X'),5.(5" (F)))

est un isomorphisme. Il s’ensuit que la fibre de la premiere fleche de (3.3.29.21) en p(y ~~ T) est
un isomorphisme. Par suite, la fibre du morphisme (3.3.29.2) en le point de Ey d’image canonique
le point p(¥ ~~ T) de E est un isomorphisme.

LEMME 3.3.30. Conservons les hypothéses et notations de la preuve de 3.3.29.
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(i) Pour tout faisceau F de EO, le morphisme de changement de base relativement a la face
(4) du diagramme (3.3.29.17),

(3.3.30.1) (0.(F)) = 9, (15(F))

est un isomorphisme.

(ii) Pour tout faisceau F de E’(’), le morphisme de changement de base relativement a la face
(1) du diagramme (3.3.29.17),

(3.3.30.2) 15(00«(F)) = B4, (5 (F))
est un isomorphisme.

(iii) Pour tout faisceau abélien F de E' et tout entier q > 0, le morphisme de changement de
base relativement a la face (1) du diagramme (3.3.29.17),

(3.3.30.3) 15(R1004(F)) = R1O,, (15 (F))
est un isomorphisme.
(i) D’aprés ([4] XVII 2.1.3), le morphisme (3.3.30.1) est ’adjoint du morphisme composé
(3.3.30.4) 8 (0. (F)) 55 (5" (0. (F))) — 15 (F),

ot la premiére fléche est I'isomorphisme qui fait commuter la face (4) du diagramme (3.3.29.17) et
la seconde fléche est induite par le morphisme d’adjonction 6*0, — id. Comme § est un plongement,
cette derniére fléche est un isomorphisme et il en est donc de méme du composé (3.3.30.4).

Par suite, le morphisme (3.3.30.1) est le composé

(3.3.30.5) (0. (F)) = 8. (87 (7 (0«(F)))) = 8. (15 (F)),

ou la premiére fleche est induite par le morphisme d’adjonction id — §,0" et la seconde fleche
est I'image par ¢, de l'isomorphisme composé (3.3.30.4). D’aprés ([4] IV 5.10) et compte tenu de
(3.3.29.12), le morphisme ¢ induit un morphisme de topos ¢/,+(z) qui s’'insére dans un diagramme
commutatif & isomorphisme canonique preés

b/o*(2)

(3.3.30.6) E/oz) Ejon(z)
’Yl lv
E - E

ou les fleches verticales sont les morphismes de localisation. On a donc un isomorphisme canonique
(3.3.30.7) VG F)) S e 2y (7 (0u(F))):

Par suite, v*(¢*(0.(F))) est un objet final de E/g* (z)- La premiére fleche de (3.3.30.5) est donc un
isomorphisme ; d’ou la proposition.

(ii) La preuve est similaire a celle de (iii) ci-dessous et est laissée au lecteur.

(iii) D’apres ([1] 1.2.4(v)), le diagramme

(3.3.30.8) 1 (RI0.(8,(F))) —= R0, (" (8,(F))) — R0, (8. (¢5 (F)))

1 (8 (R100. (F))) — 8, (15(R7O0. (F))) — 8, (R*0y. (1), (F)))

ol ¢y, pour n € {1,2,3,4}, est le morphisme de changement de base relativement a la face (n), et
les identifications verticales sont induites par (3.3.26.9) et son analogue pour O, est commutatif.
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Le morphisme c3 est un isomorphisme en vertu de 3.3.18(ii). Les morphismes co et ¢4 sont des
isomorphismes d’apreés (i). Par suite, ¢; est un isomorphisme, d’ou la proposition.

REMARQUE 3.3.31. La proposition 3.3.29 qui généralise 3.3.25 dans un cadre relatif, ne sera
pas utilisée dans la suite de ce livre.

3.4. Topos de Faltings relatif

3.4.1. Dans cette section, f: Y — X et g: Z — X désignent deux morphismes de schémas.
On désigne par G la catégorie des triplets (U, V — U, W — U) formés d’'un X-schéma U et de deux
morphismes V' — U et W — U au-dessus de f et g respectivement, c’est-a-dire des diagrammes
commutatifs de morphismes de schémas

(3.4.1.1) WUV
L
Z— >X<~—Y

tels que les morphismes U — X et W — Z soient étales et que le morphisme V' — U x x Y soit
fini étale; un tel objet sera noté (W — U <« V). Soient (W — U « V) et (W — U « V')
deux objets de G. Un morphisme de (W' — U’ < V') dans (W — U + V) est la donnée de trois
morphismes U’ — U, V' — V et W/ — W au-dessus de X, Y et Z respectivement, qui rendent le
diagramme

(3.4.1.2) W —U =——V’

w U \%
commutatif.

On appelle topologie co-évanescente de G la topologie engendrée par les recouvrements

[N R —

{W; 2 U; V) > (W = U<+ V)lhier

des trois types suivants :

(a) V; =V, U; = U pour tout ¢ € I, et (W; = W);er est une famille couvrante.

(b) W; =W, U; = U pour tout i € I, et (V; = V);ecs est une famille couvrante.

(¢c) I ={}, W =W et le morphisme V' — V xy U’ est un isomorphisme (il n’y a aucune

condition sur le morphisme U’' — U).

Le site ainsi défini est appelé site de Faltings relatif associé & (f,g); c’est un U-site. On appelle
topos de Faltings relatif associé a (f,g), et Pon note é, le topos des faisceaux de U-ensembles sur
G. Si F est un préfaisceau de GG, on note F'* le faisceau associé.

3.4.2. Les limites projectives finies sont représentables dans G. En effet, (Z — X < Y) est
un objet final de G et la limite projective d’un diagramme

(3.4.2.1) W = U V")

|

(W =U + V') (W—oU<+YV)
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de G est représentable par le morphisme (W' xyw W — U’ xy U” + V' xy V). En effet, cet objet
représente clairement la limite projective du diagramme (3.4.2.1) dans la catégorie des morphismes
de schémas au-dessus de f et g, et c’est un objet de G d’apreés ([2] VI.10.3).

On notera que chacune des familles de recouvrements de type (a), (b) et (c) est stable par
changement de base.

LEMME 3.4.3. Pour qu’un préfaisceau F sur G soit un faisceau, il faut et il suffit que les
conditions suivantes soient remplies :
(i) Pour toute famille couvrante (A; — A)ier de G de type (a) ou (b), la suite

(3.4.3.1) FA) = [Ir@an= I Faixady)

el (1,7)€IXJ

est exacte.
(ii) Pour tout recouvrement (W — U’ <~ V') = (W — U < V) de G de type (c), Uapplication

(3.4.3.2) FW U+ V)= FW U «V)

est bijective.
En particulier, tout recouvrement A" — A de G de type (¢) induit un isomorphisme entre les
faisceauz associés A'® 5 A,

On notera d’abord que la catégorie G est V-petite (2.1.5) et qu’il suffit de montrer la proposition
pour un préfaisceau F' de V-ensembles ([4] II 2.7(2)). Pour tout recouvrement (W — U’ + V') —
(W = U «+ V) du type (c), le morphisme diagonal

(3.4.3.3) (W—=U V)= (WU xpU + V' xy V)
est un recouvrement du type (¢) qui égalise les deux projections canoniques
(3.4.3.4) (WU xpU V' xy V)= (W =U V).

La proposition résulte donc de ([4] IT 2.3, 1 3.5 et T 2.12).

3.4.4. Les foncteurs
(3.4.4.1) ™ Et); — G, W (W—=X<«Y),
(3.4.4.2) AN iEtyyy — G, Ve (Z—= X+ V),

sont exacts & gauche et continus ([4] III 1.6). Ils définissent donc deux morphismes de topos ([4]
IV 4.9.2)

(3.4.4.3) G = e,
(3.4.4.4) A G = Yig.

EMME 3.4.5. Soit (A; = A)ier un recouvrement fini de e type (b), et pour tout i € I, soi

L 3.4.5. Soit (A A t i de G de t b), et touti € 1 it

(AL — A;) un recouvrement de G de type (c) (3.4.1). Alors, il existe un recouvrement de type (c),

(A" — A) de G et pour tout i € I, un A;-morphisme A’ x 4 A; — Al ; en particulier, le recouvrement
X4 Aj = A)ier raffine le recouvrement (A, — A)er.

A x4 A — A l t (A — A
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Posons A= (W - U « V) etpourtouti € I, 4, =W = U <+ V;) et A, = (W = U/ < V),
de sorte qu’on a un diagramme commutatif a carré supérieur droit cartésien

(3.4.5.1) W—=U<—V/

| ]

W——sU<—YV,;

]

W—sU<—V

Notant U’ le produit des schémas U] au-dessus de U, il existe alors un unique morphisme W — U’
au-dessus de chacun des morphismes W — U/ (i € I), de sorte que A’ = (W — U’ « U' xg V)
soit un objet de G et que le morphisme canonique A’ — A soit un recouvrement de type (c). Pour
tout ¢ € I, on a un isomorphisme canonique (3.4.2)

(3452) A’ XAAi;(W%UI(—UI XU‘/;).

On en déduit un A;-morphisme A’ x4 A; — AL, d’ou la proposition.

3.4.6. On désigne par C le site défini dans 3.1.1 relativement aux foncteurs de changement
de base par f et g respectivement,

(3.4.6.1) fTiBt)x > Et)y et g7 Et)x — Et/z.

Concrétement, la catégorie sous-jacente a C est la catégorie des triplets (U, V — U, W — U) formés
d’un X-schéma U et de deux morphismes V' — U et W — U au-dessus de f et g respectivement tels
que les morphismes U — X,V — Y et W — Z soient étales ; un tel objet sera noté (W — U + V).
Soient (W — U + V) et (W' — U’ + V') deux objets de C. Un morphisme de (W’ — U’ + V’)
dans (W — U < V) et la donnée de trois morphismes U’ — U, V! — V et W/ — W au-dessus de
X, Y et Z respectivement, qui rendent le diagramme

(3.4.6.2) W —=U ——V'

y

W——U<——V
commutatif. On munit C' de la topologie engendrée par les recouvrements
(3.4.6.3) {Wi = Ui = Vi) 5 (W = U < V) }ier

des trois types suivants :
(a) V; =V, U; = U pour tout ¢ € I, et (W; = W);er est une famille couvrante.
(b) W; =W, U; = U pour tout i € I, et (V; = V);cs est une famille couvrante.
(¢) I =1}, W =W et le morphisme V' — V Xy U’ est un isomorphisme (il n’y a aucune
condition sur le morphisme U’ — U).
On rappelle que le topos des faisceaux de U-ensembles sur C est le produit orienté Zg ; Xe Yot
des morphismes de topos gst: Zst — Xest et for: Yoo — Xoe (cf. 3.1.3).
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3.4.7. Tout objet de G est naturellement un objet de C. On définit ainsi un foncteur pleine-
ment fidéle et exact & gauche

(3.4.7.1) pt:G—C.
Celui-ci est continu en vertu de 3.4.3 et ([2] VI.3.2). Il définit donc un morphisme de topos

(3.4.7.2) p: Zew X x4 Yo = G.

Il résulte aussitot des définitions que les carrés du diagramme

(3.4.7.3) Zae <2 Ze %x,, Yoo —22 Yy
lp lpy
=~ A

Zé ul G Yfét

oll p; et pa2 sont les projections canoniques ([2] VI.3.4), sont commutatifs & isomorphismes cano-
niques preés.

3.4.8. Considérons un diagramme commutatif de morphismes de schémas

(3.4.8.1) 7 Lo x Iy
|

L ——X<—-Y

On désigne par G’ (resp. é’) le site (resp. topos) de Faltings relatif associé a (f’,¢’) (3.4.1). Le
foncteur

(3.4.8.2) PTG =G, WU+ V) WxzZ -Uxx X +VxyY')

est clairement exact & gauche. Celui-ci transforme les recouvrements de G du type (a) (resp. (b),
resp. (c)) en des recouvrements de G du méme type. Il résulte alors de 3.4.3 que pour tout faisceau
F sur G', F o ®T est un faisceau sur G. Par suite, T est continu. Il définit donc un morphisme
de topos

(3.4.8.3) o: G - G.

Il résulte aussitot des définitions que les carrés du diagramme

’ ~ ’
™ r A ’
ét G }/fét

Wet l/ l D lvfét
~ A

L <~ G —— Y

(3.4.8.4) 7z

ou m, ' (3.4.4.3), X et X' (3.4.4.4) sont les morphismes canoniques, sont commutatifs & isomor-
phismes canoniques prés.
Le diagramme de morphismes de topos

(3.4.8.5) Zhy Xy, Vi~ G

| l
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ol p et p’ sont les morphismes canoniques (3.4.7.2) et v est le morphisme de fonctorialité (3.1.5.4),
est commutatif & isomorphisme canonique prés, d’aprés 3.1.6.

3.4.9. Soit (Z' — X' < Y’) un objet de G. On désigne par G’ (resp. G') le site (resp. topos)
de Faltings relatif associé au couple de morphisme (Y' — X', Z/ — X’) (3.4.1). Tout objet de G’
est naturellement un objet de G. On définit ainsi un foncteur

(3.4.9.1) o: G — G.
On vérifie aussitot que ® se factorise & travers une équivalence de catégories
(3.4.9.2) G = Gz =xreyr)-

PRrROPOSITION 3.4.10. Conservons les hypothéses de 3.4.9. Alors,
(i) Le foncteur ® (3.4.9.1) est continu et cocontinu ([4] IIT 2.1).
(ii) La topologie co-évanescente de G' (3.4.1) est induite par celle de G via le foncteur ®.

(i) Il est clair que ® commute aux produits fibrés (3.4.2) et qu’il transforme les familles cou-
vrantes de G’ de types (a), (b) et (c) en des familles couvrantes de G de méme types (3.4.1). Par

suite, pour tout faisceau F' de G, F o ® est un faisceau sur G’ en vertu de 3.4.3. Le foncteur ® est
donc continu.
Le foncteur ® est adjoint & gauche du foncteur

(3.4.10.1) ot G — G’
défini pour tout objet (W — U + V) de G, par
(3.4.10.2) OH(W U+ V)=(WxzZ -Uxx X'+ VxyY').

Comme @7 est continu d’aprés 3.4.8, ® est cocontinu en vertu de ([4] III 2.5).

(ii) Comme ® est continu, la topologie co-évanescente de G’ est moins fine que sa topologie .7
induite par la topologie co-évanescente de G via le foncteur ® ([4] III 3.1). Soit (A; — A)icr une
famille de G’ couvrante pour la topologie 7. La famille (®(A;) — ®(A));er est alors couvrante
pour la topologie co-évanescente de G d’aprés ([4] III 3.3). Comme ® est cocontinu, la famille
(A; — A);cr est couvrante pour la topologie co-évanescente de G ([4] III 2.1), d’ou la proposition.

3.4.11. Conservons les hypothéses de 3.4.9. En vertu de 3.4.10, le foncteur ® (3.4.9.1) définit
une suite de trois foncteurs adjoints :

(3.4.11.1) &G =G, GG, .G =G,

dans le sens que pour deux foncteurs consécutifs de la suite, celui de droite est adjoint & droite de
Pautre. D’apreés ([4] III 5.4), le foncteur @, se factorise a travers une équivalence de catégories

(3.4.11.2) G' 3 Grzmxreyne-
Le couple de foncteurs (®*, ®,) définit le morphisme de localisation de G en (2’ — X' + Y')@
(3.4.11.3) o: G — G.

Comme ®: G’ — G est un adjoint a gauche du foncteur ®*: G — G’ défini dans (3.4.10.1), le
morphisme (3.4.11.3) s’identifie au morphisme défini dans (3.4.8.3), en vertu de ([4] III 2.5).
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3.4.12. Supposons Z = X et g = idx et notons F (resp. E) le site (resp. topos) de Faltings
associé a f (3.3.2). Considérons les foncteurs

(3.4.12.1) T E = G, (Vo U)= (U—=U«V),
(3.4.12.2) 775G = B, W—=U+V)=VxygW-—=W).

11 est clair que ¢+ est un adjoint & gauche de 57, que le morphisme d’adjonction id — 5% o 1T est
un isomorphisme (i.e., t* est pleinement fidéle), et que ™ et 57 sont exacts & gauche.

PRrROPOSITION 3.4.13. Conservons les hypothéses et notations de 3.4.12.
(i) Les foncteurs 1™ et g7 sont continus.
(ii) La topologie de E est induite par celle de G au moyen du foncteur vv.

(i) Avec les notations de 3.4.1 et ([2] VL.5.3), le foncteur +™ transforme les familles couvrantes
de E du type (v) en familles couvrantes de G du type (b), et les familles couvrantes de E du type
(c) en familles couvrantes de G :

bl e
V—U Uy ——U<—YV

R

U——U<——V

Soient P un préfaisceau sur G, F = {U — Fy} = P o (3.3.2.10). Pour tout (V — U) € Ob(E),
on a

(3.4.13.2) Fy(V)=PU = U+ V).

Par suite, si P est un faisceau sur G, F' est un faisceau sur E en vertu de 3.4.3, (3.4.13.1) et (2]
VI1.5.10) ; donc ¢ ™ est continu.

Le foncteur j* transforme les recouvrements de G de type (a) (resp. (b)) en recouvrements de
E de type (c) (resp. (v)), et les recouvrements de G de type (c) en isomorphismes. Par suite, pour
tout faisceau F sur E, I o 57 est un faisceau sur G en vertu de 3.4.3; donc 5+ est continu.

(ii) On sait que la topologie de E est induite par la topologie canonique de E ([4] III 3.5),
autrement dit, la topologie de E est la plus fine telle que tout F' € Ob(E) soit un faisceau. D’apres
(i), on peut considérer les foncteurs

(3.4.13.3) 1s:G — E, P~ Po.t,
(3.4.13.4) 350 E = G, Fe Foyt.

L’isomorphisme d’adjonction id = 5t o ¢* induit un isomorphisme ¢ 0 3, — id. Le foncteur ¢,
est donc essentiellement surjectif. Par suite, la topologie de E est la plus fine telle que, pour tout

P € Ob(G), t5(P) soit un faisceau sur E; d’ou la proposition.

3.4.14. Conservons les hypothéses et notations de 3.4.12. Les foncteurs :™ et 57 étant exacts
a gauche et continus (3.4.13), ils définissent des morphismes de topos ([4] IV 4.9.2)

(3.4.14.1) 1:G — E,
(3.4.14.2) 1 E — G
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Les morphismes d’adjonction id — 37 o 4™ et ¢+ o 57 — id induisent des morphismes ¢, o 7. — id
et id — 74 o 14 qui font de ¢, un adjoint & droite de j.. Par ailleurs, les diagrammes de morphismes

de topos
G
k \

G
Zét J
E E

ou 7 (3.4.4.3), A (3.4.4.4), o (3.3.2.14) et 5 (3.3.2.15) sont les morphismes canoniques, sont com-
mutatifs & isomorphismes canoniques prés.

(3.4.14.3)

Yist

PROPOSITION 3.4.15. Les morphismes d’adjonction i o 3. — id et id — . o 1, sont des
isomorphismes. En particulier, v (3.4.14.1) et y (3.4.14.2) sont des équivalences de topos quasi-
inverses ['une de lautre.

En effet, comme le morphisme d’adjonction id — 57 o +* est un isomorphisme, ¢, 0 7, — id est
un isomorphisme. D’autre part, le morphisme d’adjonction ¢+ o 3 — id est défini, pour tout objet
(W = U «+ V) de G, par le morphisme canonique

(3.4.15.1) (WoW+VxpgW)—= (W—=U<+V),

qui est un recouvrement de type (c). On en déduit d’aprés 3.4.3(ii) que id — 7. o tx est un
isomorphisme.

3.4.16. Considérons un diagramme commutatif de morphismes de schémas

(3.4.16.1) z<l T

)
X<—fY

et notons £ (resp. E’) le topos de Faltings associé a f (resp. f’) (3.3.2). Considérons le diagramme
commutatif de morphismes de schémas

(3.4.16.2) J— <

et identifions E' au topos de Faltings relatif a (f’,idz) par I'équivalence de topos j' (3.4.14.2) et
E au topos de Faltings relatif a (f,idx) par 'équivalence de topos ¢ (3.4.14.1). On en déduit par
fonctorialité (3.4.8) des morphismes de topos

(3.4.16.3) EF—1>G—=sFE.
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dont le composé est le morphisme de fonctorialité induit par le diagramme (3.4.16.1) (cf. [2]
VI.10.12).

11 résulte de (3.4.8.4), (3.4.14.3) et 3.4.15 que les triangles et carrés du diagramme de mor-
phismes de topos

(3.4.16.4) B2 T

U/
/ lT lgééc
A

Zst — é —— Yt
gét gl
B
Xét U% E

ou 7 (3.4.4.3) et A (3.4.4.4), o, ¢/ (3.3.2.14), 8 et B (3.3.2.15) sont les morphismes canoniques,
sont commutatifs a isomorphismes canoniques prés.

PROPOSITION 3.4.17. Notant E le topos de Faltings associé a f, le diagramme de morphismes
de topos

(3.4.17.1) G—2-F

Ly —= Xgt

ot g, ™ et o sont les morphismes canoniques (3.4.16), est commutatif & isomorphisme canonique
pres. Il identifie G au produit fibré des deux morphismes de topos o et g ([35] XTI §3).

La premiére assertion est immeédiate et elle a déja été vue dans (3.4.16.4). Considérons un
diagramme de morphismes de topos

(3.4.17.2) 7Y sF
Zs —> Xt

commutatif & isomorphismes prés

(3.4.17.3) Gét OU > T O,

Montrons qu'’il existe un unique triplet (¢, a, 8), ou

(3.4.17.4) t: 7 =@

est un morphisme de topos et a: v = got et B: u —» m ot sont des isomorphismes.
Pour tout objet (W — U + V) de G, le diagramme de morphismes de G

(3.4.17.5) (WoU+V)— Uxx Z—-U<+V)

| |

(WoX+Y)— UxxZ—>X+«Y)
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est cartésien. De plus, on a

(34176) g*((V — U)a) = (U Xx Z —=U + V‘)a7
(3.4.17.7) WY S (W X Y
(3.4.17.8) UY) S (UxxZ— X «Y),

ot 'exposant @ désigne les faisceaux associés. Tenant compte de I'isomorphisme canonique u*og* =
v* oo™ (3.4.17.3), on définit le foncteur

(3.4.17.9) th: G — T
(W — U V) — ’UJ*(WG) Xu*(g*(Ua)) ’U*((V — U)a)

Il est clair que si (¢, «, ) existe, le composé de t* et du foncteur canonique G — G est cano-
niquement isomorphe & t*. Ce dernier étant exact & gauche, il suffit donc de montrer qu’il est
continu.

Le foncteur ¢* transforme clairement les familles couvrantes de G de type (a) et (b) en des
familles épimorphiques de 7. Soit (W — U’ « V') — (W — U « V) un recouvrement de G de
type (c). Le diagramme canonique de morphismes de F

(3.4.17.10) V' 5 U)——— = (V> U)

| l

U xxY=>U)—= UxxY —=>0U)
est cartésien. On en déduit un diagramme cartésien de .7

(3.4.17.11) (V' = U")*) ——v*((V = U)*)

| |

v (0" (U")) ———v" (a7 (U"))
On en déduit que le morphisme
(3.4.17.12) tTW U V) =tT(W = U+ V)

est un isomorphisme. Par suite, le foncteur ¢t est continu en vertu de 3.4.3, d’ott la proposition.

3.4.18. Soit * 'un des deux symboles “coh” pour cohérent, ou “scoh” pour séparé et cohérent,
introduits dans 2.1.17. On désigne par G, la sous-catégorie pleine de G formée des objets (W —
U + V) tels que U soit un objet de Et*/X et W soit un objet de Et*/Z. Les limites projectives
finies sont représentables dans G, (3.4.2). On munit G, de la topologie engendrée par les familles
couvrantes de type (c) et les familles couvrantes finies de type (a), (b) (cf. 3.4.1) et on désigne par
G, le topos des faisceaux de U-ensembles sur G,. Calquant la preuve de 3.4.3, on montre que pour
qu’un préfaisceau F' sur G, soit un faisceau, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient
remplies :

(i) Pour toute famille couvrante finie (4; — A);cr de G, de type (a) ou (b), la suite

(3.4.18.1) FA) = J[FA) = [ FAixad,))
i€l (i,4)eIxJ

est exacte.



3.4. TOPOS DE FALTINGS RELATIF 127

(ii) Pour tout recouvrement (W — U’ < V') - (W — U « V) de G, de type (c), Papplica-
tion

(3.4.18.2) FW U+ V)= FW=U «V)

est bijective.
Le foncteur d’injection canonique ¢: G, — G est exact a gauche et continu (3.4.3). Il définit
donc un morphisme de topos ([4] IV 4.9.2)

(3.4.18.3) : G — G,

PROPOSITION 3.4.19. Les notations étant celles de 3.4.18, supposons de plus les schémas X,
Y et Z cohérents. Alors,

(i) La famille G, est topologiquement génératrice dans G.

(ii) La topologie de G, est engendrée par la prétopologie définie pour chaque objet A de G,
par la donnée de l’ensemble Cov(A) des familles de morphismes (A; — A);cr obtenues par
composition d’un nombre fini de familles de type (c) et de familles (finies) de type (a) et
(b) ; en particulier, I’ensemble I est fini.

(iii) Le morphisme ® (3.4.18.3) est une équivalence de topos. Nous identifierons dans la suite
de cette section les topos G et é* au moyen du morphisme P.

On notera d’abord que la condition que les schémas X, Y et Z sont cohérents est équivalente
a la condition que le schéma X est cohérent que les morphismes f et g sont cohérents.

(i) Soit (W — U + V) un objet de G. Comme le schéma X est quasi-séparé, il existe une
famille couvrante (U; — U);e; telle que U; € Ob(Et*/X). Pour tout ¢ € I, posons W; = W xy U;
et V; =V xy V;, de sorte que (W; — U; « V;) est un objet de G. La famille

{W; = Ui+ V) > (W =U <+ V)}licr
de morphismes de G est couvrante, en tant que composée de familles de type (a) et (c).

Wi—Ui=—YV;

|l

Wy ——=U~<=—-V

L]

W——sU<—V

Comme le schéma Z est quasi-séparé, pour chaque i € I, il existe une famille couvrante (W; ; —
Wi)jes; telle que W 5 € Ob(Et*/Z). La famille

{Wij = Ui < Vi) > (W = U < V)}ier jeu,

de morphismes de G est couvrante, et chaque (W; ; — U; < V;) est un objet de G.,.

(ii) En effet, les familles couvrantes de type (c) et les familles couvrantes finies de type (a) et
(b) de G, étant stables par changement de base, les ensembles Cov(A) pour A € Ob(G,) vérifient
les axiomes d’une prétopologie ([4] IT 1.3).

(iii) Pour tout objet A de G, on désigne par G, 4 la catégorie des couples (B, u) ou B est un
objet de G et u: ¢(B) — A est un morphisme de G. Si (B, u) et (B, u’) sont deux objets de G, /4,
un morphisme de (B,u) dans (B’,u’) est un morphisme t: B — B’ de G, tel que v’ = ¢(t) o u.
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Montrons que pour tout faisceau F' sur G et tout A € Ob(G), le morphisme canonique

(3.4.19.1) F(A) » lim F(4)

’ o
AEG*/A

est un isomorphisme. En effet, il résulte de (i) que la suite

F(A) - [ FAa)= 1T 1T F(B)

A’€Ob(G,/a) (A7, A")EOb(G,/4)? BEOD(G, ary , ar)
est exacte. D’autre part, le morphisme canonique

lim F(4") —
—

’ o
AEG*/A

ker I[I ra)= 11 11 F(B)

A’€0b(G, /a) (A',A")eOb(G . a)? BeOb(G, jarx 4ar)

est un monomorphisme, d’ou 'assertion.

L’isomorphisme fonctoriel (3.4.19.1) montre que le foncteur @, : G — G, est pleinement fidéle.
Montrons qu’il est essentiellement surjectif. Soit F’ un U-faisceau sur G,. Pour tout objet A de G,
la catégorie G, /4 étant U-petite, on pose

(3.4.19.2) F(A)= lim F'(4).

’ o
AEG*/A

On définit ainsi un préfaisceau sur G. On a clairement ¢*(F') = Fo¢ = F’. Il suffit donc de montrer
que F est un faisceau sur GG, ou encore que pour tout objet A de G et tout crible couvrant #Z de
A dans G, le morphisme canonique

(3.4.19.3) F(A) > lim F(4')

Alez©

est un isomorphisme. On peut se borner aux cribles #Z engendrés par une famille couvrante de
morphismes de but A et de type (a), (b) ou (c) ([4] II 2.3).

Pour tout objet A" de G4, on désigne par %, 4+ la sous catégorie pleine de G, /4, formée des
couples (B,u) tels que ¢(B) soit un objet de Z. Si A’ € Ob(Z), on a Z,/4» = G, a:. Il suffit alors

de montrer que le morphisme canonique

(3.4.19.4) F(A) = lim  lim F'(A")
—

’ o 1" o
Aleze e,

est un isomorphisme.

Montrons que pour tout objet A" de G, /4, %, 4+ est un crible couvrant de A’ dans G,. Comme
les familles couvrantes de type (a), (b), (¢) sont stables par changement de base, on peut se borner
aucasou A=A = (W — U + V) est un objet de G,. Comme W est quasi-compact, I’assertion
est immédiate si #Z est engendré par une famille couvrante de morphismes de but A et de type (a).
Par ailleurs, f étant cohérent, Uy est un schéma cohérent. Comme le morphisme V' — Uy est fini
étale, V' est un schéma cohérent. L’assertion recherchée vaut donc aussi si Z est engendré par une
famille couvrante de morphismes de but A et de type (b). Supposons enfin que # soit engendré
par un recouvrement de type (c)

(W —=U V)= (W-—=U<+V),
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ot U’ — U est un morphisme étale quelconque et V' =V xy U’. 1l existe une famille couvrante
(Ui = U")ier telle que U] € Ob(Et, x). Pour tout i € I, posons W} = W xg U] et V/ = V' xy Uy,
de sorte que (W] — U; <= V//) est un objet de G. Il existe une famille couvrante (W ; — W/) e,
telle que W/ ; € Ob(Et*/Z). La famille de morphismes de G

{W]; = Ul < V) = (W = U < V)}ir jeu,

est alors couvrante en tant que composée de familles de type (a) et (c)

Wi, —— U~V

EN

Wi’7j—>U<—V

Ll

W——sU<—-V

Comme W est quasi-compact, on peut extraire une sous famille finie K de {(i,5) | i € I,j € J;}
telle que (W/, — W) jyex soit couvrante. Il s’ensuit que la famille de morphismes de G

{W; =2 Ui« V) = (W =U <« V)}ijex

est couvrante en tant que composée d’une famille finie de type (a) et de familles de type (c), d’ou
I’assertion recherchée.
Il résulte de ce qui précéde que pour tout A’ € Ob(G,/4), le morphisme canonique

/ / . !/ "
(3.4.19.5) F/(A) = lm F'(A)

1 O
AreR?

est un isomorphisme. Prenons la limite projective sur la catégorie G /4> OD en déduit un isomor-
phisme

(3.4.19.6) F(A) = lim lim F'(A").
A/EGi/A A”E.@f/A,

Les morphismes canoniques

(3.4.19.7) lim  lim F/(4”) < lim F'(A")— lim lim F'(A")
— — — —
Alez° A”E%:/A/ A’E%i/A A’eci/A A”e%i/A,

étant bijectifs, on en déduit que le morphisme (3.4.19.4) est un isomorphisme, d’ou la proposition.

COROLLAIRE 3.4.20. Les notations étant celles de 3.4.18, supposons de plus les schémas X, Y
et Z cohérents. Alors,
(i) Pour tout objet (W — U « V) de G,, le faisceau associé (W — U « V)* de G est
cohérent.
(ii) Le topos G est cohérent; en particulier, il a suffisamment de points.
(iii) Les morphismes m (3.4.4.3) et A (3.4.4.4) sont cohérents.

Les propositions (i) et (ii) résultent de 3.4.19(ii)-(iii) et ([4] VI 2.1) et la proposition (iii) est
une conséquence de (i) et ([4] VI 3.2).
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3.4.21. D’apres 3.1.10 et ([4] VIII 7.9), la donnée d’un point de Zg ;Xét Yy est équivalente
a la donnée d’une paire de points géométriques z de Z et § de Y et d’une fleche de spécialisation
u de f(y) vers g(%), c’est-a-dire, d'un X-morphisme u: 3§ — X(4z)), oit X(4(z)) désigne le localisé
strict de X en ¢(%). Un tel point sera noté (g ~» Z) ou encore (u: g ~» Z). On désigne par p(g ~ %)
son image par le morphisme p: Zg ;Xét Yi — G (3.4.7.2), qui est donc un point de G. 11 résulte
de (3.4.7.3) que pour tous F' € Ob(Zg) et H € Ob(Ys), on a des isomorphismes canoniques
fonctoriels

~

(3.4.21.1) (T"F) ooz —  Fx,
(3.4.21.2) (N H)pgzy —  (pyH)g,

ol py: Yz — Yiet est le morphisme canonique (2.1.17.1). Pour tout objet (W — U « V) de G,
on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(3.4.21.3) (W = U V)ogz) S Wa xu,, Vi,

ou l'application Vi — Uy est induite par V' — U, et l'application Wz — Uy est composée de
l'application Wz — Uy (z) induite par W — U et du morphisme de spécialisation Ugz) — Uy
défini par u. En effet, cela résulte de (|2] VI.3.6) et du fait que p* prolonge p™ (|4] III 1.4).

3.4.22. Soient z un point géométrique de Z, ¥ un point géométrique de Y, Zz) le localisé
strict de Z en Z, X(4(z)) le localisé strict de X en g(Z), u: ¥ — X(4(z)) un X-morphisme, de sorte

que (¥ ~» Z) est un point de Zg ;Xét Yer (3.4.21). On désigne par &,y..z) la catégorie des
objets p(y ~» Z)-pointés de G, définie comme suit. Les objets de &2,..z) sont les quadruplets
(W = U «+ V),k,&¢) formés d'un objet (W — U + V) de G, d'un Z-morphisme x: 2 — W,
d’un X-morphisme : 7 — U et d’un Y-morphisme (: j — V tels que, notant encore x: Zz) — W
le Z-morphisme induit par x ([4] VIII 7.3) et {: X(4z)) — U le X-morphisme induit par &, les
carrés du diagramme

(3.4.22.1) Zz) X)) Y
nl \Lf lg
W U 1%

ol on a encore noté g le morphisme induit par g, soient commutatifs. Soient (W — U + V), k,&, (),
(W' = U« V'), k"¢, (') deux objets de &, y..z). Un morphisme de (W' — U’ < V'), x", &', (')
dans (W — U + V), k,&,¢) est la donnée d’'un morphisme (¢: W — W,a: U — U,b: V! = V)
de G tel que cok’ = Kk, a0& = ¢ et bo(’ = (. Il résulte de (3.4.21.3) et ([2] VI.10.19(i)) que
P ,-~z) est canoniquement équivalente & la catégorie des voisinages de p(y ~ %) dans G ([4] IV
6.8.2). Elle est donc cofiltrante et pour tout préfaisceau F' sur G, on a un isomorphisme canonique

fonctoriel ([4] IV (6.8.4))

(3.4.22.2) (F) p(gz) = th FW —=U<+YV).
((WaU(—V),m,{,()E.@g(ng)

Si X, Y et Z sont cohérents, on peut remplacer dans la limite ci-dessus &,y..z) par la sous-

catégorie pleine c@g%’wz) formée des objets (W — U « V), k,&, () tels que W soit un objet de

Etcoh/Z et U soit un objet de Etcoh/X; qui est aussi cofiltrante (3.4.19).
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3.4.23. Supposons le schéma X strictement local, de point fermé z. Soit Z un point géomé-
trique de Z au-dessus de . Le topos X étant local de centre x, d’aprés 3.1.11, le point géométrique
Z de Z définit une section canonique

(3.4.23.1) v: Yoo = Za §Xét Yet.

De méme, le topos Xi¢ étant local de centre x, le point géométrique Z de Z définit une section
canonique

-
(3.4.23.2) J Yict — Zear X Xeet Yict.

Notons px: Xet — Xtat, py: Yoo — Yier €t pz: Zey — Zger les morphismes canoniques (2.1.17.1).
On vérifie aussitot que le diagramme

v —
(3.4.23.3) Yo —— Zey X x,, Yer

-
PZXpx PY

u —
Yist —— Zrét X Xpop Y6t

PY

ot la fleche verticale de droite est définie par fonctorialité (3.1.5.4), est commutatif & isomorphisme
canonique preés.

3.4.24. Supposons les schémas X et Z strictement locaux, de points fermés = et z respecti-
vement, le morphisme g: Z — X local, i.e., g(z) = z, et le morphisme f: Y — X cohérent. Pour
tout U € Ob(Etscoh/X) (2.1.17), on désigne par U la somme disjointe des localisés stricts de U en
les points de Uy ; ¢’est un sous-schéma ouvert et fermé de U, qui est fini sur X ([30] 18.5.11). De
méme, pour tout W &€ Ob(EtSCOh /z), on désigne par W la somme disjointe des localisés stricts de

W en les points de W,. Pour tout U € Ob(EtSCOh /x), on a un isomorphisme canonique
(3.4.24.1) Zxx U5 (Z xx U
La correspondance U + U! définit un foncteur
(3.4.24.2) 95 Btgeon/x — Bty x
qui est clairement exact a gauche et continu. Notons
(3.4.24.3) Jot Xret — Xet
morphisme de topos associé (cf. [2] VI.10.22). De méme, la correspondance W — Wt definit un
foncteur
(3.4.24.4) 7% ¢ Btconsz — Bty/z
qui est exact a gauche et continu. Notons
(3.4.24.5) Jzt Lty — Lt

le morphisme de topos associé.

On désigne par Gy la sous-catégorie pleine de G formée des objets (W — U « V) tels que
les morphismes U — X et W — Z soient finis étales. Il s’ensuit que le morphisme V' — Y est
aussi fini étale. On munit G de la topologie engendrée par les recouvrements de type (a), (b) et

(c) (3.4.1). Le topos des faisceaux de U-ensembles sur Gy est le produit orienté Zgg ; Xrer Yior des
morphismes de topos grst: Zrst — Xrer et frar: Year — Xrsr (cf. 3.1.3).
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Le foncteur

(3.4.24.6) V+Z Gscoh — ' Gf
(W —=U+V) = (WU« U xy V).

est exact a gauche et continu. En effet, les foncteurs j, et j, étant continus et exacts & gauche, le
foncteur 9 est exact a gauche, et il transforme les recouvrements finis de Ggeon de type (a), (b),
(c) en des recouvrements de Gy de méme type. Il est donc continu en vertu de 3.1.2 et 3.4.18(i)-(ii).
Compte tenu de 3.4.19(iii), le foncteur v+ définit donc un morphisme de topos

(3.4.24.7) v Zret ;Xfét Yiee — G.

Par ailleurs, les topos Xtet et Zrsr étant équivalents au topos final, la section canonique définie par
le point z de Z (3.4.23.2)

«
(34248) J7 }/fét — Zfét X Xyt }/fét

est une équivalence de topos. On désigne le morphisme composé v par
(3.4.24.9) 0: Yiee — G.

PROPOSITION 3.4.25. Sous les hypothéses de 3.4.24, le diagramme

~ —
(3.4.25.1) Yoo — Zet X x4 Yot

Vi — G

ot 7y est la section canonique définie par le point z de Z (3.4.23.1), py est le morphisme (2.1.17.1)
et p est le morphisme (3.4.7.2), est commutatif & isomorphisme canonique pres.

En effet, notant i,: Ens — Zg le point défini par z et e: X¢ — Ens la projection canonique,
on a un diagramme non-commutatif (3.1.11.3)

(3.4.25.2) Ens <% Y,

Xs

Montrons d’abord que pour tout objet (W — U <+ V) de G que l'on considére aussi comme un
objet de C' (3.4.6), le morphisme canonique

(3.4.25.3) YW =5 U« V xy UHY) = 4" (W = U « V)9
est un isomorphisme. Compte tenu de ([2] (VI.3.7.2)), on a un isomorphisme canonique fonctoriel
(34254) ’}/*((W —U + V)a) :> fgtE*ZZ(W) ngts*ij(UXXZ) V.

Le morphisme canonique i*(W*) — i*(W) étant un isomorphisme, il en est donc de méme du
morphisme

(3.4.25.5) YW =5 U« V)% =" (W = U« V)2).
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Comme le morphisme (3.4.25.3) est induit par le composé des morphismes canoniques
(3.4.25.6) W s U« VxpU) > (W U« V)= (WU« V),

dont le premier est un recouvrement de type (c), on en déduit que c’est un isomorphisme.
On déduit de I'isomorphisme (3.4.25.3) un isomorphisme canonique fonctoriel

! ~ * * a
(3.4.25.7) Y ((pz Xpx py) W (W = U < V)*))) =" (p"(W = U < V)*).
Compte tenu de (3.4.23.3), on en déduit un isomorphisme canonique fonctoriel
(3.4.25.8) oy (0 (W = U+ V)*) S y*(p*(W = U < V)7,

d’ott la proposition.
COROLLAIRE 3.4.26. Conservons les hypothéses de 3.4.25 et soient § un point géométrique de
—
Y, (§ ~ z) le point de Zg, Xx,, Yer défini par Uunique spécialisation de f(y) dans z, ie., le X-
morphisme canonique u: Y — X. Alors, les points p(g ~ z) et 0(py (7)) de G sont canoniquement

isomorphes.

-
Cela résulte de 3.4.25 quand on observe que les points v(7) et (¥ ~ z) de Zg& X x,, Yo sont
canoniquement isomorphes (3.4.23.1).

3.4.27. Conservouns les hypothéses de 3.4.24. On vérifie aussitdt que les carrés du diagramme

P1 \ P2

(3.4.27.1) Lret, <—— Lrst X Xper Yt — Yt

Jz L ll/ lld

Zé Ul é A }/fét
sont commutatifs a isomorphismes canoniques prés. On en déduit des isomorphismes
(3.4.27.2) 70 :> jzbzﬁffét,
(3.4.27.3) A S idy,,,
On obtient du second morphisme un morphisme de changement de base
(3.4.27.4) A — 0%,

composé de A, — \.0,0% 5 6%, ou la premiére fleche est induite par le morphisme d’adjonction
id — 6.0*, et la seconde fleche par Iisomorphisme (3.4.27.3).

PROPOSITION 3.4.28. Supposons les schémas X et Z strictement locauzx, de points fermés x
et z respectivement, le morphisme g: Z — X local, i.e., g(z) = x, et le morphisme f: Y — X
cohérent, et notons 0: Yigy — G le morphisme de topos défini dans (3.4.24.9). Alors, le morphisme
de changement de base A, — 0* (3.4.27.4) est un isomorphisme ; en particulier, le foncteur A\, est
exact.

Notons py : Yz — Yzé le morphisme canonique (2.1.17.1). Compte tenu de ([2] V1.9.6), il suffit
de montrer que pour tout faisceau F' de G et tout point géométrique 7 de Y, I'application
(34281) (/\*F)py@) — (H*F)py@)

induite par le morphisme de changement de base (3.4.27.4) est bijective. Il existe une unique spé-
cialisation de f(7) dans x, a savoir le X-morphisme canonique u: § — X ; on peut donc considérer

le point (7 ~ z) de Zg ;Xét Vit (3.4.21). D’apres 3.4.26, les points p(7 ~ z) et 6(py (7)) de G sont
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canoniquement isomorphes. On désigne par ¢y la catégorie des Y-schémas étales et finis, y-pointés,
que l'on identifie & la catégorie des voisinages de py (7) dans le site Etg /v ([4] IV 6.8.2), et par
c@;((giz) la sous-catégorie pleine de la catégorie &,...) (3.4.22) formée des objets p(y ~ 2)-
pointés (W — U « V), k,&,¢) de G tels que U soit un objet de Etscoh/X et W soit un objet de
Etscoh/Z- Rappelons que x: z — W est un Z-morphisme, ¢: £ — U un X-morphismeet (: 5y — V
un Y-morphisme tels que notant encore k: Z — W la Z-section induite par K et £: X — U la
X-section induite par &, les carrés du diagramme

(3.4.28.2) Z—2sx<" 3y

1k

W-——U<—YV

soient commutatifs. Il résulte de (3.4.21.3) et ([2] VI.10.19(i)) que 9“0}‘

o(G~7) est canoniquement

équivalente a la catégorie des voisinages du point p(y ~ z) dans le s1te Gscon- Elle est donc
cofiltrante. Pour tout objet V' de Et;/y, on a un isomorphisme canonique 0*(Z — X «+ V) SV
(3.4.27.3). Compte tenu de 1'égalité 6(py (7)) = p(¥ ~> z), on en déduit un isomorphisme

(3.4.28.3) (Z = X < V) pgemz) = Vi

Celui-ci est clairement compatible avec isomorphisme (3.4.21.3). Notant xg: z = Z et §5: @ — X
les injections canoniques, on a un foncteur pleinement fidéle

(3.4.28.4) Ay: G — Pn (V,¢: 7= V)= ((Z = X < V), ko, &, Q).

y—v~>z

Le morphisme d’adjonction F' — 6,(6*F) est défini pour tout objet (W — U < V) de G par le
morphisme canonique

(3.4.28.5) FW = U<« V) = 0*(F)0*(W = U « V)).

Pour tout objet (V,(: 5 — V) de €, le diagramme

(3.4.28.6) F(Z — X « V) _— > f* (F)(V)
Ca (F)pY(?))(Vﬂ)
lc
(£0,€0,¢)
FP@V"Z)((Z = X V)p(ywz)) FP@“’“’Z)

Y) = p(y ~ 2)

ou la fleche notée ¢ (resp. (ko,&o,(¢)) est induite par { € Vg et la relation 6(py (7)) =
(3.4.28.1) s’identifie

(resp. (ko,%0,¢) € (Z = X < V)° ), est commutatif (3. 4 28.3). Par suite,
a l'application

p(g~z)/?

(3.4.28.7) lim  F(Z = X < V) = Fygz)

(Vio)eez

induite par le foncteur A7. Il suffit donc de montrer que Ay est cofinal.
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Soit (W — U <« V),k,&,() un objet de ‘@;((:%E»z)' Notons encore k: Z — W la Z-section

induite par s et £: X — U la X-section induite par £, de sorte que les carrés du diagramme

(3.4.28.8) zZ—-X<"7

b

sont commutatifs. On en déduit un Y-morphisme ¢’: § — V xy ¢ X qui s’'insére dans un diagramme
commutatif

(3.4.28.9) Z— e X~ VxpeX <27
N T
W U 14

Par suite, (V xy¢ X, (') est un objet de ¢y, et le diagramme (3.4.28.9) induit un morphisme
MV xue X,() = ((Z = X +V xyge X),k0,60,¢) = (W = U V), 5,C)

de 9;“}‘ )- On en déduit que A7 est cofinal d’apres ([4] I 8.1.3(c)) ; d’ou la proposition.

(ywz
COROLLAIRE 3.4.29. Les hypothéses étant celles de 3.4.28, supposons de plus que le schéma Y
—
soit strictement local de point fermé y et considérons le point (y ~ z) de Ze X x,, Yer défini par
lunique spécialisation de f(y) dans x. Alors, le topos G est local de centre p(y ~> z).

En effet, pour tout faisceau F de G, on a T'(G,F) = T'(Yia, M(F)) = (Ac(F))py (), OU
py : Yoy — Yie est le morphisme canonique (2.1.17.1). Par ailleurs, le morphisme

(3.4.29.1) (G, F) = T(Yer, M(F)) = T(Yeer, 07 (F))

induit par le morphisme (3.4.27.4) s’identifie au morphisme défini par image inverse par §. Compte
tenu de 3.4.26, le morphisme canonique

(3.4.29.2) [(G,F) — Fj

y~z)

s’identifie donc a la fibre du morphisme A\, (F) — 6*(F) (3.4.27.4) en py (y), qui est un isomorphisme
en vertu de 3.4.28, d’oit la proposition.

COROLLAIRE 3.4.30. Supposons les schémas X et Z strictement locauz, de points fermés x
et z respectivement, le morphisme g: Z — X local, i.e., g(z) = z, et le morphisme f: Y — X
cohérent, et notons 0: Yis, — G le morphisme de topos défini dans (3.4.24.9). Alors :

(i) Pour tout faisceau F de é, Uapplication canonique

(3.4.30.1) [(G, F) = I'(Yiet, 0% F)

est bijective. _
(ii) Pour tout faisceau abélien F de G, lapplication canonique

(3.4.30.2) H'(G,F) — H' (Y, 0°F)

est bijective pour tout i > 0.
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(i) En effet, le diagramme
(3.4.30.3) I'(G,F) v L (Yier, A F)
(G, 0.(6* F)) <=2 T'(Yier, A (0.(6" F)))

Tk

F(}/fé‘m H*F)

ol w, w’ et v’ sont les bijections canoniques, u et v sont induits par le morphisme d’adjonction
id — 6.0* et v est induit par I'isomorphisme (3.4.27.3), est commutatif. Comme v’ o u est bijectif
en vertu de 3.4.28, il en est de méme de v’ o v, d’ott la proposition.

(ii) En effet, le diagramme

(3.4.30.4) H{(G, F) =% H(Yie, M F)

H(G, 0.(6* F)) =< H!(Yige, M (0.(6° F)))

Sk

Hi (}/fé‘m H*F)

ot w, w’ et v’ sont induits par la suite spectrale de Cartan-Leray ([4] V 5.3), u et v sont induits par
le morphisme d’adjonction id — 6,0* et u’ est induit par 'isomorphisme (3.4.27.3), est commutatif.
D’autre part, u’ o u est bijectif, et le foncteur A, est exact en vertu de 3.4.28 ; donc w est bijectif,
d’ou la proposition.

3.4.31. Soient Z un point géométrique de Z, Z le localisé strict de Z en Z, X le localisé
strict de X en ¢(%), g: Z — X le morphisme induit par g, ¥ =Y xx X, i: Y — X la projection

canonique. On désigne par é le topos de Faltings relatif associé¢ au couple de morphismes (f,g)
(3.4.1) et par

(3.4.31.1) 0: Y =G

le morphisme défini dans (3.4.24.9). Le diagramme commutatif de morphismes canoniques

‘ s
(3.4.31.2) Z- 2o X<y
RN

induit par fonctorialité un morphisme (3.4.8.3)

(3.4.31.3) P: G — G.
On note
(3.4.31.4) oz G — Y

le foncteur composé 6* o &*.
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PROPOSITION 3.4.32. Conservons les hypothéses de 3.4.31, supposons de plus que f soit cohé-
rent. Alors : B
(i) Pour tout faisceau F de G, on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(3.4.32.1) T (F)z = T(Yggy, p=(F))-
(ii) Pour tout faisceau abélien F de G et tout entier i > 0, on a un isomorphisme canonique
fonctoriel
(3.4.32.2) Riﬂ'* (F)z = Hi(K{éta @E(F))'

(iii) Pour toute suite ezacte de faisceaux abéliens 0 — F' — F — F" — 0 de G et tout entier
i >0, le diagramme

(3.4.32.3) Rim, (F")= Ritir, (F')=

l |

H (Yigr, pz(F")) —— HH! (Ygep, p2(F"))

ot les fleches verticales sont les isomorphismes canoniques (3.4.32.2) et les fleches horizon-
tales sont les bords des suites exactes longues de cohomologie, est commutatif.

Cette proposition sera démontrée dans 3.5.12.

3.5. Limites projectives de topos de Faltings relatifs

3.5.1. On désigne par N la catégorie des couples de morphismes de schémas de méme but
(Z - X « YY) et par © la catégorie des morphismes de 9. Les objets de © sont donc des
diagrammes commutatifs de morphismes de schémas

(3.5.1.1) W—sU<—1V

R

J——=X=<=—Y

ou l'on considére les fleches horizontales comme des objets de 9 et les fléches verticales comme
des morphismes de 9T; un tel objet sera noté (W — U «+ V,Z — X + Y). On désigne par & la
sous-catégorie pleine de D formée des objets (W — U + V,Z — X + Y) tels que les morphismes
U — X et W — Z soient étales de présentation finie et que le morphisme V' — U X x Y soit étale
fini. Le “foncteur but”

(3.5.1.2) &E-M W-oU«V,ZoX+Y)»(Z-X<+Y)

fait de ® une catégorie fibrée, clivée et normalisée (cf. 3.4.2). La catégorie fibre au-dessus d’un
objet (Z — X «+ Y) de M est la catégorie sous-jacente au site Geon défini dans 3.4.18 relativement
au couple de morphismes (Y — X, Z — X). Pour tout morphisme de 9t défini par un diagramme
commutatif

(3.5.1.3)

!/

<

N

Y

i

—_—

N~

|

3

-
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le foncteur image inverse de (3.5.1.2) associé est le foncteur
(3514) O @(Zﬁxgy) — QS(Z/%XN—Y/)u
(WoU+«V) » WxzZ -Uxx X «VxyY).

Celui-ci est clairement exact & gauche. On munit chaque fibre de /9 de la topologie co-évanes-
cente, c’est-a-dire de la topologie engendrée par les recouvrements de type (a), (b) et (c) définis
dans 3.4.1. On vérifie aussitot que la caractérisation des faisceaux de 3.4.3 vaut encore pour les
fibres de /1. On en déduit que pour tout morphisme de 9t défini par un diagramme commutatif
(3.5.1.3), le foncteur ®* (3.5.1.4) est continu. Par suite, & /9 devient un U-site fibré (|[4] VI 7.2.4).
On désigne par

(3.5.1.5) §—m
le U-topos fibré associé a &/M ([4] VI 7.2.6) : la catégorie fibre de § au-dessus d’un objet

(Z = X +Y) de M est le topos &z x«v) des faisceaux de U-ensembles sur le site co-évanescent
&z xv), et le foncteur image inverse relatif & un morphisme de 9t défini par un diagramme com-

mutatif (3.5.1.3) est le foncteur ®*: 6(2_,X<_y) — (75(2,_,X/<_y/) image inverse par le morphisme
de topos

(3.5.1.6) [ON 6(2/_))(/(_)//) — 6(2_,)((_)/)

associé au morphisme de sites @ (3.5.1.4).
Pour tout objet (Z — X + Y') de M tel que les schémas X, Y et Z soient cohérents, la topologie
de &(z_, xy) est engendrée par les familles couvrantes de type (c) et les familles couvrantes finies

de type (a), (b). Par suite, le topos @5( Z—X«v) est canoniquement équivalent au topos de Faltings
relatif associé au couple de morphismes (Y — X, Z — X)) d’aprés 3.4.19(iii).
On note

(3.5.1.7) TV —me

la catégorie fibrée obtenue en associant a tout objet (Z — X + Y') de 9 la catégorie SZoxey) =

Bz x«v), et & tout morphisme de M défini par un diagramme commutatif (3.5.1.3) le foncteur
(3.5.1.8) B Bzxeyy = Bzaxey)
image directe par le morphisme de topos @ (3.5.1.6).
3.5.2. Soient I une catégorie cofiltrante essentiellement petite ([4] I 2.7 et 8.1.8),
(3.5.2.1) o: I =M, i~ (Z;, = X; <Y

un foncteur tel que pour tout morphisme j — ¢ de I, les morphismes X; — X;, Y; — Y et
Z; — Z; solent affines. On suppose qu'il existe iy € Ob(I) tel que les schémas X, Y;, et Z;, soient
cohérents. On désigne par

(3.5.2.2) &, — I
(3.5.2.3) 3, — 1
(3.5.2.4) 50 o 1

les site, topos et catégorie fibrés déduits de & (3.5.1.2), § (3.5.1.5) et ¥ (3.5.1.7), respectivement,
par changement de base par le foncteur . On notera que §, est le topos fibré associé a &, (4]
VI 7.2.6.8). D’apreés ([30] 8.2.3), les limites projectives

(3.5.2.5) X=limX;, Y=1lmY; et Z=1im Z;

i€l i€l i€l
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sont représentables dans la catégorie des schémas. Les schémas X, Y et Z sont cohérents. Les objets
(Z; = X; + Yi)ier de M induisent un objet (Z — X + Y), qui représente la limite projective du
foncteur (3.5.2.1).

Pour tout i € Ob(I), on a un diagramme commutatif canonique

(3.5.2.6) Z——>X~<—Y
Zi—=Xi<=—Y,
Il lui correspond un foncteur image inverse (3.4.8.2)

(3.5.2.7) ‘I)ZFZ Gz, mx,cvi) = Ozoxey),;

qui est continu et exact a gauche, et par suite un morphisme de topos

(3.5.2.8) ;- é(Z%XeY) — é(zﬁxieYi)'
On a un foncteur naturel
(3529) 64,0 — 6(Z—»X(—Y)v

dont la restriction & la fibre au-dessus de tout i € Ob([) est le foncteur ®; (3.5.2.7). Ce foncteur
transforme morphisme cartésien en isomorphisme. Il se factorise donc de fagon unique a travers un
foncteur ([4] VI 6.3)

IO

Le I-foncteur &, — &z, xy) x I déduit de (3.5.2.9) est un morphisme cartésien de sites fibrés
([4] VI 7.2.2). Tl induit donc un morphisme cartésien de topos fibrés ([4] VI 7.2.7)

(3.5.2.11) Bzoxey) X I = T

PROPOSITION 3.5.3. Le couple formé du topos 6(Z_)X<_Y) et du morphisme (3.5.2.11) est une
limite projective du topos fibré §, /I ([4] VI 8.1.1).

On notera d’abord que le foncteur (3.5.2.10) est une équivalence de catégories en vertu de ([30]
8.8.2, 8.10.5 et 17.7.8). Soient T' un U-topos,

(3.5.3.1) h:TxT—3,

un morphisme cartésien de topos fibrés au-dessus de I. Notons €7: &, — §,, le foncteur cartésien
canonique ([4] VI (7.2.6.7)), et posons

(3.5.3.2) ht =h*oes: G, — T x 1.
Pour tout ¢ € Ob(I), on désigne par

la restriction de A" aux fibres au-dessus de i. Compte tenu de ’équivalence de catégories (3.5.2.10)
et de ([4] VI 6.2), il existe un et essentiellement un unique foncteur

tel que h™ soit isomorphe au composé

T xi
(3.5.3.5) Gy — G gy x [ —2 5 T
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ol la premiére fleche est le foncteur déduit de (3.5.2.9). Montrons que g+ est un morphisme de
sites. Pour tout objet (W — U = V) de &(5_,x v, il existe i € Ob(I), un objet (W; — U; « V;)
de Gz, x,«v;) et un isomorphisme de &z_, x v)

(3.5.3.6) (W —=U<+ V)3 (W, = U, + Vi).

Comme les foncteurs h:r et fIJ;r sont exacts & gauche, on en déduit que g+ est exact a gauche.
D’autre part, tout recouvrement de type (c), (resp. fini de type (a), resp. fini de type (b)) de
Bz x«v) est 'image inverse d'un recouvrement de type (c) (resp. fini de type (a), resp. fini de
type (b)) de &z, _, x,«v,) pour un objet i de I, en vertu de ([30] 8.10.5(vi)). On en déduit que g*
transforme les recouvrements finis de type (a), (resp. (b)) de & z_, x .y en familles épimorphiques
de T, et les recouvrements de type (c) en isomorphismes de T. Comme les schémas X, Y et Z sont
cohérents, gt est continu en vertu de 3.4.18 et 3.4.19. Il définit donc un morphisme de topos

(3.5.3.7) 9:T = Bz xcy)
tel que h soit isomorphe au composé

gxidr ~

(3.5.3.8) TxI—2 =~ Gyxeyyx [ —=3F,,

ou la seconde fléche est le morphisme (3.5.2.11). Un tel morphisme g est essentiellement unique
car la “restriction” gt : & zoxey) — T du foncteur g* est essentiellement unique d’aprés ce qui
précéde, d’ou la proposition.

3.5.4. Munissons &, de la topologie totale ([4] VI 7.4.1) et notons Top(®,) le topos des
faisceaux de U-ensembles sur &,. D’aprés ([4] VI 7.4.7), on a une équivalence canonique de caté-
gories

(3.5.4.1) Top(&,) = Homys (I°, ).

D’autre part, le foncteur naturel &, — &z x.y) (3.5.2.9) est un morphisme de sites ([4] VI
7.4.4) et il définit donc un morphisme de topos

(3.5.4.2) @: Bz xy) — Top(®,).

En vertu de 3.5.3 et ([4] VI 8.2.9), il existe une équivalence de catégories © qui s’insére dans un
diagramme commutatif

~ ) o
(3543) ®(Z~>X<—Y) — Homcart/lo (I ,g¥)

w*l

Top(&,) ——— Homyo (1°, )

ou la fleche horizontale inférieure est 1'équivalence de catégories (3.5.4.1) et la fleche verticale de
droite est l'injection canonique.

Pour tout objet F' de Top(®,), si {i = F;} est la section correspondante de Homjo (1°,5),
on a un isomorphisme canonique fonctoriel ([4] VI 8.5.2)

(3.5.4.4) =" (F) 5 lim @} (F).

i€I®
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COROLLAIRE 3.5.5. Soient I un faisceau de Top(8,), {i +— F;} la section de Homyo (I1°,F)
qui lui est associée par I’équivalence de catégories (3.5.4.1). Alors, on a un isomorphisme canonique
fonctoriel

(3.5.5.1) lim (&7 xiev) Fi) S T(Gz5xey), lim @} (F;)).
i€l® i€l®

COROLLAIRE 3.5.6. Soit F' un faisceau abélien de Top(&,) et soit {i — F;} la section de
Homj-(I°, Sg) qui lui est associée par 'équivalence de catégories (3.5.4.1). Alors, pour tout entier
q > 0, on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(3.5.6.1) En Hq(@(Zi—»Xﬂ—Yi)aF‘i) = Hq(@(Z—va—Y), 1Ln 7 (F3)).
i€I® i€I®

Les corollaires 3.5.5 et 3.5.6 résultent de 3.5.3 et ([4] VI 8.7.7). On notera que les conditions
requises dans ([4] VI 8.7.1 et 8.7.7) sont satisfaites en vertu de 3.4.20 et ([4] VI 3.3, 5.1 et 5.2).

PROPOSITION 3.5.7. Considérons un diagramme commutatif de morphismes de schémas a carré
cartésien

(3.5.7.1) 7S x Ly

Nk

X<~—Y

et notons G (resp. é’) le topos de Faltings relatif associé au couple de morphismes (f,qg) (resp.
(f',q")) et ®: G — G le morphisme de fonctorialité induit par le diagramme (3.5.7.1). Supposons,
de plus, que l'une des hypothéses suivantes soit remplie :
(i) le morphisme u: X' — X est étale;
(ii) le schéma X' est le localisé strict de X en un point géométrique T, u: X' — X étant le
morphisme canonique, le morphisme f est cohérent et le schéma Z est cohérent.
Alors, @ est une équivalence de topos.

Notons G (resp. G’) le site de Faltings relatif associé au couple de morphismes (f,g) (resp.
(f',9") (3.4.1). Dans le cas (i), (Z — X’ + Y”) est un objet de G et le morphisme

(3.5.7.2) (Z—-X' <Y 5 (Z-X«Y)"

est un isomorphisme de G en vertu de 3.4.3. Le morphisme ® qui s’identifie au morphisme de
localisation du topos G en (Z — X’ + Y')® d’aprés 3.4.11, est donc une équivalence de topos.

Considérons le cas (ii). D’apres le cas (i), quitte a remplacer X par un voisinage étale affine
X, deT et Y par X1 xx Y, on peut supposer X affine et Y cohérent. Notons I la catégorie des
X-schémas étales affines Z-pointés, et pour tout ¢ € Ob(I), X; le X-schéma étale affine Z-pointé
correspondant et posons Y; = X; Xx Y. On a alors dans la catégorie des schémas

(3.5.7.3) X' =lim X; et V' =limY;.

Considérons le foncteur
(3.5.7.4) ol =M zuxey), i (2= XY,

ou M est la catégorie définie dans 3.5.1. Reprenant les notations de 3.5.2 pour ce foncteur ¢, le
topos &z, x/y) est la limite projective du topos fibré 8,/ 1 en vertu de 3.5.3. Par ailleurs, pour
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tout ¢ € Ob([I), le morphisme de fonctorialité

(3.5.7.5) é(Z—)Xﬁ—Yi) - é(Z—>X<—Y)

est une équivalence de topos d’aprés le cas (i). La proposition s’ensuit.

LEMME 3.5.8. Soient f: Y — X, g: Z — X deux morphismes tels que f soit cohérent, G le
site de Faltings relatif associé & (f,g), Geon la sous-catégorie pleine définie dans 3.4.18. Pour tout
point géométrique Z de Z, on désigne par Z) le localisé strict de Z en z, par hz: Zz) — Z le
morphisme canonique, par Gz le site de Faltings relatif associé & (f, go hz) et par @;: G — Gz le
morphisme de fonctorialité induit par hz (3.4.8). Soit (A, = A)nen une famille de morphismes de
Geon- Alors, pour que (A, = A)nen soit couwvrante dans G, il faut et il suffit que pour tout point
géométrique Z de Z, la famille (91 (A,) — ®Z(A))nen soit couvrante dans G.

En effet, la condition est nécessaire puisque les foncteurs ®F sont continus ([4] III 1.6).
Montrons qu’elle est suffisante. Supposons que pour tout point géométrique Z de Z, la famille
(@1 (An) — ®F(A))nen soit couvrante dans Gz et montrons que la famille (A4, — A)pen est
couvrante dans G. La question étant locale sur G (3.4.10), on peut se borner au cas ot X, Y et Z
sont cohérents.

Soient Z un point géométrique de Z, Zy un Z-schéma étale Z-pointé qui soit un schéma affine.
On note I la catégorie des Zp-schémas étales affines Z-pointés, et pour tout ¢ € Ob([), Z; le
Z-schéma étale Z-pointé correspondant. On a alors
(3.5.8.1) Z(g) = lim Zi.

i€l
Considérons le foncteur
(3.5.8.2) ol = Mzuxcy), i (Zi—=X+Y),

ou M est la catégorie définie dans 3.5.1. Reprenons les notations de 3.5.2 en les adaptant a ce
foncteur. Pour tout ¢ € Ob(I), notons

(3.5.8.3) U Gooh = Bz xey) = Bz, xev)s
(3584) (I);r @(Ziﬁxgy) — @(Z(E)HXHY)7

les foncteurs image inverse (3.4.8.2), de sorte que ®; o ¥, est la restriction du foncteur ®z. On a
un foncteur naturel

(3585) ng; — @(Z(z)ﬁxey),

dont la restriction a la fibre au-dessus de tout i € Ob(I) est le foncteur ®;". Ce foncteur transforme
morphisme cartésien en isomorphisme. Il se factorise donc de fagon unique a travers un foncteur
(3586) hj}l ng; — @(Z(z)ﬁxey),

IO
qui est une équivalence de catégories en vertu de ([30] 8.8.2, 8.10.5 et 17.7.8). D’aprés ([30]
8.10.5(vi)), tout recouvrement de type (c), (resp. fini de type (a), resp. fini de type (b)) de
& (7., —x+y) est I'image inverse d’un recouvrement de type (c) (resp. fini de type (a), resp. fini
de type (b)) de &z, _, x«y) pour un objet i de I.

La famille de morphismes (®F(A,) — ®1(A4)),en de & (7 »x«y) étant couvrante dans
Gz, elle T'est aussi dans &z, ,x«v) en vertu de 3.4.19(iii) et ([4] IIT 3.5). Compte tenu de
ce qui précéde et de 3.4.19(ii), il existe donc un objet ¢ de I et une famille couvrante finie
(B — ¥ (A))menm de &z, x.y) tels que le recouvrement (@ (By,) — ®F(A))men raffine
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le recouvrement (&1 (A,) — ®F(A)),en. Quitte & remplacer i par un objet de I au-dessus de lui,
le recouvrement (B, — ¥, (A))men raffine alors la famille (U] (4,,) — ¥ (A))nen qui est donc
couvrante. On notera que (Z; — X < Y') est un objet de Gon et que le site &z, _, xy s’identifie
a la catégorie Geop/(z,— x«y) munie de la topologie induite par celle de G'con (3.4.9).

On a ainsi montré qu'il existe un recouvrement (Z; — X < Y),cs de type (a) de I'objet final
de G tel que pour tout j € J, la famille (A, x (Z; = X <+ Y) 5 Ax(Z; 5 X < Y))nen soit
couvrante dans G. Par suite, la famille (4,, = A),en est couvrante dans G ; d’ou la proposition.

PROPOSITION 3.5.9. Soient X, Y, Z trois schémas cohérents, f:Y — X, g: Z — X deux
morphismes. On désigne par G le site de Faltings relatif associé au couple de morphismes (f,g),
par Geon la sous-catégorie pleine définie dans 3.4.18 et par C' le site défini dans 3.1.1 relativement
aux foncteurs de changement de base par f et g respectivement,

(3.5.9.1) friBtx > Bty et g™ Et)x — Et),.

La catégorie G est naturellement une sous-catégorie pleine de C' (3.4.7). Alors, pour qu’une famille
(W; = U, «V;) > (W = U « V))ier de morphismes de Geon soit couvrante dans G, il faut et
il suffit qu’elle le soit dans C.

En effet, la condition est nécessaire puisque le foncteur canonique p™: G — C (3.4.7.1) est
continu ([4] IIT 1.6). Montrons qu’une famille % = (W; = U; + V;) = (W = U + V))ier
de morphismes de G, qui est couvrante dans C' est couvrante dans G. On peut supposer que
(W — U < V) est 'objet final (Z - X «Y) de G (3.4.10). En vertu de 3.5.8, on peut se borner
au cas ol le schéma Z est strictement local.

Considérons les sites Etcoh /X5 Etcoh /y et Etcoh /Z (2.1.17) qui sont stables par limites projec-
tives finies. On désigne par Ceop le site défini dans 3.1.1 relativement aux foncteurs de changement
de base par f et g,

(3592) fthl Etcoh/X — Etcoh/Y et g:;h: Etcoh/X — Etcoh/Z-

C
Tout objet de C.op est naturellement un objet de C. On définit ainsi un foncteur pleinement fidéle
Ceon — C. 1l est clairement exact & gauche et il est continu d’aprés 3.1.2. Le morphisme de topos
qu’il induit C— CN'COh est une équivalence de catégories d’aprés la propriété universelle des produits
orientés de topos (3.1.3). Par suite, une famille de morphismes de méme but de Ccop est couvrante
dans Cgop si et seulement si elle I'est dans C' en vertu de ([4] III 3.5).

Par ailleurs, tout objet de Gon est naturellement un objet de Ceo. On peut donc considérer 7
comme une famille couvrante de Ccon. D’apres 3.1.8(ii), la topologie de Ceop est engendrée par la
prétopologie définie pour chaque objet A de Ceon par la donnée de ’ensemble Cov(A) des familles
de morphismes (4; — A) ey obtenues par composition d’un nombre fini de familles de type (c) et
de familles finies de type (a) et (b); en particulier, ’ensemble J est fini. Comme Z est strictement
local, tout recouvrement de Cov(Z — X <+ Y) peut étre raffiné par un recouvrement composé
d’un nombre fini de familles de type (c) et de familles finies de type (b).

En vertu de 3.4.5, il existe donc un recouvrement de type (¢), (Z - X' < Y') = (Z - X « Y)
et un recouvrement fini de type (b), (Z — X' + Y/) = (Z — X' < Y"))jes de Ccon, tels que
le recouvrement composé ((Z — X' < Y]) = (Z — X < Y));je, raffine F. Par suite, pour tout
j € J, il existe ¢ € I et un morphisme de C, représenté par le diagramme commutatif

(3.5.9.3) 7 ——X'~——Y]

]

Wi——Ui<=—YV;
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Posons Yj” = X' xy, V;. Comme (W; — U; + V;) est un objet de G, le morphisme canonique
Vi = U; xx Y est (étale) fini. Il en est donc de méme du morphisme Yj” - X'xxY =Y. Par
suite, (Y;" — Y’) e est un recouvrement de Etf/yl, de sorte que ((Z — X'« Y/) = (Z = X' +

Y"))jes est un recouvrement de type (b) de Goon, ce qui implique que % est un recouvrement de
Gcoh-

PROPOSITION 3.5.10. Soient X, Y, Z trois schémas cohérents, f:Y — X, g: Z — X deux
morphismes. On désigne par G le topos de Faltings relatif associé au couple de morphismes (f,g)
et par

(3.5.10.1) p: Zey X x Yoo — G

le morphisme canonique (3.4.7.2). Alors, lorsque (g ~ Z) décrit la famille des points de Zg §Xét Yei
(3.1.10), la famille des foncteurs fibres de G associés aux points p(y ~> Z) est conservative ([4] IV
6.4.0).

On désigne par par G le site de Faltings relatif associé au couple de morphismes (f, g) (3.4.1),
par G.on la sous-catégorie pleine de G définie dans 3.4.18, par C le site défini dans 3.1.1 relativement
aux foncteurs de changement de base par f et g respectivement,

(3.5.10.2) fHiEtx - Bty et gt:Bt)x — Et)y.
On rappelle que le topos de faisceaux de U-ensembles sur C' est canoniquement équivalent a
—

Zet X x,, Yeét, que la catégorie G est naturellement une sous-catégorie pleine de C' et que le foncteur
d’injection canonique p™: G — C est continu et exact & gauche ; il induit le morphisme p (cf. 3.4.7).

Soit u: F — F’ un morphisme de G tel que pour tout point (T ~ Z) de Zg §Xét Y, le
morphisme correspondant u,mgwz): Fygwz) — F ; (F7) soit un monomorphisme. Montrons que
u est un monomorphisme. Il s’agit de montrer que pour tous (W — U <+ V) € Ob(Geon) et
a,b € F(W — U «+ V) tels que u(a) = u(b), on a a = b. Compte tenu de 3.4.11 et (3.4.8.5),

on peut supposer (W — U + V) = (Z — X « Y). Pour tout point (J ~ Z) de Zg ;Xét Yet,

O & Qp(gesz) = bp(yz) PUISqUE U,..z) est un monomorphisme. On désigne par &,m..z) la
catégorie des objets p(y ~» Z)-pointés de G définie par 3.4.22 et par 3”;%;5) la sous-catégorie

pleine formée des objets (W — U + V),k,&,C) tels que (W — U <+ V) soit un objet de
Geon. 1l résulte de (3.4.21.3) et (|2] VI.10.19(i)) que QZ;%‘W@ est canoniquement équivalente a la
catégorie des voisinages de p(7 ~» Z) dans Geon ([4] IV 6.8.2). Il existe donc un objet ((Wy.z) —
Ugwz) & Viges), {@wez), Kgw—z): (g—z)) de f@;z’thz) tel que a et b aient mémes images dans
F(W(gwg) = Ugwz) ‘/(gwg)). Par ailleurs, les topos Xg;, Yst et Zg étant cohérents et les
morphismes f: Yz — X et g: Zg — Xg étant cohérents ([4] VI 3.3), la famille des foncteurs
—
fibres de Zg X x., Yo associés aux points (g ~ Z) est conservative, d’aprés 3.1.9(i) et 3.1.10. On

en déduit que la famille des morphismes
est couvrante dans C' ([4] IV 6.5). Elle est donc couvrante dans Gop en vertu de 3.5.9. Par suite,
a = b et u est un monomorphisme.
—
Supposons, de plus, que pour tout point (§ ~ %) de Zg Xx,, Ys, le morphisme ..z
soit un épimorphisme et montrons qu’il en est de méme de u. Il suffit de montrer que pour tous

(W —=U<+V)€Ob(Geon) etbe F(W = U« V),ilexistea € F(W — U + V) tel que b = u(a).
On peut encore supposer (W — U «+ V) = (X — X « Y). D’aprés (3.4.22.2), pour tout point
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-
(y ~ E) de Zg, xx,, Ye, il existe un objet ((W(ﬂwf) — U(ng) — ‘/(y,\,,)g))7 /@@wz),é@wg), C(ng))
de f@;z’%‘wz) et une section a(y.z) € F(Wywz) — Ugewz) < V(gwz)) dont 'image par u dans
I (Wggz) = Ugnz) < ‘/(ng)) soit la restriction de b. Comme wu est un monomorphisme, les
sections A (gmz) coincident sur

(35104) (W(gwg) Xz W@/wz/) — U@Wg) X x U(g/wf/) — ‘/(gwg) Xy V'@/WE/)),
pour tous les points (7 ~ Z) et (7' ~ Z') de Zg % X., Yet (3.4.2). Ils proviennent donc d’une section

a€ F(X = X +Y), et onau(a) = b puisque les restrictions aux (Wg.z) = Ugwz) < Vig-z)
coincident, d’ou la proposition.

PROPOSITION 3.5.11. Considérons un diagramme commutatif de morphismes de schémas

(3.5.11.1) 7 Lox <Ly
wl ul O lv
g f

L ——X<—-Y

tel que f soit cohérent, X' soit cohérent, Z' soit le localisé strict de Z en un point géométrique z,
w étant le morphisme canonique, u soit étale et le carré de droite soit cartésien. Notons G (resp.
G') le topos de Faltings relatif associé au couple de morphismes (f,q) (resp. (f',4¢")), ®: G' = G

le morphisme de fonctorialité induit par le diagramme (3.5.11.1) et m: G — Zg le morphisme
canonique (3.4.4.3). Alors,

(i) Pour tout faisceau F de G, on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(3.5.11.2) T (F)z 5 T(G', o*(F)).
(ii) Pour tout faisceau abélien F de G et tout entier q > 0, on a un isomorphisme canonique
fonctoriel
(3.5.11.3) R, (F)z = HY(G', *(F)).

On désigne par J la catégorie des Z-schémas étales Z-pointés et par I la sous-catégorie pleine
de J)zx , x» formée des objets (Z — W) tels que le schéma W soit affine. Ce sont des catégories
cofiltrantes, et le foncteur canonique 7° — J° est cofinal ([4] T 8.1.3(c)). On a dans la catégorie
des schémas

(3.5.11.4) Z'= lim W.

ESwer
Considérons le foncteur
(3.5.11.5) p: I =M EFZ->W)— (W -—=X' «Y'),
ot M est la catégorie définie dans 3.5.1. Pour tout i = (Z — W) € Ob(I), notons

(3.5.11.6) v, é(W—)XN—Y/) — 6(Z—>X<—Y) =G
le morphisme canonique (3.5.2.8). Reprenons les notations de 3.5.4 en les adaptant ; on note
(3.5.11.7) w@: G' — Top(&,,)

le morphisme canonique de topos (3.5.4.2). Pour tout faisceau F de G, {i — U¥(F)} est naturel-
lement une section de Hompo (I°,F 7). Elle définit donc un faisceau de Top(&,) (3.5.4.1). On a
alors un isomorphisme canonique fonctoriel (3.5.4.4)

(3.5.11.8) O (F) 3w ({i s UH(F)}).
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(i) D’apres ([4] VIII 3.9), on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(3.5.11.9) mn(F)z S lim D((W = X « Y)* F).

—
(z>W)eI®

Le morphisme canonique (W — X’ + Y')® — (W — X + Y)“ est un isomorphisme d’aprés 3.4.3.
On en déduit, en vertu de 3.4.11 et 3.5.5, un isomorphisme fonctoriel

(3.5.11.10) T (F)z 5 T(G', o*(F)).

(ii) D’apres ([4] VIII 3.9 et V 5.1), pour tout entier ¢ > 0, on a un isomorphisme canonique
fonctoriel

(3.5.11.11) Rim(F): 5 lim  HY((W — X + V)%, F).
—

(Z>W)er°

Le morphisme canonique (W — X’ < Y)* - (W — X « Y)® étant un isomorphisme, on en
déduit, en vertu de 3.4.11 et 3.5.6, un isomorphisme fonctoriel

(3.5.11.12) Rir, (F)z 5 HY(G', ®*(F)).
3.5.12. Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 3.4.32. Reprenons les notations

de 3.4.31.
(i) En vertu de 3.5.7 et 3.5.11(i), on a un isomorphisme fonctoriel

(3.5.12.1) T (F)z 5 T(G, ®*(F)).

La proposition s’en déduit compte tenu de 3.4.30(i).
(ii) En vertu de 3.5.7, 3.5.11(ii), on a un isomorphisme fonctoriel

(3.5.12.2) R, (F)z 5 HY(G, ®*(F)).

La proposition s’en déduit compte tenu de 3.4.30(ii).
(iii) Cela résulte aussitot de la preuve de (ii).

PROPOSITION 3.5.13. Considérons un diagramme commutatif de morphismes de schémas

(3.5.13.1) 7 Lo xr Iy
I

Z——X<~—-Y

tel que les fleches verticales soient cohérentes et motons G (resp. é’) le topos de Fualtings relatif
associé au couple de morphismes (f,q) (resp. (f',9")), ®: G' — G le morphisme de fonctorialité
— ~
induit par le diagramme (3.5.13.1) et p: Zg Xx,, Yet — G le morphisme canonique (3.4.7.2).
Soient (g ~ Z) un point de Ze §Xéc Yoo (3.4.21), Z le localisé strict de Z enz, X le localisé strict
de X en g(Z), Y le localisé strict de' Y en7, g: Z — X le morphisme induit par g, f: Y — X le
morphisme induit par f et le point (J ~ Z) ([4] VIIL 7.3). Posons X' = X xx X', Y =Y xy Y’ et
Z' = Zxz7'. Les morphismes f', ¢', f et g induisent des morphismes i’: Y — X' et g Z' - X
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qui s’insérent dans un diagramme commutatif

(3.5.13.2) 7S x Ly

L1,

7 — X <—Y

1]

~/ ~/ ~
Notons G le topos de Faltings relatif associé au couple de morphismes (i/,g’) et V:G — G le
morphisme de fonctorialité induit par les deux carrés supérieurs du diagramme (3.5.13.2). Alors,
(i) Pour tout faisceau F de G', on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(3.5.13.3) OL(F) gz 3 T(G U (F)).
(ii) Pour tout faisceau abélien F de G’ et tout entier q > 0, on a un isomorphisme canonique
fonctoriel
(3.5.13.4) RID, (F)5-z) = HUG , U (F)).

Soit P, 5.z) la catégorie des objets p(y ~» Z)-pointés de G (cf. 3.4.22). Pour tout objet
(W = U « V),k,§,() de Ppg.z), posons (W — U« V') = 0H(W — U + V) (3.4.8.2).
Fixons un objet (Wo — Up = Vo), ko, &0, Co) de P, 5.3 tel que les schémas Uy, Vy et Wy soient
affines, et notons I la sous-catégorie pleine de

(35135) (‘@p(ﬂwz))/((W0—>U0<—V0),H07507C0)

formée des objets (W — U « V),k,&,() tels que les schémas U, V et W soient affines. Les
catégories ) ..z) et I sont cofiltrantes et le foncteur canonique I° — 270 ) est cofinal ([4] TV
6.82et I 8.1.3( )).

Pour tout i € Ob([), notons ((W; — U; + V;), ki, &;, G;) Vobjet de P,z correspondant. Le
foncteur de la catégorie I° dans la catégorie opposée de la catégorie des Z- schemas étales Z-pointés
(resp. X-schémas étales g(Z)-pointés, resp. Y-schémas étales g-pointés) qui a ¢ associe (Wi, k;)
(resp. (U;, &), resp. (Vi, (;)) est cofinal. Cela résulte de ([4] I 8.1.3(b)) et de la description explicite
de la catégorie &, y..z) dans 3.4.22. On en déduit que I'on a dans la catégorie des schémas

(3.5.13.6) X=lmU;, Y=1imV, et Z=1lim W,
el el el

et par suite

(3.5.13.7) X' =lm U/, Y =lmV/ et Z' =lim W,

Par ailleurs, il résulte des hypothéses que les schémas U/, V et W/ sont cohérents. Considérons le
foncteur

(3.5.13.8) o: I =M, i (W = U V),
ot M est la catégorie définie dans 3.5.1. Pour tout ¢ € Ob(I), notons

(3.5.13.9) v, (75(W;—>U;<—Vi’) = &zsxeyy =G
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le morphisme canonique (3.5.2.8). Reprenons les notations de 3.5.4 en les adaptant ; on note
(3.5.13.10) w: G — Top(®,).

le morphisme canonique de topos (3.5.4.2). Pour tout faisceau F de G, {i — W (F)} est naturel-
lement une section de Hompo (I°,F /). Elle définit donc un faisceau de Top(&,) (3.5.4.1). On a
alors un isomorphisme canonique fonctoriel (3.5.4.4)

(3.5.13.11) UH(F) S o ({i = VI (F)}).
(i) D’apreés ([4] IV (6.8.3)), pour tout tout faisceau F' de G, on a un isomorphisme canonique

(3.5.13.12) .. (F)p(wz) = lim D((W] = U] V), F).

i€I®

p(Y~Z

On en déduit, en vertu de 3.4.11 et 3.5.5, un isomorphisme fonctoriel
(3.5.13.13) O,(F) gz 3 T(G, U (F)).

(ii) D’apres ([4] IV (6.8.4) et V 5.1), pour tout tout faisceau abélien F de G’ et tout entier
g > 0, on a un isomorphisme canonique

(3.5.13.14) RID, (F)

p(G7Z) :> h*H} HQ((W; — Ull $— ‘/Z_/)a,F)-

i€I®

On en déduit, en vertu de 3.4.11 et 3.5.6, un isomorphisme fonctoriel

(3.5.13.15) R, (F) S HUG, U (F)).

p(g~7%)

3.5.14. Soient f:Y — X, g: Z — X, h: Z' — Z trois morphismes de schémas, ¢’ = go h,
(¥ ~ Z) un point de Zg ;Xét Y, (3.4.21). Notons iz: Ens — Y (resp. iz: Ens — Zg) le
morphismes de topos défini par le point géométrique § de Y (resp. Z de Z), e: ZL, — Ens
la projection canonique ([4] IV 4.3) et jz: ZZ — Z’ le morphisme canonique. Le point (§ ~~ %)
est défini par un 2-morphisme fg; o iy — g4t 0 iz. Composant avec € et utilisant 'isomorphisme
canonique ize — he Jz,ét, on obtient un 2-morphisme

(3.5.14.1) fovige = glydz.eo-

Le couple de morphismes jz ¢ et i o € et le 2-morphisme ci-dessus définissent un morphisme
!/ / <

(3.5.14.2) L2 Dz o — Loy XXy Yet

qui s’insére dans un diagramme non-commutatif

(3.5.14.3) ZL ; —— Ens
Jz,6t \L Li
P1 A\ P2
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On désigne par G (resp G’) le topos de Faltings relatif associ¢ au couple de morphismes (f,9)

(resp. (f,g")), par ®: G — G le morphisme de fonctorialité induit par h, par LG o Zl, le
morphisme canonique (3.4.4.3), par

(3.5.14.4) pi Zey Xxu Yoo — G,
(3.5.14.5) o2 Xxa Y — O,
les morphismes canoniques (3.4.7.2) et par

(3.5.14.6) 3 Zhg — G

le morphisme composé p't (3.5.14.2). Il résulte aussitot de la définition de ¢ (3.5.14.3) et de (3.4.7.3)
que le diagramme

(3.5.14.7) G
Z%,ét Jg—f Ze/’:t

est commutatif & isomorphisme canonique prés. On en déduit un morphisme de changement de
base

3.5.14.8 iz T — )"
]z,et * J

adjoint du morphisme composé 7, — 7,7.9" — jz.et«J", ol la premieére fleche est induite par le
morphisme d’adjonction et la seconde fléche par I'isomorphisme canonique 77, = jz ets (3.5.14.7).

Il résulte de la propriété universelle des produits orientés de topos que le diagramme de mor-
phismes de topos

L / <~
e 7l Xx Y

Z,6t
-

€ h st

(y~72) <

Ens —— Zét X X e Yvét

(3.5.14.9) ZL

—
ou h¢t est le morphisme de fonctorialité induit par h, est commutatif & isomorphisme canonique
prés. Par ailleurs, le diagramme

’

(3.5.14.10) Zl X xa Yo —= G

R

~— 14 ~
Ly, X Xap Yo —G
est commutatif & isomorphisme canonique prés. On en déduit que le diagramme

(3.5.14.11) z.

Zz,ét

| Jo

EnsMé

est commutatif & isomorphisme canonique prés.

HG/
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REMARQUE 3.5.15. Les formations des morphismes ¢ (3.5.14.2) et 5 (3.5.14.6) sont fonctorielles
dans un sens évident que nous laissons au lecteur le soin d’expliciter.

PROPOSITION 3.5.16. Les hypothéses étant celles de 3.5.14, supposons de plus les schémas X
et Y strictement locaux de points fermés g(Z) et y, respectivement. Alors,
(i) Pour tout faisceau F' de G', le morphisme de changement de base (3.5.14.8)

(35.16.1) Jrelm(F)) = 1 (F).
est un isomorphisme. B
(ii) Pour tout faisceau abélien F' de G et tout entier ¢ > 1, on a j; (R, (F)) = 0.
En effet, soient Z’ un point géométrique de Z’ au-dessus de z, Z’ le localisé strict de Z’ en
Z, 9" Z' — X le morphisme induit par ¢/, Ql le topos de Faltings relatif associé au couple de

morphismes (f,g’), ¥: é/ — G’ le morphisme de fonctorialité.
(i) En vertu de 3.5.11(i), on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(3.5.16.2) DG, U (F)) S 7 (F)s.
La fibre du morphisme (3.5.16.1) en z’ s’identifie & un morphisme
(35163) 7T:k (F)Zl — Fp’(ﬂwzl)'

On vérifie aussitot que le diagramme de morphismes de topos

’

(3.5.16.4) Z X Yoo ——= G

L

’

o P I
Zét X Xt Yo G
ol B/ est le morphisme canonique (3.4.7.2) et la fleche non libellée est le morphisme de fonctorialiteé,

—
est commutatif & isomorphisme canonique prés. Considérant (3 ~ z') comme un point de Zz, X x,,
Yit, le composé de (3.5.16.2) et (3.5.16.3) s’identifie au morphisme d’évaluation canonique
~1

(3.5.16.5) T(G, U (F)) = U*(F) ygos)-
Celui-ci est un isomorphisme puisque le topos Ql est local de centre p/(y ~ Z') d’aprés 3.4.29. Par
suite, (3.5.16.3) est un isomorphisme, d’ou la proposition.

(ii) En vertu de 3.5.11(ii), on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(3.5.16.6) R (F)z = HYG , T (F)).
Le terme de droite est nul puisque le topos Ql est local d’apreés 3.4.29, d’ou la proposition.

PROPOSITION 3.5.17. Les hypothéses étant celles de 3.5.14, supposons de plus le morphisme h
propre. Alors,
(i) Pour tout faisceau F de é', le morphisme de changement de base relativement au dia-
gramme (3.5.14.11)

(3.5.17.1) o, (F) = D(ZL 4, 7 (F))

p(g~%) Z,ét)

est un isomorphisme.
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(ii) Pour tout faisceau abélien de torsion F de G’ et tout entier q > 0, le morphisme de
changement de base relativement au diagramme (3.5.14.11)

(3.5.17.2) RI®,(F)p(gmz) — HU(ZZL 40,57 (F))

Z,6t)

est un isomorphisme.

Nous démontrons seulement la seconde proposition ; la preuve de la premiére étant similaire
et plus simple, est laissée au lecteur. Notons Z le localisé strict de Z en Z, X le localisé strict de
X en g(2), Y le localisé strict de Y en 7, g: Z — X le morphisme induit par g, et f: Y — X

le morphisme induit par f et le point (¥ ~ %) ([4] VIII 7.3). Posons Z' = Z’' Xz Z et notons

h: Z' — Z la projection canonique et é (resp. él) le topos de Faltings relatif associé au couple de
morphismes (f,g) (resp. (f,g o h)). Le diagramme des morphismes de fonctorialité

(3.5.17.3) G Y.

g

G _Y.a
est commutatif & isomorphisme canonique prés. On peut naturellement considérer (y ~ Z) comme

s
un point de Zg X x, Y ; on note

(3.5.17.4) 3 2y — G

Z,6t

le morphisme associé défini dans (3.5.14.6). On vérifie aussitot (3.5.15) qu’on a un isomorphisme
canonique

(3.5.17.5) =y

En vertu de 3.5.13(ii), pour tout faisceau abélien F' de G’ et tout entier ¢ > 0, le morphisme
de changement de base relativement au diagramme (3.5.17.3) induit un isomorphisme

(3.5.17.6) RI®, (F) gz — RI®, (U™ (F))

p(T~2)

ol p: Zg ;Xéc Y. — G est le morphisme canonique (3.4.7.2). Compte tenu de ([1] 1.2.4(ii)), on
peut donc se borner au cas ou les schémas X, Y et Z sont strictement locaux de points fermés g(z),
7 et Z respectivement. D’aprés 3.5.13(ii), il s’agit alors de montrer que pour tout faisceau abélien
de torsion F de G’ et tout entier q > 0, le morphisme d’image inverse par 7,

(3.5.17.7) HY(G', F) — HY(Z% 4, 5" (F)),

Z,6t»

est un isomorphisme.
Considérons la suite spectrale de Cartan-Leray

(3.5.17.8) ES? = HO(ZL,, R (F)) = HO T (G, F).

Pour tous a > 0 et b > 1, on a B3* = 0 en vertu de 3.5.16 et ([4] XII 5.5). On en déduit pour tout
entier ¢ > 0, un isomorphisme canonique

(3.5.17.9) HY(Z.,,7.(F)) = HY(G', F).
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Considérons le diagramme commutatif

.
Jz,6t

(8.5.17.10) HO (2}, 7, (F)) — " HO(ZL 4, 52 (7 (F)))

ét? *

4

J

HY(G', 7" (w(F))) ——= HY(ZL 4, 5" (7" (T, (F))))

HY(G', F) H9(Z% 4, 7 (F))

ol u et v sont définis par adjonction et w est induit par I'isomorphisme canonique (3.5.14.7). Le
composé u o " est l'isomorphisme (3.5.17.9). D’aprés ([4] XVII 2.1.3), v o w est induit par le
morphisme de changement de base (3.5.14.8); il est donc bijectif d’aprés 3.5.16. Le morphisme
d’image inverse jZ ; est un isomorphisme, en vertu de ([4] XII 5.5). Il s’ensuit que le morphisme
(3.5.17.7), représenté par la fleche horizontale inférieure, est un isomorphisme, d’ott la proposition.

PROPOSITION 3.5.18. Soient f:Y — X, g: Z = X, h: 7' — Z trois morphismes de schémas
tels que h soit propre, G (resp. G') le topos de Faltings relatif associé au couple de morphismes (f,g)
(resp. (f,goh)). Considérons le diagramme commutatif & isomorphisme canonique prés (3.4.8.4),

/

(3.5.18.1) ¢ =7z

|-

(N;—ﬂ>Zét

ou ® est le morphisme de fonctorialité défini par h, et w et @ sont les morphismes canoniques
(3.4.4.3). Alors,
(i) Pour tout faisceau F de Z., le morphisme de changement de base relativement au dia-
gramme (3.5.18.1)
(3.5.18.2) 7 (hees (F)) = o (7" (F))

est un isomorphisme.
(ii) Pour tout faisceau abélien de torsion F' de Z!, et tout entier ¢ > 0, le morphisme de
changement de base relativement au diagramme (3.5.18.1)

(3.5.18.3) 7 (R9Mees (F)) — RID, (77 (F))
est un isomorphisme.

Nous démontrons seulement la seconde proposition ; la preuve de la premiére étant similaire et
— ~
plus simple, est laissée au lecteur. Notons p: Zg X x,, Yst — G le morphisme canonique (3.4.7.2).

Compte tenu de 3.5.10, il suffit de montrer que pour tout point (7 ~» z) de Zg ;Xét Yoo (3.4.21),
la fibre

(3.5.18.4) RNges (F)z = RIQ. (7" (F)) pgrz)
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de (3.5.18.3) en p(y ~~ Z) est un isomorphisme. Reprenons les notations de 3.5.14 et considérons
le diagramme

(3.5.18.5) A .y

Z,6ét ét

Ens T2 G "L 7,

dont les carrés sont commutatifs a4 isomorphismes canoniques prés. Comme m(p(y Z)) est le
point de Zg défini par Z, la proposition résulte de 3.5.17, ([4] XII 5.2) et ([1] 1.2.4(ii)).

3.6. Topos de Faltings relatif annelé

3.6.1. Dans cette section, f: Y — X et g: Z — X désignent deux morphismes de schémas.
On note G (resp. G) le site (resp. topos) de Faltings relatif associ¢ aux morphismes (f,g) et on
reprend les notations de la section 3.4. On suppose, de plus, que la projection canonique Z x x Y —
7 est le composé de deux morphismes

(3.6.1.1) ZxxY 1oz o7,

ou Z est un schéma normal et localement irréductible et j est une immersion ouverte quasi-

compacte. Pour tout objet (W — U <« V) de G, on pose W = W xz Z et on note WV la
fermeture intégrale de W dans W xy V.

(3.6.1.2) We——W

|

U<~—UxxY<=——"V

Pour tout morphisme (W — U < V) - (W — U’ < V') de G, on a un morphisme canonique
=V’ 7V . e . .
W W qui s’insére dans un diagramme commutatif

(3.6.1.3) W s V! w W W
W xy V W W W

On désigne par % le préfaisceau défini pour tout objet (W — U < V) de G par

(3.6.1.4) BW U« V)=T(W ,04v).

Nous montrerons dans 3.6.4 ci-dessous que c’est un faisceau pour la topologie co-évanescente de G.
On a un homomorphisme canonique

(3.6.1.5) ha(O7) — T(B),
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défini pour tout W € Ob(Et /z) par 'homomorphisme canonique
(3.6.1.6) T(W,0w) = T(W", Opr),
ou l'on a considéré Uobjet 7+ (W) = (W — X + Y) de G (3.4.4.1).

REMARQUE 3.6.2. Pour tout objet (W — U «+ V) de G, le schéma W' est normal et locale-

ment irréductible et la projection canonique (W xx Y) Xy wY W Xy V est un isomorphisme.
En effet, W et W xy V sont normaux et localement irréductibles d’aprés ([2] 111.3.3). Soit Wy
un ouvert de W n’ayant qu’un nombre fini de composantes irréductibles. Alors Wy X7 WV est
la somme finie des fermetures intégrales de Wy dans les points génériques de W xy V qui sont
au-dessus de Wy, dont chacune est un schéma intégre et normal en vertu de ([28] 6.3.7), d’ou la
premiére assertion. La seconde assertion résulte du fait V' est entier sur U xx Y.

REMARQUE 3.6.3. Supposons que Z = X et ¢ = idx et posons X = Z de sorte que f se
factorise en

(3.6.3.1) y 2.x . x.

On désigne par E (resp. E) le site (resp. topos) de Faltings associé a f (3.3.2), par g 'anneau
de E défini dans ([2] I11.8.10) par la factorisation f = hoj (noté 2 dans loc. cit.) et par 1: G — E
et j: E — G les équivalences de topos (3.4.14.1) et (3.4.14.2). Il résulte aussitot des définitions que
l'on a 1,(B) = B et 1.(Br) = B.

PROPOSITION 3.6.4. Le préfaisceau % sur G est un faisceau pour la topologie co-évanescente.

On désigne par E’ (resp. E’) le site (resp. topos) de Faltings associé au morphisme Zx xY — Z

(3.3.2) et par 7: E' — G le morphisme de fonctorialité (3.4.16.3). Pour tout objet (V! — U’) de E’,

on pose U = U’ xz Z et on note 7" la fermeture intégrale de U dans V'. D’aprés ([2] T11.8.16),
la correspondance qui & tout (V' — U’) € Ob(E’), associe 'anneau

e

(3.6.4.1) BV -U) =TT ,Oum),

est un faisceau sur E’ pour la topologie co-évanescente. Par ailleurs, compte tenu de 3.4.8.2 et
3.4.12.2, on a un isomorphisme

(3.6.4.2) (%) B,
d’ou la proposition.

PROPOSITION 3.6.5. Supposons les hypothéses suivantes satisfaites :

(a) les schémas X et Z sont strictement locauz de points fermés x et z respectivement et le
morphisme g est local, i.e., g(z) = x;

(b) l’ensemble des composantes connexes de Y est localement fini et le morphisme f: Y — X
est cohérent ;

(c) le schéma Z est strictement local ;

(d) pour tout revétement étale V.—'Y tel que V' soit connexe, le schéma Z x x V est conneze.

—
Soient g un point géométrique de 'Y, (g~ z) le point de Zs X x,, Yer défini par Uunique fléche de

spécialisation de f(y) dans x (3.4.21), p(g ~ z) son image par le morphisme p: Zs ;Xét Vi — G
(3.4.7.2). Alors :
(i) La fibre B pg.sz) de B en p(7 ~ z) est un anneau normal et strictement local.
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(ii) On a un isomorphisme canonique

~

(3.6.5.1) (h(07)). S T(Z, 0%).
(iii) L’homomorphisme
(3.6.5.2) (h(O%)): = B o)
induit par ’homomorphisme canonique 7 (hy(0%)) — % (3.6.1.5) est injectif et local.

(i) D’apres (b), les composantes connexes de Y sont ouvertes dans Y. Soient Y* la composante
connexe de Y contenant 7, (V;);cs le revétement universel normalisé de Y* au point 7 (2.1.20). Il
résulte de 3.4.26, 3.4.28 et ([2] VI1.9.9) qu’on a un isomorphisme canonique

(3.6.5.3) Bogerz) — lim B(Z — X V).

iel

Pour chaque ¢ € I, notons 7% la fermeture intégrale de Z dans Z xx V;. Le schéma Z xx V;
est normal d’aprés ([2] I111.3.3), et étant connexe par I'hypothése (d), il est intégre. Par suite, le

schéma Z ' est normal, intégre et entier sur Z. Il est donc strictement local d’aprés ([2] I11.3.5).
. .o . . . - =V Vi .

Par ailleurs, pour tous (i,j) € I? avec j > i, le morphisme de transition Z ° — Z ' est entier et

dominant. Par suite, ’homomorphisme de transition

(3.6.5.4) BZ—X+V)=B(Z—X+V)

est local. On en déduit que 'anneau % ,;..) est local, normal et hensélien ([27] 0.6.5.12(ii) et [47]
I § 3 prop. 1). Comme 'homomorphisme I'(Z, 0%) — @,}@wz) est entier et donc local, le corps

résiduel de gp@wz) est une extension algébrique de celui de I'(Z, O). 11 est donc séparablement
clos.

(ii) Cela résulte aussitot du fait que Z est strictement local.

(iii) Rappelons qu’on a un isomorphisme canonique (3.4.21.1)

(3.6.5.5) (77 (7 (09))) pgos) — 1l O)-.

Compte tenu de (ii) et (3.6.5.3), la fibre de 'homomorphisme canonique 7~ (h. (%)) — 2 en
p(7 ~ z) s’identifie & P’homomorphisme canonique

(3.6.5.6) L(Z,0%) = By = lim B(Z — X + V),

i€l
qui est clairement injectif et entier et donc local.
3.6.6. Considérons un diagramme commutatif de morphismes de schémas

(3.6.6.1) Z'xx Y L7 g O !

w><u'ul

ZXXY

N
N
>
~

tel que 7' soit un schéma normal et localement irréductible, que j' soit une immersion ouverte
quasi-compacte et que %’ o j’ soit la projection canonique Z’ x x/Y' — Z’. On désigne par G’ (resp.
G’) le site (resp. topos) de Faltings relatif associé a (f’,¢’), par 7 Tanneau de G’ associé a la
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factorisation A’ o j' de la projection canonique (3.6.1) par ®*: G — G’ le foncteur de changement
de base (3.4.8.2) et par

(3.6.6.2) »:G' =G,
le morphisme de fonctorialité (3.4.8.3). Pour tout objet (W' — U’ +- V') de G’, on pose W =

— —v’ . —
W' Xz 7 et on note W la fermeture intégrale de W dans W’ x gy V' de sorte que
g

—= / / n 'V
(3.6.6.3) B(W =U V) =T(W " ,0zw).

Pour tout objet (W — U <+ V) de G, posant (W' — U’ <+~ V') = & (W — U + V), on a alors
un diagramme commutatif

(3.6.6.4) W oxp Vi— W xx Y — =W
WxyV——sWxxY ——>W

On en déduit un morphisme

(3.6.6.5) wY W,

et par suite un homomorphisme d’anneaux de G
(3.6.6.6) B — 0.(R).

. . . , . —
Nous considérons dans la suite ® comme un morphisme de topos annelés (respectivement par %
et #). Nous utilisons pour les modules la notation ®~! pour désigner I'image inverse au sens des
faisceaux abéliens et nous réservons la notation ®* pour I'image inverse au sens des modules.

LEMME 3.6.7. Les hypothéses étant celles de 3.6.6, supposons, de plus, que les morphismes
u: X' = X etw: Z' — Z soient étales et que les deux diagrammes

(3.6.7.1) ANy X’ v
l l f l
7_". 7 X ~—Y
soient cartésiens, de sorte que (Z' — X'+ Y"') est un objet de G. Alors :
(i) Le morphisme
(3.6.7.2) > V(B> F

adjoint du morphisme (3.6.6.6) est un isomorphisme.
(ii) Le morphisme de topos annelés ®: (G’,@I) — (G, %) s’identifie au morphisme de locali-
sation de (G, %) en (7' — X' < Y')2.

En effet, le morphisme de topos ®: G’ — G sidentifie au morphisme de localisation de G en
(Z! = X' + Y')* en vertu de 3.4.11. Il suffit donc de montrer la premiére proposition. Le foncteur
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®*: G — G’ s'identifie au foncteur de restriction par le foncteur canonique G/ — G. 1l résulte des
hypothéses que le diagramme

(3673) A X x Y —= 7'
wxuvl lw
ZxxY Z

est cartésien. Pour tout (W — U «+ V) € Ob(G’), on a des isomorphismes canoniques

(3.6.7.4) WxzZ 5 WxzZ2=W,

(3675) W x x: Y S5 W Xx Y.
On en déduit un isomorphisme (fonctoriel en (W — U + V))
(3.6.7.6) SLVBYW = U+ V) S B (W —=U«V)).

11 reste & montrer que celui-ci est adjoint du morphisme (3.6.6.6). Posons (W' — U’ < V') =
ST (W — U + V) (3.4.8.2). Le morphisme (W — U + V) — (Z' — X’ + Y”) induit une section
(W—=U<+V)—= (W = U+ V') de la projection canonique

(3.6.7.7) (W U+ V)= (W—=U=<+V).

On en déduit des morphismes WV — WIV/ — Wv dont le composé est l'identité de WV. Le
composé

(3.6.7.8) O B)NW U+ V)= & (8, (B ) (W = U « V)

= B(W U « V) > Z(W-=U«V))

ou la premiére fléche est induite par (3.6.6.6) et la derniére fleche est le morphisme d’adjonction,
est donc Iisomorphisme (3.6.7.6) ; d’ou la premiére proposition.

PROPOSITION 3.6.8. Les hypothéses étant celles de 3.6.6, supposons, de plus, que w et w soient
des isomorphismes, que le diagramme

(3.6.8.1) x <Ly

X<l v
soit cartésien et que l'une des deux conditions suivantes soit remplie
(i) le morphisme u: X' — X est étale;
(i) le schéma X' est le localisé strict de X en un point géométrique T, u étant le morphisme

canonique, le morphisme f est cohérent et le schéma Z est cohérent.
Alors, le morphisme ®: G' — G (3.6.6.2) est une équivalence de topos et le morphisme (3.6.6.6)

(3.6.8.2) B— 0, (7)
est un isomorphisme.

La premiére assertion est démontrée dans 3.5.7 et est mentionnée pour mémoire. Soit (W —
U < V) un objet de G, et posons (W — U’ «+ V') = &+ (W — U + V) (3.4.8.2). Les morphismes
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canoniques

(3.6.8.3) Wxx Y — WxxY,
(3.6.8.4) Vi o Vxp U,
(3.6.8.5) Wxp V= WxyV

étant des isomorphismes, le morphisme canonique (3.6.6.6)

(3.6.8.6) BW - U+ V)= 0, (B)YW > U« V)

est un isomorphisme, d’oil la proposition.

PROPOSITION 3.6.9. Les hypothéses étant celles de 3.6.6, supposons, de plus, que Z' soit le
localisé strict de Z en un point géométrique Z, w étant le morphisme canonique, que les deux
diagrammes

(3.6.9.1) 7 "oy x<I_y
I
757 X<—Y

sotent cartésiens, que les morphismes f et h soient cohérents et que l'une des deuz conditions
suivantes soit remplie
(i) le morphisme u est étale ;
(i) le schéma X' est le localisé strict de X en un point géométrique T, u étant le morphisme
canonique.
Alors, le morphisme

(3.6.9.2) > (B) > A
adjoint du morphisme (3.6.6.6) est un isomorphisme.

On notera que dans le cas (ii), le morphisme Z’ — X’ fournit une fleche de spécialisation de
9(Z) dans T, mais ¢g(Z) n’est pas nécessairement égal a T.
Comme le morphisme canonique

(3.6.9.3) Z'xxY' 5 7' xxY
est un isomorphisme, on peut considérer le diagramme commutatif
(3.6.9.4) 7' xx Y’ 7 7z X/ Y’
e
7' xxY Z z' X Y
= de | ]
ZxxY Z Z X Y

Compte tenu de 3.6.8, on peut se borner au cas ol u est un isomorphisme. D’aprés 3.6.7, quitte a
remplacer X par un voisinage ouvert de Zariski affine X; contenant le support de g(%), et Z, Z et
Y par Z xx X1, Z xx X1 et Y xx X1, respectivement, on peut se borner au cas ott X et Y sont
cohérents. Quitte a remplacer Z par un voisinage étale affine Z; de Z dans Z et Z par Z xz Zy,
on peut, de plus, supposer Z affine.
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Notons I la catégorie des Z-schémas étales affines Z-pointés et pour tout i € Ob(I), Z; le
Z-schéma étale affine Z-pointé correspondant. On a alors dans la catégorie des schémas

(3.6.9.5) 7' =limZ;.
—
i€l
Avec les notations de 3.5.1, on obtient un foncteur
(3.6.9.6) ol = Mzoxey), i (Zi—XY).

Reprenons les notations de 3.5.2 et 3.5.4 pour ce foncteur. En vertu de 3.5.3, le topos G’ est la
limite projective du topos fibré §, /1.

Pour tout i € Ob(I), posons Z;, = Z Xz Z; et notons %; Panneau de é(ZiﬂXeY) défini dans
3.6.1 par la factorisation Z; xx Y — Z; — Z,; de la projection canonique (3.6.9.4). Pour tout
morphisme 5 — ¢ de I, notons

(3697) (I)jil 6(Zj—>X<—Y) — 6(Z¢—)X<—Y)

le morphisme de fonctorialité (3.5.1.6). On a alors un homomorphisme canonique %; — ®;;.(%,)
(3.6.6.6). Ces homomorphismes vérifient une relation de compatibilité pour la composition des
morphismes de I du type ([1] (1.1.2.2)). Ils définissent donc un anneau de Top(®,) que ’on note
{i + %,;} (3.5.4.1). Pour tout i € Ob(I), on a un morphisme canonique Z’' — Z; qui induit par

fonctorialité un morphisme de topos annelé
-/

(3.6.9.8) B (Bzxey), Bi) = (Bzimxeyy), B ).

La collection de ces homomorphismes (%; — ;. (@/))ie 7 induit un homomorphisme de Top(®,,)
(3.6.9.9) {i— B} = w.(B).

Montrons que ’homomorphisme adjoint

(3.6.9.10) o ({i B > &

est un isomorphisme. Comme le foncteur w, est pleinement fidéle (3.5.4.3), il suffit de montrer que
I’homomorphisme induit

(3.6.9.11) @ (@ ({i = B;))) = w, ()

est un isomorphisme. Compte tenu de ([4] VI 8.5.3), cela revient & montrer que pour tout i € Ob(I),
I’homomorphisme canonique de &z, , xv)

(3.6.9.12) lim ®;,(B;) — (%),
J'E_I/)i

est un isomorphisme.

Soit (W — U < V) un objet de &z _x.y). On pose W = W xz Z et on note WV la
fermeture intégrale de W dans W xy V. Le morphisme canonique
(3.6.9.13) 7' g W' = lmZ xz W'

j<€T/i

est un isomorphisme d’apres ([30] 8.2.5). Comme £ est cohérent, le schéma W" est cohérent (3.6.2).
On en déduit par ([4] VI 5.2) et ([2] II1.8.11(iii) et IT1.8.22) que ’homomorphisme canonique

(3.6.9.14) lim Z,(W xz Z; U« V) B W xz, Z - U« V)
—

i€l
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est un isomorphisme, d’ou Iisomorphisme (3.6.9.12).
On déduit de I'isomorphisme (3.6.9.10) et de (3.5.4.4) que ’homomorphisme canonique
(3.6.9.15) lim ®;'(%;) » #
—
i€I®
est un isomorphisme. Pour tout 7 € Ob([), le morphisme canonique Z; — Z induit par fonctorialité
un morphisme de topos annelés
(3.6.9.16) pii (B2 sxcvy, Bi) = (G, B).

Comme I’homomorphisme p; Y(#) — P; est un isomorphisme en vertu de 3.6.7(i), la proposition
résulte de I'isomorphisme (3.6.9.15).



Chapitre 4

Cohomologie du topos de Faltings

4.1. Hypothéses et notations; schéma logarithmique adéquat

4.1.1. Dans ce chapitre, K désigne un corps de valuation discréte complet de caractéristique
0, a corps résiduel algébriquement clos k de caractéristique p > 0, Ok 'anneau de valuation de K,
K une cloture algébrique de K, U7 la cloture intégrale de Ok dans K, my I'idéal maximal de 0%
et Gk le groupe de Galois de K sur K. On note ¢ le séparé complété p-adique de O%, mg son
idéal maximal, C' son corps des fractions et v: C' — QU {oo} la valuation normalisée par v(p) = 1.
On désigne par Z(l) et Zy(1) les Z|Gk]-modules

(4.1.1.1) Z(1) = gun(ﬁf%
(4.1.1.2) Zp(1) = lim e (Opg),

n>0

ou i, (O ) désigne le sous-groupe des racines n-iémes de 'unité dans 0. Pour tout Zy[G k]-module
M et tout entier n, on pose M(n) = M ®z, Z,(1)®".

Comme 0% satisfait les conditions requises dans 2.10.1, il est loisible de considérer les notions
de a-algébre introduites dans les sections 2.6-2.9 relativement a 0.

On pose S = Spec(0k) et S = Spec(O%) et on note s (resp. 7, resp. 7) le point fermé de S
(resp. générique de S, resp. générique de S). Pour tout entier n > 1, on pose S,, = Spec(Ox /p"Of).
Pour tout S-schéma X, on pose

(4.1.1.3) X=Xx5S et X,=Xxg55,.

On munit S de la structure logarithmique .#s définie par son point fermé, autrement dit,
Ms = u.(0,)NOg, 0ot u: n— S est I'injection canonique (cf. [2] I1.5 pour un lexique de géométrie
logarithmique).

4.1.2. Dans ce chapitre, f: (X, #x) — (S, #s) désigne un morphisme adéquat de schémas
logarithmiques ([2] II1.4.7). On désigne par X° le sous-schéma ouvert maximal de X ot la structure
logarithmique .#x est triviale; ¢’est un sous-schéma ouvert de X,,. On note j: X° — X I'injection
canonique. Pour tout X-schéma U, on pose

(4.1.2.1) U°=Uxx X°.

On note h: X — X et h: X — X les morphismes canoniques (4.1.1.3), de sorte que l'on a
h = ho jx. Pour alléger les notations, on pose

(4122) Qk/s = Q%X,/ﬂx)/(S,/ﬂs)’

que l'on considére comme un faisceau de X, ou X, selon le contexte (cf. 2.1.18).

161
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4.1.3. Pour tout entier n > 1, on note a: Xy — X, an: Xg = Xy, tn: Xon = X et 7,,: X, —
X les injections canoniques (4.1.1.3). Le corps résiduel de Ok étant algébriquement clos, il existe un
unique S-morphisme s — S. Celui-ci induit des immersions fermées @: Xs — X et @p: Xs = Xn
qui relévent a et a,, respectivement.

/%\

X,
X —— X,

V

><|

(4.1.3.1)

-
=t

><

Comme F est entier et que h,, est un homéomorphisme universel, pour tout faisceau .# de X, le
morphisme de changement de base

(4.1.3.2) a* (h(F)) — @ (F)

est un isomorphisme ([4] VIII 5.6). Par ailleurs, a,, étant un homéomorphisme universel, on peut
considérer 0% comme un faisceau de X ,ar ou X ¢, selon le contexte (cf. 2.1.18).

4.1.4. On désigne par
(4.1.4.1) T B — Et)x
le U-site fibré de Faltings associé au morphisme h: X — X (cf. 3.3.2). Pour tout U € Ob(Et/X),

on note

(4.1.4.2) wi: Bty e — E

le foncteur canonique (3.3.2.5). On munit E de la topologie co-évanescente définie par 7 ([2] VI.5.3)
et on note F le topos des faisceaux de U-ensembles sur £. On désigne par

1.4, o: E — Xét,
4143 E—>X

(4.1.4.4) B: E = Xy,
(4.1.4.5) ): Xg = E,
(4.1.4.6) p: Xe Xx,, Xew = B,

les morphismes canoniques (3.3.2.14), (3.3.2.15), (3.3.2.17) et (3.3.4.2).
4.1.5. On note E, le sous-topos fermé de E complémentaire de I'ouvert o*(Xy,) (3.3.19),
(4.1.5.1) 5B B
le plongement canonique et
(4.1.5.2) 0s: By — Xogt
le morphisme de topos induit par o (4.1.4.3) (cf. 3.3.22). Le diagramme de morphismes de topos

(4.1.5.3) By —2> X,

E—U>Xét
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est commutatif & isomorphisme prés. Les foncteurs a, et 0, étant exacts, pour tout groupe abélien
F de Fs et tout entier ¢ > 0, on a un isomorphisme canonique

(4.1.5.4) ax(Rioe(F)) = Rio, (0. F).

4.1.6. D’aprés ([2] [IL.4.2(iii)), X est normal et localement irréductible ([2] II1.3.1). Par
ailleurs, 'immersion j: X° — X est quasi-compacte puisque X est noethérien. Pour tout objet

(V = U) de E, on note T" la fermeture intégrale de U dans V. Pour tout morphisme (V' —

/

. . =% —=V .. .
U') = (V= U) de E, on a un morphisme canonique U VLT qui s’insére dans un diagramme
commutatif

—v’ —

(4.1.6.1) v U U U’
v T’ U U

On désigne par Z le préfaisceau sur E défini pour tout (V' — U) € Ob(E), par

(4.1.6.2) B(V > U) =TT, 0pv).
C’est un ’faisceau pour la topologie co-évanescente de E en vertu de ([2] I111.8.16). Pour tout
U € Ob(Et,x ), on pose
(4.1.6.3) By =PBouw.
D’aprés ([2] I11.8.17), on a un homomorphisme canonique
(4.1.6.4) o*(he(O%)) — B.
Sauf mention explicite du contraire, on considére o (4.1.4.3) comme un morphisme de topos annelés
(4.1.6.5) o: (B, B) = (Xa, h(Ox)).

Notons encore 0% le faisceau constant de 7?& de valeur 0F. Sauf mention explicite du
contraire, on considére § (4.1.4.4) comme un morphisme de topos annelés

(4.1.6.6) B: (E, %) = Xia, Og)-

4.1.7. Pour tout entier n > 0 et tout U € Ob(Et/X), on pose

(4.1.7.1) B, = BB,
(4172) @U,n = @U/pn@[]'

Les correspondances {U + p" %y} et {U — Py, } forment naturellement des préfaisceaux sur E
(3.3.2.10), et les morphismes canoniques

(4.1.7.3) {Uwp"PBy}* — p"%,
(4.1.7.4) {Uw Buny* — B,
ol les termes de gauche désignent les faisceaux associés dans E, sont des isomorphismes en vertu

de ([2] VI1.8.2 et VI.8.9). D’aprés ([2] I111.9.7), %,, est un anneau de E.
Sin > 1, on désigne par

(4175) On - (E‘sagn) — (Xs,ét7 ﬁfﬂ)
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le morphisme de topos annelés induit par o (4.1.6.5) (cf. [2] (I11.9.9.4)) et par
(4.1.7.6) Tt (Bs, Bn) = (Xegar, O,
le composé de o, et du morphisme canonique (2.1.18.5)
(4.1.7.7) Un: (Xset, Ox,) = (Xspar O% )
Notant encore 0% /p™ 07 le faisceau constant de Xy de valeur O3 /p" OF, on désigne par

(4.1.7.8) Bu: (Es, Bn) — Xie O /D" OF)
le morphisme induit par 5 (4.1.6.6).

REMARQUE 4.1.8. Sous les hypothéses de 4.1.7, on notera que I’homomorphisme canonique
(4.1.4.2)

(4.1.8.1) Bu.n — B o

n’est pas en général un isomorphisme; c’est pourquoi nous n’utiliserons pas la notation %, v .

Toutefois, sous certaines hypothéses (4.5.1), nous montrerons dans 4.6.29 que pour tout schéma

affine U de Et/X, I’homomorphisme (4.1.8.1) est un a-isomorphisme.

4.1.9. Soient U un objet de Et /X, Y un point géométrique de U’. Le schéma U étant lo-
calement irréductible d’aprés ([2] II1.3.3 et II1.4.2(iii)), il est la somme des schémas induits sur
ses composantes irréductibles. On note U la composante 1rreduct1ble de U (ou ce qui revient au
méme, sa composante connexe) contenant y. De méme, U" est la somme des schémas induits sur

. . %0 =k . . 770
ses composantes irréductibles et U = U xx X° est la composante irréductible de U contenant
—%0
7. On note Bm(U*" ) le topos classifiant du groupe profini m; (U* ,7) et

==%x0 ~

(4.1.9.1) vy: Ura 3 B o o)
le foncteur fibre de Uy, en 7 (2.1.20.4). On pose
(4.1.9.2) RY, = vy (Bu|U™).

Explicitement, soit (V;);cr le revétement universel normalisé de U™ en 7 (2.1.20). Pour chaque
i € I, (V; = U) est naturellement un objet de E. On note T" la fermeture intégrale de U dans V;.

—V;
Les schémas (U *);e; forment alors un systéme projectif filtrant, et on a

=7 =V
(4.1.9.3) R} = lim DU, Opv.).

i€l

REMARQUE 4.1.10. Sous les hypothéses de 4.1.9, si, de plus, U est affine, ’anneau EgU est
intégre et normal. En effet, le schéma U" est affine, intégre et normal. Pour tout ¢ € I, V; étant
connexe, il est alors intégre et normal. Par suite, U ' est intégre, normal et entier sur U ([28]

6.3.7). Par ailleurs, pour tous (4,7) € I? avec i > j, le morphisme canonique U ' — U ’ est entier
et dominant. L’assertion recherchée s’ensuit d’aprés ([27] 0.6.1.6(i) et 0.6.5.12(ii)).
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4.1.11. Soient T un point géométrique de X, X le localisé strict de X en Z. On pose X =
X x5S (4.1.1.3) et XO = X xx X° (4.1.2.1). On désigne par Uz la catégorie des X-schémas
étales T-pointés, ou ce qui revient au méme, la catégorie des voisinages du point de Xy associé a T
dans le site Et/x ([4] IV 6.8.2 et VIII 3.9). Pour tout objet (U,p: T — U) de Yz, on note encore
p: X — U le morphisme déduit de p ([4] VIII 7.3) et on pose

(4.1.11.1) PPe=pxxX X —U.
On note
(4.1.11.2) oz B — X,

le foncteur canonique défini dans (3.3.11.3).

Le foncteur composé ¢z o 8% est canoniquement isomorphe au foncteur image inverse par le
morphisme canonique Xpg, — X g, d'apres (3.3.9.2) et ([2] (VL.10.12.6)). Pour tout objet F de
X¢t, on a un isomorphisme canonique et fonctoriel

(4.1.11.3) pz(0"(F)) = Fz,
de but le faisceau constant de X, de valeur Fi, en vertu de (2] VI.10.24 et (VI.10.12.6)).

Pour tout objet F' = {U — FU} de E on note F? le faisceau de E associé¢ a F, et pour tout
Ue Ob(Et/X), E} le faisceau de Uy, associé a Fyr. D’apres ([2] V1.10.37), on a un isomorphisme
canonique et fonctoriel
(4.1.11.4) pr(F*) = lm  (p%)is (FD)-

—
(Up)evTS

En vertu de ([2] VI.10.30), pour tout groupe abélien F' de E et tout entier g > 0, on a un
isomorphisme canonique et fonctoriel

(4.1.11.5) Rio.(F)z = H (X, o7(F)).-

4.1.12. Soient (g ~» T) un point de X ><X X, (3.1.10), X le localisé strict de X en 7,
Uz la catégorie des X-schémas étales T-pointés. On pose 1 =X x5S (4.1.1.3) et XO =X xx X°
(4.1.2.1). Le X-morphisme u: 5 — X définissant (7 ~» ) se reléve en un X -morphisme v: 5 — X
et induit donc un point géométrique de XO que 'on note aussi (abusivement) 7. Pour tout objet
(U,p: T — U) de Yz, on note encore p: X — U le morphisme déduit de p ([4] VIII 7.3) et on pose

(4.1.12.1) PP=pxxX X —U.
On note aussi (abusivement) 7 le point géométrique p *(u(7)) de U".
Pour tout objet F = {U — Fy} de E (3.3.2.10), on note F? le faisceau de E associé a F, et

pour tout U € Ob(Et/X), F§ le faisceau de Usy, associé & Fyy. Daprés ([2] VI.10.36 et (VL.9.3.4)),
on a un isomorphisme canonique et fonctoriel

(4.1.12.2) (Fa)p@wf) X hj} (F[a])pﬁo @)>
(U,p)eVS
ol p est le morphisme (4.1.4.6) et pgo: Ug, — Uy, est le morphisme canonique (2.1.17.1). Compte
tenu de (4.1.9.2) et ([2] VI.9.9), on en déduit un isomorphisme canonique de I‘(X , O )-algébres
— ~ . —7
(U,p)evg

ol EyU est la I'(U, Op)-algébre définie dans (4.1.9.3).
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4.1.13. Conservons les hypothéses et notations de 4.1.12; supposons, de plus, que T soit au-
dessus de s. D’aprés ([2] 111.3.7), X est normal et strictement local (et en particulier intégre). Pour
tout objet (U,p: T — U) de Yz, on désigne par U la composante irréductible de U contenant g
et on pose v =U X x X° qui est la composante irréductible de U’ contenant 7 (cf. 4.1.9). Le
morphisme p°: X — U~ (4.1.12.1) se factorise donc a travers U . On désigne par B,z le

topos classifiant du groupe profini 7y (Xo,y) et par
(4.1.13.1) vy: Xesw = By x° )
le foncteur fibre de Xz en 7 (2.1.20.4). D’apres ([2] VI.10.31 et VI1.9.9), le foncteur composé

(4.1.13.2) E > Xy —>B,, x5 —> Ens,

ol ¢z est le foncteur canonique (4.1.11.2) et la derniére fléche est le foncteur d’oubli de laction

de (Xo,y), est canoniquement isomorphe au foncteur fibre associé au point p(y ~ T) de E.
On observera (|2] (VI1.10.25.6)) que pour tout objet F' de X, I'isomorphisme (4.1.11.3) induit
I’isomorphisme canonique ([2] (VI.10.18.1))

(4.1.13.3) (0% F) pgz) 5 P

On définit la I'(X, O5)-algébre Fz de B (X° 7): due l'on note aussi R lorsqu’il n’y a aucun
risque d’ambiguité, par la formule

(4.1.13.4) Ry = lim R},

—
(U,p)eve

ot 1’on considére Fg comme urEF(U, Or)-algebrede B, | +o o) (4.1.9.3). L'isomorphisme (4.1.11.4)
induit un isomorphisme de I'(X, O%)-algebres de B, %> -
(4.1.13.5) vy (p=(B)) = Ry,
dont l'isomorphisme de I'(X, 05 )-algébres sous-jacent est (4.1.12.3).
REMARQUES 4.1.14. Soient T un point géométrique de X au-dessus de s, X le localisé strict
de X en=, pg: £ — Xﬁét le foncteur canonique (4.1.11.2). Alors,
— _ 5 __

(i) Il existe un point (g ~~ f) de X¢t X x,, Xg (3.1.10). En effet, d’apreés ([2] I11.3.7), X est
normal et strictement local (et en particulier intégre). Comme X° est schématiquement
dense dans X (4.1.2), X est intégre et non-vide ([30] 11.10.5). Soit v: J — X un point
géométrique de Xo. On note encore ¥ le point géométrique de X° et u: y— X le X-

— —o
morphisme induits par v. On obtient ainsi un point (g ~ T) de Xe X x,, Xz

(ii) Le morphisme d’adjonction id — §,6* (4.1.5.1) induit un isomorphisme de foncteurs

(4.1.14.1) Oz = 706"
En effet, d’aprés 3.3.20(i), pour tout objet F' de E, le morphisme d’adjonction
(4.1.14.2) Fygez) = (0:(0"(F))) p(gm)

est un isomorphisme. Comme X est integre ([2] III1.3.7), la proposition s’ensuit compte
tenu de la description (4.1.13.2) du foncteur fibre en p(g ~> 7).
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4.2. Tour de revétements associée & une carte logarithmique adéquate

4.2.1. On suppose dans cette section que le morphisme f: (X, #x) — (S, #s) (4.1.2) admet
une carte adéquate ((P,7), (N,¢),9: N = P) ([2] II1.4.4), autrement dit qu’il existe une carte (P,)
pour (X, #x) ([2] I1.5.13), une carte (N,:) pour (S,.#s) et un homomorphisme de monoides
¥: N — P tels que les conditions suivantes soient remplies :

(i) Le diagramme d’homomorphismes de monoides

(4.2.1.1) P> T(X, )

] 1

N ——T(S, .Z5s)

est commutatif, ou ce qui revient au méme (avec les notations de 2.1.4), le diagramme
associé de morphismes de schémas logarithmiques

(4.2.1.2) (X, Mx) —> Ap

| e

(S, Ms) ——> Ay

est commutatif.
(ii) Le monoide P est torique, i.e., P est fin et saturé et P8P est un Z-module libre ([2] I1.5.1).
(iii) L’homomorphisme ¢ est saturé ([2] 11.5.2).
(iv) L’homomorphisme 98P: Z — P%P est injectif, le sous-groupe de torsion de coker(98P) est
d’ordre premier & p et le morphisme de schémas usuels

(4.2.1.3) X = S xa, Ap

déduit de (4.2.1.2) est étale.
(v) Posons A =49(1) € P,

(4.2.1.4) L = Homy(P®,7),
(4.2.1.5) H(P) = Hom(P,N).

On notera que H(P) est un monoide fin, saturé et afftité et que ’lhomomorphisme canonique
H(P)#? — Hom((P*)8P,7Z) est un isomorphisme ([45] I 2.2.3). On suppose qu’il existe
hi,...,h, € H(P), qui sont Z-linéairement indépendants dans L, tels que

(4.2.1.6) ker(\) NH(P) = {i a;hi| (a1,...,a,) € N'}
i=1

ot 'on considére A comme un homomorphisme L — Z.
On pose m = (1) qui est une uniformisante de &k . On a alors (2.1.4)
(4.2.1.7) S x A, Ap = Spec(Ok[P]/(m — V).

On désigne par PP le groupe associé & P et par P, ou A~ P la localisation de P par A\ = 9(1)
([45] T 1.4.4), qui est aussi la somme amalgamée des deux homomorphismes J: N — P et N — Z,
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de sorte que le diagramme d’homomorphismes canoniques

(4.2.1.8) N—2-p

|

7 —— P,

est cocartésien. Comme P est intégre, P, est intégre, et ’homomorphisme canonique P — P, est
injectif. Par ailleurs, il résulte aussitot des propriétés universelles des localisations de monoides et
d’anneaux que l'on a

(4.2.1.9) Z[P,] = Z[P]A 1.
L’¢lément e n’est pas un diviseur de zéro dans Z[P] (2.1.4).
LEMME 4.2.2 ([58] 3.14 et 3.16).
(i) Le groupe P8P /)\Z est libre de type fini.
(i) Il existe deux entiers c et d tels que 0 < ¢ < d et un isomorphisme de monoides
(4.2.2.1) et o NITe 3 p,
tel que l'image de (1,0,...,0) dans P, soit égale a \.
(i) En effet, notant P> le groupe des unités de P, le conoyau de 'homomorphisme Z — PgP /P>

défini par X est sans torsion d’aprés ([45] I 4.8.11). Par ailleurs, P* est contenu dans PSP et est
donc sans torsion. La suite exacte

(4.2.2.2) 0 — P* — P& /)\Z — P& /(\Z + P*) = 0

montre alors que P8P /\Z est sans torsion.

(ii) Soit F' la face de P engendrée par A, c’est-a-dire 'ensemble des éléments x € P tels qu'il
existe y € P et n € N tels que z +y = nA ([45] I 1.4.2). On note F®P le groupe associé a F
et P/F le conoyau dans la catégorie des monoides de l'injection canonique F' — P ([45] I 1.1.6).
Considérons le diagramme commutatif de morphismes de monoides

(4.2.2.3) 1——=P/F
o |

Z Fep P,

(o] e |

N F P

Le carré (1) est cocartésien. En effet, la somme amalgamée des deux homomorphismes N — F' et
N — Z n’est autre que la localisation A™'F, c’est-a-dire F&P. Par suite, le carré () est cocartésien,
et il en est alors de méme du carré 3). On en déduit que P/F est le conoyau dans la catégorie
des monoides de ’homomorphisme canonique F'8? — P,. Par suite, P/F s’identifie au quotient de
P, par Paction naturelle de '8P ([45] I 1.1.5). L’homomorphisme P,, — P/F est donc surjectif.
Comme P est intégre, '’homomorphisme F'& — P, est injectif. D’apreés la preuve de ([2] I1.6.3(v)),
P/F est un monoide libre de type fini. Choisissons un scindage de P, — P/F, on obtient un
isomorphisme

4.2.2.4 F® o P/F 5 P,
n
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Par ailleurs, P étant intégre, ’homomorphisme F8P — PSP est injectif, et F'8P/AZ est donc libre
de type fini d’aprés (i), d’ou la proposition.

4.2.3. Pour tout entier n > 1, on pose

(4.2.3.1) Ok, = Ok([C]/(¢" — ),

qui est un anneau de valuation discréte. On note K, le corps des fractions de Ok, et m, la classe
de ¢ dans Ok, , qui est une uniformisante de Ok, . On pose S™) = Spec(Ok,,) que 'on munit de la
structure logarithmique .#g.) définie par son point fermé. On désigne par v, : N — T'(S™) | #gwm))
’homomorphisme défini par ¢, (1) = 7, ; c’est une carte pour (S, Zgm) ).

Considérons le systéme inductif de monoides (N(™), >, indexé par ensemble Zs; ordonné
par la relation de divisibilité, défini par N(™ = N pour tout n > 1 et dont ’homomorphisme
de transition N — N (pour m,n > 1) est endomorphisme de Frobenius d’ordre m de N
(i.e., I’élévation a la puissance m-iéme). On notera N () simplement N. Les schémas logarithmiques
(8™ M g())n>1 forment naturellement un systéme projectif. Pour tous entiers m,n > 1, avec les
notations de 2.1.4, on a un diagramme cartésien de morphismes de schémas logarithmiques

(4.2.3.2) (ST M ) — Ayiomm)

L

(S(n), %S(n)) in AN(n)

a

& (resp. t%,,.) est le morphisme associé & ¢, (resp. tmn) ([2] I1.5.13).

ou ¢

4.2.4. Considérons le systéme inductif de monoides (P("))nzl, indexé par I’ensemble Z>1 or-
donné par la relation de divisibilité, défini par P("™) = P pour tout n > 1 et dont ’homomorphisme
de transition i, ;- pm) _ p(mn) (pour m,n > 1) est 'endomorphisme de Frobenius d’ordre m
de P (i.e., élévation & la puissance m-iéme). Pour tout n > 1, on note

(4.2.4.1) PSP s ()
I'isomorphisme canonique. Pour tout ¢ € P et tous m,n > 1, on a donc
(4.2.4.2) i (£ = (#M))™

On notera P simplement P.
On désigne par Rgn) la localisation de P par A" ([45] T 1.4.4). Pour tous m,n > 1, ’homo-

mn)

morphisme 7, ,,, induit un homomorphisme que ’on note aussi ., mn: P™ — pf . L’isomor-
, , 7 n

phisme (4.2.4.1) induit un isomorphisme
(4.2.4.3) Py 5 P e )
On notera P,gl) simplement P,.
D’apreés 4.2.2(ii), il existe deux entiers c et d tels que 0 < ¢ < d et un isomorphisme de monoides

(4.2.4.4) ze' o N S P,
tel que l'image de (1,0...,0) dans P, soit égale & A. On fixe un tel isomorphisme et pour tout
entier ¢ tel que 1 < i < ¢ (resp. ¢+ 1 < i < d), on note A I'image de (1;,,0) (resp. (0,1,_,.)) dans

P,, ot 1, est I'éléement de ZT! dont toutes les composantes sont nulles sauf la (i + 1)-iéme qui
vaut 1 (resp. 1, . est 1’élément de N?~¢ dont toutes les composantes sont nulles sauf la (i — c)-iéme
qui vaut 1). On pose A\g = A. Il existe un entier o > 1 tel que \; = A*X; € P pour tout 1 <i < d.
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LEMME 4.2.5 ([58] 4.3). Il existe un entier N > 0 tel que pour tout entier n > 1, on ait les
inclusions

(4.2.5.1) AYZ[P™] ¢ b ziP) ] o)y c zlp™).
(vo,v1,..-,vq)E(NN[0,n—1])d+1 0<:<d

En effet, 'homomorphisme canonique P, — P,gn) est le composé de I’endomorphisme de Fro-
benius d’ordre n de P, (i.e., 'élévation & la puissance n-iéme) et de Iisomorphisme (4.2.4.3). Par
suite, compte tenu de (4.2.4.4), P’algébre Z[Rgn)] est un Z[P,]-module libre de type fini, de base
H0<i<d()\§"))”i pour (v, v1,...,vq) € (NN[0,n—1])?*L. Comme les homomorphismes canoniques

P — P, et p() P,gn) sont injectifs, le morphisme Z[P]-linéaire canonique

(4.2.5.2) b zlp) T "y = z[p™)

(vo,v1,...,va) E(NN[0,n—1])4+1 0<i<d

est injectif.

Soient p1,...,p, des générateurs de P. Pour tout 1 < j < r, il existe (mjo,mj1,...,Mjq) €
7t @ NA=¢ tel que
(4.2.5.3) pi= [ N" €P.
0<i<d

Pour tout 0 <i < ¢, il existe M; > 1 tel que )\éwi)\;l € P. Montrons que

(4.2.5.4) N=>" M Y |ml

0<i<e  1<j<r

répond 4 la question. Le Z[PJ-module Z[P(™)] est engendré par les éléments

(4.2.5.5) p(ﬁ") — H (p;n))uj _ H ()\Z(n))zlngijiuj

1<j<r 0<i<d

pour p = (p1,...,pr) € (NN [0,n — 1])". Pour tout entier 0 < i < d, on pose >, Mjiflj =
Kin+ v, ot k; € Z et v; € NN [0,n — 1]. Pour tout ¢4+ 1 <i < d, on a k; € N et par suite,

(4.2.5.6) (A Eagiermaits = pFi (A My g p(AMy ¢ po),
Pour tout 0 <i <c, ona [k <37 <, [myi| et par suite,

(4.2.5.7) /\S/IiZISJ‘Sr Imjil()\z(.n))zlgjsrmjiﬂj — )\éwizlﬁjﬁ’r ‘mﬂ‘/\?i()\g"))w c P(/\(n))”i c pm.

Par conséquent, )\évp(;) € PHogigd()‘En))w c pm,
4.2.6. Pour tout entier n > 1, on pose (avec les notations de 2.1.4)
(4.2.6.1) (X(n),./fx(n)) = (X, Mx)Xa, Apm.

On notera que la projection canonique (X ™, .#Zyw)) = A p est stricte. Comme le diagramme
(4.2.3.2) est cartésien, il existe un unique morphisme

(4.2.6.2) F (XM ) = (ST, M gimy),
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qui s’insére dans le diagramme commutatif

(4.2.6.3) (XM M ny) A peny

k v /

(X, Ax) Ap

PROPOSITION 4.2.7. Soient n un entier > 1, h: 8§ — S un S-morphisme. Alors,

(i) La face Q) du diagramme (4.2.6.3) est une carte adéquate pour f™ (|2] 111.4.4) ; en parti-
culier, f(") est lisse et saturé.

(ii) Le schéma X ™) est integre, normal, Cohen-Macaulay et S -plat.

(iii) Le schéma X ™ x gy S est normal et localement irréductible (|2] T11.3.1) ; il est donc la
somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles.

(iv) Le sous-schéma ouvert mazimal de X™ ou la structure logarithmique . xw) est triviale
est égal a X(M° = XM x x X° (4.1.2.1).

(v) Le morphisme X (o X est étale, fini et surjectif ; plus précisément, X ™° est un espace
principal homogéne pour la topologie étale au-dessus de X° sous le groupe

Homgz (PP, u,, (K)).
En effet, les questions étant locales sur X, on peut le supposer affine. Les propositions résultent
alors de ([2] I1.6.6). On notera que ’hypothése que X est non-vide requise dans ([2] I1.6.1) ne sert
pas dans les preuves de ces assertions.

PROPOSITION 4.2.8. Variant lentier n > 1 et le S-morphisme h: S — S le nombre de
composantes irréductibles de X X gy S reste borné.

() = X(n) X g(n) § et Y(n)o =

x™ X x X°. D’apres (4.2.6.3) et avec les notations de 2.1.4 et 4.2.4, on a un diagramme cartésien
de S-morphismes

Soient n un entier > 1, h: S — S un S-morphisme. Posons X

(4281) X(n) s Spec(ﬁKn [P(n)]/(ﬂn _ 6)\(")))

| |

Spec(Ok [P]/(m — e*))

ott les fléches horizontales sont étales. On en déduit un diagramme cartésien de S-morphismes

(42.8.2) X" —— Spec(Gx[P™]/ (7, — ™))
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Compte tenu de 4.2.7(iv), on en déduit un diagramme cartésien de K-morphismes

(4.2.8.3) X" s Spec(K[(P™M)#P]/ (0 — ™))

| |

X° — > Spec(K[P=] /(7 — &)
La fleche verticale de gauche est étale d’aprés 4.2.7(v), ainsi que les fléches horizontales. Par suite,
les points génériques de X"™° Senvoient sur ceux de Spec(K[(P™)&P]/ (7, — eA(”))) et sur ceux
de X°, et donc aussi sur ceux de Spec(K[P2P]/ (7 — e*)).

Par ailleurs, comme le Z-module P8P est libre de type fini, pour tout entier n > 1, on a un
isomorphisme de K-algébres

(4.2.8.4) K[PeP]/(1 — e*) 33 K[(P™)eP] /(1 — ™).
Le nombre de composantes irréductibles de Spec(K [(P(™)&P]/(r,, — e’\(n))) (pour n > 1) est donc
constant. Par suite, le nombre de composantes irréductibles de Y(H)o (pour n > 1) est borné. Il en

est alors de méme de y(n) )e

et ([2] TIL4.2(v1)).

puisque X est schématiquement dense dans x" d’aprés 4.2.7(i)-(iv)

4.2.9. On suppose dans la suite de cette section que X = Spec(R) est affine. Pour tout entier
n > 1, le schéma X (") est affine d’anneau

(4.2.9.1) Ay = R@gp Z[PM).
On désigne par A° I'anneau du schéma affine X(™° = X(™ xy X° (4.1.2.1). Les schémas loga-

rithmiques (X ("), M x(n) )n>1 forment naturellement un systéme projectif au-dessus de (A pn) )n>1
(2.1.4), indexé par 'ensemble Z>; ordonné par la relation de divisibilité. On pose

(4.2.9.2) Ay = lim A,
e

(4.2.9.3) A = lim A°.
—

n>1

Etant donné une suite (uy,),>0 d’entiers > 1 telle que u,, divise w41, on pose

(4.2.9.4) A, = limA4A,,,
i~

(4.2.9.5) A = lim AS .

oo — n

n>0

Avec les notations de 4.2.3, on pose

(4.2.9.6) K. = limK,,
"0

(4.2.9.7) Ok,. = lm 0k, |,
—

n>0

de sorte que Ok, est la fermeture intégrale de Ok dans K, . Si la suite (tn)n>0 est non-bornée,
Ok, est un anneau de valuation non-discréte de hauteur 1. On peut alors considérer les notions
de a-algebre (2.6, 2.7, 2.9...) sur les Ok, __-algébres, en particulier sur A, .

Siun =n!(n>0),alors A, = Ay ;onnotera K, et Ok,  par K et Ok . On considérera
aussi le cas ol u, = p™ (n > 0), auquel cas on notera A, __, Ky, et O,  par Ape, Ky et Ok o .

Uoo
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LEMME 4.2.10.
(i) Pour tous entiers m,n > 1, le morphisme canonique

(4.2.10.1) ) Ay TT &™) = A,

(vo,v1,...,va) E(NN[0,m—1])4+1 0<i<d

ou tl(-mn) désigne l'image canonique de )\l(-"m) € PU") dans Ay, (4.2.4), est injectif.
(ii) 1l existe un entier N > 0 tel que tous entiers m,n > 1, on ait

(4.2.10.2) N Ay C ) An T &™) € A
(Vo,v1,.va) E(NA[0,m—1])d+1  0<i<d

(i) Comme le morphisme X — S ®a,, Ap (4.2.1.3) est étale, on peut se réduire au cas ou
R = Ok[P]/(7 — €) (4.2.1.7). Pour tout entier n > 1, on a alors

(4.2.10.3) Ap = O [P™]/ (1 —€eM).

Compte tenu de (4.2.1.9), on en déduit que

(4.2.10.4) Aplrt] = K[PM™]/(m — e).

11 résulte de (4.2.2.1) que pour tous entiers m,n > 1, le morphisme K [P,g")]—linéaire canonique

(4.2.10.5) ) K[PM]/(r = T &™) — KPS/ (r - e)
(Vo,v1,...,va) €(NN[0,m—1])d+1 0<i<d

est bijectif. Comme m, n’est pas diviseur de zéro dans A, d’aprés 4.2.7(ii), ’homomorphisme
canonique A,, — A, [m, 1] est injectif, d’oti la proposition.
(ii) Cela résulte aussitot de (i) et 4.2.5.

PROPOSITION 4.2.11. Il existe un entier N > 1 tel que les propriétés suivantes soient remplies :
(i) Pour tous entiers n,q > 1 et tout A,-module M, on a
(4.2.11.1) N Tor" (Ase, M) = 0,

ot m, est luniformisante de K, définie dans 4.2.3.
(ii) Pour toute suite (un)n>o d’entiers > 1 telle que u, divise un41, tous entiers m > 0 et
q>1 et tout Ay, -module M, on a

(4.2.11.2) ¥ Torfvm (Au., M) =0.

En effet, d’aprés 4.2.10(ii), il existe un entier N > 1 tel que pour tous entiers m,n,q > 1 et
tout A,-module M, on ait

(4.2.11.3) N Tor/" (Apn, M) = 0.

COROLLAIRE 4.2.12. Il existe un entier N > 1 tel que les propriétés suivantes soient remplies :
(i) Pour tout entier n > 1 et toute suite exacte de A,-modules M' — M — M”, la suite

(4.2.12.1) M @4, Ase = M @4, Asc = M" @24, Aso

est T -exacte (2.7.2).
(ii) Pour toute suite (un)n>0 d’entiers > 1 telle que uy, divise uny1, tout entier n > 0 et toute
suite exacte de Ay, -modules M' — M — M", la suite

(4.2.12.2) M @4, Aue = M®a,, Au, =M @4, A,

Un, Un

est ﬂ'iv -exacte.
n
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En effet, d’aprés 4.2.11, il existe un entier N > 1 tel que les propriétés suivantes soient remplies :

(i) Pour tout entier n > 1 et tout morphisme injectif de A,-modules v, le noyau de v ®4, Ao
est annulé par 7.

(ii) Pour toute suite (un)n>0 d’entiers > 1 telle que u, divise u,+1, tout entier m > 0 et tout
morphisme injectif de A,, -modules v, le noyau de v ® 4, A, est annulé par o

Um, *

PROPOSITION 4.2.13. Pour toute suite non bornée (un)n>o d’entiers > 1 telle que u, divise
Unt1, Uanneau A, est universellement a-cohérent (2.8.17). En particulier, Ao, est universelle-
ment a-cohérent.

Soit N l'entier > 1 de la proposition 4.2.12 et soit g un entier > 0. Posons Hoo = Ay [t1,. .., tg]
et pour tout entier n > 0, H,, = Ay, [t1,...,t4]. Considérons un entier a > 1 et une forme H-
linéaire poo: HS — Hoo. Il existe un entier n > 0 et une forme H,-linéaire ¢,,: HY — H, tels que
Poo = Pn ®Aa,, Ay . L’anneau A, étant noethérien, il existe un entier b > 0 et une suite exacte
de H,-modules

(4.2.13.1) H’ — H* £% H,,.
La suite induite par extension des scalaires de A4,,, & A,_,
(4.2.13.2) HY — HY 2= H,

est wﬁl-exacte en vertu de 4.2.12. Prenant n de plus en plus grand, on en déduit que ker(¢o) est
de type a-fini sur H,, d’ou la proposition.

4.2.14. Soit ¥ un point géométrique de x° que l'on suppose fixé dans la suite de cette section.
Pour tous entiers m,n > 1, le morphisme canonique X (™" — X () est fini et surjectif. D’aprés
([30] 8.3.8(i)), il existe alors un X-morphisme

(4.2.14.1) 7 — lim X,
—

n>1

la limite inductive étant indexée par I’ensemble Z>; ordonné par la relation de divisibilité. On fixe
un tel morphisme dans toute la suite de cette section. Celui-ci induit un S-morphisme

(4.2.14.2) S — lim S™,
—

n>1
et par suite un Ox-homomorphisme Ok — O (cf. 4.2.9). Pour tout entier n > 1, on pose

(4.2.14.3) X=X % T et XM =Xy X°

On en déduit un X-morphisme

(4.2.14.4) 7 — lim X",

n

(E

1

v

Pour tout entier n > 1, le schéma Y(n) étant normal et localement irréductible d’apreés 4.2.7(iii),
: 2 . . . . —(n)*
il est la somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles. On note X la composante

irréductible de X contenant I'image de 7 (4.2.14.4). On pose

(4.2.14.5) Ry =T(X"™", 0 ).
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Ces anneaux forment naturellement un systéme inductif. On pose

(4.2.14.6) Ry = lim R,
w1

(4.2.14.7) Ry = lim Ryn.
n>0

Ce sont des anneaux normaux et intégres d’aprés ([27] 0.6.1.6(i) et 0.6.5.12(ii)).

LEMME 4.2.15. On désigne par = l'un des deux symboles p™ ou oo, et pour toute extension
algébrique L de K, par Oy, la cloture intégrale de Ok dans L. Alors,
(i) Pour toute extension algébrique L de K, (4.2.9), le schéma Spec(As ®g,, OL) est normal
et localement irréductible.
(i) Le schéma Spec(R.) est une composante connexe de Spec(As ®py, Of).

(i) Considérons le cas x = oo, 'autre cas étant similaire. On a un isomorphisme canonique
([30] 8.2.3)

(4.2.15.1) Spec(Ane oy OL) = lim X™ % o) Spec(Oy),
>1

n

Pour tout entier n > 1, on démontre, en calquant la preuve de ([2] I1.6.6(iii)), que le schéma
X x o) Spec(01) est normal et localement irréductible. L'immersion X (° — X (™) est schéma-
tiquement dominante d’aprés 4.2.7(i)-(iv) et ([2] II1.4.2(vi)). Pour tout entier m > 1, le morphisme
canonique X (M™)° — X (M)° est étale, fini et surjectif en vertu de 4.2.7(v). Toute composante irréduc-
tible de X (™) x ¢, Spec(&y,) domine donc une composante irréductible de X (™) x g, Spec(&7p).
En vertu de 4.2.8, il existe un entier n > 1 tel que pour toute composante irréductible C de
X % gy Spec(01) et tout entier m > 1, C' X y(my X ™) soit irréductible. La proposition résulte
alors de ([27] 0.6.1.6 et 0.6.5.12(ii)).
(ii) Cela résulte aussitot de la preuve de (i).

PROPOSITION 4.2.16. Les Og-algébres Rog et Ryee sont universellement a-cohérentes (2.8.17).

En effet, d’aprés ([54] Prop. 9), pour toute extension finie L de K (resp. Kpe), la cloture
intégrale de Ok dans L est a-finie-étale sur Ok, (resp. Ok, ) (2.9.2). Compte tenu de 4.2.15,
Roo est donc la limite inductive d’un systéme inductif filtrant de Aoo-algébres dont chacune est
a-finie-étale ([2] V.7.4). De méme, Ry~ est la limite inductive d'un systéme inductif filtrant de
Ape--algébres dont chacune est a-finie-étale. La proposition s’ensuit en vertu de 2.9.11 et 4.2.13.

PROPOSITION 4.2.17. Il existe un entier N > 1 tel que pour tous entiers n,q > 1 et tout
A, -module M, on ait

(4.2.17.1) 7N Tor/'" (Reo, M) = 0,
ot m, est luniformisante de K, définie dans 4.2.3.
En effet, on a un isomorphisme canonique
(4.2.17.2) (Ao ®4, M) Qg O = (A @6y Or) @a, M.
Comme 0% est Ok -plat, on en déduit un isomorphisme
(4.2.17.3) Tor/"" (Ase, M) ® ey O = Tory" (Ass @0y, O, M).

La proposition résulte alors de 4.2.11(i) et 4.2.15.
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COROLLAIRE 4.2.18. Il existe un entier N > 1 tel que pour tout entier n > 1 et toute suite
exacte de A, -modules M' — M — M", la suite

(4.2.18.1) M ®4, Roo & M ®4, Roo = M" ®4, R
soit m -ezacte (2.7.2).

Cela résulte aussitot de 4.2.17.

4.3. Schémas K(m,1), suite

4.3.1. Les hypothéses et notations de 4.2.1 sont en vigueur dans cette section. On reprend
les notations de 4.2.6. Pour tout entier n > 1 et tout S-morphisme 7: S — S, on pose (4.1.2.1)

(4.3.1.1) YW = XM xgm et Y™ =y xy X°

On laissera tomber Iindice 7 lorsqu’il n’y a aucun risque d’ambiguité. On a Y1) = Xy et y(We =

X°. On note g: X o Xy et gn: Y (e — ¥ (") les injections canoniques, et ¢,: Y™ — X5 et
oo Yo 5 X° les morphismes canoniques. Pour tout faisceau .% de 7; et tout entier ¢ > 0, on
a un morphisme de changement de base

(4.3.1.2) ©r (R1gF) — Rign. (¢ (F)).
2

LEMME 4.3.2. 1l existe un entier r
propriétés suivantes :
(i) La structure logarithmique M x| X, est définie par le diviseur & croisement normaux D sur
Xy tmage inverse du diviseur des coordonnées sur Aj. En particulier, X° = t’l(GZ), ot
Gy, est Uouvert de A} ou les coordonnées ne s’annulent pas.

0 et un morphisme lisse t: X, — A} wvérifiant les

(ii) Pour tout entier n > 1, notons Z™ le schéma défini par le diagramme cartésien

(4.3.2.1) Zm X,

L

AT —— A7

ot la fleche horizontale inférieure est définie par lélévation a la puissance n-ieme des
coordonnées de A} . Alors, pour tout S-morphisme 7: S — S quec les notations de 4.3.1,
il eziste un Xg-morphisme étale et fini

(n) (n)
(4.3.2.2) Yo = 2y

D’apres ([2] I1.6.3(v)), le schéma (usuel) X, est lisse sur 77, X° est I'ouvert complémentaire
dans X,, d'un diviseur & croisements normaux stricts D et .#x|X,, est la structure logarithmique
sur X, définie par D. Rappelons briévement la démonstration de loc. cit. Soit F' la face de P
engendrée par A, c’est-a-dire ’ensemble des éléments x € P tels qu’il existe y € P et m € N tels
que x +y = m\ (cf. [45] I 1.4.2). On note F~!P la localisation de P par F ([45] I 1.4.4), Q le
sous-groupe des unités de F~' P, (F~'P)? le quotient de F'~' P par Q ([2] IL5.1) et P/F le conoyau
dans la catégorie des monoides de 'injection canonique F' — P ([45] I 1.1.5). Il résulte aussitot des
propriétés universelles des localisations de monoides et d’anneaux que I’lhomomorphisme canonique
Z[P] — Z[F~'P] induit un isomorphisme

(4.3.2.3) Z[P)x = Z[F 1P,
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de sorte qu’on a un diagramme cartésien

(4324) X”? —_— AF—IP

]

X—Ap
Par ailleurs, on a un isomorphisme canonique
(4.3.2.5) P/F S (FLp)*

La preuve de ([2] I1.6.3(v)) montre que P/F est un monoide libre de type fini. On en déduit un
isomorphisme

(4.3.2.6) Qx (P/F)S F'P.
(i) Comme le monoide P/F est libre de type fini, il existe un entier » > 0 et un isomorphisme

Spec(K[P/F]) ~ Aj. Les diagrammes (4.2.1.2) et (4.3.2.4) et I'isomorphisme (4.3.2.6) induisent
donc un morphisme (2.1.4)

(4.3.2.7) X, = Aj %y Spec(K[Q]/(m — €)),

et par suite un morphisme ¢: X, — AJ. La structure logarithmique .# x| Xy sur X, est 'image
inverse par ¢ de la structure logarithmique sur A} définie par les axes des coordonnées ([2] I1.5.10).
Compte tenu de 4.2.1(iv), le morphisme (4.3.2.7) est étale et le morphisme ¢ est lisse; d’ou la
proposition.

(ii) Notant u endomorphisme de Frobenius d’ordre n de P (i.e., Pélévation & la puissance
n-iéme), le diagramme (4.2.6.3) induit un diagramme commutatif a carrés cartésiens

(4.3.2.8) XM = 8 A Ap —— Ap

b

X SXANAP%AP

On en déduit un diagramme cartésien (2.1.4)
(4.3.2.9) XM X g § — Spec(Og|P]/(mn — €))
| |
X ————— Spec(0x[P]/(r - ¢))
et par suite, compte tenu de (4.3.2.3), un diagramme cartésien
(4.3.2.10) Y™ s Spec(K[F~1P]/(m, — €*))
X7 — Spec(K[F~1P]/(r — €*))

ou les fleches verticales de droite sont induites par les homomorphismes de Frobenius d’ordre n de
P et F~1P. On notera que le morphisme

(4.3.2.11) Spec(K[Q]/(mn — €)) = Spec(K[Q]/ (7 — e*))
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induit par ’homomorphisme de Frobenius d’ordre n de @, est étale et fini. Compte tenu de (4.3.2.6)
et des définitions, on en déduit un Xz-morphisme étale et fini YT(") — Z%n).

LEMME 4.3.3. Soient n un entier > 1, F' un faisceau de (Z/nZ)-modules localement constant
et constructible de X ¢, 7: S — S() un S-morphisme, q un entier > 1. Alors, avec les notations
de 4.3.1, le morphisme de changement de base (4.3.1.2)

(4.3.3.1) en(R9:(9"F)) = Rign. (g7, (5, (F)))

est nul.
Cela résulte de 4.3.2 et 2.2.14.

LEMME 4.3.4. Pour tout faisceau abélien de torsion localement constant et constructible F' de
th, il existe un entier n > 1 tel que pour tout S-morphisme 7: S — S avec les notations de
4.3.1, p2*(F) se prolonge en un faisceau abélien de torsion localement constant et constructible de

v

&t
Par descente, F' est représentable par un schéma en groupes abéliens étale et fini V' au-dessus

de X°. Notons T la fermeture intégrale de X5 dans V. Soit n un entier > 1 et divisible par tous les

indices de ramification du morphisme 7" — X3 en les points de codimension un de 7'. Reprenons les

)

notations de 4.3.2 et notons T la fermeture intégrale de Z%" dans V' x x,. Z%"). On observera que

Z(™) est lisse sur 7. D’aprés le lemme d’Abhyankar ([23] X 3.6), T — Z%n) est étale au-dessus

des points de codimension un de Z%"). Par suite, le morphisme canonique 7 — Z%n) est étale

en vertu du théoréme de pureté de Zariski-Nagata ([24] X 3.4). Par suite, T() X () T™) est la

fermeture intégrale de Z%") dans (V xxo V) xx, Z%"). On en déduit une structure de schéma

)

en groupes abéliens sur 7(") au-dessus de Z%") qui prolonge celle de V' x x,- Z%" au-dessus de

X7 x X7 Z%n). Le faisceau F|(70 X Xor Z%n)) se prolonge donc en un faisceau abélien de torsion

localement constant et constructible de (Z%n))ét. La proposition s’ensuit compte tenu de 4.3.2(ii).

PROPOSITION 4.3.5. Soient F' un faisceau abélien de torsion, localement constant et construc-
tible de th, V = X un revétement étale, q un entier > 1, £ € HY(V, F), T un point géométrique de
X. Alors, il existe un voisinage étale U de T dans X et un revétement étale surjectif W — V x~o U’
tel que limage canonique de & dans HY(W, F') soit nulle.

Par la preuve de I'implication (iv)=-(v) de 2.2.1, on peut se borner au cas ot V = X . En vertu
de 4.3.4, il existe un entier n > 1 tel que pour tout S-morphisme 7: S — S avec les notations de
43.1, F |YT(")O se prolonge en un faisceau abélien de torsion localement constant et constructible de
YT(ZE D’aprés 4.2.7(i), le morphisme f,,: (X, Ay ) — (S, Mgw)) est adéquat, et il vérifie
les conditions de 4.2.1. Supposons que pour tout S-morphisme 7: S — S| la proposition soit
démontrée pour I'image de ¢ dans H? (YT(n)O, F) et tout point géométrique de X (") au-dessus de .
Il existe donc un morphisme étale UT") — X ™) tel que le morphisme

(4.3.5.1) U™ @x k(@) - X™ @x k(T)

soit surjectif, et un revétement étale surjectif W, — UT(")O X gm) - S tel que I'image canonique de
¢ dans H9(W,, F) soit nulle. D’apreés 2.2.15, il existe un X-schéma étale T-pointé U et pour tout
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S-morphisme 7: S — S, un X -morphisme U xx X™ — UT(n). Considérons le diagramme
commutatif & carrés cartésiens

(4.3.5.2) W, We X o (U xx X ()

| ;

Uqgn)o ><5(n)17.§<— (UO Xx X(")) XS(n)ﬂ.gL)UO

| |

U™ U xx X

Le couple formé de U et du revétement étale surjectif de U’ somme disjointe des u,ov, pour tous les
7, répond alors a la question. On peut donc se borner au cas ot F se prolonge en un faisceau abélien
de torsion, localement constant et constructible G de Xz . L'isomorphisme g*(G) = F (4.3.1)
induit par adjonction un morphisme G — g.(F) qui est en fait un isomorphisme; en particulier,
g+« (F') est localement constant et constructible. En effet, la question étant locale pour la topologie
étale de X, on peut supposer G constant, auquel cas ’assertion recherchée résulte de ([4] IX 2.14.1).

On désigne par g: X - Xy l'injection canonique. Considérons la suite spectrale de Cartan-
Leray

(4.3.5.3) E3Y = HY( Xy, Rbg.(F)) = H(X°, F),
et notons (E)o<i<q la filtration aboutissement sur HY(X°, F), de sorte que
(4.3.5.4) E!/EL, = EL

pour tout 0 < 4 < g. Il existe un entier 0 < ¢¢ < ¢ tel que £ € Efg \Efﬁl. Soit n un entier > 1
qui annule F. Reprenons de nouveau les notations de 4.3.1. Il résulte de ([4] XII 4.4) qu’on a un
morphisme de suites spectrales de Cartan-Leray

(4.3.5.5) H*(X;, RV, (F)) =—= H*T"(X", F)

H (Y, RV g (957 (F))) == H TP (Y V2, 037 (F))

Ol Ugp, est induit par le morphisme de changement de base (4.3.1.2) et u est le morphisme canonique.
Pour tout b > 1, le morphisme u,_p est nul, en vertu de 4.3.3. Il en est alors de méme du morphisme
induit par u entre les gradués des filtrations aboutissement. Procédant comme plus haut, on peut
donc se réduire par une récurrence finie, au cas ol ¢¢ = ¢. Par suite, £ est I'image canonique d’un
élément ¢ € HY(X7, g«(F)). En vertu de 2.2.19 et 2.2.6, il existe un voisinage étale U de T dans X
et un revétement étale surjectif W’ — Uy tel que I'image canonique de ¢ dans HY(W’, g, (F')) soit
nulle. Par suite, 'image canonique de £ dans HZ(W'°, F') est nulle.

COROLLAIRE 4.3.6 ([3] 9.5). Soient T un point géométrique de X au-dessus de s, X le localisé
strict de X en T. Alors, X est un schéma K(m,1) (2.2.2).

En effet, X étant normal et strictement local (et en particulier intégre) d’aprés ([2] I1L.3.7), la
proposition résulte de 2.2.7 et 4.3.5.
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REMARQUE 4.3.7. La proposition 4.3.5 lorsque le schéma (usuel) X est lisse sur S, est due a
Faltings ([13] Lemme 2.3 page 281). Le cas général est dit & Achinger ([3] 9.5). On notera que le
cas ol T est un point géométrique de X, a déja été démontré dans 2.2.16.

4.4. Acyclicité locale

4.4.1. On rappelle que l'on dispose des morphismes canoniques

(4.4.1.1) V: Xg — E,

>0

(4.4.1.2) p: Xeo Xx, Xy — B,
(3.3.2.17) et (3.3.4.2), et du plongement canonique 8: E, — E (4.1.5.1).

PROPOSITION 4.4.2. Pour tout faisceau abélien de torsion, localement constant et constructible
F de Xg, et tout entier ¢ > 1, on a R%, (F) =0.

En effet, d’aprés ([4] V 5.1), R%), (F) est le faisceau de E associé au préfaisceau sur E défini
par
(4.4.2.1) (V = U) — HI(V, F).
Soient (V' — U) un objet de E, £ € HY(V, F), T un point géométrique de U. D’apreés 4.3.5, il existe
un voisinage étale Uy de T dans X et un objet (V4 — Uy) de E au-dessus de (V' — U) tels que le
morphisme canonique Vi — V' xgo U; soit surjectif et que I'image canonique de & dans H?(V;, F')
soit nulle. Par suite, il existe un recouvrement ((V,, = Uy) = (V = U))qes de E pour la topologie

co-évanescente (3.3.2) tel que pour tout a € %, 'image canonique de & dans H?(V,,, F') soit nulle;
d’ou la proposition.

PRroOPOSITION 4.4.3. (i) Le morphisme d’adjonction id — p.p* induit un isomorphisme
8. = pup*0s ; en particulier, le foncteur composé
~ — _
(4.4.3.1) P 0.: By = Xeo Xx., Xgt

est pleinement fidéle. N
(ii) Pour tout faisceau abélien F de Es et tout entier ¢ > 1, on a Rip.(p*(8.(F))) =0.

Soient T un point géométrique de X au-dessus de s, X le localisé strict de X en T. Notons
pxe: X¢, — X4 le morphisme canonique (2.1.17.1) et pz: E — X4, le foncteur canonique défini
dans (3.3.11.3). D’aprés ([2] II1.3.7), X est normal et strictement local (et en particulier intégre).
La preuve de 3.3.13 montre alors que le morphisme d’adjonction id — p,p* induit un isomorphisme
0z =5 pzpep*. En vertu de 4.3.6, X est un schéma K (m,1). La preuve de 3.3.14 établit alors que
pour tout faisceau abélien G de E et tout entier ¢ > 1, on a ¢z(R9p, (p*(G))) = 0.

Par ailleurs, pour tout faisceau F de Es, p.(p*(6.(F)))|o* (X,) est 'objet final de E/a*(xn)-
Pour tout faisceau abélien G de E, et tout entier ¢ > 0, on a Rip,(p*(6.(G)))|o* (X;) =0. La
proposition s’ensuit puisque la famille des foncteurs ¢z o d, lorsque T décrit ’ensemble des points
géométriques de X au-dessus de s, est conservative en vertu de 3.3.20(ii) et ([2] VI.10.31).

4.5. Théoréme de pureté de Faltings et cohomologie galoisienne

4.5.1. On suppose dans cette section que le morphisme f: (X, #x) — (S, .#s) (4.1.2) admet
une carte adéquate ((P,7), (N,¢),9: N — P) (cf. 4.2.1), que X = Spec(R) est affine et connexe et
que X, est non-vide. Ces conditions correspondent a celles fixées dans ([2] I1.6.2). On reprend les
notations de 4.2, en particulier celles fixées dans 4.2.6 et 4.2.9.
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THEOREME 4.5.2 (Faltings, [14] § 2b). Pour toute A% -algébre étale finie B’ (4.2.9.3), la
fermeture intégrale B de Ao, dans B’ est a-finie-étale sur Ao (2.9.2).

Signalons ici que Scholze dispose, dans le cadre de sa théorie des perfectoides, d’'une générali-
sation de ce résultat ([50] 1.10 et 7.9).

4.5.3. Soit ¥ un point géométrique de x° que 'on suppose fixé dans la suite de cette section.

Le schéma X étant localement irréductible d’apreés 4.2.7(iii), il est la somme des schémas induits
.y . ~—* . . ~ _

sur ses composantes irréductibles. On note X la composante irréductible de X contenant 3. De
méme, X° est la somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles et X =X"xxX°
est la composante irréductible de X ° contenant 7. On désigne par A le groupe profini m (X *O,y)
et pour alléger les notations, par R la représentation discréte E‘yx de A définie dans (4.1.9.2). On
notera que R est intégre et normal (4.1.10).

4.5.4. Pour tous entiers m,n > 1, le morphisme canonique X (™" — X (") est fini et surjectif.
D’aprés ([30] 8.3.8(i)), il existe alors un X-morphisme

(4.5.4.1) 7 — lim X,

pa

n>1
la limite projective étant indexée par ’ensemble Z>; ordonné par la relation de divisibilité. On
fixe un tel morphisme dans toute la suite de cette section. Celui-ci induit un S-morphisme
(4.5.4.2) S — lim S™,

—

n>1
Pour tout entier n > 1, on pose

(n)o )

4543 XMW o XM g § et X=Xy x°.
( s
On en déduit un X-morphisme
(4.5.4.4) 7 — lim X",
—

n

v
-

Pour tout entier n > 1, le schéma X™ gtant normal et localement irréductible d’aprés 4.2.7(iii),

(

. . . . . . < (n)*
il est la somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles. On note X la composante

irréductible de X" o
induits sur ses composantes irréductibles et Y(n

= (n)o
de X

fermeture intégrale de X" dans Y(n)*o. On pose

contenant 'image de 7 (4.5.4.4). De méme, X™° est 1a somme des schémas

e _ X(n)* X x X° est la composante irréductible

contenant l'image de 7. On notera que y(n) étant fini sur X (4.2.6.3), Y(H)* est la

(4.5.4.5) Ry =TX"", 0.

(n)x

® = X" est étale fini. Il résulte de la preuve de ([2] I1.6.8(iv))

que X est en fait un revétement étale fini et galoisien de X" de groupe A, canoniquement
isomorphe & un sous-groupe de Homy (P8P /Z\, pu,(K)). Le groupe A,, agit naturellement sur R,,.

Si n est une puissance de p, le morphisme canonique

D’aprés 4.2.7(v), le morphisme X
(n)*o

(4.5.4.6) PR LN, o
est un isomorphisme en vertu de ([2] I1.6.6(v)), et on a donc A,, ~ Homg (P8P /Z\, 1, (K)).
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Les anneaux (Ry,)n>1 forment naturellement un systéme inductif. On pose

(4.5.4.7) Re = lim R,
i~

(4548) Rpoo = ]in an.
n>0

Ce sont des anneaux normaux et intégres d’aprés ([27] 0.6.1.6(i) et 0.6.5.12(ii)).
Le morphisme (4.5.4.4) induit un X -morphisme

(4.5.4.9) Spec(R) — lim Y(n)*,
—

n>1

et par suite des homomorphismes injectifs de R;-algebres

(4.5.4.10) Rp — Roo — R.
Les groupes (A,,),>1 forment naturellement un systéme projectif. On pose
(4.5.4.11) As = lim A,
—
n>1
n>0

On a des homomorphismes canoniques

(4.5.4.13) Ao Homy (P& /Z\, Z(1))

| |

Apoe —> Homgz (P /Z\, 7, (1))

Le noyau 3 de ’homomorphisme canonique Ay, — Ape est un groupe profini d’ordre premier a
p. Par ailleurs, le morphisme (4.5.4.4) détermine un homomorphisme surjectif A — A.,. On note
Y son noyau. Les homomorphismes (4.5.4.10) sont alors A-équivariants.

Am\
A oo J—
P Rpe ——— SRy —— R
\A/

On note F (resp. Fi, resp. Fye) le corps des fractions de R (resp. Roo, resp. Ry« ).

(4.5.4.14) Ry

PROPOSITION 4.5.5 ([2] I11.6.17). L’extension F de Fy, (4.5.4.14) est la réunion d’un systéme
inductif filtrant de sous-extensions galoisiennes finies N de Foo telles que la cloture intégrale de
R dans N soit a-finie-étale sur Ry (2.9.2).

COROLLAIRE 4.5.6. La O-algebre R est universellement a-cohérente.
Cela résulte de 2.9.11, 4.2.16 et 4.5.5.
COROLLAIRE 4.5.7. La Roo-algébre R est a-fidélement plate.

Cela résulte de 2.9.12, 4.5.5, 2.9.8 et ([2] V.12.4).
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COROLLAIRE 4.5.8. Il existe un entier N > 1 tel que pour toute suite exacte de R-modules
M — M — M", la suite
(4.5.8.1) M ®rR— M®rR— M"®rR
soit pN -ezacte (2.7.2).

Cela résulte de 4.2.18 et 4.5.7.

4.5.9. On pose (4.1.2.2)
(4.5.9.1) Qk/ore = Vx/s(X)-
D’aprés 4.2.1(iv) et ([38] 1.8), on a un isomorphisme R-linéaire canonique
(4.5.9.2) Ok = (PE/LZ)) @7 R.

En particulier, ﬁ}%/ﬁx est un R-module libre de rang d = rg(P%) — 1 = dim(X/S). Comme le
groupe P8P /Z\ est libre d’aprés 4.2.2(i), on a un isomorphisme canonique

(4.5.9.3) (P& JZN) @7 Zp(—1) = Homz,, (Ape, Zyp).
On en déduit, pour tout élément non nul a de &%, un isomorphisme R;-linéaire
(4.5.9.4) ko ®r (R1/aRi)(—1) 5 Homg(Ap~, Ry /aRy).

PROPOSITION 4.5.10 (2] I1.8.17). Pour tout élément non nul a de O, il existe un unique
homomorphisme de Ri-algébres graduées

(4.5.10.1) N Q%) ®r (R1/aR1)(—1)) — H* (A, R/aR)

dont la composante en degré un est induite par (4.5.9.4). Celui-ci est a-injectif et son conoyau est

annulé par pﬁ M.
PROPOSITION 4.5.11 ([2] [1.9.10). L’endomorphisme de Frobenius absolu de R/pR est surjectif.

LEMME 4.5.12. Soient A une Ox-algébre, G un groupe abélien fini, M un A-module o-cohérent
(2.7.3), muni d’une action linéaire de G. Alors, pour tout entier i > 0, le A-module H (G, M) est
a-cohérent.

Compte tenu de 2.7.16, 2.7.17 et de la suite spectrale de Hochschild-Serre ([2] I1.3.4), on peut
se borner au cas ot G est cyclique. Soient ¢ un générateur de G, Tr ’endomorphisme de M induit
par ) . 0. Alors, RI'(G, M) est quasi-isomorphe au complexe de A-modules, placé en degrés
>0,

(4.5.12.1) M B =

d’ou la proposition (2.7.17).

LEMME 4.5.13. Soient A une Ox-algébre, G un groupe profini, H un sous-groupe fermé et
distingué de G, d’ordre (comme groupe profini) premier a p et tel que G/H soit isomorphe a Zg,
M un A-module a-cohérent (2.7.3) dont tous les éléments sont de torsion p-primaire, muni d’une
action linéaire discréte de G. Alors, pour tout entier i > 0, le A-module H (G, M) est a-cohérent

et est nul pour tout i > d + 1 = rg(P*P).
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En effet, pour tout 4 > 0, on a un isomorphisme canonique H'(G, M) = H!(G/H, M*™).
Montrons que le A-module M ¥ est a-cohérent. Pour tout v € my, il existe un sous-A-module de
type fini M’ de M, engendré par uq,...,us, tel que M/M’ soit annulé par . Quitte & remplacer
M’ par le sous-A-module de M engendré par les conjugués des u; par G (1 < i < t), qui sont
en nombre fini, on peut supposer M’ stable par l'action de G. Comme M est a-cohérent, M’ est
a-cohérent. L’action de G sur M’ se factorise a travers un quotient fini Gy. Soit Hy 'image de H
dans Gy. Le A-module M’ = M'Ho est alors a-cohérent (2.7.17). Comme M /MM est annulé
par 7, on en déduit que M est a-cohérent (2.7.11). On se réduit ainsi au cas ot G ~ Zg. D’aprés
([2] I1.3.23), RI'(G, M) est alors quasi-isomorphe & un complexe borné, en degrés compris entre 0
et d, de A-modules a-cohérents; d’ou la proposition (2.7.17).

LEMME 4.5.14. Soient A une Og-algébre, G un groupe profini isomorphe a Zg, M un A-
module de type a-fini dont tous les éléments sont de torsion p-primaire, muni d’une action linéaire
discréte de G, v € my. Alors, il existe un entier ng > 0 vérifiant la propriété suivante : pour tout
A-module N muni de l'action triviale de G, tout entier n > ng et tout homomorphisme surjectif
v: G = pipn (O), notant O (v) le (O )-G-module topologique O, muni de la topologie p-adique
et de laction de G définie par v, pour tout entier i > 0, H(G,M ®4 N Q¢ Og(v)) est annulé
par .

11 existe un sous-A-module de type fini M’ de M, engendré par uq, ..., up, tel que M /M’ soit
annulé par ~y. Quitte a remplacer M’ par le sous-A-module de M engendré par les conjugués des
u; par G (1 <14 < /), qui sont en nombre fini, on peut supposer M’ stable par l'action de G. Pour
tout A-module N, le morphisme canonique M’ ® 4 N — M ®4 N est alors un y?-isomorphisme
(2.6.3). On peut donc se borner au cas ot M est de type fini sur A. Soit eq,...,eq une Z,-base
de G. Il existe un entier t > 1 tel que pour tout 1 < 5 < d, eé’t agisse trivialement sur M. Soient
n un entier > t, v: G — pyn (OF) un homomorphisme surjectif. Il existe 1 < j < d tel que que
Cn = v(e;) soit une racine primitive p™-iéme de l'unité. Notons G; le sous-groupe de G engendré
par e;j. D’aprés (2] I1.3.23), pour tout A-module N muni de Paction triviale de G et tout entier
i >0, H(G;,M ®4 N ®e Ox(v)) est la cohomologie du complexe, concentré en degrés 0,1,
suivant

(45141) Cnej_idM(X)AN: MAN—M®xsqN.
La relation
(45.14.2)  (Guej — idara,n)((Gae)” ~ 4 (Guej)P "2+ +idirg ) = (B — Didme .y

montre que le noyau et le conoyau de (,e; —idyg, N sont annulés par (ﬁt — 1. Par suite, compte
tenu de la suite spectrale ([2] I1.3.4)

(4.5.14.3) By’ =H"(G/G;,H*(Gj,M ©4 N @5 O(v))) = H* (G, M @4 N @0 O (v)),

pour tout i > 0, H(G, M ®a N ®¢, O (v)) est annulé par (¢?" — 1)2. La proposition s’ensuit
puisqu’il existe ng > 0 tel que pour tout n > ng, v € (Cﬁt - l)zﬁf.

LEMME 4.5.15. Soit m un entier > 0. Alors,

(1) Pour tout entier n > 0, tout (Rpn/p™Ryn)-module de présentation finie M, muni d’une
action semi-linéaire de Apn et tout entier i > 0, le Ri-module Hi(Apoo,M ®Ryn Rpoe) est
de présentation a-finie, et est nul pour tout i > d + 1 = rg(P%P).

(ii) Pour tout entier n > 1, tout (R,/p™R,)-module de présentation finie M, muni d’une
action semi-linéaire de A,, et tout entier i > 0, le Ri-module Hi(AOO, M ®pg, Rs) est de
présentation a-finie, et est nul pour tout i > d + 1.
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On notera d’abord que Ry /p™R; est un anneau cohérent ([1] 1.10.3). Tout (Ry/p™ R;)-module
de présentation a-finie est donc a-cohérent (2.8.11).

(i) En effet, la p-dimension cohomologique de A,~ étant égale a d ([2] 11.3.24), il suffit de
montrer que pour tout i > 0, le (Ry/p™Ry)-module H' (Ao, M @R, Rp) est a-cohérent. Comme
Ryn /p™Rpn est une (Ry/p™R;)-algébre cohérente, tout (Rpn/p™R,n)-module de présentation -
finie est un (Ry/p™ R;)-module de présentation a-finie et est donc a-cohérent. D’aprés 4.5.12 et la
suite spectrale de Hochschild-Serre ([2] I11.3.4), en tenant compte de 4.2.7(i), il est alors loisible de
remplacer f par f(*") (4.2.6.3). On peut donc se borner au cas ot n = 0.

Pour tout entier j > 0, posons

(4.5.15.1) Ey = Hom(Ape, p,i (OF))
(4.5.15.2) Epe = Hom(Ape, iy (6)).

On identifie Z,; a un sous-groupe de Zp~. Pour tout v € Zj~, on note O%(v) le (O%)-Ap-
module topologique &%, muni de la topologie p-adique et de 'action de A, définie par v. D’aprés
(2] 11.8.9), il existe une décomposition canonique de Ry~ en somme directe de Rj-modules de
présentation finie, stables sous I'action de Aje,

(4.5.15.3) Rye = @ R ®o, Ox(v),

VEE o0

olt Ape agit trivialement sur R](DQ. Pour tout entier ¢ > 0, on a donc une décomposition canonique
(4.5.15.4) H'(Ape, M @R, Ryw) = @ H(Ape, M &g, R @, O%(v)).
IJEEPOO

Pour tout v € E,~, le Ri-module M ®g, RI(;Q, est de présentation finie. D’aprés 4.5.14, pour

tout v € my, il existe donc un entier j > 1 tel que pour tout v € E, — 2,5, le Ri-module
Hi{(Apee, M ®p, RZ()IQ ®g, Ox(v)) soit annulé par 7. Par suite, en vertu 4.5.13, le R;-module
H!(Ape, M ®p, Ry=) est de présentation a-finie.

(ii) Soit n’ le plus grand diviseur premier & p de n. Comme R,/ /p™ R, est une (Ry/p™R1)-
algébre cohérente, tout (R, /p™ R, )-module de présentation a-finie est un (R;/p™R;)-module de
présentation a-finie et est donc a-cohérent. Le foncteur T'(A,,/, —) est exact, et il transforme les
(R1/p™Ry)-modules a-cohérents en (R;/p™R;)-modules a-cohérents (2.7.17). Il est alors loisible
de remplacer f par f("/) (4.2.6.3), d’aprés 4.2.7(i). On peut donc supposer que n est une puissance
de p.

Comme Y est un groupe profini d’ordre premier & p (4.5.4.13), pour tout ¢ > 0, on a un
isomorphisme canonique

(4.5.15.5) H (Apse, (M ®p, Roo)™) 5 H(Aw, M ®r, Roo).

Par ailleurs, considérant une présentation finie de M sur R,, on déduit de ([2] I1.6.13) que le
morphisme canonique

(4.5.15.6) M ®gr, Ry~ — (M ®g, Roo)™
est un isomorphisme. La proposition résulte donc de (i).

PROPOSITION 4.5.16. Soient m un entier > 1, L. un (O/p™ OF%)-module libre de type fini,
muni d’une action linéaire continue de A. Alors,
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(i) Le (Roo/p™ Roo)-module (L @, R)* est a-projectif de type a-fini (2.9.1), et le morphisme
canonique

(4.5.16.1) (L®e,. R)” ®r. R—L®e_R

est un a-isomorphisme.

(ii) Pour tout v € wmy, il existe un entier n > 1, un (R, /p™Ry)-module de présentation
finie M,, muni d’une action semi-linéaire de A,, et un morphisme R -linéaire et Aso-
équivariant

(4.5.16.2) M, ®r, Roo = (L®g R)”,
dont le noyau et le conoyau sont annulés par .
(iii) Pour tout entier i > 0, le Ry-module H'(A,L ®¢_ R) est de présentation a-finie, et est
a-nul pour tout i > d + 1 = rg(P*P).

(i) Soient N une extension galoisienne finie de Fi,, contenue dans F (4.5.4.14), D la cloture
intégrale de R, dans N, G = Gal(N/F), Trg 'endomorphisme R.-linéaire de D (ou de D/p™D)
induit par . 0. Commeona D = RNN et Ry, = DNF,, d’aprés 4.2.7(iii), les homomorphismes
Roo /P™Roo — D/p™D — R/p™R sont injectifs. Supposons que la Ro.-algébre D soit a-finie-étale.
Alors, D est un a-G-torseur sur Ry, en vertu de 2.9.8. Par suite, le quotient

(D/p™ D)
Tre(D/p™D)
est a-nul en vertu de 2.9.7. Comme Trg (D) C Roo, 'homomorphisme Ro,/p™Ro — (D/p™D)¢
est un a-isomorphisme. Compte tenu de 4.5.5, on en déduit, par passage a la limite inductive, que
I’homomorphisme Ru./p™Roe — (R/p™R)* est un a-isomorphisme. On démontre par le méme
argument, en tenant compte de ([2] V.7.8), que 'homomorphisme

(4.5.16.3) D/p™D — (E/pmﬁ)Gal(f/N)

est un a-isomorphisme.
Choisissons N de sorte que l'action de ¥ sur L se factorise a travers G (4.5.5). On en déduit
que le morphisme canonique

(4.5.16.4) (L®e, D)¥ = (L&, R)”
est un a-isomorphisme. Par ailleurs, il résulte de 2.9.5 que le morphisme canonique
(4.5.16.5) (L ®¢ D) ®p., D — L®g_ D

est un a-isomorphisme; il en est donc de méme de (4.5.16.1). Comme D est a-fidélement plat sur
Ro daprés ([2] V.6.7), on en déduit que (L ® g R)* est un (Roo/p™ Roo)-module a-projectif de
type a-fini en vertu de ([2] V.8.7).

(i) Il suffit de montrer que pour tout vy € mg, il existe une suite de R..-représentations
continues de A

4.5.16.6 Roo/P"Roo)® 2 (Roo /P Roo)? = (L ®6— R)® — 0,
K

ol a et b sont deux entiers > 0, telle que la suite des Ro.-modules sous-jacents soit y-exacte (2.7.2).
En effet, il existerait alors un entier n > 1 tel que v se déduise par extension des scalaires d’un
morphisme de R,-représentations de A,,, w: (R,/p"R,)* = (R,/p™R,)’, et on prendrait pour
M, le conoyau de w.

D’apreés (i), il existe deux entiers r, ¢ > 1 et un morphisme R..-linéaire

(4.5.16.7) R, — (L®e,. R)”
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dont le conoyau est annulé par /12 et tels que les images de la base canonique de R”_ soient
invariants par le noyau de ’homomorphisme Ay, — A,. Notons R,(A,) anneau non-commutatif
de groupe sous-jacent le Rg-module libre de base (e,),eca,, et dont la multiplication est donnée
par (bey)(b'esr) = bo(b')esor . La catégorie des Ry-modules munis d’une action semi-linéaire de A,
est équivalente & la catégorie des Ry (A,)-modules & gauche. Le morphisme (4.5.16.7) induit donc
un morphisme R..-linéaire et A.-équivariant

(4.5.16.8) u: Rg(Ag)" @R, (Roo /P Roo) = (L @ R)”.

D’aprés 2.7.14(iii), le noyau de u est de type y-fini. Recommencant la méme construction pour
ker(u), on obtient l'assertion recherchée.
(iii) En effet, pour tout ¢ > 0, le morphisme canonique

(4.5.16.9) H'(Ax, (L®e, R)”) - H(A,L®e,_ R)

est un a-isomorphisme d’aprés ([2] I11.6.20). La proposition résulte alors de (ii) et 4.5.15(ii).

4.6. a-modules du topos de Faltings
4.6.1. Les hypothéses et notations de 4.5 sont en vigueur dans cette section. Pour tout entier
n > 1, le morphisme X" L X° (4.5.4.3) est étale fini d’apres 4.2.7(v), de sorte que (Y(n)o - X)
est un objet de E (4.1.4.1). On note B — Et/X (resp. E(™) le site fibré (resp. topos) de Faltings

associé au morphisme Y(H)o — X (3.3.2). Tout objet de E(™) est naturellement un objet de E. On

définit ainsi un foncteur

(4.6.1.1) oM. g 4 .

On vérifie aussitot que (™ se factorise a travers une équivalence de catégories

(4.6.1.2) EMW 3B

1l résulte alors de ([2] VI.5.38) que la topologie co-évanescente de E(™) est induite par celle de E

au moyen du foncteur ®(. Par suite, ®(™) est continu et cocontinu ([4] IIT 5.2). Il définit donc
une suite de trois foncteurs adjoints :

(4.6.1.3) @), E™ 5 B o™ E 5 EM™, oM. g0 5 B,

dans le sens que pour deux foncteurs consécutifs de la suite, celui de droite est adjoint & droite de
l'autre. D’aprés ([4] 11T 5.4), le foncteur (®(™); se factorise a travers une équivalence de catégories

o~
(4.6.1.4) E™ 3 B, 2oy

ol (y(n)o — X)2 est objet de E associé a (Y(H)O — X). Le couple de foncteurs (Q(")*,Qi"))
définit un morphisme de topos que 1’on note aussi

(4.6.1.5) oM. EM L F

et qui n’est autre que le composé de (4.6.1.4) et du morphisme de localisation de Een (Y(H)O — X)2
Le foncteur (4.6.1.1) est un adjoint & gauche du foncteur

(4.6.1.6) DB BY, (Vo U) s (Vg X0 5 1),
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D’aprés ([4] III 2.5), le morphisme (4.6.1.5) s’identifie donc au morphisme défini par fonctorialité
([2] VI.10.12) a partir du diagramme

(4.6.1.7) X

|

X' ——=X

— = X

4.6.2. Soit n un entier > 1. Pour tout objet (V — U) de E, on pose 7" =vU X x X" et
on note 7" ™ 1a fermeture intégrale de T™ dans V xﬁU(n). Pour tout morphisme (V' — U’) —

Vi(n) . UV(")

. . =V’ C e .
(V = U) de E, on a un morphisme canonique U qui s’insére dans un diagramme

commutatif
(4.6.2.1) V! X U’(") UIV (n) U/(n) U
V xg U(n) - 5 UV(") U(”) U

Comme Dinjection canonique X (™° — X (") est schématiquement dominante d’aprés 4.2.7(i) et
([2] TIL.4.2(iv)), T™° est un ouvert schématiquement dominant de 7™ ([30] 11.10.5). On a donc
77 ™ = T™ en vertu de 4.2.7(ii).
On désigne par @(n) le préfaisceau sur E défini pour tout (V' — U) € Ob(E), par
—(n —V(n
(4.6.2.2) 7V s U) =TT, 0 vi).

Comme y(n) est fini sur X, on a

(4.6.2.3) BV = U) =BV x5 X7 ).

Par suite, @(n) est un faisceau sur F, et on a un isomorphisme canonique d’anneaux sur E
(4.6.2.4) 2" % ol (0 7),
oit (™ est le morphisme de localisation (4.6.1.5). Pour tout U € Ob(Et/X), on pose

(4.6.2.5) 20 =3 o,

oty est le foncteur (4.1.4.2).
Les (@(n))nzl forment naturellement un systéme inductif d’anneaux de E, indexé par 'en-
semble Z>1 ordonné par la relation de divisibilité. On pose

=)

(4.6.2.6) 2 = lim %

3

1

!

n

v
-

Pour tout U € Ob(Et/X), on pose

(4.6.2.7) 25 =3 0.
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D’aprés 3.3.5, le topos E est cohérent. Supposons U cohérent. Le faisceau associé a tout objet
(V = U) de E est alors cohérent d’aprés loc. cit. Par suite, le morphisme canonique

(4.6.2.8) g§@?@Ua@$MU
n>1
est un isomorphisme en vertu de ([4] VI 5.2). Comme le schéma U’ est cohérent, on en déduit par
([2] VI.9.12) que le morphisme canonique
(4.6.2.9) lim 7y — 7

n>1
. . =0
est un isomorphisme de Uyy;.

LEMME 4.6.3. Soit (V — U) un objet de E. Alors,

(i) Pour tout entier n > 1, le schéma Uv(n)
77(n) UV(n)

est normal et localement irréductible et le mor-

phisme canonique V xg U
nante.

(ii) Si U est quasi-compact, le nombre de composantes irréductibles de U
les entiers > 1, est borné.

est une immersion ouverte schématiquement domi-

Vi) lorsque n décrit

n) 77V (n)

—>U><U

est donc une immersion ouverte

En effet, V' étant entier sur U’ , le morphisme canonique V' Xz U( est
(i) p q

) V(n)

un isomorphisme. Le morphisme canonique V' xz U T - U

schématiquement dominante. Le schéma U(n) est normal et localement irréductible d’aprés 4.2.7(iii)
et ([2] 111.3.3). Soit @ un ouvert de T

=V . . . .
Alors, Q Xgm U () est la somme finie des fermetures intégrales de () dans les points génériques

n’ayant qu'un nombre fini de composantes irréductibles.

de V xg U(n) qui sont au-dessus de @, dont chacune est un schéma intégre et normal en vertu de

([28] 6.3.7). Le schéma T"™ est donc normal et localement irréductible.
(ii) 11 résulte de 4.2.8, en remplagant X par des ouverts affines qui couvrent U, que le nombre
de composantes irréductibles de U(n)o

de (i) et du fait que le morphisme canonique V' — U’ est étale et fini.

(pour n > 1) est borné. La proposition s’ensuit compte tenu

4.6.4. On désigne par € la sous-catégorie pleine de Et /x formée des schémas affines, que I'on
munit de la topologie induite par celle de Et /x- On voit aussitot que ¢ est une famille U-petite,
topologiquement génératrice du site Et /x et est stable par produits fibrés. On désigne par

(4.6.4.1) T - E(g — €

le site fibré déduit de m (4.1.4.1) par changement de base par le foncteur d’1nJect10n canonique
¢ — Et /x- On munit E¢ de la topologie co-évanescente définie par m¢ et on note Ecg le topos des
faisceaux de U-ensembles sur E¢. D’apres ([2] VI.5.21 et VI.5.22), la topologie de Ey est induite
par celle de £ au moyen du foncteur de projection canonique Fy — E, et celui-ci induit par
restriction une équivalence de catégories

(4.6.4.2) ES Ey.
LEMME 4.6.5. Soit (V — U) un objet de E. Alors,
(>

(i) Le schéma Spec(Zy; )(V)) est normal et localement irréductible. Il est la fermeture intégrale

de U dans Spec(%( )(V)) xx X°.
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(ii) Le diagramme de morphismes canoniques

(%)

(4.6.5.1) Spec(%By (V) xx X° ——=V

| |

—(00) ,==0

Spec(B; (U°)) xx X° —=TU"

est cartésien.

(i) Pour tout entier n > 1, comme X (™ est fini sur X, g’

de U dans V x T, D’aprés 4.6.3(1), T est normal et localement irréductible. Pour tout

entier m > 1, le morphisme canonique X (m™)° — X (")° gtant étale, fini et surjectif, le morphisme
(mn) N UV(n) (mn)

. . . =V
domine une composante irréductible de U

est la fermeture intégrale

. . . . . =V
est entier et surjectif, et toute composante irréductible de U
(

canonique Uv
™ De plus, en vertu de 4.6.3(ii), il existe un entier
n > 1 tel que pour toute composante irréductible C' de Uv(n) et tout entier m > 1, CXUV(H)UV(WW)
soit irréductible. La proposition résulte alors de ([27] 0.6.1.6 et 0.6.5.12(ii)).

(ii) En effet, Spec(@g}o)(V)) est la limite projective des schémas (Uv(n)

)nZl ([30] 8.2.3). Par
suite, Spec(@g’o)(V)) X x X ° est la limite projective des schémas (V/ XUU(n))nzl ([30] 8.2.5) ; d’ott
la proposition.

PROPOSITION 4.6.6. Soient (V. — U) un objet de E¢ tel que V soit connexe, T un point
géométrique de V. Alors, il existe un revétement universel (V;),er de V en T tel que pour tout
i €1, V; soit un revétement étale galoisien de V' et que la @éoo)(V)—algébre @8"’)(%) soit a-finie-
étale (2.9.2).

En effet, on peut se borner au cas ou U = X. Soient Y un revétement étale fini de X°,
W =V Xxxo Y. Considérons le diagramme de morphismes canoniques

()

(4.6.6.1) Spec(Bx (W) xx X° Spec(As) Xx Y

Spec(Bo (V) xx X° Spec(Aus) X x X°

ol A est 'algébre définie dans (4.2.9.2). Notons Spec(B) la fermeture intégrale de Spec(A ) dans
Spec(As) X x Y. En vertu de 4.5.2, B est une Aoo-algébre a-finie-étale. Par suite, B®a__ @g?o)(\/)
est une @g?o)(V)—algébre a-finie-étale ([2] V.7.4(3)).



4.6. o-MODULES DU TOPOS DE FALTINGS 191

Le carré (1) du diagramme (4.6.6.1) étant cartésien en vertu de 4.6.5(ii), il en est de méme du
grand carré extérieur. On en déduit un diagramme cartésien

() ()

(4.6.6.2) Spec(By (W) xx X° ——Spec(B®a, Bx (V)[3])

| |

Spec(Zy” (V)[2])

Spec(%g{m) (V) xx X°

Comme B[%] est une Am[%]-algébre finie étale ([2] V.7.3), on en déduit en vertu de 4.6.5(i) que
@;”)(W) est la fermeture intégrale de @;”)(V) dans B ®4_, @g?o)(V)[%]. Par suite, @;”)(W)

est une @g?o)(V)—algébre a-finie-étale d’aprés 2.9.3.

Comme X est normal et localement irréductible ([2] 111.4.2(iii)), il en est de méme de W ([2]
I11.3.3). Par suite, W est la réunion des schémas induits sur ses composantes irréductibles. Pour
toute composante irréductible W’ de W, @ﬁ?o) (W') est une @ﬁ?o) (V)-algeébre a-finie-étale d’aprés
([2] V.7.4). On conclut la preuve en observant que I’homomorphisme 1 (V,7) — 71 (X°,7T) est
injectif puisque U = X.

4.6.7. Soient U un objet de Et/x, n un entier > 1. Avec les notations de 4.5.4, on pose

(n)*o )xo

(4.6.7.1) T =Uxx X et T =Uxxx"

et on note w[(Jn)* : U(n)*o U e morphisme canonique. On rappelle que Y(H)*o est un revétement
étale fini et galoisien de X" de groupe A,. On définit le foncteur

(4672) U?ét RN U;;’ F F(n)* _ (ﬂ_[(]n)*)*(F|U(n)*o)

Celui-ci est exact puisque le foncteur (wén)*)* Pest.

Soit F' un objet de Upg,. D’apreés ([2] VL9.4), pour tout V € Ob(Etf/U*o), on a

(4673) F(n)*(v) _ F(V X0 Y(n)*o),
Cet ensemble est donc naturellement muni d’une action de A,;, et on a un isomorphisme canonique

Les faisceaux (F(™*), >, forment naturellement un systéme inductif de U;éot, indexé par l’en-
semble Z>; ordonné par la relation de divisibilité. On pose

(4.6.7.5) F* = Jim F*,
n>i

On voit aussitot que le morphisme canonique X" - X est cohérent (4.5.3). Supposons U
cohérent, de sorte que U est cohérent. D’aprés ([2] V1.9.12) et (|4] VI 5.2), pour tout V €
Ob(Et, /U*")’ on a alors un isomorphisme canonique

(4.6.7.6) FOOx(y) 5 lim FO*v).
n>1

Par suite, 'ensemble discret F(°)* (V') est naturellement muni d’une action continue de A, et on
a un isomorphisme canonique

(4.6.7.7) F(V) S (FOE*(V))A=,
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4.6.8. Soient U un objet de Et/x, m > 0 et n > 1 deux entiers. Appliquant le foncteur
(4.6.7.2) aux anneaux Ay (4 1 6.3) et By, = Bu/p" By (4.1.7.2) de Uy, on obtient deux

—(n) (n)* , . . .
anneaux %’U et %’Um de T}, tct Ce foncteur étant exact, on a un isomorphisme canonique

(4.6.8.1) B S B B

Compte tenu de (4.6.2.3), I'injection canonique X™* 5 X™ induit un homomorphisme (4.6.2.5)
(4.6.8.2) 2T B

On en déduit par passage a la limite inductive un homomorphisme (4.6.2.7)

(4.6.8.3) B0 By

Par ailleurs, les isomorphismes (4.6.8.1) induisent un isomorphisme

(4.6.8.4) B S B By

4.6.9. On désigne par EZ la sous-catégorie pleine de E¢ (4.6.4) formée des objets (V — U)

tels que le morphisme canonique V' — U’ se factorise & travers U (4.6.7.1). Le foncteur (4.6.4.1)
induit un foncteur fibrant

(4.6.9.1) EL — €.

LEMME 4.6.10. Soit (V — U) un objet de EZ,. Alors,

i) Le morphisme canonique Spec(Zy;. ) — Spec(Z,; .6.8.2) est une immersion
i) L hi ique Spec(B5"" (V) = Spec(Z57 (V) (4.6.8.2

ouverte et fermée.
(ii) Le diagramme de morphismes canoniques

(4.6.10.1) Spec(Z* (V) —— Spec(Z5 (V)

| l

Spec(Zy"" (U°)) —= Spec(Zy") (T))

est cartésien.
(i) Pour tout entier n > 1, Spec(@%}l)*(‘/)) est un ouvert et fermé de Spec(@én)(\/)) ~7'™.
D’aprés 4.6.3, il existe n > 1 tel que pour tout m > 1, le diagramme canonique

(mn)

(4.6.10.2) X . x

N

7(")* 7(")
soit cartésien. Il en est donc de méme du diagramme canonique

(4.6.10.3) Spec(Zy""" (V) — Spec(By™ (V)

| !

Spec(#By (V) — Spec(Zy; (V)
La proposition s’ensuit en vertu de ([30] 8.3.12).
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(ii) En effet, pour tout entier n > 1, le diagramme

(4.6.10.4) Spec(ZY (V) —=T ™
U(n)* U(")

est cartésien.

PROPOSITION 4.6.11. Soient (V. — U) un objet de EZ tel que V soit connexe, T un point
géométrique de V. Alors, il existe un revétement universel (V;);cr de V en U tel que pour tout
i € I, Vi soit un revétement étale galoisien de V et que @g’o)*(vi) soit une @éw)*(V)-algébre
a-finie-étale.

Cela résulte de 4.6.6, 4.6.10 et (|2] V.7.4(2) et V.7.8).

COROLLAIRE 4.6.12. Soient (V — U) un objet de EZ, F un (@5]00)*|

entier > 1. Alors, H(Vier, F) est a-nul.

V)-module de Vigt, ¢ un

Comme X est normal et localement irréductible ([2] IIL1.4.2(iii)), il en est de méme de V
([2] II1.3.3). Par ailleurs, j: X° — X étant quasi-compact, V est quasi-compact. On peut donc
supposer V connexe. Soit ¥ un point géométrique de V. D’aprés 4.6.11, il existe un revétement
universel (V;);c; de V en T tel que pour tout ¢ € I, V; soit un revétement étale galoisien de V' et

que @8’"’*(%) soit une ggoo)* (V)-algebre a-finie-étale. Pour tout ¢ € I, notons G; le groupe des
V-automorphismes de V;. Il résulte de 4.6.5 et 4.6.10 que Spec(@g}o)*(V)) est normal et locale-
ment irréductible, de fermeture intégrale Spec(@éoo)*(vi)) dans Spec(gg}m)*(%)) X x X° et que le
diagramme

Z(o0)*

(4.6.12.1) Spec(%By (Vi) xx X° ——=V;

|

Spec(@g)o)*(V)) Xxx X0 ——=V

soit cartésien. En vertu de 2.9.8, @5]00)*(%) est donc un a-Gj-torseur de @5]00)*(‘/). Par suite,
HY(G;, 7 (V;)) est a-nul d’aprés 2.9.7. La proposition s’ensuit par passage a la limite. En effet,
notant
(4.6.12.2) ve: Vie 5 By vy, M- lim M(V;)

—

i€l
le foncteur fibre en 7 (2.1.20.4), on a des isomorphismes canoniques
(4.6.12.3) HY(Vigs, F) = HY(m (V, D), 15(F)) = lim HY(G;, F (V7).

—_

i€l

COROLLAIRE 4.6.13. Pour tout objet (V — U) de EZ et tout entier m > 1, ’homomorphisme
canonique
—(o0)* —(oc0)*

(4.6.13.1) B (V) BS(V) = Bt (V)

est un a-isomorphisme.



194 4. COHOMOLOGIE DU TOPOS DE FALTINGS

En effet, d’aprés (4.6.8.4), comme @2}0)* est Z,-plat, on a une suite exacte de groupes abéliens
de U;;
—(00)* —(oco)*

(4.6.13.2) 0— B B B .

—Z(00)*

La proposition résulte alors du fait que H' (Vig, By~ |V) est a-nul en vertu de 4.6.12.

COROLLAIRE 4.6.14. Pour tout morphisme cartésien (V' — U') — (V — U) de EZ (4.6.9.1)
et tout entier m > 1, ’homomorphisme canonique

—Z(o)*

(4.6.14.1) Bo (V) @oy ) Ox(U') = By

est un a-isomorphisme.

(V")

En effet, pour tout entier n > 1, ’homomorphisme canonique
(4.6.14.2) B (V) @0y Ox(U') = B (V')
est un isomorphisme en vertu de ([2] II1.8.11(iii)). On en déduit que 'homomorphisme canonique
(4.6.14.3) BV @0y Ox(U') = B (V)

est un isomorphisme (4.6.7.6). La proposition est donc une conséquence de 4.6.13.

(n)*

Z(o)*

COROLLAIRE 4.6.15. Soient m un entier > 1, L. un (Og/p™ O)-module localement libre de
type fini de Y?ét. Pour tout X -schéma étale U, on note Ly l’image inverse de L par le morphisme
canonique [ Yo, on pose Ly = Ly @p By et on désigne par féoo)* le (@gjoo)*)—module de
Uy, associé o Ly (4.6.7.5). Alors, pour tout morphisme cartésien (V' — U') — (V — U) de EZ,
le morphisme canonique
(4.6.15.1) LEV) @y Ox(U') = LV
est un a-isomorphisme.

En effet, comme X est normal et localement irréductible ([2] II1.4.2(iii)), il en est de méme
de V (|2] II1.3.3). Par ailleurs, j: X° — X étant quasi-compact, V est quasi-compact. On peut
donc supposer V' connexe. Pour tout revétement étale galoisien V; de V de groupe G, posant
V] =V’ xy V1, les morphismes canoniques
(4.6.15.2) LEW) S (LG et L8NV = (g8 (v))©
sont des isomorphismes. Compte tenu de ([2] I1.3.15 et II1.2.11), comme Ox (U’) est plat sur Ox (U),
on peut donc se réduire au cas ot Ly |V est constant de valeur un (0% /p™ O)-module libre de
type fini M. On a un isomorphisme canonique (4.6.7.6)

(4.6.15.3) LV S M Qoo B (V);
et de méme pour (V' — U’). La proposition résulte alors de 4.6.14.

COROLLAIRE 4.6.16. Soient m un entier > 1, L un (Og/p™ Og)-module localement libre de

type fini de ch‘)ét. Pour tout X -schéma étale U, on note Ly l’image inverse de L par le morphisme

canonique [ 70, et on pose Ly =Ly Qe By . Alors, pour tout morphisme cartésien (V' —
U')— (V—=U) de E¢ (4.6.4.1), le morphisme canonique

(4.6.16.1) Lo(V) @y Ox(U') = Ly (V')

est un a-isomorphisme.
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En effet, on peut se borner au cas ot V' est connexe (cf. la preuve de 4.6.15). Quitte a changer
de point géométrique i de x° (4.5.3), on peut supposer de plus que (V' — U) est un objet de EZ.
La proposition résulte alors de 4.6.15 et (4.6.7.7) puisque Ox (U’) est plat sur Ox (U) ([2] 11.3.15).

COROLLAIRE 4.6.17. Pour tout morphisme cartésien (V' — U') — (V — U) de E¢ et tout
entier m > 1, I’homomorphisme canonique

(4.6.17.1) @U,m(v) ®ﬁX(U) ﬁx(Ul) — @U,,W(V’)
est un a-isomorphisme.

PROPOSITION 4.6.18. Soient (V — U) un objet de E%, F un By-module de U?ét, F(o0)*
le (@gm)*)—module de Upg, associé o .F (4.6.7.5), q un entier > 0. Alors, il existe un morphisme

canonique
(4.6.18.1) HY (Ao, ZOOX(V)) = HY(Vigr, Z|V),
qui est un a-tsomorphisme.

Soit n un entier > 1. Avec les notations de 4.6.7, on désigne par '~ le foncteur “sous-faisceau
—%0

des sections A, -invariantes” sur la catégorie des Z[A,,]-modules de U t*»ét. Par descente, les foncteurs

(w[(Jn)*)* et T4 o (w[(Jn)*)* établissent des équivalences de catégories quasi-inverses I'une de l'autre

entre la catégorie des groupes abéliens de U;; et la catégorie des groupes abéliens de Ulgzt)*o sur

(n)*

lesquels A,, agit d’une facon compatible avec son action sur U °. On a donc un isomorphisme

. 1. —%0
canonique de groupes abéliens de Uy,

(4.6.18.2) F|U™ 318 (F ),
Le foncteur (71'5]”)*)* étant exact, appliquant ([59] II § 2 prop. 3.1), on obtient un isomorphisme de
groupes abéliens

(4.6.18.3) FZ|U™ 5 RDA (Z (W),

Le foncteur T'2" transforme les Z[A,]-modules injectifs de Vz¢; en groupes abéliens injectifs de Vg,
et le foncteur T'(Vigt, —) transforme les Z[A,]-modules injectifs de Vg en Z[A,]-modules injectifs
([4] V 0.2). D’autre part, on a

(4.6.18.4) D(Vier, 127 (<)) = T2 (D(Vier, —)).

Prenant les foncteurs dérivés des deux membres et appliquant de nouveau ([59] II § 2 prop. 3.1),
on en déduit une suite spectrale

(4.6.18.5) M By = HO (A, H Vi, FHV)) = H Vi, Z|V),

Comme 'immersion j: X° — X est quasi-compacte, le schéma V est cohérent. Par suite, en vertu
de ([4] VI 5.3) et (|2] V1.9.12), pour tout entier b > 0, on a un isomorphisme canonique

(4.6.18.6) lim H* (Vier, Z*V) 5 H' (View, 7| V).

n>1
On en déduit par passage a la limite inductive une suite spectrale
(4.6.18.7) E3Y = H*(Ano, HY (Vigt, Z V) = HOH (Vigy, Z|V).

La proposition s’ensuit puisque H®(Vigt, ﬁ(oo)*ﬂ/) est a-nul pour tout b > 1 en vertu de 4.6.12.



196 4. COHOMOLOGIE DU TOPOS DE FALTINGS

COROLLAIRE 4.6.19. Soient m, q deux entiers tels que m > 1 et ¢ > 0, L un (O /p™ O%)-
module localement libre de type fini de 7?&. Pour tout X-schéma étale U, on note Ly [image
inverse de L par le morphisme canonique U = YO, et on pose Ly = Ly Qe By Alors, pour
tout morphisme cartésien (V' — U’) = (V — U) de E¢, le morphisme canonique

(4.6.19.1) Hq(‘/fét, fU|V) ®ﬁx(U) ﬁx(U/) — Hq(Vf/ét, Ly |V/)
est un a-isomorphisme.

Pour tout X-schéma étale U, on note Z[(JOO)* le (gg}m)*)—module de Uge, associé & Ly (4.6.7.5).
Supposons d’abord que (V' — U) soit un objet de E%,. D’aprés 4.6.18, on a un morphisme canonique
(4.6.19.2) HY(Ano, L5 (V)) = HY (Vigr, L0 |V),
qui est un a-isomorphisme. Celui-ci est fonctoriel en (V' — U) € Ob(EZ) d’aprés la preuve de loc.
cit. Par ailleurs, d’aprés 4.6.15, le morphisme canonique
(4.6.19.3) LEV) @pywy Ox(U') = LE* (V)

est un a-isomorphisme. Comme Ox (U’) est plat sur Ox(U), on en déduit que le morphisme
canonique

(4.6.19.4) HY(Viey, LU V) Rox (U) ﬁx(U/) — Hq(Vf/ét,fU/H//)

est un a-isomorphisme ([2] I11.3.15). La proposition s’ensuit en variant le point géométrique 7 de
O

X° (4.5.3).

COROLLAIRE 4.6.20. Pour tout morphisme cartésien (V' — U') — (V. — U) de E¢ et tous
entiers m > 1 et ¢ > 0, le morphisme canonique

(4.6.20.1) HY(Vier, Bum|V) @ oy Ox (U') = B (Vig, Bur m| V')
est un a-isomorphisme.
PROPOSITION 4.6.21. Soient m, q deux entiers tels que m > 1 et ¢ > 0, L un (O /p™ O%)-

module localement libre de type fini de 7?&, (V = X) un objet de E. Pour tout X-schéma étale
U, on note Ly l’image inverse de L par le morphisme canonique U - YO, et on pose

(46211) %Q(U) = Hq((V X x U)fét,]LU ®ﬁ?@U|(V X x U))
Alors, le préfaisceau de a-(OF)-modules sur € qui a tout objet U de € associe le a-(OF)-module
a(H1UU)) (2.6.5) est un faisceau pour la topologie étale (2.6.24).

Soit (U; — U);er un recouvrement de 4. Pour tout (i,5) € I?, posons Uij = U; xy Uj. Par
descente fidélement plate, la suite de O5(U)-modules

(4.6.21.2) 0— %Q(U) — Hf%ﬁq(U) ®ﬁX(U) ﬁx(Ui) — H f%ﬁq(U) ®ﬁX(U) ﬁx(Uij),
i€l (i,§)€T?

ot la derniére fléche est la différence des morphismes induits par les projections de U;; sur les deux
facteurs, est exacte. On en déduit par 4.6.19 que la suite de &7-modules

(4.6.21.3) 0—290U) = [[o2"U) » [] #'U),

icl (i,5)el?

ott la derniére fléche est la différence des morphismes induits par les projections de U;; sur les deux
facteurs, est a-exacte (2.7.2). La proposition s’ensuit en vertu de 2.6.28.
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4.6.22. Soit (V — X) un objet de E. On désigne par
(4.6.22.1) r' BT — Bt x

le site fibré de Faltings associé¢ au morphisme V' — X (|2] VI.10.1). On munit ET de la topologie
co-évanescente associée & 7' ([2] VI.5.3) et on note ET le topos des faisceaux de U-ensembles sur
ET. Tout objet de ET est naturellement un objet de E. On définit ainsi un foncteur

(4.6.22.2) ®:E' - E
qui induit une équivalence de catégories
(4.6.22.3) E'S E/v_x).

D’aprés ([2] VI.5.32), la topologie co-évanescente de ET est induite par celle de £ au moyen du
foncteur ®. Par suite, ® est continu et cocontinu ([4] IIT 5.2). II définit donc une suite de trois
foncteurs adjoints :

(4.6.22.4) o:E' - E o:FE—-E, &.E SE,

dans le sens que pour deux foncteurs consécutifs de la suite, celui de droite est adjoint & droite de
Pautre. D’apreés ([4] III 5.4), le foncteur @, se factorise a travers une équivalence de catégories

(4.6.22.5) E' 3 E v oxe,

ot (V — X)? est le faisceau de E associé a (V — X). Le couple de foncteurs (®*, ®,) définit un
morphisme de topos qu’on note aussi

(4.6.22.6) : Bt 5 E

et qui n'est autre que le composé de (4.6.22.5) et du morphisme de localisation de E en (V — X)2.
Par ailleurs, le foncteur

(4.6.22.7) ot E—El, (W—=U)— (W xg V—=U),

est clairement un adjoint & droite du foncteur ®: ET — E., et est continu et exact & gauche ([2]

VIL.10.12). 11 définit donc le morphisme de topos ®: E — E ([4] III 2.5).
Notons

(4.6.22.8) ol Bt = X

le morphisme canonique ([2] (VI.10.6.4)). Il résulte aussitot des définitions ([2] VI.10.6) qu’'on a
un isomorphisme canonique

(4.6.22.9) ol B g0d,

ol ¢ est le morphisme de topos (4.1.4.3). On note &7 la Ox-algébre de X associée a la R-algébre
Px(V) (2.1.18.3). On a un morphisme canonique

(4.6.22.10) o — ol (D*(B)).
Sauf mention explicite du contraire, on considére of comme un morphisme de topos annelés

(4.6.22.11) ot (BT, 0*(B)) = (Xe, o).
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PROPOSITION 4.6.23. Conservons les hypothéses de 4.6.22, soient, de plus, m > 1 et ¢ >
0 deuz entiers, L. un (O /p™ Ox)-module localement libre de type fini de Yﬁét. On note M le

P x(V)-module HY(Vig, L ®o— Bx|V) et M le o -module associé de Xes (2.1.18.3). Alors, on a
un morphisme & -linéaire canonique de Xg;

(4.6.23.1) M — Ric!(9*(8*(L))),

qui est un a-isomorphisme, ot [ est le morphisme de topos annelés (4.1.6.6).

Pour tout X-schéma étale U, on note Ly 'image inverse de I par le morphisme canonique
U° — X°. La correspondance . = {U — Ly ®g. Py} définit un préfaisceau abélien sur F

(3.3.2.10). Notons .#* le faisceau associ¢ de E. D’apres ([2] VL5.34, VL.8.9 et VL.5.17), on a un
isomorphisme canonique

(4.6.23.2) B*(L) 3 22

Notons (£ o ®)? le faisceau de ET associé¢ au préfaisceau .%o @ sur ET (4.6.22.2). En vertu de ([4]
III 2.3), on a un isomorphisme canonique

(4.6.23.3) (B (L)) 3 (L 0 D).

Le préfaisceau . o ® sur E est défini par la correspondance {U ~ Ly Rox Bu|(V xx U)}
(U € Ob(Et,x)) ([2] VL5.2).

Suivant ([2] VI.10.39), notons 2°1(Z o ®) le faisceau de X associé au préfaisceau sur Et/X
défini pour tout U € Ob(Et/X) par le groupe abélien HY((V x x U)ser, Ly ® ¢ Bu|(V xx U)). En
vertu de ([2] VI.10.40), on a un isomorphisme canonique de X

(4.6.23.4) HUL o®) S Riol(*(6*(LL))).

On observera que (% o ®) est naturellement un ol (®*(%))-module et on vérifie aussitot que
le morphisme (4.6.23.4) est o (®*(%))-lin¢aire ([2] VI.10.39).

Compte tenu de ([4] II 3.0.4) et de la définition du foncteur “faisceau associé¢” ([4] II 3.4),
UL o D) est le faisceau de X, associé au préfaisceau sur ¢ (4.6.4) défini pour tout U € Ob(%)
par le groupe abélien HY((V xx U)ter, Ly ®o PBu|(V xx U)). 1l résulte alors de 2.6.36 et 4.6.21,
que pour tout U € Ob(%), le morphisme canonique

(4.6.23.5) HY((V xx Utat, Lu @ Bul(V xx U)) = AL 0 ®)(U)
est un a-isomorphisme. On en déduit d’aprés 4.6.19 que le morphisme canonique
(4.6.23.6) M@r Ox(U) = (L o d)(U)

est un a-isomorphisme ; d’ou la proposition.

COROLLAIRE 4.6.24. Soient m,q deuz entiers tels que m > 1 et ¢ > 0, L un (O /p™0%)-
module localement libre de type fini de 7?&. On note M le O5(X)-module H (7?&, L®eg. Bx) et

M le hy(O)-module associé de Xe¢ (2.1.18.3). Alors, on a un morphisme h.(O%)-linéaire cano-
nique de Xgt

(4.6.24.1) M — R, (8" (L)),

qui est un a-isomorphisme, ot o et 8 sont les morphismes de topos annelés (4.1.6.5) et (4.1.6.6).
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COROLLAIRE 4.6.25. Soient m,q deuz entiers tels que m > 1 et ¢ > 0, L un (O /p™0%)-
module localement libre de type fini de X e, On note N le 0%, (X n)-module H9(X oy, L®g, PBx)
et N le O, -module associé de Xomse (2.1.18.3). Alors, on a un morphisme U, -linéaire canonique

de Ym,ét
(4.6.25.1) N = R0 (85, (L))

m

qui est un a-isomorphisme, ot o, €t By, sont les morphismes de topos annelés (4.1.7.5) et (4.1.7.8).

En effet, on a 8*(L) = ~Y(L) @ (65 /p™ 6) B, ol B est le morphisme de topos annelés
(4.1.6.6), qui est donc un objet de E, d’aprés ([2] I11.9.6 et II11.9.7). Le morphisme canonique

5*(B*(L)) — B, (L) est un isomorphisme, ou ¢ est le plongement (4.1.5.1). On en déduit par
adjonction un isomorphisme

(4.6.25.2) B*(L) = 6.(8%,(L)).
11 résulte alors de (4.1.5.4) qu’on a un isomorphisme canonique
(4.6.25.3) R90,,. (55, (L)) = a1 (R0, (8%(L))),

ot ¢~ ! désigne 'image inverse au sens des faisceaux abéliens par ’injection canonique a: X, — X.
Par ailleurs, avec les notations de 4.6.24, on a un isomorphisme canonique

(4.6.25.4) M 3 a.(N).
On en déduit par adjonction un isomorphisme a ! (M) 5 N.La proposition résulte donc de 4.6.24.

REMARQUE 4.6.26. Conservons les hypothéses de 4.6.25. D’apres 2.9.10 et ([1] 1.4.3), 0% est
un faisceau d’anneaux cohérent de Ym,zar. En vertu de 2.8.8, 2.8.11 et 4.5.16(iii), le ﬁym—module
de X, zar associé & N est a-cohérent (2.7.3) et est a-nul pour tout i > d + 1, ot d = dim(X/S).

4.6.27. On désigne par E (resp. Ecg) la catégorie des préfaisceaux de U-ensembles sur E
(resp. E%) et par

(4.6.27.1) PV = Bty

la catégorie fibrée obtenue en associant a tout U € Ob(Et /x) la catégorie (Etf /Uo)A des préfais-
ceaux de U-ensembles sur Etf o> et a tout morphisme f: U’ — U de Et /x le foncteur

(4.6.27.2) Fren: Bty o) = (Bty o)

défini par la composition avec le foncteur image inverse Etf ue Etf jpre par le morphisme
7. U° = U’ déduit de f. On note

(4.6.27.3) P —€°

la catégorie fibrée au-dessus de €° déduite de la catégorie fibrée (4.6.27.1) par changement de base

par le foncteur d’injection canonique € — Et /x- On a alors une équivalence de catégories ([2]
VI5.2)

(4.6.27.4) E 3 Homg, .((Et)x)°,2)
F — {Uw Foun},
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o vy est le foncteur (4.1.4.2). On identifiera dans la suite F' a la section {U +— F o ¢y} qui lui
est associée par cette équivalence. De méme, on a une équivalence de catégories

(4.6.27.5) Ee 5 Homeo(6°, 2%
F — {Uw~ Foun}.
On note
(4.6.27.6) E—E, FwF2

le foncteur “faisceau associé” sur E. Comme E¢ est une sous-catégorie topologiquement génératrice
de E, le foncteur “faisceau associé” sur E¢ induit un foncteur que I’on note aussi

(4.6.27.7) E¢ » E, Fr— F

Soient F' = {W — Gw} (W € Ob(Et/X)) un objet de E, Fy = {U — Gy} (U € Ob(%))
Pobjet de By obtenu en restreignant F a Ee. Il résulte aussitot de ([4] IT 3.0.4) et de la définition
du foncteur “faisceau associé¢” ([4] II 3.4) qu’on a un isomorphisme canonique de F

(4.6.27.8) (Fg)* = F=.
On désigne par a-FEy la catégorie des a- O-préfaisceaux sur F¢ (2.6.16), par a-Eq la catégorie
des a-Op-faisceaux (2.6.24) sur E¢ et par
(4.6.27.9) a: Mod(Ox, Eg) — a-Ee,
(4.6.27.10) a: Mod(O, E¢) — a-E,
les foncteurs canoniques (2.6.19.1) et (2.6.35.1).
PROPOSITION 4.6.28. Soient m un entier > 1, . un (O /p™ O%)-module localement libre de

type fini de Xict Pour tout X -schéma étale U, on note Ly l'image inverse de L par le morphisme

canonique U - X et on pose Ly = Ly @p By . Alors, le préfaisceau de a- O7c-modules
a{U — “}) (U € Ob(%)) (4.6.27.9) est un fazsceau

Soient (V — U) un objet de E, (U; — U);cs un recouvrement de 4. Pour tout (i,j) € I?,
posons U;; = U; xy Uj, V; =V xy U; et Vij =V xy Uj;. Par descente fidélement plate, la suite
de Ox (U)-modules

(46.281) 0L V) = [[L V) @ovw) OxU) = [ L (V)@orw) OxUs),
el (i,4)€I?

ot la derniére fléeche est la différence des morphismes induits par les projections de U;; sur les deux
facteurs, est exacte. En en déduit par 4.6.16 que la suite de O%-modules

(4.6.28.2) 0—=2WV)=[[2.vi) = [] <., Vi),
icl (i,5)€1?

ot la derniére fléeche est la différence des morphismes induits par les projections de U;; sur les deux
facteurs, est a-exacte (2.7.2). La proposition s’ensuit en vertu de 2.6.27.

COROLLAIRE 4.6.29. Pour tout entier m > 1 et tout schéma affine U de Et/x, l’homomor-
phisme canonique

(4.6.29.1) Bum — B o 1o,
ot By = B|p" A (4.1.7.1) et upn est le foncteur (4.1.4.2), est un a-isomorphisme.
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En effet, le préfaisceau de a-Og-modules a({U — Buy.m}) (U € Ob(¥)) (4.6.27.9) est un
faisceau en vertu de 4.6.28. La proposition résulte alors de 2.6.36, compte tenu de (4.1.7.4) et
(4.6.27.8).

4.7. o-finitude

PROPOSITION 4.7.1. Soient n,q deux entiers tels que n > 1 et ¢ > 0, L un (O%/p"0O%)-
module localement libre de type fini de Xe. Alors, le O%, -module mz ®@¢g,. R0 (B, (L)) (4.1.7)

est associé o un O -module quasi-cohérent et a-cohérent (2.7.3) de X, zar (2.1.18.3), et il est nul
pour tout ¢ > d+1, ou d = dim(X/8S).

En effet, soit (u;: X; — X);jes un recouvrement étale tel que J soit fini et que pour tout j € J,
(X, Mx|X;) vérifie les hypothéses de 4.6.1. Soit j € J. D’apres (|2] (VI1.10.12.6) et (I111.9.11.12)),
on a un diagramme de morphismes de topos annelés

Bim = = Tjn

(4.7.1.1) (X))ter, O/p"O) <—— (Ejs, Bjn) — (Xj.5)er O, )

Bn = = On

Xta, O /1" O) <—— (Bs, By) —— (Xoe1, O%,)

g

ot la ligne supérieure est I’analogue pour X; de la ligne inférieure pour X, les fléches verticales sont
définies par fonctorialité, et dont les carrés sont commutatifs & isomorphismes canoniques prés. Par
ailleurs, le morphisme ®; s’identifie au morphisme de localisation de (Ey, %,,) en o (X;.,) en vertu
de ([2] I11.9.12 et I11.9.13). En fait, 0; ,, s’identifie au morphisme (0,)/x, ,, de sorte que le carré de
droite de (4.7.1.1) est 2-cartésien (cf. [4] IV 5.10). Par suite, en vertu de 4.6.25 et 4.6.26, il existe

un ﬁyj,n-module quasi-cohérent et a-cohérent .%; de (X, )zar €t un morphisme ﬁyj’n-hnealre

(4.7.1.2) 1 (Fj) = Rion. (B, (L)X, s,

qui est un a-isomorphisme, ot ¢;(.%;) est le O%, ,-module de (X jn)et associé & .%; (2.1.18.3). En
particulier, le morphisme induit

(4.7.1.3) Mg @0 15(.F;) = Mg D RIona(BL(L))| X s

est un isomorphisme (2.6.23). Par suite, mz ®4-R70,,.(5;, (L)) est nul pour tout ¢ > d+1, d’apreés
4.5.16(iii). Compte tenu de (2.1.18.6), on a un isomorphisme canonique

(4.7.1.4) mf@m? Lj(yj) 5 Lj(mf@)ﬁ? yj)

Les isomorphismes (4.7.1.3) définissent une donnée de descente sur (1;(mg @ F;)) e relative-
ment au recouvrement étale (X ;,, — X,);jcs. Comme le foncteur (2.1.18.3) est pleinement fidéle et
compte tenu de (2.1.19.5), on en déduit une donnée de descente sur (mz ®g..F;) ;e relativement

au méme recouvrement. D’apres ([23] VIII 1.1), il existe alors un &% -module quasi-cohérent ¢
et pour tout j € J, un isomorphisme

(4.7.1.5) Y ®og, Ox,, = Mg Qo F;

tels que si I'on munit (¥ @4 ﬁyj )jeu de la donnée de descente définie par ¢, les isomorphismes
(4.7.1.5) soient compatibles aux données de descente. Les isomorphismes (4.7.1.3) se descendent en
un isomorphisme

(4.7.1.6) L) = mp @p, Ri0,,.(65 (L)),

n
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ot 1(¥) est le Ox -module de X .60 associé & 4. Par ailleurs, & est a-cohérent, d’aprés 2.7.6 et
2.8.10; d’ou la proposition.

COROLLAIRE 4.7.2. Soient n,q deux entiers tels que n > 1 et ¢ > 0, L un (Ox/p"0%)-
module localement libre de type fini de Xpg,. Alors, le O%, -module R, (8, (L)) (4.1.7) est a-
quasi-cohérent (2.8.3) et a-cohérent (2.7.3), et est a-nul pour tout ¢ > d+ 1, ot d = dim(X/S).

En effet, pour tout ﬁyn-module ZF de 7%& et pour tout entier ¢ > 0, les morphismes cano-
niques (4.1.7.7)
(4.7.2.1) Mz Qo R Ups (F) = Rty (mﬁf ®o= F) = Ritun.(F)
sont des a-isomorphismes d’aprés 2.6.3. Par suite, Rét,. (R70,,. (87 (IL))) est a-nul pour tous i > 1

et j >0, en vertu de 4.7.1 et ([4] VII 4.3). La suite spectrale de Cartan-Leray
(4.7.2.2) By = Rt (R0 (B5(L))) = R 7, (8 (LL))

n n

induit donc un isomorphisme de a-0x -modules de X zar (2.6.22)

(4.7.2.3) (tns (Mg Do R0 (5(L)))) = (R 70 (53;,(LL))).
La proposition s’ensuit compte tenu de 4.7.1 et 2.7.6.

COROLLAIRE 4.7.3. Supposons X propre sur S, et soient n,q deuz entiers tels que n > 1
et ¢ > 0, L un (Og/p"Ox)-module localement libre de type fini de Yﬁét. Alors, le O7-module
HY(Es, B2 (LL)) est de présentation a-finie.

n

On notera d’abord que 'anneau 05 /p" O est universellement cohérent d’aprés 2.9.10. Consi-
dérons la suite spectrale de Cartan Leray

(4.7.3.1) Byl = H/(X,, RiT,.(B5(L))) = H™H (B, B5(L)).

n

En vertu de 4.7.2 et 2.8.15, pour tous entiers i,j > 0, le (0% /p" O%)-module E;J est a-cohérent.
La proposition s’ensuit compte tenu de 2.7.17.

4.8. Le principal théoréme de comparaison p-adique de Faltings dans le cas absolu

4.8.1. Suivant (2.5.2.1), on désigne par (0)° la limite projective du systéme projectif
O+/p0+)n dont les morphismes de transition sont les itérés de ’endomorphisme de Frobenius
K/PVE

N

Considérons le systéme projectif de monoides (O¢)y dont les morphismes de transition sont les
itérés de ’élévation a la puissance p de O¢. D’aprés 2.5.4(i), Iapplication

(4812) 1(&1 Oc — (ﬁ?)b, (xn)nZO — (En)nZOa
N

ou T, désigne la classe de x,, dans O /pO%, est un isomorphisme de monoides multiplicatifs. Par
suite, (ﬁf)b est un anneau intégre, parfait de caractéristique p. Pour tout = € (ﬁf)b, d’image
inverse (xy)n>0 par (4.8.1.2), on pose

(4.8.1.3) ot = zo.
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On fixe une suite (py)n>0 d’éléments de O telle que pg = p et pl | = p, pour tout n > 0 et
on note  1'élément associé de (0'%)°. On pose

(4.8.1.4) K = (0%)]=].
L’isomorphisme (4.8.1.2) se prolonge alors en un isomorphisme de monoides multiplicatifs

(4.8.1.5) lim C 3K .
«—

N

Par conséquent, fb est un corps. C’est le corps des fractions de (ﬁf)b. Il est algébriquement clos
en vertu de ([50] 3.8).
L’application (ﬁf)b — Oc, o+ x* (4.8.1.3) se prolonge en une application multiplicative

(4.8.1.6) K 5C ozt

On vérifie aussitot que 'application
—b
(4.8.1.7) Vet K = QU {0}, o vy (2) = v(zb),

ot v est la valuation normalisée de C' (4.1.1), est une valuation non discréte, de hauteur 1 d’anneau
de valuation (€%)". Il est alors naturel de noter (&%)” aussi @, et son idéal maximal Mo

Comme O, satisfait les conditions requises dans 2.10.1, il est loisible de considérer les notions
de a-algébre introduites dans les sections 2.6-2.10 relativement & ﬁfb.

4.8.2. Pour tout entier ¢ > 0, 'homomorphisme
(4821) T ﬁ?b — ﬁf/pﬁf, (xn)nZO = X;

est surjectif. On vérifie aussitot que ker(mp) = Wﬁ?b. On note ¢ 'endomorphisme de Frobenius
de 0. Comme my = ; © ©', on en déduit que ker(m;) = w” Oz . En particulier, m; induit un
isomorphisme

(4.8.2.2) O | Oy 5 O/ pO.

Par ailleurs, le diagramme

(4.8.2.3) O |?" Oy —> O [pO%

| |

Or | @ Oy —> O |pO%

ou la fleche verticale de gauche est le morphisme canonique et la fleche verticale de droite est
I’endomorphisme de Frobenius, est commutatif. On en déduit que ﬁ?b est complet et séparé pour la
topologie w-adique, et que cette derniére coincide avec la topologie limite projective des topologies
discrétes de O /pO.

On observera que pour toute (0 /p0y)-algeébre, les notions de a-algébre introduites dans les
sections 2.6-2.9 relativement a &% coincident avec celles relativement a &, via I'isomorphisme

K
Or @O = O [pO5 (4.8.2.2).
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4.8.3. On désigne par EEIO le topos des systémes projectifs de ES, indexés par ’ensemble
ordonné N des entiers naturels (2.1.11), et par

(4.8.3.1) A BN S B,

le morphisme canonique (2.1.11.1). Pour tout objet F = (F},),>0 de EY et tout entier i > 0, on
note e<;(F) l'objet (F!),>o de EY°, défini par

F, si0<n<i

F; sin>1,

n

(4.8.3.2) Fi = {

le morphisme de transition F! ; — F étant égal au morphisme de transition F, 11 — F,, de F si
0 <n < i et alidentité si n > 4. La correspondance F — e<;(F) est clairement fonctorielle, et on
a un morphisme fonctoriel canonique

Si F est un anneau (resp. module), il en est de méme de e<;(F') et le morphisme (4.8.3.3) est un
homomorphisme. N B

Si A est un anneau, on note encore A I'anneau constant de valeur A de E, ou de EY'. On a
donc un isomorphisme canonique A\*(4) = A de EY". On note (%) 'anneau (O/pOx)y de EY
dont les morphismes de transition sont les itérés de 'endomorphisme de Frobenius de O /pOy-.
On le considére comme une O -algébre via les homomorphismes (4.8.2.2).

On désigne par & la catégorie abélienne des F,-modules de ESNO et par xR son quotient par
la sous-catégorie épaisse des F,-modules Artin-Rees-nuls (AR-nuls en abrégé) ([25] V 2.2.1). On

rappelle que Pagr est canoniquement équivalente & la catégorie des systémes projectifs de &2 a
translation prés ([25] V 2.4.2 et 2.4.4).

4.8.4. On note ¢ 'endomorphisme de Frobenius de %; (4.1.7.1) et on désigne par 2 1a
(O7)-algébre (%1)n de E™ dont les morphismes de transition sont les itérés de ¢ (4.8.3). On
considére " comme une ﬁ?b-algébre. On note encore ¢ 'endomorphisme de Frobenius de Iz
Cette notation n’induit aucun risque d’ambiguité puisque I’endomorphisme de Frobenius de 7
est induit par celui de ;. Pour tout entier i > 0, on considére agi(gg)) comme une @p—algébre
via ’homomorphisme canonique (4.8.3.3).

LEMME 4.8.5.
(i) Pour tout entier n > 0, notant p,, la classe de p, dans O /pOg (4.8.1), la suite

— P, —= ¢ —

(4.8.5.1) P 2 ) 0

est exacte. o
(ii) L’endomorphisme de Frobenius ¢ de B° induit un isomorphisme de Par (4.8.3).
(iii) Pour tout entier i > 0, la suite de B° -modules

(4.8.5.2) 0 7 = 7 eci(B) —=0

ot la deuxieme fléche est le morphisme canonique (4.8.3.3), est exacte dans Par. De plus,
privée du zéro de gauche, elle est exacte dans .

(i) En effet, soient (¥ ~» T) un point de X ;Xét X, (3.1.10) tel que T soit au-dessus de
s. On désigne par Uz la catégorie des X-schémas étales T-pointés, et par 2z la sous-catégorie
pleine de Uz formée des objets (U,p: T — U) tels que la restriction (U, #x|U) — (S, #s) du
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morphisme f (4.1.2) vérifie les hypothéses de 4.5.1. Ce sont des catégories cofiltrantes, et le foncteur
d’injection canonique 202 — U2 est cofinal ([4] I 8.1.3(c)). Avec les notations de 4.1.12, on a donc
un isomorphisme canonique (4.1.12.3)

(4.8.5.3) B oz = lim R

—
(U,p)ews

La proposition s’ensuit en vertu de 4.5.11 et 3.3.20(ii).

(i) 11 résulte de (i) et ([2] IIL7.3(i)) que I'endomorphisme ¢ de 2 est surjectif, de noyau
(P, %1)n, ot les morphismes de transition sont induits par I'endomorphisme de Frobenius ¢ de %,
et sont donc nuls. _

(iii) Pour tout entier j < 0, posons p; = p et p; = 0. On notera que w?" correspond a I’élément
(Pp_i)n>0 via légalitée (4.8.1.1). Compte tenu de (i) et ([2] 1I1.7.3(i)), la suite privée du zéro de
gauche est donc exacte dans . Pour tout entier n, posons ¢, = p/pn € O7. Comme B est

O=plat, le noyau de la multiplication par wP' dans B° est (qn—i%#1)n>0, ol les morphismes de
transition sont induits par ¢ et sont donc nuls en degrés > i puisque v(g,) = 1 — 1/p™; d’ou la
proposition.

PROPOSITION 4.8.6. Supposons X propre sur S et soient L. un IF,,-module de type fini de Y?ét,
q un entier > 0. Posons £ = §*(8*(L)), ou B est le morphisme (4.1.4.4) et § est le plongement
(4.1.5.1), et notons ¢ l’endomorphisme Oz -semi-linéaire de HI(EY N\ (L) ®F, B induit par

l’endomorphisme de Frobenius ¢ de 7 Alors, il existe un entier v > 0 et un morphisme ﬁ?b-
linéaire

N° * —=8 r
(4.8.6.1) Mz Qo HYEY N (L) ®@r, B ) — O,
compatible a ¢ et a I’endomorphisme de Frobenius ¢ de ﬁ?b, et qui est un a-isomorphisme.

En effet, considérons le systéme projectif de ﬁ?b-modules M = (M,),>1 défini pour tout
entier n > 1, par

(4.8.6.2) M, = HI(EY' \(Z) @5, (B |o"B")),

les morphismes de transition étant induits par les projections canoniques

(4.8.6.3) B | B — B | B

D’aprés 4.8.5(iii), pour tout entier ¢ > 0, on a un isomorphisme canonique

(4.8.6.4) B " B S eci(BY).

On en déduit, compte tenu de (2] II1.7.11) et ([36] 1.15), un isomorphisme &-linéaire
(4.8.6.5) My 3 HY(Ey, £ @r, B1),

ott le but est considéré comme un &»-module via m; (4.8.2.1). De plus, le diagramme

(4.8.6.6) Myivi —~=HY(E,, & ©r, %)

| |

Mpi = Hq(Es,f ®]Fp @1)
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ou la fleche verticale de gauche est le morphisme canonique et la fleche verticale de droite est induite
par ’endomorphisme de Frobenius de %, est commutatif. Les ﬁ?b—modules M, sont donc de type
a-fini en vertu de 4.7.3.

Reprenons les notations de 2.10.12 pour R = ﬁ?b. La multiplication par w dans 2" induit
un morphisme ﬁfb—linéaire

(4.8.6.7) w: M[~1] = M.

Il est clair que le composé M[—1] % M — M[—1], out la seconde fléche est le morphisme canonique,
est induit par la multiplication par w. Par ailleurs, il résulte de 4.8.5(iii) (pour ¢ = 0) que la suite

(4.8.6.8) 0— =2 o =B "B — =B "B —0
est exacte dans Zxg. On en déduit que la suite

Qn

(4.8.6.9) My 24— M, 1 M,

ou la seconde fléche est le morphisme canonique, est exacte au centre.
11 résulte de 4.8.5(ii) que 'endomorphisme de Frobenius de 2" induit pour tout n > 1, un
isomorphisme de xr

(4.8.6.10) ¢: B "B — B | B
et par suite un isomorphisme ﬁ?b-semi—linéaire

(4.8.6.11) M= M®P,

On notera que pour tout ¢ > 0, le diagramme

(4.8.6.12) M, —=HY(E,, £ @, B1)

p

| |

Mpi+1 E— Hq(ES, A ®]Fp @1)

ott la fléche verticale de gauche est la composante de degré p’ de I'isomorphisme (4.8.6.11) et les
fleches horizontales sont les isomorphismes (4.8.6.5), est commutatif.

En vertu de 2.10.13(i), les morphismes de transition du systéme projectif M sont a-surjectifs.
Par ailleurs, d’aprés ([2] II1.7.11), on a une suite exacte

(4.8.6.13) 0 — R'lim H'"Y(E,, £ ©r, %1)

N

— HIEYN N\ (L) @8, B ) — lim HY(E,, & @5, B1) — 0,
P
N

ou les morphismes de transition des systémes projectifs sont induits par I'endomorphisme de Fro-
benius ¢ de %;. Compte tenu de 2.6.9, (4.8.6.6), ([36] 1.15) et ([48] théo. 1), le terme de gauche
de cette suite est donc a-nul. On en déduit que le morphisme canonique

(4.8.6.14) HY(EY N\ (2) @p, B) — lim M,

est un a-isomorphisme. La proposition s’ensuit en vertu de 2.10.13(iii).
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COROLLAIRE 4.8.7. Sous les hypothéses de (4.8.6), pour tout entier i > 0, il existe un mor-
phisme canonique ﬁ?b -linéaire
o — ; ~ _
(48.71) HY(E X (2) @8, B7) @0y, (O /7" Op) > W(B, £ 85, B1),
ot le but est considéré comme un Oz -module via m; (4.8.2.1), qui est un a-isomorphisme.
PROPOSITION 4.8.8. Pour tout élément b € OF tel que bP € pO4, la suite

— — —pP—1y, —
(4.8.8.1) 0—=F, b (21) B %, " g 0

est exacte.

En effet, la question étant locale, on peut se borner au cas ou X est affine. Soit (7 ~» T) un

point de X ;Xét 7; (3.1.10) tel que T soit au-dessus de s. On désigne par Uz la catégorie des X-
schémas étales T-pointés, et par Wz la sous-catégorie pleine de Yz formée des objets (U, p: T — U)
tels que le schéma U soit affine. Ce sont des catégories cofiltrantes, et le foncteur d’injection
canonique W2 — V2 est cofinal ([4] I 8.1.3(c)). Avec les notations de 4.1.12, on a un isomorphisme
canonique (4.1.12.3)

(4.8.8.2) 7

pom S lim R

(U,p)ew

Montrons que pour tout z € @p@w@, il existe t € gp@wf) tel que tP —bP~ 't = 2. On peut supposer

que z € FZ. Comme Panneau ...z est local ([2] 111.10.10(i)), d’idéal maximal contenant p,

(4.8.8.3) (bpp%l):ﬂzp—l _ (1 _p)p—l

est une unité de B, z..z). 1l existe alors un objet (U,p: T — U) de Wy tel que 'élément (4.8.8.3)

soit une unité de Ry;. Il suffit de montrer que I'extension
(4.8.8.4) RY(T)/(TP — oP=T — 2)

est étale au-dessus de }_%Z[l], ou encore que pour tout corps L et tout homomorphisme u : Fg[l] —
P P
L, les équations TP — bP~'T —u(z) et pTP~! —bP~1 n’ont aucune solution commune dans L. Si une

pP1
p

telle solution y € L existait, on aurait y?~! = et u(z) = y? — P~y € L, et par suite,

(1.8.8.5) ()= = (1= p)

ce qui est absurde puisque (527 )P2P~1 — (1 — p)?~! est une unité de Y.
Considérons ensuite, pour tout ¢ € @p@wf), I’équation

(4.8.8.6) tr — bt € pB ),
qui est équivalente, puisque @p@wg) est O -plat, & I'équation
t t D —

Comme Panneau %,,;..7) est normal et strictement local ([2] I11.10.10(i)), d’idéal maximal conte-
nant p, on en déduit d’abord que % € @p@wg), puis que

p J—
(4.8.8.8) teb-(Zy+ b_pggp@wi)).
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11 résulte de ce qui précede et de 3.3.20(ii) que la suite (4.8.8.1) est exacte.

COROLLAIRE 4.8.9. Pour tout élément non-nulb de O, la suite

¢—bP~tid

LNy B 0

(4.8.9.1) 0 F,
est exacte dans PaR.

Soit (b, )n>0 € (Oc)N image inverse de b par 1'isomorphisme (4.8.1.2). 1l existe ng > 0 tel que
pour tout n > ng, b2 & pOc. En vertu de 4.8.8, la suite

— — B YA U R—
(4.8.9.2) 0—>F,- by @ (L) B 7,2z 0

=T
b,

2,
24

est exacte. Comme v(b,) < %, on a pu( ) > 1, d’out la proposition.

PROPOSITION 4.8.10. Supposons X propre sur S, et soient L. un F,-module de type fini de Y;ét)
q un entier > 0, b un élément non-nul de O%». Posons £ = §* (8*(L)), ot B est le morphisme
(4.1.4.4) et § est le plongement (4.1.5.1), et notons ¢ l'endomorphisme O, -semi-linéaire de

HY(E N () @5, )
induit par U'endomorphisme de Frobenius ¢ de 2" Alors,
(i) La suite
(4.8.10.1)

- ) -~ _ o—bPtid ~ _
0 — HY(E,, &) —2> HI(EN" X (2) @, B) — HI(EN N (L) @, B ) —= 0

est eracte.
(ii) Le morphisme canonique

(4.8.10.2)
ker(¢ — 0P~ Hd[HY(EN N (2) @5, B)) — ker(¢ — bP~HA|HY(EY, \*(£) @5, ) =P )
est un isomorphisme.

En effet, d’aprés ([2] I11.7.11) et ([36] 1.15), la suite (4.8.9.1) induit une suite exacte longue
de cohomologie

~ ¢—bP~tid ~
(4.8.10.3) Y il p— Hq(Es,f) M? — M4 Hq“(ES,.,?f) ,

ol on a posé MJ = HI (BN, \*(.2) ®F, 2" pour j >0 et M~! = 0. En vertu de 4.8.6, il existe un
entier r > 0 et un morphisme ﬁfb—linéaire

(4.8.10.4) w: My Qo M? — ﬁ%b
compatible & ¢ et a I'endomorphisme de Frobenius ¢ de ﬁ?b, et qui est un a-isomorphisme. Comme

—b . . . . .
K est algébriquement clos, pour tout c € ﬁ?b, I’endomorphisme ¢ — c?~tid de ﬁ?b est surjectif.
Pour tous y € M? et ¢ € Mo, il existe z € ﬁ%,, tel que

(4.8.10.5) u(th @ y) = (2) — 1z,
ol on a encore noté ¢ ’endomorphisme de ﬁ%,, induit par 'endomorphisme ¢ de ﬁ?b. Pour tout
ta € m., il existe z € MY et t € m_ tels que u(t ® ) = t22. On en déduit que

(4.8.10.6) u((t1t2)? @ y) = u(t? @ ¢(x) — (ct2)P "t ® x)
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Pour tout t3 € m», on a donc

(48107) (tltgtg)py = ¢(tt3$) — (Ctgtg)p_l(ttgl').

Par ailleurs, pour tout élément non-nul b’ de ﬁ?b on a un diagramme commutatif

o—bPtid
(4.8.10.8) ker(¢ — b~ tid| M) M? — M¢? coker(¢ — bP~tid| M)
-b/l »b'l tb’T’ l.bm
¢—(bb)P~1id
ker(¢ — (bb')P~1id|M9) M4 — M¢ coker(¢ — (bb')P~1id|M9)

On déduit de ce qui précéde (en prenant ¢ = bty et b’ = t1tats) que pour tout b’ € m—, le dernier
morphisme vertical du diagramme (4.8.10.8) est nul.

D’aprés 4.8.9, pour tout élément non-nul &' de ﬁ?b, on a un diagramme commutatif & lignes
exactes

— —pP—1 —
(4.8.10.9) 0 F, tsg" VM g 0
‘ b Lb'?
;. _ \p—1j _
0 F, W, 77 ST g 0

Il induit un diagramme commutatif & lignes exactes

(4.8.10.10)
0 — coker(¢' — bP~Lid|M4~1)

HY(E,, &) — ker(¢ — bP~1id|M?) —— 0

bl ‘ l,b,

0 — coker(¢' — (bb')P~Lid|M?~!) — HY(E,, L) — ker(¢ — (bb')P~1id|M9) —= 0

oll on a noté 9' I’endomorphisme de M?~! induit par ¢. Comme le morphisme vertical de gauche
est nul, on en déduit que 'endomorphisme Q' — b~ lid de M7~ est surjectif, et il en est donc de
méme de 'endomorphisme ¢ — b?~1d de MY ; d’ou I'exactitude de la suite (4.8.10.1). On en déduit
aussi que la fleche verticale de droite est un isomorphisme :

(4.8.10.11) s ker(¢ — bP1id|M?) 5 ker(¢ — (bb')P~id|MY).
1l s’ensuit que 'application (4.8.10.2) est injective.

Soit x € M¢? ®0_, K tel que ¢(x) = bP'a. Il existe z € M7 et b € m— tels que b # 0 et
z =breM! ®0_, K. Par suite, ¢(z) — (bb')P~'z est annulé par une puissance de w. Quitte
a remplacer b’ par un multiple, on peut supposer que ¢(z) = (bb')?~'z. D’apreés I'isomorphisme
(4.8.10.11), il existe 2’ € ker(¢ — bP~1id|MY) tel que z = b'z’. On a alors x = 2’ dans M? ®o_, K ;
d’ou la surjectivité de application (4.8.10.2).

COROLLAIRE 4.8.11. Supposons X propre sur S, et soient L un Fp-module de type fini de YEét,

£ = 6*(B*(L)). Alors, pour tout entier ¢ > 0, Hq(ES,Z) est un [Fp-espace vectoriel de dimension
finie, et le morphisme canonique

(4.8.11.1) HY(E,, £) @, O — HU(EY M\ (L) @5, B )
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est un a-isomorphisme.

En effet, en vertu de 4.8.10 et avec les notations de sa preuve, on a des isomorphismes cano-
niques
(4.8.11.2) HY(E,, 2) % ker(¢ — id]M?) 5 ker(¢ — idM? @4, K ).

— —
D’aprés 4.8.6, M4 o, K estun K b-espauce vectoriel de dimension finie, et ¢ est un isomorphisme
O»-semi-linéaire de MY ®¢_, K. 1l résulte alors de ([40] 4.1.1) que H(E,,.%) est un F-espace
vectoriel de dimension finie, et que le morphisme Kb-linéaire

~ — —

(4.8.11.3) HY(E,,.2) 05, K = M0, K
est bijectif. Par suite, le morphisme (4.8.11.1) est injectif. Montrons qu’il est a-surjectif. Considé-
rons le morphisme w: Mo ®ﬁ?b M? — ﬁ%,, (4.8.10.4) et notons e, ...,e, la base canonique de
O~ _,. Comme u est a-injectif, il suffit de montrer que pour tout 1 < ¢ < r et tout vy € m—, il existe
z € M? tel que ¢(z) = z et u(y ® z) = ve;. Pour tout t € mz, il existe y € M7 et 3 € m tels
que u(B®y) = te;. On a u(BP @ P(y)) = tPe; et donc u(B? ® ¢p(y) —t?~' @ y) = 0. Par suite, pour
tout t’ € M—;, On a

(4.8.11.4) o(t'By) = (tt')P~ 1 By.

Compte tenu de I'isomorphisme (4.8.10.11) (pour b = 1 et b" = tt'), il existe € M? tel que ¢(x) = =
et t' Sy = tt'x. Par suite, pour tout t”” € M, on a t't"B®y = tt't" @z dans M e, M¢? et donc
u(tt't” @ x) = tt't"e;, d’ou lassertion recherchée.

COROLLAIRE 4.8.12. Supposons X propre sur S, et soient n un entier > 1, L un (Z/p"Z)-
module de type fini de Yﬁét, L = 6*(B*(IL)). Alors, pour tout entier ¢ > 0, le morphisme canonique

(4.8.12.1) HY(E,, %) ®2, O — HU(E,, & ®z, By)
est un a-isomorphisme.

En effet, par dévissage, on peut se réduire au cas ot n = 1. On notera que %, est (Z/p"Z)-plat
([2] 111.9.2). La proposition résulte alors de 4.8.11, 4.8.7 et (4.8.2.2).

THEOREME 4.8.13 ([14] Theorem 8 page 223). Supposons X propre sur S, et soit F' un faisceau
abélien de torsion, localement constant constructible de th. Alors, pour tout entier ¢ > 0, on a un
morphisme canonique

o]

(4.8.13.1) HY(X,, F) @z, O — HY(E, . (F) @2, B),
ot 1 est le morphisme (4.4.1.1), qui est un a-isomorphisme.

On peut évidemment se borner au cas ot F' est annulé par p™, pour un entier n > 1. En vertu
de 4.4.2 et de la suite spectrale de Cartan-Leray, le morphisme canonique

o

(4.8.13.2) HY(E, . (F)) — HY(X;,, F)

est un isomorphisme. Notant pe: 7; — Y?ét le morphisme canonique (2.1.17.1), il existe un
(Z/p"Z)-module de type fini L de Xy tel que F = pxo (L) d’apres ([2] VL9.20 et I11.2.11). En
vertu de ([2] VI.10.9), on a un isomorphisme canonique

(4.8.13.3) B*(L) 5 thu(p%e (L)).
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Considérons le diagramme commutatif de morphismes canoniques

(4.8.13.4) HY(E, B*(L)) @z, O HY(E, f*(L) ®z, $n)

| |

H?(E,,§*(8*(L))) ®z, O — H?(E,, §*(8*(L)) ®z, Bn)

Les fleches verticales sont des isomorphismes d’aprés 3.3.25. La fléche horizontale inférieure est un
isomorphisme en vertu de 4.8.12. Il en est donc de méme de la fléche horizontale supérieure ; d’ou
la proposition.

COROLLAIRE 4.8.14. Si X est propre sur S, pour tous entiers n > 1 et ¢ > 0, on a un
morphisme canonique

(4.8.14.1) HY(X},, Z/p" L) @3z, O — HI(Ey, By),
qui est a-isomorphisme.

En effet, d’apreés ([2] VI.10.9(iii)), on a un isomorphisme canonique

(18.14.2) B*(2/5") 5 (e (20" D),
ol pxo: X¢, — X4 est le morphisme canonique (2.1.17.1). On en déduit un isomorphisme
(4.8.14.3) Z/p"T 5 . (Z/p"Z),

qui n’est autre que le morphisme canonique par adjonction. Par ailleurs, comme le foncteur d,
(4.1.5.1) est exact, on a un isomorphisme canonique

(4.8.14.4) HY(E,, #,) = HY(E, B.,).

La proposition résulte alors de 4.8.13.






Chapitre 5

Cohomologie relative des topos de Faltings

5.1. Hypothéses et notations ; morphismes de schémas logarithmiques adéquats

5.1.1. Dans ce chapitre, K désigne un corps de valuation discréte complet de caractéristique
0, a corps résiduel algébriquement clos k de caractéristique p > 0, Ok 'anneau de valuation de K,
K une cloture algébrique de K, U7 la cloture intégrale de Ok dans K, my I'idéal maximal de 0%
et Gk le groupe de Galois de K sur K. On note ¢ le séparé complété p-adique de O%, mg son
idéal maximal, C' son corps des fractions et v sa valuation, normalisée par v(p) = 1. On désigne
par 2(1) et Zy(1) les Z|G k]-modules

(5.1.1.1) 20) =t pal0),
(5.1.1.2) Zy(1) = lim (),

n>0
ou i, (O ) désigne le sous-groupe des racines n-iémes de 'unité dans . Pour tout Z,[G k]-module
M et tout entier n, on pose M(n) = M ®gz, Z,(1)®".

Comme 0% satisfait les conditions requises dans 2.10.1, il est loisible de considérer les notions
de a-algebre introduites dans les sections 2.6-2.10 relativement & 0.

On pose S = Spec(Ok) et S = Spec(0%). On note s (resp. 7, resp. 7) le point fermé de S
(resp. générique de S, resp. générique de S). Pour tout entier n > 1, on pose S,, = Spec(Ok /p" O ).
Pour tout S-schéma X, on pose
(5.1.1.3) X=Xxg8 et X,=XxgS5.

On munit S de la structure logarithmique .#g définie par son point fermé.

5.1.2. Dans ce chapitre, f: (X, #x) — (S, #s) et f': (X', Mx') — (S, #s) désignent des
morphismes adéquats de schémas logarithmiques ([2] 111.4.7) et
(5.1.2.1) g: (X', x) — (X, Mx)

un (S, .#s)-morphisme lisse et saturé. On désigne par X° le sous-schéma ouvert maximal de X ou
la structure logarithmique .#x est triviale ; c’est un sous-schéma ouvert de X,,. Onnote j: X° — X
I’injection canonique. Pour tout X-schéma U, on pose

(5.1.2.2) U°=U xx X°.

On note h: X — X et h: X — X les morphismes canoniques (4.1.1.3), de sorte que l'on a
On désigne par X'™ le sous-schéma ouvert maximal de X’ ou la structure logarithmique .#/x/

est triviale; c’est un sous-schéma ouvert de X’° = X’ x x X°. On note j': X’® — X’ I'injection

canonique. Pour tout X’-schéma U’, on pose

(5.1.2.3) U™ =U xx X".

213
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On note #': X — X' et i': X © — X' les morphismes canoniques (4.1.1.3), de sorte que l'on a
! __ H/ -/
h=ho Iz '
Pour alléger les notations, on pose

(5.1.2.4) Qﬁc/s = Q%X,///X)/(S,//ls)’

que lon considére comme un faisceau de X, ou X, selon le contexte (2.1.18). Cest un Ox-
module localement libre de type fini. De méme, on pose

(5125) Q.IX’/S = Q%X’,%X/)/(SM//S) et Q}X’/X = Q%X’,%X/)/(X,//lx)’

que l'on considére comme un faisceau de X/, ou X/, selon le contexte. Ce sont des &x/-modules
localement libres de type fini. De plus, on a alors une suite exacte canonique de &x/-modules

5.1.3. Pour tout entier n > 1, onnote a: Xy = X, ap: Xs = Xy, d': X -5 X' et al,: X! —
X/, les injections canoniques (5.1.1.3). Le corps résiduel de Ok étant algébriquement clos, il existe
un unique S-morphisme s — S. Celui-ci induit des immersions fermées @: X, — X, @n: Xy — X,
a: X, — X et a,: Xi— Y; qui relévent a, an, a’ et al,, respectivement. Comme @,, (resp. @,,) est
un homéomorphisme universel, on peut considérer ﬁyn (resp. ﬁY’n ) comme un faisceau de X sar
ou X4t (resp. X7 ,.. ou X! ), selon le contexte (cf. 2.1.18).

s,zar s,6t

5.1.4. On désigne par
(5.1.4.1) T E — Et)x

le U-site fibré de Faltings associé au morphisme h: X~ — X (cf. 3.3.2). On munit E de la topologie
co-évanescente définie par m ([2] VI.5.3) et on note E le topos des faisceaux de U-ensembles sur E.
On désigne par

(5.1.4.2) o E— Xa,
(5.1.4.3) B:E = Xpa,
(5.1.4.4) V: Xg — E,
(5.1.4.5) pr Xew Xx0 Xop — B,

les morphismes canoniques (3.3.2.14), (3.3.2.15), (3.3.2.17) et (3.3.4.2).
On note E; le sous-topos fermé de E' complémentaire de 'ouvert o*(X,,) (3.3.19),

(5.1.4.6) 5B B
le plongement canonique et
(5147) Os: ES — Xs,ét

le morphisme de topos induit par o (3.3.22.3).
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5.1.5. Pour tout (V — U) € Ob(E), on note T" la fermeture intégrale de U dans V' On
désigne par Z le préfaisceau sur E défini pour tout (V — U) € Ob(E), par
(5.1.5.1) B(V - U)=TT", ).
C’est un anneau de E ([2] I11.8.16). D’apres (2] II1.8.17), on a un homomorphisme canonique
(5.1.5.2) o*(h(O%)) = B.
Sauf mention explicite du contraire, on considére o (5.1.4.2) comme un morphisme de topos annelés
(5.1.5.3) o: (E,B) = (Xa, h(Ox)).

Notant encore 07 le faisceau constant de 7?& de valeur 0%. Sauf mention explicite du
contraire, on considére § (5.1.4.3) comme un morphisme de topos annelés

(5.1.5.4) B: (B, B) = (X1e, O)-
Pour tout entier m > 1, on pose
(5.1.5.5) By = B|p™B.
C’est un anneau de E, ([2] I11.9.7). On désigne par
(5.1.5.6) Om: (Bs, Bm) = (Xear, O, )
le morphisme de topos annelés induit par o (5.1.5.3) (cf. [2] (IH 9.9.4)) et par
(5.1.5.7) S (Es, Br) — (Xs,zar, O%,)
le composé de o, et du morphisme canonique (2.1.18.5)
(5.1.5.8) U (Xset, Oz ) = (Xszar, O, )
Notant encore 0% /p™ O le faisceau constant de X de valeur O3 /p™ OF, on désigne par
(5.1.5.9) Bt (s D) = (Xiees O /0" O0)

le morphisme induit par 8 (5.1.5.4).
5.1.6. On désigne par
(5.1.6.1) 7' B — Bt x

le U-site fibré de Faltings associé au morphisme h': X" 5 x (cf. 3.3.2). On munit £’ de la
topologie co-évanescente définie par 7’ ([2] VI.5.3) et on note E’ le topos des faisceaux de U-
ensembles sur E’. On désigne par

(5.1.6.2) o' E' = X,
(5.1.6.3) B B = Xig,
(5.1.6.4) ¢’~ X - E,
(5.1.6.5) P Xl Xxs, Xow = E,

les morphismes canoniques (3.3.2.14), (3.3.2.15), (3.3.2.17) et (3.3.4.2).
On note E le sous-topos fermé de £’ complémentaire de 'ouvert o™ (X7) (3.3.19),

(5.1.6.6) §:E, = E
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le plongement canonique et

(5.1.6.7) o\ B — X!

s,6t

le morphisme de topos induit par o’ (3.3.22.3).

5.1.7. Pour tout objet (V — U) de E’, on note T" 1a fermeture intégrale de U dans V. On
désigne par Z le préfaisceau sur E’ défini pour tout (V' — U) € Ob(E’), par

(5.1.7.1) B(V-U) =TT, 0qv).

C’est un anneau de E’ ([2] 111.8.16). D’apres ([2] 111.8.17), on a un homomorphisme canonique
(5.1.7.2) o (W(O5)) = B .

Sauf mention explicite du contraire, on considére ¢’ (5.1.6.2) comme un morphisme de topos annelés
(5.1.7.3) o' (B B) = (X}, W(O%)).

Notant encore & le faisceau constant de 7;‘; de valeur 07. Sauf mention explicite du
contraire, on considére 5’ (5.1.6.3) comme un morphisme de topos annelés

(5.1.7.4) B (B, B) = (Xt Oc).
Pour tout entier m > 1, on pose

(5.1.7.5) B =R |p" R .

C’est un objet de E/, ([2] I11.9.7). On désigne par

/

(5.1.7.6) Ot (B Br) = (Xl e Oxr )

s,6t9

/

le morphisme de topos annelés induit par o’ (5.1.7.3) (cf. [2] (I11.9.9.4)) et par
(5.1.7.7) S (BB = (X Oxr )

le composé de o/, et du morphisme canonique (2.1.18.5)
(5.1.7.8) Uy, (Xi g, Ox ) = (XL o Ox7 ).

Notant encore 0% /p™ O le faisceau constant de Yllczt de valeur 0% /p™ 07, on désigne par
(5.1.7.9) Br (B B) = (Xiar, O /D" O)
le morphisme induit par 5 (5.1.7.4).
5.1.8. Le foncteur
(5.1.8.1) O E—FE, (V=U)—(Vxxe X" —=UxxX).
est continu et exact a gauche ([2] VI.10.12). Il définit donc un morphisme de topos
(5.1.8.2) ©:F - E.
Il résulte aussitot des définitions que les carrés du diagramme

(5.1.8.3) P ABLENY S

|}

o jn —0
Xt <—E—>Xfét
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ol y: X" = X7 est le morphisme induit par g, sont commutatifs a isomorphismes canoniques
pres.

On a un isomorphisme canonique ©*(c* (X)) ~ 0" (X;) (5.1.8.3). En vertu de ([4] IV 9.4.3),
il existe donc un morphisme de topos

(5.1.8.4) ©,: E. — E,

unique & isomorphisme canonique preés tel que le diagramme
~ @S ~
E! —> F,
5’l lé
E_°. B

soit commutatif & isomorphisme prés, et méme 2-cartésien. Il résulte de (5.1.8.3) et ([4] IV 9.4.3)
que le diagramme de morphismes de topos

(5.1.8.5)

(5.1.8.6) B2 L F,

S

s
’
Xs,ét X57ét

est commutatif a isomorphisme canonique prés.

5.1.9. Pour tout (V — U) € Ob(E), posons (V' — U’) = ©F(V — U) de sorte qu’on a un
diagramme commutatif

(5.1.9.1) X" v’ 34 X
po | o]
X’ 1% U X

On en déduit un morphisme

(5.1.9.2) 7" T,

et par suite un homomorphisme d’anneaux de E
(5.1.9.3) Z— 0.(%).

Nous considérons dans la suite © (5.1.8.2) comme un morphisme de topos annelés (respectivement
par Z et ). Nous utilisons pour les modules la notation ©~' pour désigner I'image inverse au sens
des faisceaux abéliens et nous réservons la notation ©* pour l'image inverse au sens des modules.

Pour tout entier m > 1, ’lhomomorphisme canonique O~ (%) — 7 induit un homomorphisme

@:(@m) — @;n Le morphisme O, est donc sous-jacent & un morphisme de topos annelés, que 'on

note
(5.1.9.4) Om: (B, Z.) = (B, Brn).

LEMME 5.1.10. Soient (P,~) une carte fine pour (X, #x) ([2] I1.5.13), T un point géométrique
de X', T = g(T'). Alors, il existe un voisinage étale U’ de T dans X', une carte (P',7') pour

(U, Mx/|U") et un homomorphisme h: P — P’ de monoides tels que les conditions suivantes
soient remplies :



218 5. COHOMOLOGIE RELATIVE DES TOPOS DE FALTINGS

(i) ((P",7), (P,7),h) est une carte pour la restriction gy : (U, Mx:/|U") — (X, Mx) de g a
U', autrement dit, le diagramme d’homomorphismes de monoides

(5.1.10.1) P T, )

I

P—>T(X,. )

est commutatif, ou ce qui revient au méme le diagramme associé de morphismes de schémas

logarithmiques
(5.1.10.2) U, Mx|U) —— Ap,
gU/l lAh
(X, Mx) —— Ap

est commutatif (2.1.4).
(ii) P’ est fin et saturé ([2] 11.5.1). Si, de plus, P8P est libre sur Z, il en est de méme de P'8P.
(iii) L’homomorphisme heP: PgP — P'8P est injectif, le sous-groupe de torsion de coker(h&P)
est fini d’ordre inversible dans Ox: 7z et le morphisme de schémas usuels

(5.1.10.3) U' = X xa, Aps

déduit de (5.1.10.2) est étale.
(iv) Il existe un sous-groupe A’ de P’ tel que ' induise un isomorphisme

~

(51104) PI/AI — %X’,f’/ﬁx/75/'
(v) Si, de plus, il existe un sous-groupe A de P tel que v induise un isomorphisme
(5.1.10.5) P/AS //lxyf/ﬁ;(’f,

alors Uhomomorphisme h est saturé ([2] 11.5.2).

Nous reprenons la preuve de ([37] 4.1; cf. § 6) en ladaptant (cf. aussi [2] 111.4.3). Soient
t1,...,tr € Mxr 7 tels que dlog(t),...,dlog(t,) forment une base du Ox z-module

(5.1.10.6) Qxr ) )Xot ) 7
Posons H = N" ¢ P et considérons ’homomorphisme

(5.1.10.7) o H=N'@P = Mxz, (n,. ..n)+t ][t g1
i=1

Notons a: A _, — M5 _ /0%, ~, la projection canonique et L 'image de I’homomorphisme
(5.1.10.8) o H® — A5 /0%, .
Comme #x: est fin et saturé ([57] II 2.12), A%, /0%, - est un Z-module libre de type fini.

x
D’apreés 'étape 2 de ([37] page 331), on voit que le conoyau de « o 8P est annulé par un entier

inversible dans O 7. Il existe donc une Z-base e1, . .., eq de ///fff 5//ﬁ;{' 4 et desentiers fi,..., fq
tels que e{l, cee eﬁd forment une Z-base de L, que f; divise f;11 pour tout 1 <i < d—1 et que fy

soit inversible dans Ox 7. Soient Fy, ..., Fy € H8P et é1,...,eq € MY, - tels que (%P (F;)) = efi

et a(€;) = e; pour tout 1 < 4 < d. Il existe alors u; € 0%, —, tel que @& (F;) = uigfi. Comme
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0%, est fi-divisible, il existe v; € O, o tel que vzf = u;. Remplacant ¢; par v;e;, on peut
supposer que @& (F;) = &/'. On désigne par f: ML) O% = — AT -, le scindage de o défini
par B(e;) = €; pour tout 1 <14 <d, par p: H8® — L 1’1hom0m’orphisme sﬁrjectif induit par a o ©8P,
par o: L — H®P le scindage de p défini par a(e{i) = F; pour tout 1 < i < d, par M le noyau
de p, et par 7: H8 — M I’homomorphisme qui & tout h € HEP associe h — o(p(h)). On pose
G=M®oM /0% 4 et

(5.1.10.9) 0:G=M@®M) 3| O%, 5 — MR 5, (1) = G, t) = =P (m) - B(1).

Ona @3 = ¢o (1@ aoP): H® — 4%, . On le vérifie immédiatement pour les éléments de
M et pour les éléments (F;)1<i<a. On pose P’ = ¢~ (M x: 7). D’apreés (|38] 2.10), il existe un
voisinage étale U’ de T dans X’ et un homomorphisme +': P’ — T'(U’, . #x+) qui est une carte
pour (U', #x/|U") et dont la fibre 74, : P’ — #x: 7 en T’ est induite par ¢. L’homomorphisme
T @ oo @P: H — @G induit un homomorphisme H — P’ et par suite un homomorphisme
h: P — P’ qui rend commutatif le diagramme (5.1.10.1).

Comme I'homomorphisme G' — #%) 2, /0%, 5 induit par ¢ est surjectif, P'®* = G et P’ est
intégre. Il résulte aussitot de la définition qu'il existe un sous-groupe A’ de P’ tel que 7%, induise
un isomorphisme

~

(5.1.10.10) PA S i) 6F, -

Par suite, A’ = P’*. Comme .#x/ 3 est saturé, ///X/@//ﬁx,)i, est saturé et donc P’ est saturé
([2] 11.5.1). Si P8P est libre sur Z, il en est de méme de HEP et donc de G = P8P,
L’homomorphisme 7 @ a o p8P: H8P — G est injectif et son conoyau est isomorphe a celui de
a o 8. On en déduit que 'homomorphisme h8P: P8P — P’8P est injectif et que le sous-groupe
de torsion de coker(h&P) est fini d’ordre inversible dans Ox- 7. L’étape 4 de ([37] § 6 page 332)
montre que le morphisme de schémas usuels U’ — X x A, Ap: déduit de (5.1.10.2) est étale.
Sous les hypothéses de (v), Phomomorphisme h est saturé en vertu de (5.1.10.10) et ([57] I

3.16).

DEFINITION 5.1.11. On appelle carte relativement adéquate pour le morphisme g la don-
née d’une carte (N,¢) pour (S, .#s), d’une carte (P,~v) pour (X, .#x), d’une carte (P’,~) pour
(X', AMx) et de deux homomorphismes de monoides ¥: N — P et h: P — P’ tels que les conditions
suivantes soient remplies :

(i) ((P",v"), (P,7),h) est une carte pour g ([2] I1.5.14).

(ii) L’homomorphisme h est saturé ([2] I11.5.2).

(iii) L’homomorphisme h8P: P8P — P’8P est injectif, le sous-groupe de torsion de coker(h8P)

est fini d’ordre premier & p et le morphisme de schémas usuels

(51111) X/—>XXAP Ap/
déduit de la carte (i) est étale.

(iv) ((P,7), (N,¢),9) est une carte adéquate pour f (|2] I111.4.4).
(v) ((P',v"), (N,¢),h o) est une carte adéquate pour f’.
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PROPOSITION 5.1.12. Pour tout point géométrique T de X' au-dessus de s, il existe un dia-
gramme commutatif de morphismes de schémas logarithmiques

(5.1.12.1) (U, yr) — (X', Mx")

U, My) — (X, .Mx)
tel que les fleches horizontales soient étales et strictes, que U’ soit un voisinage étale de T dans

X', et que g' admette une carte relativement adéquate ((P',~'), (P,7),(N,.),9: N —= P h: P — P’)
(5.1.11).

En effet, d’aprés ([2] I11.4.6) et la preuve de (c)=>(a), il existe un voisinage étale U de T = g(T')
dans X, une carte adéquate ((P,7), (N,¢),9: N — P) de la restriction fy: (U, #x|U) — (S, #s)
de f a U et un sous-groupe A de P tels que <y induise un isomorphisme
(5.1.12.2) PIASS Mxz]0% .

Remplagant g par le changement de base par le morphisme strict (U, #x|U) — (X, .#x), on peut
supposer qu’il existe une carte adéquate ((P,v), (N,¢),9: N — P) pour f et un sous-groupe A de
P tels que « induise un isomorphisme

(5.1.12.3) PIAS Mxz]0% 5
D’aprés 5.1.10, il existe alors un voisinage étale U’ de ' dans X’ et une carte
(P",9),(P,y),h: P— P')

pour la restriction gy : (U, #x:/|U") = (X, #x) de g & U’ tels que les conditions suivantes soient
remplies :
(i) Le monoide P’ est torique ([2] I1.5.1) et 'homomorphisme h est saturé.
(ii) L’homomorphisme h8P: P8P — P’8P est injectif, le sous-groupe de torsion de coker(hsP)
est fini d’ordre premier & p et le morphisme de schémas usuels

(51124) U/ — X XAp AP’

induit par la carte est étale.
(iii) Il existe un sous-groupe A’ de P’ tel que 4/ induise un isomorphisme

(5.1.12.5) PA DS iz | O .
11 résulte alors de la preuve de (¢)=(a) de (|2] II1.4.6) que ((P’,7),(N,¢),h o ) est une carte
adéquate pour f;, = fogy.

5.2. Cohomologie galoisienne dans le cas relatif

5.2.1. Dans cette section, on suppose que les schémas X = Spec(R) et X' = Spec(R')
sont affines et connexes, que X! est non-vide et que le morphisme g (5.1.2.1) admet une carte
relativement adéquate (5.1.11)

(5.2.1.1) ((P",9"), (P,y), N,0),9: N— P h: P — P’).
On pose m = (1) qui est une uniformisante de O,

(5.2.1.2) Ohyor = U s(X), Qg = W (X)) et Qb p =0k x (X)),
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On a alors une suite exacte scindée de R’-modules (5.1.2.6)
(5.2.1.3) 0= %o, @r B = Qo = Qyp — 0.

5.2.2. Pour tout entier n > 1, on pose
(5.2.2.1) Ok, = Ok[C]/(C" —m),

qui est un anneau de valuation discréte. On note K, le corps des fractions de Ok, et m, la classe
de ¢ dans Ok, , qui est une uniformisante de Ok, . On pose S = Spec(Ok,,) que 'on munit de la
structure logarithmique .#» définie par son point fermé. On désigne par ¢, : N — I‘(S("), Mginy)
’homomorphisme défini par ¢, (1) = 7, ; c’est une carte pour (S, Zgcm) ).

Considérons le systéme inductif de monoides (N(™), >, indexé par ensemble Zs; ordonné
par la relation de divisibilité, défini par N(™ = N pour tout n > 1 et dont ’homomorphisme
de transition N — N(™") (pour m,n > 1) est endomorphisme de Frobenius d’ordre m de N
(i.e., Pélévation a la puissance m-iéme). On notera N () simplement N. Les schémas logarithmiques
(S M gen))n>1 forment naturellement un systéme projectif. Pour tous entiers m,n > 1, avec les
notations de 2.1.4, on a un diagramme cartésien de morphismes de schémas logarithmiques

(5.2.2.2) (ST M ) —2 A gyimm)

N

(S™, M 5ny) — Anm

a

o 1% (resp. ¢2,,) est le morphisme associé & t,, (resp. tmn) ([2] 11.5.13).

5.2.3. On désigne par (P™), > le systéme inductif de monoides, indexé par I'ensemble Z>;
ordonné par la relation de divisibilité, défini par P(") = P pour tout n > 1 et dont ’homomor-
phisme de transition i, ,u,: P™ — P (pour m,n > 1) est I'endomorphisme de Frobenius
d’ordre m de P (i.e., I'élévation a la puissance m-iéme). On note P™") simplement P.

Pour tout n > 1, on pose (avec les notations de 2.1.4)

(5.2.3.1) (XM M) = (X, Mx) Xap Apm).
On rappelle (4.2.6.3) qu’il existe un unique morphisme

(5.2.3.2) FO (X M) = (ST, M gny)
qui s’insére dans le diagramme commutatif

(5.2.3.3) (XM M e ny) A pin

f(X\ %

(S(n)7 %S(n)) %Ln AN(n)

L

(S, Ms) —— An

(X, Ax) Ap
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D’aprés 4.2.7, le morphisme f(") est lisse et saturé et le sous-schéma ouvert maximal de X ™ ou la
structure logarithmicque .#x ) est triviale est égal a X(W° = X () x v X° (5.1.2.2). D’aprés ([2]
I11.4.2), le schéma X () est donc normal et S-plat, et I'immersion X (™° — X (") est schémati-
quement dominante.

5.2.4. On désigne par (P’ [n])nZI le systéme inductif de monoides indexé par I’ensemble Z>,
ordonné par la relation de divisibilité, défini par P'") = P’ pour tout n > 1 et dont I’homomor-
phisme de transition P'" — P'I"™"] (pour m,n > 1) est ’endomorphisme de Frobenius d’ordre m
de P’. On note P!l simplement P’.

Pour tout n > 1, on pose (avec les notations de 2.1.4)

(5.2.4.1) (X' M im) = (X, Mxr) XA, Apin.
Il existe alors un unique morphisme

(5.2.4.2) FI (X ) = (ST, M giny)
qui s’insére dans le diagramme commutatif

(5.2.4.3) (X' i) A i

f/[n] A

(8™ Mginy) —= Ay

L

(S, 4 s) Ay

/ w

(X', Mxr) Ap

D’aprés 4.2.7, le morphisme f/I") est lisse et saturé et le sous-schéma ouvert maximal de X'["]
ot la structure logarithmique .#y. ) est triviale est égal a X/M> = X'Inl x o, X'™ (5.1.2.3).
D’aprés ([2] 111.4.2), le schéma X'I") est donc normal et S(™)-plat, et 'immersion X'"M> — X’

est schématiquement dominante.

5.2.5. Pour tout n > 1, on pose
(5.2.5.1) (X' M i) = (Xl i)) % (x i) (X M x0),

le produit étant indifféremment pris dans la catégorie des schémas logarithmiques ou dans celle
des schémas logarithmiques saturés ([2] 11.5.20). Le morphisme

(5.2.5.2) F1O (XM i) — (ST, Mgy,

déduit de £ (5.2.3.2), est donc lisse et saturé ([57] IT 2.11). Tl résulte de 4.2.7(iv) que X'(M> =
X' x s X' (5.1.2.3) est le sous-schéma ouvert maximal de X'(™ ot la structure logarithmique
My est triviale ([45] TIT 1.2.8). D’aprés ([2] 111.4.2), le schéma X'(™) est normal et S(™)-plat, et
I'immersion X’(M> — X’(") est schématiquement dominante.
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On désigne par P'(™ la somme amalgamée des homomorphismes de monoides h: P — P’ et
P — P Comme h est saturé, le diagramme

(5.2.5.3) p_—_ pm
p — . p/n)

est cocartésien indifféremment dans la catégorie des monoides ou dans celle des monoides fins et
satures ([2] I1.5.2). Le diagramme

(5.2.5.4) psp o p(gp
prep o p/(n)ep

est donc cocartésien dans la catégorie des groupes abéliens ([4] T 2.11), et P’ s’identifie au sous-
monoide fin de P'("™)&P engendré par les images de P’ et P(™. On a un homomorphisme canonique

(5.2.5.5) P _ pin]
au-dessus de P’ et P(™ | et un morphisme strict canonique
(5.2.5.6) (X' M) = Apriny.
1l existe un unique (S, .#g(n) )-morphisme
(5.2.5.7) g (XM ) = (X i)
au-dessus de g et du morphisme Ap: A pin) = Apey. Celui-ci induit un morphisme canonique
(5.2.5.8) (X' i) = (X' M eriny)
au-dessus de (X', .#x/), de (X", #y)) et du morphisme A pin) — A piny (5.2.5.5).

PROPOSITION 5.2.6. Soit n un entier > 1.
(i) Les morphismes f (5.2.3.2) et f'I" (5.2.4.2) sont adéquats, le morphisme g™ (5.2.5.7)
est lisse et saturé, et

(5.2.6.1) (P p) N 9. NO 5 p() p. p() 5 piinl)

est une carte relativement adéquate pour g(").

(ii) Les noyau et conoyau de ’homomorphisme P'(™&P — P'IMeP sont annulés par n, en par-
ticulier, le morphisme de schémas en groupes Spec(K[P'["&P]) — Spec(K[P'(MeP]) est fini
et étale.

(i) Les carrés du diagramme d’homomorphismes de monoides (5.2.5.5)

(5.2.6.2) P’ P’ p'n]

]

prep o p/(njep o p/n]ep

sont cocartésiens.



224 5. COHOMOLOGIE RELATIVE DES TOPOS DE FALTINGS
(iv) Les carrés du diagramme canonique

(5.2.6.3) XM = A pi

|

X/(n) —_— API(n)

L

X' Ap
sont cartésiens.
(v) Les carrés du diagramme canonique
(5.2.6.4) X' o A e

|

)(I(n)I> —— AP/(n)gp

R

x> Ap/gp

sont cartésiens.

(vi) Le schéma X'IM> est un espace principal homogéne pour la topologie étale au-dessus de
X' sous le groupe Hom(P'8P /h&P(PeP), u,, (K)).

(vii) Le schéma XM est un espace principal homogéne pour la topologie étale au-dessus de
X' sous le groupe Hom(P#P, j1,,(K)).

(i) En effet, les morphismes f(™) et f/["l sont adéquats d’aprés 4.2.7(i). Tl est clair que (5.2.6.1)
est une carte pour le morphisme ¢(™)| et elle est relativement adéquate (5.1.11) en vertu de 4.2.7(i)
et du diagramme commutatif (de schémas non-logarithmiques) dont les fleches verticales sont des
isomorphismes

(5.2.6.5) X' X XA Apin
XI XAP/ AP/[n] X XAP API[n]

(ii) En effet, le morphisme composé P8P — P'(Mep . p'lnlep g’identifiant au morphisme de
multiplication par n de P8P, le conoyau du morphisme P/(")gP — P/["gP est annulé par n. D’autre
part, la suite

(5.2.6.6) 0 — per Y prep g p(mep % prep

oil v est le morphisme canonique, et ot avec les notations de (4.2.4.1), on a u(x) = (he&P(x), —nx(™)
pour tout = € P8P, est exacte (5.2.5.4). On en déduit que le noyau du morphisme P'(")gP — p’inlep
est annulé par n. La seconde assertion s’ensuit compte tenu de ([45] IV 3.1.10).
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(iii) Considérons le diagramme commutatif d’homomorphismes de monoides

(5.2.6.7) P pn)

N o 7

pep 5 p(n)gp

e |

per o p/(n)ep

e N

P’ p'(n)

La face (2) et la face représentée par le grand carré extérieur sont cocartésiennes. La face (1) est
cocartésienne puisque P8P est engendré, en tant que monoide, par les images canoniques de P8P
et P (cf. aussi la preuve de [2] I1.6.6(vi)). On en déduit que la face (3) est cocartésienne. De
méme que pour (1), le diagramme

(5.2.6.8) p . pin

_—

prsp 5 pllnlsp

est cocartésien. La proposition s’ensuit.
(iv) En effet, par définition, le grand rectangle extérieur du diagramme commutatif canonique

(5.2.6.9) X' X’

y

AP/(n) —— Ap/

L

Apm) —=Ap

est cartésien. Par ailleurs, le carré inférieur est cartésien puisque le diagramme de morphismes de
monoides (5.2.5.3) est cocartésien. Par suite, le carré supérieur est aussi cartésien. La proposition
s’ensuit puisque le rectangle extérieur de (5.2.6.3) est cartésien par définition.

(v) Cela résulte de (ii) et (iii) compte tenu des isomorphismes canoniques

~

(5.2.6.10) X' 5 X
(5.2.6.11) x> 5 XM,

AP’(n)gpa
AP/[n]gp

p/(n)
p’ln]

(vi) Cela résulte de (i), (iv) et du fait que ’homomorphisme canonique
(5.2.6.12)  Hom(coker(P'™&p — pller) , (K)) — Hom(coker(P™eP — p'lnler) 4, (K))

est un isomorphisme (5.2.5.4).
(vii) Cela résulte de 4.2.7(v) compte tenu de la définition (5.2.5.1).
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5.2.7. Soient 7' un point géométrique de X7 et 7 son image dans X (cf. 5.1.1 et 5.1.2). Les
schémas X et X étant localement irréductibles d’aprés 4.2.7(iii), ils sont les sommes des schémas
induits sur leurs composantes irréductibles. On note X" (resp. 7/*) la composante irréductible de
X (resp. YI) contenant 7 (resp. 7). De méme, X~ (resp. ylb) est la somme des schémas induits sur
ses composantes irréductibles et X =X"xyX° (resp. X" =X"x x’ X'™) est la composante
irréductible de X* (resp. Y/D) contenant ¥ (resp. ¥').

On désigne par A le groupe profini 7y (Y*O,y) et par R la représentation discréte }_z‘;’( de A
définie dans (4.1.9.2). Soit (V;)ses le revétement universel normalisé de X~ en 7 (2.1.20). On
rappelle que 'on a (4.1.9.3)

(5.2.7.1) R=1lim B(V; - X).

Considérons 'anneau
— . — R
(5.2.7.2) R = h_H}l B (Vi x5 X

i€l

i — X',

qui est naturellement muni d’une action discréte de A par des automorphismes d’anneaux. On a
un homomorphisme canonique A-équivariant R — E!.

On désigne par A’ le groupe profini (7”,@’ ) et par R la représentation discréte E’El, de
A’ définie dans (4.1.9.2). Soit (W;);es le revétement universel normalisé de X" en 7. On a donc

/

I )
(5.2.7.3) R =lim % (W; > X').

€J

<.

Pour tout ¢ € I, on a un Yo—morphisme canonique y — V;. On en déduit un Y/D—morphisme
7 =V X 5o X" . Le schéma Vi X X" étant localement irréductible, il est la somme des
schémas induits sur ses composantes irréductibles. On note V; la composante irréductible de V; x -
X" contenant I'image de 7. Les schémas (V});e; forment naturellement un systéme projectif de
revétements étales finis connexes 7’-pointés de X", Pour tout i € I , on note II; le sous-groupe
ouvert de A’ correspondant & V;/, autrement dit le noyau de Paction canonique de A’ sur la fibre
de V/ au-dessus de ' (2.1.20.2). On désigne par II le sous-groupe fermé de A’ défini par

(5.2.7.4) I = Nies 1L

Posant A° = A’/II, on a un homomorphisme canonique A’ — A qui se factorise a travers un
homomorphisme injectif A® — A.
Considérons ’anneau
(5.2.7.5) R =1lm Z (V] > X),
—
i€l
qui est naturellement muni d’une action discréte de A° par des automorphismes d’anneaux. On a
—! J—
un homomorphisme canonique surjectif et A®-équivariant R — R
Pour tous 7 € I et j € J, il existe au plus un morphisme de X*" schémas pointés W; — V.

De plus, pour tout ¢ € I, il existe j € J et un morphisme de X'*" _schémas pointés W; — V/. On
a donc un homomorphisme canonique

L = L =
(5.2.7.6) @%(%’%X’)%hﬁl%(wj%X’).

i€l jeJ



5.2. COHOMOLOGIE GALOISIENNE DANS LE CAS RELATIF 227

On en déduit un homomorphisme canonique A’-équivariant de R}-algébres

(5.2.7.7) R >7R.
~ Q! ~O =~/ [ —
On désigne par R, R, R et R les séparés complétés p-adiques de R, R, R’ et R/, respective-
ment.

5.2.8. D’aprés (5.2.5.8), on a des morphismes canoniques de systémes projectifs de schémas
logarithmiques, indexés par 'ensemble Zx>; ordonné par la relation de divisibilité,

(5.2.8.1) (X't i) — (X, M i) = (X, ) — (ST, M gi).
Pour tous entiers m,n > 1, le morphisme canonique X’ — X'[" est fini et surjectif. Il existe
donc un X’-morphisme ([30] 8.3.8(i))
(5.2.8.2) 7 — lim X',
«—
n>1
On fixe un tel morphisme dans la suite de cette section. Celui-ci induit un S-morphisme
(5.2.8.3) S — lim S,
w1

Pour tout entier n > 1, on pose

(5.2.8.4) XM= x5 X =X g x
(5.2.8.5) X=X x5, X=X e xP
(5.2.8.6) X=X xS, X=X xx x©
Les morphismes (5.2.8.1) induisent des morphismes de systémes projectifs de S-schémas
(5.2.8.7) XML xm L x™,
On déduit de (5.2.8.1) et (5.2.8.2) un X' -morphisme
(5.2.8.8) 7 — lim X',
n>1

5.2.9. Pour tout entier n > 1, le schéma Yl[n] est normal et localement irréductible d’aprés
4.2.7(iii). Il est donc la somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles. On note

Y/M* la composante irréductible de Yl[n] contenant 'image de 7' (5.2.8.8). De méme, 7/[n]l> est
la somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles et Yl[n]*b = Yl[n]* x x» X'® est la
composante irréductible de Yl[nlb contenant I'image de 7’. On pose
(5.2.9.1) R, =T(X"™" 0 ).
Les anneaux (R]),>1 forment naturellement un systéme inductif. On pose
(5.2.9.2) R, = lim R},
—
n>1
(5.2.9.3) R;,,o = hi)n R;n.
n>0

Le morphisme (5.2.8.8) induit des homomorphismes injectifs de R}-algébres

(5.2.9.4) R, — R, —R.
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De méme, pour tout entier n > 1, le schéma Y(H) est la somme des schémas induits sur ses

) (n)

composantes irréductibles. On note Y(H " la composante irréductible de X

v (5.2.8.8). Le schéma X"

contenant 'image de

est la somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles

et Y(H)*O = Y(n)* x x X° est la composante irréductible de Y(H)O contenant I'image de 7. On pose
(5.2.9.5) Ry =T(X"™" 0 ).
Les anneaux (R, )n>1 forment naturellement un systéme inductif. On pose
(5.2.9.6) R = lim R,,
—
n>1
(5297) Rpoo = ]in an .
n>0

Les morphismes (5.2.8.7) et (5.2.8.8) induisent des homomorphismes injectifs de R;-algébres
(5.2.9.8) Ry — Roo — R.

Pour tout entier n > 1, le schéma X'™ est normal et localement irréductible d’apres (5.2.5.1)

et ([2] III1.4.2(iii)). 11 est donc la somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles.

Par ailleurs, 'immersion Yl(n)b — Yl(n)

Yl(n)* la composante irréductible de Yl(n

. . . . . . —/(n
aussi la somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles et X

est schématiquement dominante ([30] 11.10.5). On note

) (n)>

contenant 'image de 7’ (5.2.8.8). Le schéma X est

)*>> —/(n)*

=X ><X/)(/I>

est la composante irréductible de Y/(H)D contenant 'image de 7’. On pose
—/(n
(5.2.9.9) R, =T(X"™", 0 ).
Les anneaux (R?),>1 forment naturellement un systéme inductif. On pose
(5.2.9.10) RS, = lim R},
—
n>1
(5.2.9.11) Ry~ = lin Ry
n>0

Ce sont des anneaux normaux et intégres d’aprés ([27] 0.6.1.6(i) et 0.6.5.12(ii)). Compte tenu de
la définition (5.2.7.5), les morphismes (5.2.8.7) et (5.2.8.8) induisent des homomorphismes injectifs
de RS{-algebres

(5.2.9.12) RS~ - R, R

Les morphismes de (5.2.8.7) induisent des homomorphismes de systémes inductifs d’algébres
(5.2.9.13) (Rp)n>1 — (R9)n>1 — (R n>1-
L’homomorphisme R — R’ est un isomorphisme.

*> —/*>
) — X est un

5.2.10. Soit n un entier > 1. Il résulte de 4.2.7(v) que le morphisme x™
revétement étale fini et galoisien de groupe A’ , un sous-groupe de Homg, (P8P / h&P (98P (Z)), pn (K))
(cf. la preuve de [2] I1.6.8(iv)). Le groupe A/ agit naturellement sur R),. Si n est une puissance de
p, le morphisme canonique

/[n] [n]

(5.2.10.1) XM XM e X
est un isomorphisme en vertu de ([2] IL.6.6(v)), et on a donc A!, ~ Homg (PP /h&P (98P (Z)), j1, (K)).
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Les groupes (A!],)n>1 forment naturellement un systéme projectif. On pose

(5.2.10.2) Al = lim A,
1

n>0

On identifie A7, (resp. Aj~) au groupe de Galois de I'extension des corps de fractions de R/ sur
Ry (resp. R sur 7). On a des homomorphismes canoniques (5.1.1.1)

(5.2.10.4) Al s Hom(P'#P /h#»(92°(Z)), Z(1))

| |

Al —> Hom(P's? /heP(952(Z)), Z,,(1))

Le noyau ¥ de '’homomorphisme canonique AL — A;oo est un groupe profini d’ordre premier a
p. Par ailleurs, le morphisme (5.2.8.8) détermine un homomorphisme surjectif A" — Al (5.2.7).

On note ¥’ son noyau. Les homomorphismes (5.2.9.4) sont A’-équivariants.
De méme, le morphisme Y(H)*o — Y*O_est un revétement étale fini et galoisien de groupe A,,,
un sous-groupe de Homy (P8P /98P (Z), un (K)). Le groupe A,, agit naturellement sur R,,. Si n est

une puissance de p, le morphisme canonique

——(n)* —(n) %
(5.2.10.5) XS X 1 X

est un isomorphisme, et on a donc A,, ~ Homy (P8P /J8P(Z), p, (K)).
Les groupes (A, )n>1 forment naturellement un systéme projectif. On pose

(5.2.10.6) A = lim A,
b
(5.2.10.7) Dpe = lim Ay,

n>0

On identifie Ay (resp. Ap) au groupe de Galois de Pextension des corps de fractions de R sur
Ry (resp. Rpes sur Rp). On a des homomorphismes canoniques (5.1.1.1)

(5.2.10.8) Ao Hom(PeP /95> (Z), Z(1))

| |

Ay —=> Hom(P= 95 (Z), Z, (1))

Le noyau ¥y de 'homomorphisme canonique Ao, — Ap~ est un groupe profini d’ordre premier
a p. Par ailleurs, les morphismes (5.2.8.7) et (5.2.8.8) déterminent un homomorphisme surjectif

A — Ax (5.2.7). On note ¥ son noyau. Les homomorphismes (5.2.9.8) sont A-équivariants.

11 résulte de 5.2.6(vi) que le morphisme X et un revétement étale, fini et

galoisien de groupe &,,, un sous-groupe de Homg(P’8P/h8P(PEP), 1, (K)). Il résulte de 4.5.4 et

(5.2.5.1) que le morphisme X' — X" est un revétement étale, fini et galoisien de groupe A?,

un sous-groupe de A,,. Le groupe A? agit naturellement sur RS. On a une suite exacte canonique

(5.2.10.9) 0— 6, = A, =AY =0.
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Par ailleurs, le diagramme
(5.2.10.10) &,, — Homg(P'8? /h8P(P5P), 1, (K))
A}, —— Homg, (P'#? [hEP (98P (Z)), jin (K))

ou la fleche verticale de droite est ’homomorphisme canonique, est commutatif. En vertu de
5.2.11(iv) ci-dessous, si n est une puissance de p, le morphisme canonique

—/(n)* —(n) —/%
(5.2.10.11) X =X xxX
est un isomorphisme, et on a
(5.2.10.12) &, = Hom(P'®"/h®(P2P) u,(K)),
(5.2.10.13) A® = Hom(P2/98P(7Z), i, (K)).
Les groupes (6,,)n>1 et (A?),>1 forment naturellement des systémes projectifs. On pose

(5.2.10.14) G = lim G,

—

n>1
(5.2.10.15) Spe = 1<£Il Spn,

n>0
(5.2.10.16) A% = lim A?,

—

n>1
(5.2.10.17) Aje = {El Apn.

n>0

On identifie AS, (resp. A5« ) au groupe de Galois de I'extension des corps des fractions de RS,
(resp. Rpe) sur Ry. D’aprés la théorie de Galois, les suites

(5.2.10.18) 0= Go = A — A =0,

(5.2.10.19) 0= Gpe = Ao = Ajec =0,

déduites de (5.2.10.9) sont exactes. Le groupe G, (resp. S, ) s’identifie donc au groupe de Galois
de Pextension des corps de fractions de Rf, sur RS, (resp. Rje sur Rp). Comme le noyau de
I'homomorphisme canonique A%, — AJ.. est un groupe profini d’ordre premier a p, on en déduit
que ’homomorphisme canonique G, — Sy est surjectif. On désigne par 9 son noyau, qui est
un groupe profini d’ordre premier & p, de sorte qu’on a la suite exacte

(5.2.10.20) 0—=MN—= 6 = Spe — 0.
On désigne par & le noyau de ’lhomomorphisme canonique A’ — A¢_ . On a alors un isomor-
phisme canonique
(5.2.10.21) & 3 lim m (X"
—

n>1

7).

PROPOSITION 5.2.11.

(i) Soit n un entier > 1. Remplagant g (5.1.2) et sa carte relativement adéquate (5.2.1.1) par
g™ (5.2.5.7) et sa carte relativement adéquate (5.2.6.1), ce qui est loisible d’aprés 5.2.6(i),
la tour de schémas (X(™),51 (resp. (X'1™),>1, resp. (X'™),,>1) est remplacée par
(XM, sy (resp. (X)) s, resp. (X' X iy XM s ).
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(ii) Pour tous entiers m,n > 1, le schéma Yl(mn)

tible et S-plat ; immersion Y/(mn)b

ment dominante.

—/[n] .
Xp/(n) X " est normal, localement irréduc-

(> ~(mn)

—/ > -/ L .
X gy X — X ) X [n] est schématique-

(iii) Le nombre de composantes irréductibles de X' (resp. Y/(n)) lorsque n décrit les entiers
> 1, est borné.
(iv) Pour tout entier n > 0, les morphismes canoniques

(5.2.11.1) XL X
~/(p")* ~®") ~*
(5.2.11.2) X - X XX,
sont des isomorphismes, et on a
(5.2.11.3) &,n = Hom(P'®/hP(P8P), p,n (K)),
(5.2.11.4) Apn = Apn = Hom(P*P /98P (Z), jipn (K)).

(v) Pour tous entiersn > 0 et m > 1, le schéma Yl(mp ) X<r(pm) > 7/[10 I* est integre et normal.
(i) C’est immédiat.
(ii) Cela résulte de (i) compte tenu de 5.2.9 et de Iisomorphisme

[n]

—/(mn) —/[n
XX/(n) X

(5.2.11.5) X S(X) % iy XY X gmny S

(iii) En effet, ’assertion pour les Yl[n] résulte de 4.2.8 appliqué au morphisme f’. Par ailleurs,

[n]> - ~/(n)>

pour tout n > 1, le morphisme X X est étale, fini et surjectif d’aprés 5.2.6(vi); d’on

I’assertion pour les Y/(n).

(iv) L’isomorphisme (5.2.11.1) résulte de ([2] I11.6.6(v)) appliqué au morphisme f’. L’isomor-
phisme (5.2.11.2) se démontre de méme. En effet, on a des isomorphismes canoniques (5.2.5.1)

(5.2.11.6) <" ~ ") ") X

/(p™)

XxX/;Y

Notons wpn : X - X la projection canonique. Comme Gk agit transitivement sur ’ensemble

des composantes connexes de 7/, X" ® o k est non-vide. Soit 2 € X" ®e k. D’apreés la preuve
de ([2] 11.6.6(v)), wpn ®e k est un homéomorphisme universel. Par suite, wp_nl (2) contient un seul
point que l'on note z,». D’aprés (|2] 11.6.6(iv)), @, est plat au-dessus de X’ ®g, K. L’'image par

wpn de tout point générique de Y(p ) XYYI* est donc le point générique de X", Comme wpn est

) /%

fermé, on en déduit que z,» est une spécialisation de tous les points génériques de 7(17 X% X

Par ailleurs, Yl(p ) étant normal et localement irréductible, 7(17 ) XYY/* est une réunion disjointe

finie de sous-schémas ouverts et fermés qui sont intégres et normaux. Il est donc intégre; d’ou
I'isomorphisme (5.2.11.2).

L’équation (5.2.11.3) résulte de (5.2.11.1), (5.2.11.2) et 5.2.6(vi). L’équation (5.2.11.4) résulte
de (5.2.11.2) et 5.2.6(vii) (cf. la preuve de [2] I1.6.8(iv)).

(v) En effet, si m est une puissance de p, la proposition résulte de (5.2.11.2) appliqué au
morphisme ¢*"), compte tenu de (i). Dans le cas général, posant mp™ = m/p™, ou n’ > n et m’
est premier a p, on a

[p™* ~ ==/(m'p™ )% —(p™ ) —1[p")*

—/(mp™ —
(5.2.11.7) X . X ST X gy X X o X
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n

* X Y/[p I est intégre et normal. On rappelle que les mor-

’
. /(p’Vl
) A\ P
D’aprés ce qui précéde, X

(P>t (m'p" x>

et X )b

[P — Yl(p sont finis, étales et galoisiens. Notons G

resp. F', resp. H) le corps de fractions de Y/(pn > X <1(pn )% 7/[pn]* resp. 7/(19” )*, resp. Y/(m P" ) .
X

L’extension G/F est galoisienne de degré une puissance de p et Uextension H/F est galoisienne de
degré premier & p. Par suite, H @ p G est un corps, d’ou la proposition compte tenu de (ii).

phismes X - X

COROLLAIRE 5.2.12.
(i) Pour tout entier n > 1, ’homomorphisme canonique

(5.2.12.1) R,®r R — RS

est surjectif, de noyau engendré par un idempotent de R,, ®r R’.
(ii) Le schéma Spec(Ro ®r R’) est normal et localement irréductible, et Spec(RS,) est une
composante irréductible de Spec(Ro ®@r R’).
(iii) L’homomorphisme canonique
(5.2.12.2) Ry~ ®p, R = R
est un isomorphisme, et on a

(5.2.12.3) Sy = Hom(P'8P /R8P (P#P), 7Z,(1)).

(iv) Pour tout entier n > 1, le schéma Spec(RS, ®pgs R;,) est normal et localement irréductible.
v) Pour tout entier n > 0, les anneaur RS« Qpro R!. et RS ®gro R.. sont normauz et
D Mo (e's} pn D

P
mntegres.
(vi) L’anneau R]’Doo QRS RS, est normal et intégre, et on a un isomorphisme canonique
(5.2.10.20)
(5.2.12.4) RS, ®ps., Ry = (RL)™.

(vil) Pour tout a € Oz, 'homomorphisme canonique
(5.2.12.5) Ry @pe., (RS /aRS) = (R /aRL)™
est un isomorphisme.

(i) En effet, la premiére assertion résulte de I'isomorphisme canonique (5.2.5.1)

(5.2.12.6) X 3 x™ o x,

) . Co . .
est la somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles.

(n)

et du fait que Yl(n

(ii) Pour tout entier n > 1, le schéma X
sion Yl(n)b — 7/(71)
Yl(mn)b . 7’(”)|>

. .y . ~/
mine une composante irréductible de X

est normal et localement irréductible et I'immer-
est schématiquement dominante. Pour tous entiers m,n > 1, le morphisme

est étale fini et surjectif. Par suite, toute composante irréductible Yl(mn) do-

™ En vertu de 5.2.11(iii), il existe un entier n > 1 tel

que pour toute composante irréductible C' de Yl(n) et tout entier m > 1, C ) Yl(mn)
irréductible. Le schéma Spec(Roo ®pg R’) est donc normal et localement irréductible en vertu de
([27] 0.6.1.6 et 0.6.5.12(ii)). La seconde assertion est une conséquence de (i).

(iii) L’isomorphisme (5.2.12.2) résulte de (5.2.11.2), et I’équation (5.2.12.3) résulte aussitot de
(5.2.11.3).

soit



5.2. COHOMOLOGIE GALOISIENNE DANS LE CAS RELATIF 233

(mn)x Xprn) Yl[n]* est normal et localement

[
Xy/(n)* X

(iv) En effet, pour tout entier m > 1, le schéma X’

irréductible, et 'immersion Yl(mn)*D XY,W)WY/M*D — Y/(mn)*

dominante d’aprés 5.2.11(ii). Par ailleurs, pour tous entiers m’, m > 1, le morphisme canonique

* .
est schématiquement

1(m/mn)x —/[n]* —/(mn)* —/[n]*

(5.2.12.7) @ X X X X Xt X

est étale, fini et surjectif au-dessus de X'"*> et est donc dominant. De plus, il existe un entier
m > 1 tel que pour tout entier m’ > 1 et toute composante irréductible C' de Yl(mn)* X (n)» _/[n]*,
(™ ™)=1(C) est irréductible d’aprés 5.2.11(i)-(iii). La proposition s’ensuit par passage a la limite
inductive ([27] 0.6.1.6(i) et 0.6.5.12(ii)).

v) En effet, pour tout entier m > 1, le schéma 7/(mp ) X1(p™ )% 7/[10 I est normal et intégre
X

en vertu de 5.2.11(v). Par ailleurs, pour tous entiers m, m’ > 1, le morphisme

~/(m'mp™)%

(5.2.12.8) X X7 7/[:0"]* . yl(mp")* Ky y/[p"]*

X
est étale et fini au-dessus de X*™, et est donc dominant. La proposition s’ensuit par passage a la
limite inductive compte tenu de ([27] 0.6.1.6(i) et 0.6.5.12(ii)).

(vi) En effet, pour tous entiers n > 0 et m > 1, le schéma X/ X/ X"

et normal, d’aprés 5.2.11(v). Par ailleurs, pour tous entiers n’ > n > 0 et m, m’ > 1, le morphisme
canonique

1% s
est Intégre

(52129) Y/(m e )* XX/(pn/)* Y/[p" ]* — Y/(mp")* XY/(pn)* Y/[pn]*

est étale et fini au-dessus de X’*, et est donc dominant. On obtient la premiére assertion par
passage a la limite inductive ([27] 0.6.1.6(i) et 0.6.5.12(ii)). La seconde assertion s’ensuit compte
tenu du diagramme d’extensions entiéres d’anneaux intégres et normaux

S o0
(5.2.12.10) RS, — RS, ®n:.. R ——= Rl

\/

(S

ou au-dessus de chaque fléche, on a noté le groupe de Galois de I'extension associée des corps de
fractions (5.2.10.20).

(vii) On note I, (resp. F'°) le corps de fractions de R( (resp. Ry ® R3.. RS, qui est integre
d’aprés (vi)). Soient E une extension galoisienne finie de F° contenue dans F! , A la cloture
intégrale de R, ®re., RS, dans B, G = Gal(E/F?). Commeona A= R, NE et R ®Rs. RS =
AN F° d’aprés (vi), les homomorphismes canoniques

(5.2.12.11) R ®R . (RS, /aRS) — AJaA — R._/aR.,

sont injectifs. D’autre part, I'ordre de G étant premier a p (donc inversible dans A), 'homomor-
phisme

(5.2.12.12) Ryw ®ro, RS, = A% = (A/ad)®

est surjectif. L’assertion s’ensuit.
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5.2.13. On peut résumer les principales constructions de cette section dans le diagramme
commutatif suivant d’extensions d’anneaux intégres et normaux

(5.2.13.1) R R 1 R
S
by 50 S Tz/
/\.
& & / /
Yo T S
Ry Ro. — % L R
P e p°
Apoo N Ta;m

ou pour certaines extensions entiéres, on a noté le groupe de Galois de ’extension associée des
corps de fractions. On observera que I’'homomorphisme Ry — R induit une extension galoisienne
des corps de fractions, et il en est donc de méme de ’homomorphisme RS, — R°. On note T~
(resp. F2) le corps de fractions de R’ (resp. RZ) et 3° le groupe de Galois de l'extension F’ JES..

PROPOSITION 5.2.14. Lextension F de FS est la réunion d’un systéme inductif filtrant de
sous-extensions galoisiennes finies E de F2 telles que la cloture intégrale de RS, dans E soit
a-finie-étale sur RS, (2.9.2).

Notons F (resp. Fi,) le corps de fractions de R (resp. Ro). D’aprés ([2] 11.6.16), I'extension
F de F,, est la réunion d’un systéme inductif filtrant de sous-extensions galoisiennes finies N de
F, telles que la cloture intégrale de Ro dans N soit a-finie-étale sur Ro. Soient IV une telle
extension de F,, A4 la cloture intégrale de R, dans N, E I'image de ’homomorphisme canonique
N®p F3 — F°, & la cloture intégrale de RS, dans E. Comme la R-algébre .4 est a-finie-étale,
la RS -algébre A ®@p_ RS, est a-finie-étale (|2] V.7.4). L’anneau RS étant normal et intégre, il
existe donc une RS _-algébre &7 telle que la cloture intégrale de RS dans A ®p_ RS ®g, K soit
isomorphe & & x &”'. Par suite, la RS -algébre & est a-finie-étale en vertu de ([2] V.7.11 et V.7.4).
Par ailleurs, 'extension N/F,, étant galoisienne, il en est de méme de l'extension E/F2, d’ou la
proposition.

COROLLAIRE 5.2.15. Soit M un R’ -module muni d’une action R’ -semi-linéaire continue de
¥° pour la topologie discréte de M. Alors H (3%, M) est a-nul pour tout i > 1, et le morphisme
canonique M= ®Rs, R’ — M est un a-isomorphisme.

Soient E une extension galoisienne finie de 3, contenue dans F°, D la cloture intégrale de RS,
dans E, G = Gal(E/F2), S = Gal(F'/E). Supposons que la R -algébre D soit a-finie-étale.
Alors D est un a-G-torseur sur RS en vertu de 2.9.8. On en déduit par ([2] V.12.5 et V.12.8) que,
pour tout i > 1, H(G, M*#) est a-nul, et le morphisme canonique M= Qpre. D — M?># est un
a-isomorphisme. La proposition s’ensuit par passage a la limite inductive en vertu de 5.2.14.

COROLLAIRE 5.2.16. Pour tout a € O, I’lhomomorphisme canonique
(5.2.16.1) RS JaRS, — (R°JaR )™

est un a-isomorphisme.
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Soient £ une extension galoisienne finie de F$ contenue dans FO, D la cloture intégrale de
RS, dans E, G = Gal(E/FZ), Trg 'endomorphisme RS -linéaire de D (ou de D/aD) induit par
> e 0- Comme on a D = R°NE et RS, = DN FS, les homomorphismes RS, /aRS, — D/aD —
R’ / aR’ sont injectifs. Supposons que D soit a-finie-étale sur RS, . Alors D est un a-G-torseur sur
RS, en vertu de 2.9.8. Par suite, le quotient

(D/aD)"
Trg(D/aD)
est a-nul en vertu de ([2] V.12.8). Comme Trg (D) C RS, 'homomorphisme RS, /aRS, — (D/aD)%
est un a-isomorphisme. La proposition s’en déduit par passage a la limite inductive d’aprés 5.2.14.

(5.2.16.2)

PROPOSITION 5.2.17. Les Og-algebres RS, et Rio sont universellement a-cohérentes (2.8.17).

En effet, RS, (resp. Rp) est une R-algébre (resp. Ry~-algébre) de présentation finie d’apres
5.2.12(ii)-(iii). La proposition résulte donc de 4.2.16, compte tenu de 2.7.20.

REMARQUE 5.2.18. Soit n un entier > 1. D’apreés 5.2.6(i), il est loisible de remplacer g (5.1.2)
et sa carte relativement adéquate (5.2.1.1) par le morphisme ¢g(™ (5.2.5.7) et sa carte relativement
adéquate (5.2.6.1). Les anneaux (R, )m>1 (resp. (R.,)m>1) sont remplacés par (R, )m>1 (resp.
(R],n)m>1) en vertu de 5.2.11(i). Les anneaux R et R, restent donc inchangés. Si n est une
puissance de p, les anneaux Rpe et R;oo restent aussi inchangés.

Pour tout entier m > 1, ’anneau R, est remplacé par 'anneau d’une composante irréductible
(ou ce qui revient au méme connexe) de Spec(R;,,,, ®re R;,) d’aprés 5.2.11(i)-(ii). Ce dernier schéma
est intégre si n est une puissance de p d’aprés 5.2.11(v). L’anneau RS est donc remplacé par
I'anneau d’une composante irréductible de Spec(RS, ®ge R;,), compte tenu de 5.2.12(iv). Si n est
une puissance de p, les anneaux Rj. et RS, sont remplacés par Ry ®re R, et RS, @re R,
respectivement, compte tenu de 5.2.12(v) ; 'anneau R} ® R RS, reste donc inchangé.

PROPOSITION 5.2.19.
(i) L’homomorphisme canonique

(5.2.19.1) R ®r R — (R)™

est un isomorphisme (5.2.7.2).
(ii) Pour tout a € Oy, Uhomomorphisme canonique

(5.2.19.2) (Rws/aRes) ®r R — (R [aR )

est un a-isomorphisme.
(ili) Pour tout a € O, ’homomorphisme canonique

(5.2.19.3) (R/aR)®r R — R JaR
est un a-isomorphisme.

(i) Reprenons les notations de 5.2.7. Pour tout ¢ € I, notons A; 'anneau du schéma affine
normal et intégre V; et posons

(5.2.19.4) A=l

1€

A;.

7|5

Le schéma X étant normal et localement irréductible ([2] TI1.4.2(iii)), il en est de méme des
schémas V; xx X' (i € I) (|2] 1I1.3.3). L’immersion X' — X’ étant schématiquement dominante
([2] TI1.4.2(iv)), il en est de méme des immersions V; X xo X'» — V; xx X' (i € I) ([30] 11.10.5).
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=! o . !
L’anneau R (5.2.7.2) est donc la cloture intégrale de R} dans A ® g R'. Par suite, 'anneau (R
est la cloture intégrale de R} dans (A ® g R')*. L’homomorphisme canonique

(5.2.19.5) A*@p R — (A®g R)*>

est un isomorphisme en vertu de ([2] I1.3.15). L’anneau R, est la cloture intégrale de Ry dans A
d’aprés 4.2.15. Comme le schéma Spec(Ro ®pg R’) est normal et localement irréductible d’aprés
5.2.12(ii), on déduit de ce qui précéde que 'anneau R, ®r R’ est la cloture intégrale de R} dans
(A®g R")®, d’ott la proposition.

(ii) Notons F (resp. Fiy,) le corps des fractions de R (resp. R ). D’aprés (|2] I1.6.16), I'extension
F de F est la réunion d’un systéme inductif filtrant de sous-extensions galoisiennes finies (Ni)ier
de F, telles que la cloture intégrale .4 de R, dans N, soit a-finie-étale sur R,. Pour tout i € I,
la (Roo ®p R')-algébre A; @ R’ est a-finie-étale d’aprés ([2] V.7.4). Notons .4 la cloture intégrale
de R} dans 4, ®p.  A¥®@pg R'. Le schéma Spec(R., @ R') étant normal et localement irréductible
d’aprés 5.2.12(ii), 4;' est aussi la cloture intégrale de Ro ®r R’ dans 4; ®r R’ ®¢, K. Par
suite, la (Ro ®g R')-algébre ;' est a-finie-étale en vertu de 2.9.3. Par ailleurs, ’homomorphisme
canonique de (R ®@pr R’')-algébres

)E

(5.2.19.6) lim A4 > R
—
1€1
est un isomorphisme.
On a
(5.2.19.7) N =R N (Nor AZ®rR) et Rew®rR =4 N(A%@rR).

Les homomorphismes
(5.2.19.8) (Roo/aRoo) O R — N Jat = R JaR

sont donc injectifs. Posons G; = Gal(N;/Fw) et notons Trg, 'endomorphisme (Roo ® g R')-linéaire
de A;' (oude A;' /a.A;') induit par Y veq, 0 Alors A est un a-G-torseur sur Ro, @ g R en vertu
de 2.9.8. Par suite, le quotient

(A fat)E
Tre, ('/Vz|/a'/1€’)
est a-nul en vertu de ([2] V.12.8). Comme Trg, (.4;') C Reo ®r R’, ’homomorphisme
(5.2.19.10) (Roo/aRoo) @ R — (N Jat;)Ei

est un a-isomorphisme. La proposition s’ensuit par passage a la limite inductive (5.2.19.6).

(5.2.19.9)

(iii) On peut se borner au cas ot a = 0 ([2] V.2.3). On notera que l'action de ¥ sur R est
continue pour la topologie discréte. En vertu de (|2] I11.6.19), le morphisme canonique

(5.2.19.11) R or. R— R
est un a-isomorphisme. La proposition s’ensuit compte tenu de (i).

5.2.20. Posons

(5.2.20.1) Zpn = Hom(Ape, iy (O%)),
(5.2.20.2) Epe = Hom(Ape, pip= (OF)),
(5.2.20.3) 2. = Hom(Al~, i (Or)),
(5.2.20.4) Sy = Hom(Ajw, pp= (O5))
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On identifie . (resp. =) & un sous-groupe de Zpe (resp. =) ). D’apres ([2] 11.8.9), il existe une
décomposition canonique de R,~ en somme directe de Ri-modules de présentation finie, stables
sous l'action de Ape,

(5.2.20.5) Ry = P RY,
AEEpoo
telle que l'action de Ape sur le facteur Rfoii soit donnée par le caractére A. De plus, pour tout
n>0,o0n a
(5.2.20.6) Ry = P RY.
)\EEpn

De méme, il existe une décomposition canonique de R]’Dm en somme directe de Rj-modules de
présentation finie, stables sous 'action de A;oo,

(5.2.20.7) Ry = P RZ,
AEE] oo
telle que l'action de Al sur le facteur R;(o’}j)

» soit donnée par le caractére A. De plus, pour tout
n>0,o0n a

_ /(N)
(5.2.20.8) R, = P R)%.
/\eE;n
Posons
(5.2.20.10) Xpe = Hom(Spes, pip=(0%)).

On identifie x,» & un sous-groupe de xp. Compte tenu de (5.2.10.19) et (5.2.11.4), la suite
canonique de Z,-modules

(5.2.20.11) 0= Gpoc = Afw = Apee = 0
est exacte et scindée. On en déduit une suite exacte
(5.2.20.12) 0— Zpe — E;oo — Xpeo — 0.

LEMME 5.2.21. L’homomorphisme canonique Rp. — R;m induit un isomorphisme

~ ')
(5.2.21.1) R 5 P Ry

AEE oo

Comme Rj. est intégre et normal (5.2.9.11) et que Ry est entier sur Ry, on a d’aprés
(5.2.10.19)

(5.2.21.2) Row = (Rpe )%

La proposition s’ensuit compte tenu de (5.2.20.12).
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5.2.22. Pour tout v € ype, fixons un relévement v € = (5.2.20.12) et posons

") _ 1(T+A)
(5.2.22.1) Ry = P rEY,
AEE oo
qui est naturellement un Rj.-module (5.2.21). La décomposition (5.2.20.7) induit alors une dé-
composition en Rp..-modules

_ ()
(5.2.22.2) R = P Ry

UEXpoo

/(v)

telle que 'action de Spee sur le facteur R’ soit donnée par le caractere v.

LEMME 5.2.23. Pour tout n > 0, Uhomomorphisme canonique R ®re, Ry — R induit
un isomorphisme

(5.2.23.1) Ry @ro, Ry 5 D RyY.

veEXpn
En particulier, pour tout v € Xpn, le Rpe -module R;(;) est de présentation finie.

En effet, remplacant g par le morphisme g(*"), cela résulte de 5.2.21 compte tenu de (5.2.11.3)
et 5.2.18.

PROPOSITION 5.2.24 ([2] I1.8.1). Soient G un Z,-module libre de type fini, n un entier > 0,
v: G = ppn (Og) un homomorphisme surjectif, ¢ un générateur du groupe piyn(Og), a € O, q
lidéal de O engendré par a et ¢ —1. Soit A une Ox-algebre compléte et séparée pour la topologie
p-adique et O -plate. On note A(v) le A-G-module topologique A, muni de la topologie p-adique
et de laction de G définie par la multiplication par v.

(i) Siv=1 (i.e., n=0), alors on a un isomorphisme canonique de A-algébres graduées

(5.2.24.1) A (Homgz, (G, AJaA)) = H}, (G, A(v) /aA(v)).

cont

(i) Siv#1 (ie, n#0), alors H. (G, A(v)/aA(v)) est un A/qA-module libre de type fini
pour tout i > 0 et est nul pour tout © > rgZp(G) + 1.

(iii) Le systeme projectif (H*(G, A(v)/p"A(v)))r>0 vérifie la condition de Mittag-Leffler uni-
formément en v, autrement dit, si on note, pour tous entiers v’ >1r >0,

(5.2.24.2) v HN(GL AW /pT A(v)) — HY (G, A(v) /p" A(v))

le morphisme canonique, alors pour tout entier v > 1, il existe un entier v’ > r, dépendant
de d mais pas de v, tel que pour tout entier v" > 1’, les images de hY ., et h¥ ., soient
égales.

La preuve est identique a celle de ([2] I1.8.1).

PROPOSITION 5.2.25. Soient a un élément non nul de O, ¢ une racine primitive p-ieme de 1
dans 0. Posons 6 = dimg((P'8 /h8P(P8P)) ®7 Q). Alors :
(i) Il existe un et un unique homomorphisme de RS_-algebres graduées

(5.2.25.1) A (Homy (S , RS, JaRS,)) = H* (S, Ry ©ps (R /aR3,))

o0

dont la composante en degré un est le composé des morphismes canoniques

(5.2.25.2) Homy(Spe, RS /aR3) = H' (G, RS, JaRS,) — HY (Spee, Ry @R, (R /aR,)).
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Celui-ci admet, en tant que morphisme de RS -modules gradués, un inverse & gauche cano-
nique

(5.2.25.3) H* Sy, Ry ®rs., (R /aR5,)) = NHomz(Sp~, RS, /aRY,)),

dont le noyau est annulé par ¢ — 1.
i) Le -module H’ oo, oo @Rpo a est de présentation a-finie pour tout v > 0,
ii) Le RS, dule H' (&, R]’D . RS /aRS, td tat touti > 0
et est nul pour tout i > § + 1.
iii) Le systéme projecty o, oo @ Ro p r>0 VErifie la condition de Mittag-
iii) L te jectif (H* (&, R]’D %00 RS /p"RS,))r>0 vérifie dition de Mitt
Leffler ; plus précisément, si on note, pour tous entiers r' > 1 >0,

(5.2.254)  hypr: HY (S, Ry @ (RS /97 RE,)) = HY (6w, Ry ®po . (RS /07 R,))

le morphisme canonique, alors pour tout entier r > 1, il existe un entier v’ > r, dépendant
seulement de 0 mais pas des autres données dans 5.2.1, tel que pour tout entier r"" > 1', les
images de hy . et h, . soient égales.

En effet, d’aprés (5.2.22.2), on a une décomposition canonique de Rj. ®gs. RS, en somme
directe de RS [Spe]-modules

(5.2.25.5) Ry ®po. R = P R @no. RS ®0p O(v),

UEXpoo

ot Gp agit trivialement sur RY ® 3., RS, et agit sur Op(v) = O par le caractere v. Comme

pOO
R ® RSw R, est intégre d’apres 5.2.12(vi) et est donc Op-plat, les Og-modules R;(o'é) RS RS

sont plats. On a donc, en vertu de ([2] I11.3.15), une décomposition canonique en somme directe de
RS -modules

(5.2.25.6) H*(Sp=, Ry @pe., (RS /aRY))
= P H(Sp, Ox0)/aOx(v)) ®op BiX Ops.. RS
VEXpoo

() Si vy est V'unité de xp, on a R;(ZO) = Rje d’aprés 5.2.21, de sorte que la composante
en vy de la décomposition (5.2.25.6) est "image de ’homomorphisme canonique de RS _-algébres

graduées

(5.2.25.7) H* (6, O/al%) @o RS, — H* (Gpe, R ®Ro. (RS, /aRS.)).
Par ailleurs, ’homomorphisme canonique de RS -algébres graduées

(5.2.25.8) A (Homz(Sp~, O /a0%)) @ o RS, — NHomz(Sy, RS, /aRS,))

est un isomorphisme. La proposition résulte alors de (5.2.25.6), 5.2.24 et (5.2.12.3).

(ii) Soient i,n deux entiers > 0, ¢, une racine primitive p”-iéme de l'unité. Il résulte de
(5.2.25.6), 5.2.23, 5.2.24 et (5.2.12.3) que H (S0, Ry ®Re .. (RS, /aRS,)) est la somme directe d’un
RS -module de présentation finie et d’'un RS -module annulé par ¢, — 1. Il est donc de présentation
a-finie sur RS, . La seconde assertion est claire puisque la p-dimension cohomologique de Gy est
égale a ¢ d’apres (5.2.12.3).

(iii) Cela résulte de (5.2.25.6), 5.2.24(iii) et (5.2.12.3).
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5.2.26. Soit ¢ un élément non nul de &%. Comme le sous-groupe de torsion de P'8P /h&P(PEP)
est d’ordre premier a p, on a d’aprés (5.2.12.3), un isomorphisme canonique

(5.2.26.1) (P8P /| h#P (PEP)) @7 Zy(—1) = Homg, (Spee, Zy).

On en déduit, compte tenu de ([45] IV 1.1.4), un isomorphisme RS -linéaire (5.2.1.2)

(5.2.26.2) Ok /g ®rr (RS, /aR3,)(—1) = Homg (&, RS, /aRS,).

On interprétera dans la suite le but de ce morphisme comme un groupe de cohomologie. Posons
(5.2.26.3) § = dimg((P'8P /h&P (P?P)) @7 Q).

COROLLAIRE 5.2.27. Soit a un élément non nul de O%. Il existe un et un unique homomor-
phisme de RS -algébres graduées

(5.2.27.1) N Qg g Or (RS /aRS)(—1)) = H* (Spee, Rpwe @pso (RS /aR3))

dont la composante en degré un est induite par (5.2.26.2). Celui-ci admet, en tant que morphisme
de RS -modules gradués, un inverse o gauche canonique

(5.2.27.2) HY (S Ryw @, (RS /aR%)) = Ny O (RS /aR%) (1)),
dont le noyau est annulé par pﬁ.

PROPOSITION 5.2.28. Pour tout élément non nul a de O et tout entier i > 0, le morphisme
canonique

(5.2.28.1) H (6w, Ry /aRl,) ®re R — H'(ILR /aR)

est un a-isomorphisme, et le morphisme canonique

(5.2.28.2) H' (6o, Ry @pe., (RS /aRS,)) = H' (G, R /aRL,)
est un isomorphisme.

Nous utiliserons les notations de 5.2.13. Il résulte de ([2] I1.6.19 et I1.6.22) et de la suite
spectrale

(5.2.28.3) EY = H(G,H/ (Y, R /aR)) = H (&, R /aR)
que pour tout entier ¢ > 0, le morphisme canonique

(5.2.28.4) H! (S, R, /aR.)) — H(&,R /aR)

est un a-isomorphisme. Il résulte de 5.2.15 et de la suite spectrale
(5.2.28.5) EY = H(S°, H/(IL,R /aR)) = H (&, R /aR )
que pour tout entier ¢ > 0, le morphisme canonique

(5.2.28.6) H(6,R /aR) — H(IL R JaR)>*

est un a-isomorphisme, et que le morphisme R’ -linéaire canonique

(5.2.28.7) H/(IL R /aR)™ @ps R — H(LR /aR)
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est un a-isomorphisme. Le diagramme commutatif de morphismes canoniques
(5.2.28.8) H{(6,R JaR ) — HI(IL R /aR )=

| |

H! (S, R /aR.,) Hi(II, R /aR)

o0

implique alors que le morphisme (5.2.28.1) est un a-isomorphisme.

Par ailleurs, le groupe profini 9 étant d’ordre premier a p (5.2.10.20), il est de p-dimension
cohomologique nulle. Il résulte alors de (5.2.12.5) et de la suite spectrale de Hochschild-Serre que
le morphisme (5.2.28.2) est un isomorphisme.

PROPOSITION 5.2.29. Soit a un élément non nul de O%.
(i) Il existe un et un unique homomorphisme de Ro-algébres graduées

(5.2.29.1) AN Qg ®r (R /aR")(~1)) » H*(IL R /aR)
dont la composante en degré un est induite par (5.2.26.2) (cf. 5.2.13). Celui-ci est a-injectif
et son conoyau est annulé par pp_il mz.
(ii) Le R’ -module H (H,}_%//af_%l) est de présentation a-finie pour tout i > 0, et est a-nul pour

tout i > d+1 (5.2.26.3).
(iil) Pour tous entiers v’ > r > 0, notons

(5.2.29.2) b B (LT /p B — B (LR /p' T
le morphisme canonique. Alors pour tout entier r > 1, il existe un entier v’ > r, dépendant

seulement de § mais pas des autres données dans (5.2.1), tel que pour tout entier r'"" > 1/,
les images de Ay, et hy . soient a-isomorphes.

Cela résulte de 5.2.25, 5.2.27 et 5.2.28.

PROPOSITION 5.2.30. Soit m un entier > 0 et posons § = dimg((P’8P/h8P(PeP)) @z Q). Alors,

(i) Pour tout entier n > 0, tout (R)./p™R,n)-module de présentation finie M, muni d’une
action semi-linéaire de Spn et tout entier i > 0, le R~ -module H (S, M®R;n Rj) est
de présentation a-finie, et est nul pour tout i > 6 + 1.

(ii) Pour tout entier n > 0, tout (Ry./p™ R} )-module de présentation finie M, muni d’une
action semi-linéaire de Gpn et tout entier i > 0, le RS -module

H (Gpeo, M ®R/pn R;)oo ®Ro. RS.)
est de présentation a-finie, et est nul pour tout i > § + 1.
(iil) Pour tout entier n > 1, tout (R.,/p™R))-module de présentation finie M, muni d’une

action semi-linéaire de &, et tout entier i > 0, le RS -module H' (S, M ®r, RL.) est de
présentation a-finie, et est nul pour tout i > § + 1.

(i) En effet, la p-dimension cohomologique de Gy~ étant égale a § ([2] 11.3.24), il suffit de
montrer que pour tout entier i > 0, le Rj.-module H (S poe, M ®R;n R]’Doo) est de présentation
a-finie. La O%-algébre Ry est universellement a-cohérente en vertu de 5.2.17. L’algébre R}, étant
finie et de présentation finie sur Rj. (5.2.6.3), tout (Rj~ ®rs, R)n)-module de présentation o-finie
est aussi un Rp.-module de présentation a-finie et est donc a-cohérent d’aprés 2.7.19. Remplagant

g par le morphisme ¢®"), on peut alors se réduire au cas ot n = 0, compte tenu de 5.2.18, 4.5.12
et de la suite spectrale de Hochschild-Serre ([2] 11.3.4).
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D’apreés (5.2.22.2), on a une décomposition canonique de R« en Rpw[Spe]-modules

(5.2.30.1) Ry = P R @0, Ov),

UEXpoo

ol 6 agit trivialement sur R;(;) et agit sur O(v) = O par le caractére v. Par suite, pour tout

entier i > 0, on a une décomposition canonique en R;..-modules

(5.2.30.2) H (G, M @py Ri) = @ H(Gpe, M @y RyY @0, O(v)).

VEXp©

D’aprés 5.2.23, pour tout v € Xy, le Rpo-module M @R, R;(;) est de présentation finie et est
donc a-cohérent. En vertu de 4.5.14, pour tout v € my, il existe un entier j > 1 tel que pour tout
V€ Xpe — Xps (5.2.20.10), le Ry-module H(Gpoe, M ®p; R;(;;) ® g O(v)) soit annulé par v. Par
suite, d’apres 4.5.13, le R)~-module H (Spee, M ®p; R} ) est de présentation a-finie.

(ii) En effet, 'anneau R}, ®rs., RS, est intégre et normal d’aprés 5.2.12(vi). La Og-algébre
RS, est universellement a-cohérente en vertu de 5.2.17. Par ailleurs, remplacant g par le morphisme
¢®") Tanneau R]’Doo DR, RS reste inchangé alors que ’anneau R est remplacé par RS ® RS, R]’Dn
d’aprés 5.2.18. 11 suffit donc de calquer la preuve de (i).

(ili) On notera d’abord que la Ox-algébre RS est universellement a-cohérente en vertu de
5.2.17. Soit n’ le plus grand diviseur premier a p de n. Remplacant g par le morphisme g("/),
Panneau RS, est remplacé par 'anneau B d’une composante irréductible (ou ce qui revient au méme
connexe) de Spec(R3, ®pge, R),) d’apres 5.2.18. L’algebre R;, étant finie et de présentation finie
sur RS, (5.2.6.3), tout B-module de présentation a-finie est aussi un RS -module de présentation
a-finie et est donc a-cohérent d’aprés 2.7.19. L’extension des corps de fractions de B sur RS,
est galoisienne, de groupe H, un sous-groupe de G, . En particulier, H est un groupe abélien
d’ordre premier a p. Le foncteur I'(H, —) est exact, et il transforme les RS -modules a-cohérents
en RS -modules a-cohérents d’aprés 4.5.12. Compte tenu de 5.2.18 et de la suite spectrale de
Hochschild-Serre (2] 11.3.4), on peut donc supposer que n est une puissance de p.

Considérons le groupe 91 défini dans (5.2.10.20) qui est un groupe profini d’ordre premier a p.
Pour tout ¢ > 0, on a un isomorphisme canonique

(5.2.30.3) H (&pe, (M ®p, RL)™) S H (S, M ®ps RL).
L’homomorphisme canonique
(5.2.30.4) (R @R RS)/P™ (R ®ro. RY) — (Rl /P RL)™

. . ) Ne SNRE! / o BEUIN
est un isomorphisme. En effet, d’aprés 5.2.12(vi), 'anneau R ® Row RS est intégre et normal, et
on a un isomorphisme canonique

(5.2.30.5) R~ @3, RS, 5 (RL)™.

Notons Fjee (resp. Fio) le corps de fractions de R« ®ps., RS, (resp. R,). Soient N une extension
galoisienne finie de F,~ contenue dans Fi., A la cloture intégrale de R ®re.. RZ, dans N,
G = Gal(N/Fp~). Comme on a R ®rs, Re = ANFpe et A= R/_ N N, les homomorphismes
canoniques

(5.2.30.6) (Rpee @rs. R)/p™ (Riw ®ps. R) — A/p™A — Rl Jp"R.,
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sont injectifs. D’autre part, I'ordre de G étant premier a p (donc inversible dans A), 'homomor-
phisme

= A6 = (4/pmA)°

o0

(5.2.30.7) Rj ®ps,. RS

est surjectif, d’ou ’assertion recherchée.
Le groupe profini 91 étant d’ordre premier a p, considérant une présentation finie de M sur
R! /p™R),, on déduit de (5.2.30.4) que le morphisme canonique

(5.2.30.8) M®R’n R/poo ®Rgoo R, — (M Ry, Rgo)m
est un isomorphisme. La proposition résulte donc de (ii).

COROLLAIRE 5.2.31. Soient m un entier > 1, L un (O /p™ O )-module libre de type fini, muni
d’une action linéaire discréte de A', i un entier > 0. Posons § = dimg((P’8/h8P(PeP)) @z Q).

Alors, le RS -module H (&, 1L Qo E/) est de présentation a-finie, et est a-nul pour tout i > § + 1
(5.2.10.21).

On rappelle que ¥’ désigne le noyau de I’homomorphisme canonique A’ — A/ (5.2.10.4).
Compte tenu de (5.2.10.18), on a une suite exacte

(5.2.31.1) 0% 56— 6, —0.
En vertu de ([2] IL.6.19), H(Y',L ®¢, FI) est a-nul pour tout ¢ > 1. Par la suite spectrale de

Hochschild-Serre ([2] 11.3.4), pour tout ¢ > 0, le morphisme canonique

—/

(5.2.31.2) H (6o, (L®s. R)”) = H(6,Los. R)

est donc un a-isomorphisme. En vertu de 4.5.16(ii), pour tout v € my, il existe un entier n > 1,
un (R, /p™R,)-module de présentation finie M,, muni d’une action semi-linéaire de A/, et un
morphisme R/_-linéaire et A/_-équivariant

(5.2.31.3) M, ®p Ry, = (L®o, R,

dont le noyau et le conoyau sont annulés par . La proposition résulte alors de 5.2.30(iii).

5.3. a-finitude relative

PROPOSITION 5.3.1. Supposons le morphisme g: X' — X propre et le schéma X affine d’an-
neau R (5.1.2), posons R1 = R Qg OF, et soient m > 1, ¢ > 0 deux entiers, L un (O /p™ OF)-
module localement libre de type fini de Y;:Zt. Alors, le Ri-module HY (Eg, Brx(L)) est de présentation
a-finie (5.1.7.9).

On notera d’abord que anneau R;/p™R; est universellement cohérent ([1] 1.4.1 et 1.12.15).
Considérons la suite spectrale de Cartan Leray

(5.3.1.1) Ey/ = H(X,,, RIS, (B(L))) = H'™ (EL, B (L))

m

En vertu de 4.7.2 et 2.8.15, pour tous entiers i,5 > 0, le (R1/p™R;)-module E;J est a-cohérent.
La proposition s’ensuit compte tenu de 2.7.17.
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— _
5.3.2. Dans la suite de cette section, on se donne un point (7 ~ Z) de Xe¢; X x,, Xg (3.1.10)
tel que T soit au-dessus de s. On note X le localisé strict de X en T et on pose

(5.3.2.1) X=XxxX e X =XxxX°

D’aprés ([2] 111.3.7), le schéma X est normal et strictement local (et en particulier intégre). Le
X-morphisme u: § — X définissant le point (g ~» T) se reléve en un Yo-morphisme VY — Xo et
il induit donc un point géométrique de X° que 'on note aussi (abusivement) . On désigne par A
le groupe profini m; (Xo,y), par Ba son topos classifiant et par

(5.3.2.2) vy Xeg = Ba

le foncteur fibre de X?ét en 7 (2.1.20.4). On note

(5.3.2.3) o5 B — Xet

le foncteur canonique défini dans (3.3.11.3). D’aprés ([2] VI.10.31 et VI.9.9), le foncteur composé

vy

5.3.2.4 E-Z2 X, Ba Ens
fét

3

ou la derniere fleche est le foncteur d’oubli de l'action de A, est canoniquement isomorphe au
foncteur fibre associé au point p(g ~~ T) de F (5.1.4.5).

On pose R, = I'(X, O) et on note R la R;-algébre Rﬂ& de Ba définie dans (4.1.13.4). On

rappelle qu’on a un isomorphisme canonique de R;-algébres (4.1.12.3)
(5.3.2.5) By — R
THEOREME 5.3.3. Supposons le morphisme g: X' — X projectif (5.1.2.1). Alors,
(i) Pour tous entiers m > 1, ¢ > 0 et tout (O /p™ O)-module localement libre de type fini
L' de 7;‘;, le R-module (R0, (815 (L)) pg) €St de présentation a-finie, ou B, et Op,
sont les morphismes de topos annelés (5.1.7.9) et (5.1.9.4).
(i) Il existe un entier go > 0 tel que pour tous entiers m > 1, ¢ > qo et tout (Ox/p™ OF)-

module localement libre de type fini L' de Y;:Zt, le R-module (R10,,.(3(L")))
a-nul.

P(G~T) soit

Le reste de cette section est consacré a la preuve de ce théoréme qui sera donnée dans 5.3.28.
On observera qu'il est loisible de remplacer X par un voisinage étale de T ([2] V1.10.14).

5.3.4. Dans la suite de cette section, on suppose que le morphisme f: (X, #x) — (S, #s)
admet une carte adéquate ((P,7v), (N,¢),9: N — P) (cf. 4.2.1) et on reprend les notations de 5.2.2
et 5.2.3. On fixe, de plus, un S-morphisme

(5.3.4.1) S — lim S,
—
n>1
Pour tout entier n > 1, on pose
(5.3.4.2) X" = XM x4 S,
(5.3.4.3) X" = X"y xe.

) (

- X ™) le morphisme

— X, de sorte qu'on a

Pour tous entiers m,n > 1 tels que m divise n, on note £0): Y(H

canonique qui est fini et surjectif. On pose £ = ¢(1) y(n)

(5.3.4.4) gn) — gm) o glnm)
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Considérons le X-schéma

(5.3.4.5) X =1lim X,

et la Ox-algébre quasi-cohérente

(5.3.4.6) Hoe = lim & (Opim),
n>1
de sorte que X = Specx (%) ([30] 8.2.3).

LEMME 5.3.5.
(i) Le schéma X est normal et localement irréductible.
(ii) Pour tout ouvert affine U de X, la O-algébre T'(U, %) est universellement a-cohérente

(2.8.17).
iii) La O7-algébre O— () de 7(00) est a-cohérente.
( ) K g X zar
(iv) Pour tout entier g > 0, la Og-algébre Zolty, ..., tg] (des polynomes en g variables a

coefficients dans %) de X yar est a-cohérente (2.7.3).

(i) En effet, la question étant locale, on peut supposer X affine. Pour tout entier n > 1, le
(n)o  =<#(n)
- X

ment dominante ([2] III.4.2). Pour tous entiers m,n > 1, le morphisme X L x
(

schéma Y(H) est normal et localement irréductible et 'immersion X est schématique-

(n)e est étale

fini et surjectif. Par suite, toute composante irréductible X mn) domine une composante irréduc-

tible de Y(n). En vertu de 4.2.8, il existe un entier n > 1 tel que pour toute composante irréductible
C de y(n) et tout entier m > 1, C X <(n) Y(mn) soit irréductible. On en déduit que le schéma 7(00)
est normal et localement irréductible en vertu de ([27] 0.6.1.6 et 0.6.5.12(ii)).

(ii) Cela résulte de 4.2.16, compte tenu de la preuve de (i) et ([4] VI 5.2).
(iii) & (iv) Cela résulte de (ii) et 2.8.7.

5.3.6. Reprenons les notations de 5.3.2. Pour tout entier n > 1, on pose

(5.3.6.1) x" = x™
~(n)o —(n)

(5.3.6.2) X = X" xx X

XX Ka

Pour tous entiers m,n > 1 tels que m divise n, on désigne par §("’m) : X(n) — X(m) et é(") : X(n) —
X les morphismes induits par €™ et £("). D’aprés ([30] 8.3.8(i)), il existe un X-morphisme
(5.3.6.3) 7 —lim X",

«—

n>1
que 'on fixe dans la suite de cette section. Comme le schéma X est strictement local (|2] I11.3.7),
pour tout n > 1, le schéma X(n) est une union disjointe finie de schémas normaux et strictement
locaux (4.2.7(iii)). On note X( ()

n la composante irréductible de X'~ contenant 'image de §. On

pose
(5.3.6.4) R, = (X" 0 )
(5.3.6.5) R. = lmR,.

—

n>1



246 5. COHOMOLOGIE RELATIVE DES TOPOS DE FALTINGS

Les anneaux R, sont donc strictement henséliens et normaux, et il en de méme de 'anneau R_,
([47] 1 §3 prop. 1 et [27] 0.6.5.12(ii)).

On désigne par U la catégorie des X -schémas étales T-pointés (U, p: T — U) tels que le schéma
U soit affine. Pour tout objet (U,p: T — U) de Uz, on note encore p: X — U le X-morphisme
déduit de p ([4] VIII 7.3), et on pose, pour tout entier n > 1,

(5.3.6.6) 7" =x" «y U

Le morphisme p induit alors des morphismes pgl) i X(n) — U(n)

un morphisme

. Le morphisme (5.3.6.3) induit

(5.3.6.7) 7 — lim T,
—

n>1

Notant RZ la I'(U, Og)-algébre définie dans (4.1.9.3), on en déduit, compte tenu de 4.2.7(v), un
U-morphisme
Y . 77(n)
(5.3.6.8) Spec(Ry,) — lim T
n>1

Ces morphismes sont clairement compatibles. Compte tenu de la définition de 1’algébre R (4.1.13.4),
on obtient par passage a la limite projective sur la catégorie Uz un X-morphisme

(5.3.6.9) Spec(R) — lim X,
«—

n>1
Le schéma R étant normal et strictement local (en particulier intégre) d’aprés ([2] I11.10.10(i)), on
en déduit un X-morphisme

(n)x

(5.3.6.10) Spec(R) — li

n

aE
[~

et par suite un homomorphisme de R;-algébres

(5.3.6.11) R_—R.

Pour tout objet (U, p) de Uz et tout entier n > 1, le schéma T étant localement irréductible
d’aprés 4.2.7(iii), il est la somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles. On désigne

77(n)* (n)
par U

la composante irréductible de U~ contenant I'image de 7 (5.3.6.7). On pose

F7(n)*

(5.3.6.12) Ry, = T(U ,ﬁym)),
(5.3.6.13) Ry = lim Ry,,.
—_—
n>1
On a un isomorphisme canonique
(5.3.6.14) lim Ryeo — R

p—y
(U,p)evZ
PROPOSITION 5.3.7. Les O%-algébres R, et R sont universellement a-cohérentes (2.8.17).

Conservons les notations de 5.3.6. Pour tout objet (U,p) de Uz, la Op-algébre Ry o est uni-
versellement a-cohérente d’aprés 4.2.16. La O7-algébre R est donc universellement a-cohérente
en vertu de 2.9.9 et (5.3.6.14).
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Par ailleurs, compte tenu de (4.1.13.4), ’homomorphisme canonique

(5.3.7.1) lim Ry @ry. Bo R

(U,p)evg

est un isomorphisme. Il résulte alors de 4.5.5 et ([2] V.7.4) que R est une limite inductive filtrante
de R -algébres a-finies-étales. Par suite, la &-algébre R est universellement a-cohérente en vertu
de 2.9.11.

COROLLAIRE 5.3.8. Il existe un entier N > 1 tel que pour toute suite exacte de R-modules
M — M — M", la suite

(5.3.8.1) M ®rR— M®rR—M"®rR
soit pN -ezacte (2.7.2).

Cela résulte de 4.5.8 et de la définition de R (4.1.13.4). On notera dans 4.5.8 que l’entier N ne
dépend que de la carte adéquate ((P,7), (N,¢),¥: N — P) pour f.

COROLLAIRE 5.3.9. Il existe un entier N > 1 tel que pour tout complexe de R-modules M*® et
tout entier q, le noyau et le conoyau du morphisme canonique

(5.3.9.1) HY(M*) ®r R — HI(M* ®r R)
soient annulés par pN

En effet, soit IV I'entier fourni par 5.3.8 et soit M*® un complexe de R-modules. Pour tout entier
n, notons Z" (resp. Zn) le noyau du morphisme M™ — M"*+! (resp. M" @p R — M" "1 @r R) et
B" (resp. B"') 'image du morphisme M™~1 — M™ (resp. M" '@ R — M™ ®Rﬁ) D’aprés 5.3.8,
le noyau et le conoyau du morphisme canomque Z"@r R — Z" sont annulés par p”. Par ailleurs,
le morphisme canonique B” @z R — B" est surjectif et son noyau est annulé par pN Notons C
I'image du morphisme canonique B" @z R — Z™ ®r R. On a alors un diagramme commutatif
canonique a lignes exactes

(5.3.9.2) 0—=C"'—=Z72"9r R——>H"(M*) g R——>0
0 B" Z" H"(M®* ®p R) —0

La proposition s’ensuit puisque la fleche de gauche est surjective.

5.3.10. Pour tout entier n > 1, le morphisme £(™°: Y(H)o — X est étale et fini d’aprés

4.2.7(v), de sorte que (Y(n)o — X) est un objet de E. On note E™ — Et/x (resp. E™) le site

fibré (resp. topos) de Faltings associé au morphisme X" L x (3.3.2). Tout objet de E(™ est
naturellement un objet de E. On définit ainsi un foncteur

(5.3.10.1) oM. g 4 g
qui se factorise a travers une équivalence de catégories

(n)
(5.3.10.2) BV — E/(Y(n)o‘)X).

Le foncteur ®™ est continu et cocontinu (cf. 4.6.1). Il définit donc une suite de trois foncteurs
adjoints :

(5.3.10.3) @™): E™ 5 B o B EM oM. B0 B,



248 5. COHOMOLOGIE RELATIVE DES TOPOS DE FALTINGS

dans le sens que pour deux foncteurs consécutifs de la suite, celui de droite est adjoint & droite de
l'autre. Le foncteur (®(™); se factorise & travers une équivalence de catégories

(5.3.10.4) EM S B
)o

/XM= X)

)o

ol (Y(n — X)) est I'objet de E associé a (Y(n — X). Le couple de foncteurs (q><">*,<1>£"))

définit un morphisme de topos que ’on note aussi
(5.3.10.5) o). E 4 E,

et qui n’est autre que le composé de I’équivalence (5.3.10.4) et du morphisme de localisation de E

en (Y(n)o — X)2. Celui-ci se déduit aussi par fonctorialité du diagramme commutatif ([2] VI.10.12)

—(n)o

(5.3.10.6) X

- - X
N '

——0

X
On désigne par

- (n)o

(5.3.10.7) P BM - X

le foncteur canonique défini dans (3.3.11.3).
D’aprés ([4] IV 5.5), pour tous entiers m,n > 1 tels que m divise n, on a un morphisme
canonique de topos

(5.3.10.8) om) . Fn) _y pm)

qui s’insére dans un diagramme commutatif & isomorphisme canonique preés

20

n)

(5.3.10.9) E

Sl
&)
<

H(m)

LEMME 5.3.11. Pour tous entiers m,n > 1 tels que m divise n, le diagramme de foncteurs

~ oM (n)o
(5.3.11.1) EM T X
@(n,m)*]\ Tg(n,m)o*
(m)

Flm) P X;gﬁ)

est commutatif a isomorphisme canonique pres
(5.3.11.2) P o pmm)x 5 glnmjos o pm),
De plus, ces isomorphismes vérifient une relation de cocycle que nous n’expliciterons pas.

On désigne par E(n) le topos de Faltings associé au morphisme X(n)

(5.3.11.3) =, B B0

(5.3.11.4) o . B L E

o—>£, par
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les morphismes définis par fonctorialité ([2] VI.10.12), et par

(5.3.11.5) o . e, g

le morphisme défini dans ([2] VI.10.23(i)). On a alors ¢\ = §(m* o Z(M* (3.3.11). Il résulte aussitot
des définitions ([2] VI.10.22) que les carrés du diagramme

(5.3.11.6) X 0 g™ = po

g(n,m)ol lg(n,m) Lq)(n’m)

—(m (m) ~(m) =0m) ~
xin £ B E B

sont commutatifs a isomorphismes prés; d’out la proposition.

5.3.12. Pour tout entier n > 1, on note
(5.3.12.1) o™ B 5 Xy

le morphisme canonique ([2] (VI.10.6.4)). Il résulte aussitot des définitions ([2] VI.10.6) qu’'on a
un isomorphisme canonique

(5.3.12.2) o™ 2% 5o )

ol ¢ est le morphisme (5.1.4.2).

(n) (n)

Le schéma Y(R) est normal et localement irréductible et I'immersion X~ — X est sché-
matiquement dominante d’aprés 4.2.7 et ([2] IT1.4.2(iv)). Comme le morphisme £(™): PR ¢
est fini, on en déduit un isomorphisme canonique

(5.3.12.3) o (@ (B)) 3 h (& (Opm)).

Dans la suite, on considére ¢(™) comme un morphisme de topos annelés
(5.3.12.4) o™ (E™, 0 (B)) = (Xar, (6 (O5m)).-

Pour tout objet .Z de E, les faisceaux (m(k") (®*(F)))p>1 forment naturellement un sys-
téme inductif de X¢; indexé par ’ensemble Z>; ordonné par la relation de divisibilité. On pose
abusivement
(5.3.12.5) N F) = lim o (B (F)).

n>1
D’apreés ([4] VII 5.14), pour tout X-schéma étale de présentation finie U, on a

)°—>U).
gy

n

(5.3.12.6) N F)U) = lim F(U xx X"
>1

L'algebre o> (%) de X¢ est associée a lalgébre quasi-cohérente hy(Zoo) de Xjar (5.3.4.6),
(2.1.18.3). Ceci résulte aussitot de (5.3.12.3) et du fait que les foncteurs (2.1.18.3) et ki, commutent
aux limites inductives filtrantes compte tenu de (2.1.18.6) et ([4] VI 5.1). D’aprés (5.3.12.3) et
(2.1.18.8), on a un homomorphisme canonique

(5.3.12.7) o\ ( By — R..
Composant avec ’homomorphisme (5.3.6.11), on obtient un homomorphisme

(5.3.12.8) o) (@) > R.
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Pour tout entier ¢ > 0 et tout groupe abélien .Z de E, les faisceaux (Rqoﬁn) (@ (F)))n>1
forment naturellement un systéme inductif de groupes abéliens de Xg;. On pose abusivement

(5.3.12.9) R%0°)(F) = lim R%" (®M)*(F)).
—

n>1

Soient .% un groupe abélien de E, n > 1 et ¢ > 0 deux entiers. En vertu de ([2] VI.10.30), on
a un isomorphisme canonique et fonctoriel (5.3.10.7)

(5.3.12.10) R0 (@M (F))s S HIX S, o (@ ().
Par passage a la limite inductive (5.3.11), on en déduit un isomorphisme canonique et fonctoriel

(5.3.12.11) R70{%) (F)7 = lim HY(X o, o (@M (7))).
—

n>1

PROPOSITION 5.3.13. Soient m un entier > 1, F un B,,-module de E. Alors,
(i) On a un morphisme R-linéaire canonique et fonctoriel

(5.3.13.1) 0Pz @ ) . B = Py,
ot p est le morphisme (5.1.4.5), cf. (5.3.2.5) et (5.3.12.8). C’est, de plus, un a-isomor-
phisme.

(i) Pour tout entier ¢ > 1, le Og-module ng(oo)( F)z est a-nul.

Reprenons les notations de 5.3.6 et 5.3.10. Pour tout objet (U,p: T — U) de Yz, on note

(5.3.13.2) wn: Bty o — B

£/T
le foncteur canonique (3.3.2.5), et on pose .Zy = .Z oy qui est un objet de Upg,. D’apres ([2]
VI.10.37), pour tout entier n > 1, on a un isomorphisme canonique et fonctoriel

(5.3.13.3) AU @MN(F) St () (F T,
Wmews
ol pgjn): X(n) S T™ est le morphisme induit par p (cf. 5.3.6). En vertu de ([2] VI.11.10), on en
déduit, pour tout entier ¢ > 0, un isomorphisme fonctoriel
(5.3.13.4) HY(X (", o (@0 () 3 tim BT, #ul0°),
(U,p)evY

Compte tenu de (5.3.12.11), celui-ci induit un isomorphisme fonctoriel

(5.3.13.5) R160) (F)z S lim  lim H T, Zu[T™°).
n>1 (U,p)e‘rl%
Soit (U, p) un objet de Vz. On pose U = U(l), T =7"" (cf. 5.3.6), Ay = m (U™, 7) et
(5.3.13.6) Sy =lim m @, 7).

D’aprés ([30] 8.8.2, 8.10.5 et 17.7.8), on a un isomorphisme canonique

n)xo _

(5.3.13.7) 1 (lim T 5) 5wy

n>1
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On désigne par

(5.3.13.8) vug: Usee = Bay,

le foncteur fibre de Upe, en 7 (2.1.20.4). On rappelle qu’on a Fg = VU1§(§U|U*O) (4.1.9.2). On pose
My = VU@(}\U|U*O). En vertu de ([2] I1.6.19), pour tout entier ¢ > 1, le O-module HY(Xy, My)
est a-nul, et le morphisme canonique

(5.3.13.9) M2 ®g, . Ry — My

est un a-isomorphisme.
On a un isomorphisme canonique

(5.3.13.10) lim  Ryoo = R

e
(U,p)evg
Compte tenu de la déf’}nition de l'algébre R (4.1.13.4), la limite inductive des homomorphismes
canoniques Ro, i — Ryy 8’identifie & "homomorphisme R — R (5.3.6.11).
Soit ¢ un entier > 0. D’apreés (5.3.13.7) et (|2] VI.11.10), le morphisme canonique

(5.3.13.11) lim BT, Zu0""°) - H(Sy, My)

n>1

est un isomorphisme. Par ailleurs, les isomorphismes (5.3.13.5) et (5.3.13.10) induisent un isomor-
phisme fonctoriel

(5.3.13.12) R0\ (> © (), Boo 3 lim lim  HY T g T,
n>1 (U,p)eVY

On en déduit un isomorphisme fonctoriel

(5.3.13.13) R0 (F )z @ o1 5, Boo > lim HI Sy, My).

—
(U,p)ev2

D’aprés 4.2.8, le nombre de composantes connexes de U(n)

dérant des morphismes

reste borné quand n varie. Consi-

U(”)O

E

(5.3.13.14) 7 —

I

n>1

v

pas nécessairement induits par le morphisme fixé dans (5.3.6.7), on déduit de ce qui précéde que
pour tout ¢ > 1, le &-module

(5.3.13.15) lim HO T, 70)
n>1
est a-nul. Intervertissant les limites inductives dans (5.3.13.5), on en déduit que pour tout ¢ > 1,
le O7-module Rqaim)(ﬂ )z est a-nul.
Reprenons de nouveau le point géométrique fixé dans (5.3.6.7). En vertu de (|2] VI.10.36), on
a un isomorphisme canonique

(U,p)evd
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L’analogue de cet isomorphisme pour le faisceau Z n’est autre que Iisomorphisme (4.1.12.3).
Compte tenu de (5.3.13.13) et (5.3.13.16), on prend pour morphisme (5.3.13.1) la limite induc-
tive des morphismes (5.3.13.9), qui est un a-isomorphisme.

COROLLAIRE 5.3.14. Soient m,q deux entiers > 1, F un PBy,-module de E. Alors, le hy(O%)-

module R95{>®) (F) est a-nul.

En effet, le h,(0)-module Rio, (o) (F) est a-nul en tout point géométrique de X en vertu
de 5. 3 13(ii). On notera que pour tout point géométrique 7' de Xj, il existe un point (g’ ~» T') de
Xt ><X X, en vertu de ([2] II11.3.7), ce qui permet d’appliquer 5.3.13(ii) en Z'. Par ailleurs, le
h. (O )-module qu(koo)( F) étant de p™-torsion, il est nul sur X,, d’ou la proposition.

5.3.15. Pour tout entier n > 1, on pose
(5.3.15.1) (X' M rimy) = (X, Ml x o)) X (x oty (X M x1),

le produit étant indifféremment pris dans la catégorie des schémas logarithmiques ou dans celle
des schémas logarithmiques saturés ([2] I1.5.20). Le morphisme

(5.3.15.2) F1O (XM i) — (ST, Mgy,

déduit de ™ (5.2.3.2), est donc lisse et saturé ([57] IT 2.11). Tl résulte de 4.2.7(iv) que X'(M> =
X7 % s X'™ (5.1.2.3) est le sous-schéma ouvert maximal de X'(™) oil la structure logarithmique
Mxiny est triviale ([45] 11T 1.2.8). D’aprés (|2] 111.4.2), le schéma X'(™) est normal et S(™-plat, et
I'immersion X"(M> — X’(") est schématiquement dominante.

On pose (5.3.4.1)

() =X /(n) X g(n) S et X ) Yl(n) X xr X",

/(n)

(5.3.15.3) X

D’aprés (|2] I11.4.2(iii)), le schéma X
/(n)

est normal et localement irréductible. Par ailleurs, 'im-

mersion X % = X' est schématiquement dominante ([30] 11.10.5).
Pour tous entiers m,n > 1 tels que m divise n, on des1gne par &/(mm) . Yl(n) — Yl(m

X</

)le

morphisme induit par €™ (5.3.4) et on pose £/(") = ¢/(m1) — X', de sorte quon a

(5.3.15.4) ¢m — gm) ¢ §/<n,m>'
Considérons le X -schéma
(5.3.15.5) X' = lim X',
—

et la O-algébre quasi-cohérente

(5.3.15.6) Z, =1lim &™) (Ocrin)),

de sorte que X' = Specx (Z.,) ([30] 8.2.3).
LEMME 5.3.16. ) )
i) Pour tout ouvert affine U de X au-dessus d’un ouvert affine U de X, la O-algébre
() s K -ag
I‘(U/,%’fm) est universellement a-cohérente (2.8.17).
(i) La Og-algebre O~ de 7;(;0) est a-cohérente (2.7.3).
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(iii) Pour tout entier g > 0, la Og-algébre X [t1,...,t,] (des polynomes en g variables a
coefficients dans %) de Y;a est a-cohérente (2.7.3).

r

(i) En effet, pour tout entier n > 1, on a un isomorphisme canonique

— </(n) ~ - < (n) —
(53161) F(U X< X , ﬁxl(n)) — F(U XyX R ﬁy(n)) ®F(U,ﬁy) F(U , ﬁxl)

On en déduit par passage a la limite inductive un isomorphisme (5.3.4.6)
(5.3.16.2) DT, %) S DT, %oo) @100, VT, O%).

Comme le morphisme canonique X — X est de présentation finie et que la Og-algebre I'(U, Zx)

est universellement a-cohérente d’aprés 5.3.5(ii), il s’ensuit que la Og-algébre I‘(U/,%’é@) est uni-
versellement a-cohérente (2.7.20).
(ii) & (iii) Cela résulte de (i) et 2.8.7.

5.3.17. Ona (5.1.8.1)

(n)o ~/(n)>

(5.3.17.1) ofX"™ 5 x)=X"" 5 X))

On désigne par E'(™ — Et/X/ (resp. E’(")) le site fibré (resp. topos) de Faltings associé au
morphisme X" L x (3.3.2). Tout objet de E'(™ est naturellement un objet de E’. On définit
ainsi un foncteur

(5.3.17.2) '™ g 4 B

qui se factorise a travers une équivalence de catégories

(n) ~ 1/
(5.3.17.3) E — E/(Y/(n)D*}X,)'

Le foncteur (™ est continu et cocontinu (cf. 4.6.1). Il définit donc une suite de trois foncteurs
adjoints :

(5.3.17.4) o B S B o B B0 ol ) s B

dans le sens que pour deux foncteurs consécutifs de la suite, celui de droite est adjoint & droite de

Pautre. D’apreés ([4] 11T 5.4), le foncteur <I>!/(n) se factorise & travers une équivalence de catégories
m(n) ~X

(53175) E — E/(y/(”)bﬂx/)a’

n)> >

ol (71( — X')2 est Pobjet de E' associé a (yl(n — X"). Le couple de foncteurs ('(")*, @;(n))

définit un morphisme de topos que 1’on note aussi

(5.3.17.6) '™ . B E.

Celui-ci est égal au composé de 'équivalence (5.3.17.5) et du morphisme de localisation de E’ en
l'objet (Yl(n)b — X’)2. 1l se déduit aussi par fonctorialité du diagramme commutatif ([2] VI.10.12)

(5.3.17.7) X' X'
J/

—I>

X
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D’aprés ([4] IV 5.5), pour tous entiers m,n > 1 tels que m divise n, on a un morphisme
canonique de topos

(5.3.17.8) o/(nm) . pr(n) _y pr(m)
qui s’insére dans un diagramme commutatif a isomorphisme canonique prés
(5.3.17.9) E'(n)

E/(m) e B

5.3.18. On note
(5.3.18.1) o™ B Xl

le morphisme canonique ([2] (VI.10.6.4)). Il résulte aussitot des définitions ([2] VI.10.6) qu'on a
un isomorphisme canonique

(5.3.18.2) '™ 5o 0 @',

ot ¢’ est le morphisme (5.1.6.2).

Le schéma Yl(n) est normal et localement irréductible et l’imme/rsion Yl(nl)b — 7/(n) est
schématiquement dominante (5.3.15). Comme le morphisme &(™): X' — X est fini, on en
déduit un isomorphisme canonique
(5.3.18.3) o™ (@M Z)) 3 KM (O pim)),

! . . . .
ott i/: X — X’ est le morphisme canonique (5.1.2). Dans la suite, on considére ¢/(™) comme un
morphisme de topos annelés

(5.3.18.4) o' (B0 () = (Xl (5 (Oprin))).

Pour tout objet .Z de E', les faisceaux (a;(n)(<1>’(")*(9)))n21 forment naturellement un sys-
téme inductif de X/, indexé par l'ensemble Z>; ordonné par la relation de divisibilité. On pose
abusivement

(5.3.18.5) N F) =1

n

=]

o (@' (F)).

i

D’apres ([4] VII 5.14), pour tout X’-schéma étale de présentation finie U’, on a

(m)>> —U").
m

n

(5.3.18.6) o CNF)U') = lim FU xx: X
>1

L’algebre o> (@I) de X/, est associée a l'algébre quasi-cohérente A, (%) de X/, (5.3.15.6),
(2.1.18.3). Ceci résulte aussitot de (5.3.18.3) et du fait que les foncteurs (2.1.18.3) et R/, commutent
aux limites inductives filtrantes compte tenu de (2.1.18.6) et ([4] VI 5.1).

Pour tout entier ¢ > 0 et tout groupe abélien .Z de E’, les faisceaux (Rqoi(n)(@’(")*(ﬁ)))nzl

forment naturellement un systéme inductif de groupes abéliens de X! ... On pose abusivement

(5.3.18.7) R4\ () = lim R4o,™ (/)" (7)).
—_—

n>1
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PROPOSITION 5.3.19. Supposons que le morphisme f': (X', Mx:) — (S, #s) (5.1.2) admette
une carte adéquate, que X' soit affine et connexe et que X! soit non-vide. Soient m > 1, n > 1,

q > 0 des entiers, L' un (O /p™ O)-module localement libre de type fini de 7;;. On note M'(™)
le @/X/ (Yl(n)b)—module

(5.3.19.1) M = (X" L @0 By,

-/

et M'™) e @lx,(y/(n)b)—module associé de X, (2.1.18.3). Alors, on a un morphisme @/X/(X (n)D)_
linéaire canonique de X[,

(5.3.19.2) M'™ — R/ (@M= (8 (1)),
qui est un a-isomorphisme, ou B’ est le morphisme de topos annelés (5.1.7.4).
C’est un cas particulier de 4.6.23.

COROLLAIRE 5.3.20. Supposons que le morphisme f': (X', Mx') — (S, . #s) (5.1.2) admette
une carte adéquate, que X' soit affine et conneze et que X! soit non-vide. Soient m > 1 et ¢ > 0

deuz entiers et ' un (O /p™ O)-module localement libre de type fini de 7;‘;. On note M'(>) [e
o> (@/) (X")-module

(5.3.20.1) M) = lim HI(X\W" L @6, By

. . - B fét B ﬁ? X')y

n>1

/

et M) [e U;(w)(gl)(X’)—module associé de Xf,. Alors, il existe un morphisme Ji(oo) (%) (X')-
linéaire canonique de X[,

qui est un a-isomorphisme.

Cela résulte aussitot de 5.3.19 puisque le foncteur (2.1.18.3) commute aux limites inductives
compte tenu de (2.1.18.6).

LEMME 5.3.21. Conservons les hypothéses de 5.3.20 et supposons de plus que le morphisme g
(5.1.2.1) admette une carte relativement adéquate (5.1.11)

(5.3.21.1) (P',7), (P.7),(N,0),0: N = P,h: P — P).
Alors, le #' (7/)-m0dule M'(>) est a-cohérent. De plus, il est a-nul si ¢ > dim(X'/X) + 1.

En effet, le %' (Y/)—module M'(>) est de présentation a-finie en vertu de 5.2.31, 5.2.11(iii) et
(12] VL.11.10). I est, de plus, a-nul si ¢ > dim(X’/X)+1. La Ox-algébre Z (7/) étant a-cohérente
d’aprés 5.3.16(i), le e%’f)o(yl)—module M'(>) est donc a-cohérent (2.7.19).

PROPOSITION 5.3.22. Soient m > 1, ¢ > 0 deuz entiers, I un (O /p™ O)-module localement
libre de type fini de 7;;. Alors, le U;(w)(gl)—module Mz Q@ Rqa;(oo)(ﬂ’* (L") est associé a un

h.(%..)-module quasi-cohérent et a-cohérent de X!, pour tout ¢ > 0 (5.3.15.6), et il est nul pour
tout ¢ > dim(X'/X)+ 1, ou B’ est le morphisme de topos annelés (5.1.7.4).
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En effet, d’aprés 5.1.10 (cf. la preuve de 5.1.12), il existe un recouvrement étale (vj: Xi —
X")jes, un recouvrement de Zariski (v;: X; — X)jes et pour tout j € J, un diagramme commu-
tatif de schémas logarithmiques

(5.3.22.1) (X} ///Xle) — (X', M x")
(X;, x| X;) —— (X, M)

tels que J soit fini et que pour tout j € J, 'une des deux conditions suivantes soit remplie :
(a) les schémas X; et X sont affines et connexes, (X7)s est non-vide et le morphisme g; admet
une carte relativement adéquate (5.1.11)

(5.3.22.2) ((P},7}), (P,vj), (N,¢0),9: N = P hj: P — Pj),
ot ((P,v;), (N, ¢),0) est la carte adéquate pour f o v; induite par celle pour f fixée dans
5.3.2;

(b) (X})s est vide.
Pour tout j € J, posons & = I, (%%,) @0, Ox et notons

(5.3.22.3) L Mod®“ (o7}, X/ ) — Mod (o™ (%) X/, X 4,)

j,zar

le foncteur canonique (2.1.18.3). Il existe un «/j-module quasi-cohérent #; de X} .. et un mor-

phisme o° (Z')(X 7)-linéaire
/ 1(00) ¢ prs (7 1 /
(5.3.22.4) G(F]) = Rio ™ (67 (L)X
qui est un a-isomorphisme. Dans le cas (a), c’est une conséquence de 5.3.20, compte tenu de ([2]

VI 10.14). Dans le cas (b), on prend qu = 0. Par ailleurs, en vertu de 2.8.7 et 5.3.21, le &7;-module
ﬂj‘? est a-cohérent pour tout g > 0, et il est a-nul pour tout ¢ > dim(X'/X) + 1.

Compte tenu de 2.6.23 et (2.1.18.6), le morphisme (5.3.22.4) induit un o, (o) (% )(X})-isomor-
phisme
(5.3.22.5) (g ®or FI) 5 my o R101) (8 (L)) X

On en déduit une donnée de descente sur ¢(mg @g F. ) jes relativement au recouvrement étale
(X} = X')jes. Comme les foncteurs (5.3. 22 3) sont plelnement fideles (2.1.18), il en résulte une
donnée de descente sur (myx ®er F)jes relativement au recouvrement étale (X; — X')jes.
D’aprés ([23] VIII 1.1), il existe alors un A (%' )-module quasi-cohérent 47 et pour tout j € J,
un isomorphisme

(5.3.22.6) v (97) S mg Qo F

tels que si 'on munit (v;*(49));es de la donnée de descente définie par ¥, les isomorphismes

(5.3.22.6) soient compat1bles aux données de descente. Le i/, (%_)-module 49 est a-cohérent d’aprés
2.8.7,2.8.10 et 5.3. 16(11) De plus, il est nul si ¢ > dim(X'/X) + 1. Par ailleurs, notant

(5.3.22.7) /s Mod®™ (W (%' .), X_..) — Mod(s:°* (%), X,)

zar
le foncteur canonique (2.1.18.3), les isomorphismes (5.3.22.5) se descendent en un isomorphisme
o> (@/)-Hnéaire

(5322.8) /(&) = mg ©op R161 (57 (L));
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d’ou la proposition.
PROPOSITION 5.3.23. Supposons le morphisme g projectif. Alors,
(i) Pour tous entiers m > 1, i,j > 0 et tout (O /p™ O)-module localement libre de type fini
L' de 7;‘;, le Uioo)(@)-module My @p Rig*(RjU;(oo) (B*(IL"))) est associé & un ha(%o)-
module quasi-cohérent et a-cohérent de X, (5.3.4.6), ot 3/ est le morphisme de topos

annelés (5.1.7.4).
ii) 1l existe un entier qo > 0 tel que pour tous entiers m > 1, i,7 > 0 avec i +j > qo,
J J

et tout (O /p™ Ox)-module localement libre de type fini L de Y;Z, le Jiw)(@)—module
My @o, Rig.(RI1™) (8*(L))) soit nul.
En effet, le morphisme canonique
(5.3.23.1) Rig.(RI (8 (L)) = Rig.(mg @0 RIS (8 (L))

est un a-isomorphisme (2.6.3). D’aprés 5.3.22, le oi(oo)(gl)-module My Qo Rjai(oo)(ﬁ'* (L)) est
associé a un A, (%', )-module quasi-cohérent et a-cohérent .7. Le o> (#)-module Rig, (mz @
Rjai(oo)(ﬁ’* (")) est donc associé au h. (%o )-module Rig,(F) (2.1.19.7).

Le diagramme de morphismes canoniques

—/(o0)

(5.3.23.2) X' o x
g(OO)l lg
Y(OO) X

est cartésien, et ses fleches horizontales sont affines (5.3.4.5), (5.3.15.5). Comme g est plat ([38§]

4.5), X' et X sont tor-indépendants sur X dans le sens de ([5] III 1.5). Comme g est pseudo-
cohérent ([5] IIT 1.2 et 1.3), il en est de méme de g(°) d’apreés ([5] IIT 1.10(a)). Le K. (%", )-module
F est I'image directe d'un 0/~ -module quasi-cohérent et a-cohérent & (2.8.7). Par suite, le
O~ ()-module quasi-cohérent Rig\® (@) est a-cohérent en vertu de 2.8.18 et 5.3.5(ii). Le A, (%0 )-
module quasi-cohérent Rig, (%) est donc a-cohérent (2.8.7). De plus, il existe un entier go > 0 qui

ne dépend que de g, tel que Rig.(#) = 0 pour i + j > qo en vertu de 5.3.22 et (|29] 1.4.12), d’out
la proposition (2.6.23).

5.3.24. Soit n un entier > 1. D’aprés (5.3.17.1) et ([4] IV 5.10), le morphisme © (5.1.8.2)
induit un morphisme de topos
(5.3.24.1) oM. g 5 g
qui s’insére dans un diagramme commutatif & isomorphisme canonique preés
q>/(n) ~
—_—

El

(5.3.24.2) E/™
om e

B 2. F
Pour tout entier ¢ > 0, le morphisme de changement de base relatif & ce diagramme ([1] (1.2.2.3))

(5.3.24.3) dM* 5 R0, — RIO™ o /(M

est un isomorphisme.
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D’aprés (5.1.8.3) et (5.3.24.2), le diagramme de morphismes de topos

~ o_/('n,)
(5.3.24.4) B T X,

(_)(n)l lg

~ o)
EM Z— X

est commutatif & isomorphisme canonique prés

(5.3.24.5) oMool™ 3 g« © AR

Le morphisme g étant cohérent, on en déduit, d’aprés ([4] VI 5.1) et compte tenu de (5.3.24.3),
que le diagramme de foncteurs

g0

5.3.24.6 E —— X!
ét

O, lg*
~ gl

F—= X,
est commutatif & isomorphisme canonique prés
(5.3.24.7) o™ 00, 3 g, 00,

PROPOSITION 5.3.25. Soient m un entier > 1, F' un @;n—module de E'. Alors, on a une suite
spectrale canonique et fonctorielle

(5.3.25.1) Ey = my @6, R'g.(RI0N(F) = mg @p_ 0™ (RTTO.(F)).

En effet, pour tout entier n > 1, on a la suite spectrale de Cartan-Leray ([4] V 5.4)
(5.3.25.2) Rig, (RIo™ (&' ™*(F'))) = Rt (g 0 o' M), (&' (F)).
Ces suites forment un systéme inductif indexé par l’ensemble Z>; ordonné par la relation de
divisibilité. D’aprés ([4] VI 5.1), le morphisme g étant cohérent, on en déduit par passage a la
limite inductive une suite spectrale
(5.3.25.3) Rig, (Rio(F)) = lim R (g 0 0'")..(@/ (7).

n>1
De méme, compte tenu de (5.3.24.3), on a une suite spectrale
(5.3.25.4) R'o\™)(RIO,(F)) = lim R™ (o) 0 ), (@/0)"(F")),
n>1
On en déduit, pour tout entier ¢ > 0, un morphisme
(5.3.25.5) lim RY(0™ 0 00). (@/"*(F")) o) (R10,(F")).
n>1

Celui-ci est un a-isomorphisme d’aprés 5.3.14. La suite spectrale recherchée (5.3.25.1) se déduit de
(5.3.25.3) et (5.3.25.5), compte tenu des isomorphismes (5.3.24.5).

PROPOSITION 5.3.26. Supposons le morphisme g projectif. Alors,

(i) Pour tous entiers m > 1, ¢ > 0 et tout (O /p™ O)-module localement libre de type fini 1L/
de 7;;, le o> (%)z-module Jim)(RqG*(ﬂ’* (IL")z est a-cohérent, ot B est le morphisme
de topos annelés (5.1.7.4).
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(ii) Il existe un entier qo > 0 tel que pour tous entiers m > 1, ¢ > qo et tout (O /p™ O%)-
module localement libre de type fini L' de Xfew le U(OO)(%) -module afkoo)(Rq@*(ﬂ’*( L))z

soit a-nul.
Cela résulte de 5.3.23 et 5.3.25, compte tenu de 2.7.16, 2.7.17, 2.8.20(ii) et 5.3.5(ii).

COROLLAIRE 5.3.27. Supposons le morphisme g projectif. Alors,
(i) Pour tous entiersm > 1, ¢ > 0 et tout (O /p™ OF)-module localement libre de type fini 1L

de Y;Z, le R-module R0, (8" (L)) gz €St c-cohérent, ou p est le morphisme (5.1.4.5)
et ' est le morphisme de topos annelés (5.1.7.4).
ii) Il existe un entier qo > 0 tel que pour tous entiers m > 1, q > qo et tout (O /p" O%)-
K K

module localement libre de type fini L' de 7;;, le R-module R10,.(8* (")) pg-m) s0it ca-nul.
Cela résulte de 5.3.7, 5.3.13(i) et 5.3.26, compte tenu de 2.7.7(iii) et 2.7.19.

5.3.28. On peut maintenant démontrer le théoréme 5.3.3. Comme les foncteurs d, et §,, sont
exacts (5.1.8.5), pour tout groupe abélien F' de E, et tout entier q > 0, on a un isomorphisme
canonique

(5.3.28.1) 5.(R704,(F)) = R0, (6.F).
Par ailleurs, 8*(L') étant un objet de E/ ([2] I11.9.6), on a un isomorphisme canonique

(5.3.28.2) 5B (L)) S B (L).
Le théoréme 5.3.3 résulte alors de 5.3.27, compte tenu de ([2] I11.9.5(i)).

5.4. Longueurs normalisées

5.4.1. Dans cette section, on suppose que le morphisme f: (X, .#x) — (S, #s) admet une
carte adéquate ((P,7), (N,¢),9: N — P) (cf. 4.2.1) et on reprend les notations de 5.2.3. On fixe,
de plus, un S-morphisme

(5.4.1.1) S — lim S™,
—

n>1
Pour tout entier n > 1, on pose

)

(5.4.1.2) X" = X" x40 S

) (m

- X ) le morphisme

— X, de sorte qu'on a £ =

Pour tous entiers m,n > 1 tels que m divise n, on note &™) Y(H

canonique qui est fini et surjectif. On pose £ = gm1): Y(R)

£m) o glnm)

5.4.2. Soient (g ~» Z) un point de Xg; ;Xét X (3.1.10) tel que T soit au-dessus de s, = le
support de T dans X, X le localisé strict de X en 7, X=XxgS (5.1.1.3). Le corps résiduel de
Ok étant algébriquement clos, on peut identifier = (resp. E) a un point (resp. point géométrique)
de X. Le schéma X s’identifie donc au localisé strict de X en T ([2] 111.3.7). Le X-morphisme
u: § — X définissant le point (J ~ Z) se reléve en un X -morphisme v: § — X = X xx X°
(5.1.2.2). Pour tout entier n > 1, on pose

(5.4.2.1) x™ =
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Pour tous entiers m, n > 1 tels que m divise n, on désigne par §("’m) : X(n) — X(m) et §(") : X(n) —

X les morphismes induits par €™ et £("). D’aprés ([30] 8.3.8(i)), il existe un X-morphisme
(5.4.2.2) 7 — lim X",
hesl

la limite inductive étant indexée par 'ensemble Z>; ordonné par la relation de divisibilité, que 1'on
fixe dans la suite de cette section.

D’aprés ([2] I11.3.7), le schéma X est strictement local et normal (et en particulier intégre).
Le schéma X(n) est donc une union disjointe finie de schémas normaux et strictement locaux

(4.2.7(iii)). On note ¢(n) de nombre de ses composantes irréductibles. On désigne par X(n)* la

composante irréductible de X(n) contenant I'image de . On pose

(5.4.2.3) R, = F(X(n)*aﬁyw),
(5.4.2.4) R, = lmR,,
—

n>1

la limite inductive étant indexée par ’ensemble Z>; ordonné par la relation de divisibilité. L’anneau
R, est donc un facteur direct direct de B,,. Les anneaux R,, sont locaux, strictement henséliens et
normaux, et il en est de méme de 'anneau R_ ([47] I § 3 prop. 1 et [27] 0.6.5.12(ii)). On note s
le point fermé de Spec(R_.). Pour tout R, -module M, on désigne par I's(M) le sous-R__-module
de M des sections & supports dans s.

Pour tout n > 1, le morphisme £(")°: Y(n)o — X est un revétement étale fini et galoisien
d’aprés 4.2.7(v). Munissant le schéma intégre X° du point géométrique défini par le morphisme
VY — XO, le groupe profini m; (Xo,y) agit alors sur 'anneau R et 'action est discréte.

<~ —o
REMARQUE 5.4.3. Soient (g* ~» Z) un autre point de Xe; X x,, Xt

(5.4.3.1) 7' — lim X,

—

n>1
un X-morphisme. Nous affectons d’un exposant ¢ les objets associés a ces données, analogues a
ceux associés a (7 ~» T) et (5.4.2.2) dans 5.4.2. Comme X (™° est un espace principal homogéne
pour la topologie étale au-dessus de X ° sous le groupe Homy (P8P, 1, (K)) d’aprés 4.2.7(v), il existe
un isomorphisme de R;-algébres

(5.4.3.2) loo: By 3 R

PROPOSITION 5.4.4. La catégorie des R -modules de présentation a-finie est abélienne et est
stable par les foncteurs ToriE*""(—, —) et Exti_% (—,—) (i>0).

En effet, la O-algébre R étant a-cohérente d’aprés 5.3.7, pour qu'un R_ -module soit de
présentation a-finie, il faut et il suffit qu’il soit a-cohérent (2.7.19). Par ailleurs, la catégorie des
R_.-modules a-cohérents est abélienne en vertu de 2.7.17, d’ol1 la premiére assertion.

Soient M, N deux R__-modules a-cohérents, v € my. Il existe un entier n > 0 et un morphisme
R -lingaire u: (R, )™ — M dont le conoyau est annulé par v. Posons My = (R,)", My = ker(u) et
M_; = im(u) de sorte qu’on a une suite exacte 0 — My — My — M_; — 0 et un y-isomorphisme
M_1 — M. On en déduit des suites exactes

0 — Tory™(M_1,N) = M1 ®@p_ N — My®p_ N — M_1 ®p_ N 0,
0 — Homp_(M_y,N) — Homp_ (Mo, N) = Homp_ (M1, N) — Extl, (M_1,N) — 0,
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et pour tout ¢ > 1, des isomorphismes

(5.4.4.1) Tory (M_y,N) 5 Tor;™= (M, N),
(5.4.4.2) Extp (Mi,N) 5 Exti'(M_1,N).

Les R -modules M ®r_ N et Homp_ (M, N) sont a-cohérents d’aprés 2.7.18. Pour tout j €
{=1,0,1}, le R -module M; étant a-cohérent, il en est de méme de M; ®p_ N et Hompg_ (M;, N).
Par suite, les R -modules Torlﬂ“’ (M_1,N) et Ext}_% (M_1, N) sont a-cohérents (2.7.17). Il en est
alors de méme des R -modules Torlﬁ*”" (M, N) et Ext}_% (M, N), compte tenu de 2.6.3 et 2.7.11. On

en déduit par récurrence, compte tenu de (5.4.4.1) et (5.4.4.2), que les R__-modules ToriE“’ (M_1,N)
et Exti_% (M_1,N) (i > 2) sont a-cohérents. Il en est alors de méme des R__-modules Torf-—%“’ (M,N)
et Extiﬂ (M, N) (i > 2), compte tenu encore de 2.6.3 et 2.7.11.

LEMME 5.4.5. Tout R -module a-projectif de type a-fini M est de rang un entier r > 0 ([2]
V.5.14).

En effet, d’aprés ([2] V.5.16) et compte tenu de (2.6.11.3), il existe un entier » > 0 et une
décomposition de la R__-algébre

(5.4.5.1) 0. (R%) =Ry x Ry X - x R,

tels que pour tout 0 <7 <r, le R;-module M ®p__ R; soit de rang i. L’homomorphisme canonique

R, — 0.(RS) étant un a-isomorphisme d’aprés 2.6.12(ii), il induit un isomorphisme R [p~!] =
0. (R%)[p~1]. Comme R__ est local et normal (5.4.2.4) et donc intégre, il existe un unique entier
0 < i < r tel que R;[p~!] soit non nul. L’homomorphisme R._[p~!] — R;[p~!] est donc un
isomorphisme. Par suite, I’homomorphisme R, — R; est injectif. Comme il est a-surjectif, c’est
un a-isomorphisme. Il s’ensuit que R; est c-nul pour tout j # 7. Comme 0. (R5,) n’a pas d’éléments
non-nuls et a-nuls (2.6.11.3), on en déduit que R; = 0, d’ou la proposition.

5.4.6. Soit (Aj, pj;) un systéme inductif d’anneaux de valuation dont I’ensemble d’indices
est préordonné filtrant & droite tel que pour tout ¢ < j, 'homomorphisme ¢;; est injectif. Pour
tout i € I, notons K; le corps des fractions de A;. Posons A =lim A; et K = lim K;. Alors, A est

— —

un anneau intégre de corps des fractions canoniquement isomorphe a K ([27] 0.6.1.5). Il résulte
aussitot de la définition ([6] VI § 1.2 déf. 2) que A est un anneau de valuation. Le groupe des
valeurs K*/A* de la valuation canonique de K est la limite inductive des groupes des valeurs
K /A des valuations canoniques des K;.

PROPOSITION 5.4.7. Si z est un point générique de X, (5.4.2), alors R, est un anneau de
valuation non discréte de hauteur un, ayant une valuation qui prolonge la valuation v de O (5.1.1).

Soient n un entier > 1, L une extension finie de K, (5.2.2), &, la cloture intégrale de Ok dans

L. L’anneau R, (5.4.2.3) est le localisé strict de x™
(n)

en un point géométrique 7™ au-dessus de
Z. Comme le morphisme X~ — X est fini et surjectif, 7™ est localisé en un point générique de
la fibre spéciale de X™ 5. Le schéma Xén) = XM ®4, O (5.2.3.1) est normal et Oy -plat en
vertu de 4.2.7(i), ([38] 4.5) et ([39] 8.2 et 4.1); cf. aussi ([55] 1.5.1). De plus, la fibre spéciale de
X" =5 Spec(671) est réduite d’apres ([57] 11.4.2). Notons Ry, ,, le localisé strict de X\ en 7" ;
on rappelle que le corps résiduel de Ok est algébriquement clos. Il résulte de ce qui précéde que
Ry, est un anneau de valuation discréte dont les uniformisantes de &, sont des uniformisantes.
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D’aprés ([47] VIII § 2 prop. 3), R,, est la limite inductive des anneaux Ry, , lorsque L décrit
les extensions finies de K, contenues dans K. Il s’ensuit, compte tenu de 5.4.6, que R, est un
anneau de valuation et qu’il est muni d’une valuation surjective R, — Q>0 U {o0} qui prolonge la
valuation v: O — Qx>0 U {00} (5.1.1).

) (n)

Pour tout entier m > 1, le morphisme canonique Y(mn — X est dominant. L’homo-
morphisme canonique R,, — R, est donc injectif. D’aprés ce qui précéde, celui-ci induit un
isomorphisme entre les groupes des valeurs des valuations canoniques des corps de fractions. La
proposition s’ensuit compte tenu de 5.4.6.

DEFINITION 5.4.8 ([17] 7.2.3). Soit A une O-algébre locale, d’idéal maximal contenant myx-.
On dit que A est mesurable §’il existe une Op-algébre locale B, essentiellement de présentation

finie sur O, d’idéal maximal contenant my, et un homomorphisme local et ind-étale B — A ([47]
VIII défi. 3).

PROPOSITION 5.4.9 ([17] 7.2.38, 7.2.41). Soit A une Og-algébre mesurable (5.4.8) d’idéal
mazximal my et de corps résiduel k. On peut associer canoniquement a tout A-module M a support
dans le point fermé sa de Spec(A), une longueur \g(M) € R>q U {oo} vérifiant les propriétés
sutvantes :

(i) Pour tout A-module de présentation finie M & support dans sa, Aa(M) est fini.

(ii) Pour toute suite exacte de A-modules & supports dans sp, 0 = M’ — M — M"” — 0, on a

(5.4.9.1) )\A(M):)\A(M/)-l-/\A(MN).

(iii) Soient ¢: A — B un homomorphisme local de Og-algebres mesurables induisant un mor-
phisme fini d’extensions résiduelles ka4 — kp, M un B-module & support dans le point
fermé sp de Spec(B). Alors, on a

(5.4.9.2) Ag (M) P

(iv) Soient ¢: A — B un homomorphisme local plat de Og-algébres mesurables induisant un
morphisme entier ka4 — B/maB, M un A-module & support dans s. Alors, on a

(5.4.9.3) )\B(M ®a B) =long(B/maB) - )\A(M).

5.4.10. Soit A une &p-algebre plate et mesurable qui est un anneau de valuation. D’aprés
([17] 7.2.5), la valuation de A est de rang un et son indice de ramification e au dessus de O est fini.
En vertu de ([17] 7.2.19), pour tout A-module de type a-fini, e 1A 4(M) est la longueur définie
dans (2.10.10.2).

5.4.11. On désigne par A le conoyau dans la catégorie des monoides de I’homomorphisme
¥: N — P (5.4.1) et par ¢: P — A ’homomorphisme canonique. Posons A = 9¥(1). D’aprés ([45] I
1.1.5), A est le quotient de P par la relation de congruence E formée des éléments (z,y) € P x P
pour lesquels il existe a,b € N tels que = + aA = y + bA. Dire que E est une relation de congruence
signifie qu’elle est une relation d’équivalence et que E est un sous-monoide de P x P. Le groupe A&P
s’identifie canoniquement & P8P /Z\. Comme P est intégre, A est intégre; on peut donc U'identifier
a 'image de P dans PSP/ZA\.
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On désigne par P, la localisation de P par A ([45] I 1.4.4), qui est aussi la somme amalgamée
des deux homomorphismes ¢¥: N — P et N — Z, de sorte que le diagramme

|

. p

]
E——

(5.4.11.1)

N<~——"-22Z

3

est cocartésien. Par suite, A est canoniquement isomorphe au conoyau dans la catégorie des mo-
noides de ’homomorphisme canonique Z — P,. D’aprés 4.2.2(ii), il existe donc deux entiers
0 < ¢ < d et un isomorphisme de monoides

(5.4.11.2) Z° NI S A,
En particulier, le monoide A est saturé.

LEMME 5.4.12 ([2] I1.8.6). Conservons les notations de 5.4.11. Alors :

(i) Pour tout x € A, l’ensemble ¢~*(z) admet un unique élément minimal T pour la relation
de préordre de P définie par sa structure de monoide.

(ii) Pour tout x € A et tout entier n > 0, on a nx = ni.

5.4.13. Soit M 'un des monoides N, P ou A. Considérons le systéme inductif de monoides
(M(™),>1, indexé par 'ensemble Z>1 ordonné par la relation de divisibilité, défini par M) = M
pour tout n > 1 et dont '’homomorphisme de transition 4, mm : M) — ppimn) (pour m,n > 1)
est 'endomorphisme de Frobenius d’ordre m de M (i.e., 'élévation a la puissance m-iéme). On
désigne par M la limite inductive

(5.4.13.1) My =lim M™,
—

n>1
Pour tout n > 1, on note

(5.4.13.2) P3P st

)

I'isomorphisme canonique. Pour tout ¢ € P et tous m,n > 1, on a donc
(5.4.13.3) i (£ = (#M))™

n tant qu ncteur adjoint a gau ncteur “grou ié mmu ux limi
En tant que foncteur adjoint & gauche, le foncteur “groupe associé” co te aux limites
inductives. On a donc un isomorphisme canonique

(5.4.13.4) AB 3 AP = A% ©; Q.

On note aussi ¢: Pso — Ao la limite inductive des homomorphismes canoniques ¢: P(") —
A (5.4.11). En vertu de 5.4.12(ii), les applications A — P z — F sont compatibles aux
morphismes de transition et définissent donc par passage a la limite inductive une application que
I’on note aussi

(5.4.13.5) Ao = P, 7.

On a clairement ¢(7) = .
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5.4.14. Avec les notations de 2.1.4, on a un diagramme commutatif de morphismes de sché-
mas logarithmiques

(5.4.14.1) (X, Mx) —> Ap

1| lAﬁ

(S, M) ——= A

ou les fleches horizontales sont induites par les cartes v : P — I'(X, #x) et v: N — I'(S, #s) (cf.
4.2.1). Le morphisme induit de schémas usuels

(5.4.14.2) X = S xa, Ap

est étale. Il résulte aussitot des propriétés universelles des localisations de monoides et d’anneaux
que ’homomorphisme canonique Z[P] — Z[P,] (5.4.11.1) induit un isomorphisme

(5.4.14.3) Z[P)\ = Z[P,).

Compte tenu de 4.2.2(ii), on en déduit un K-isomorphisme
(5.4.14.4) Z[P] @z K 5 KA.

Par passage a la limite inductive, on en déduit un K-isomorphisme

(5.4.14.5) Z|Ps) @z K = K[As].

5.4.15. Soit n un entier > 1. D’aprés 4.2.7(i), on a un morphisme étale canonique X,, —
S XA ) Apey (cf. 4.2.3 et 4.2.6 pour les notations). En particulier, R,, s’identifie au localisé

strict de S XA, () Apm enle point géométrique image canonique de g (5.4.2.2).
On désigne par C, la Og-algébre du schéma affine S XA ) A pny. Notant A Timage de A
dans P par I'isomorphisme (5.4.13.2), on a

(5.4.15.1) Cp = O [P/ (mn — ™).

On désigne par a,: P — C, ’homomorphisme de monoides canonique. Suivant 5.4.12, pour
tout z € A, on note ¥ € P I'unique élément minimal de q~'(x) pour la relation de préordre
de P définie par sa structure de monoide. En vertu de 5.4.12(i), on a un isomorphisme de
Ok, -modules

(5.4.15.2) Co= P O an(@)
zeA(™)

Les algebres (C),)p>1 forment un systéme inductif indexé par ensemble Z > ordonné par la relation
de divisibilité. Posons

(5.4.15.3) Coo = lim C,
—

n>1

et notons au: Psw — C's 'homomorphisme de monoides obtenu par passage a la limite inductive
des homomorphismes «a,. Les décompositions (5.4.15.2) induisent une décomposition

(5.4.15.4) Coo = P 0% an(@),
€A
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ou T désigne I'image de = dans P, par 'application (5.4.13.5). L’isomorphisme (5.4.14.5) induit
un isomorphisme de K-algébres

(5.4.15.5) Coo o K = K[As).

Pour tout © € A, il existe a, € K tel que as(Z) ® 1 = a, - x via I'isomorphisme (5.4.15.5).
On définit alors 'application

(5.4.15.6) Y: Ao = R, 2 v(ag),

ol v est la valuation de K fixée dans 5.1.1. Il résulte aussitot de la définition que pour tout
z,y € A, On a

(5:4.15.7) (@) +9(y) = (= +y).
D’apres 5.4.12(ii), pour tout € A et tout n > 1, on a
(5.4.15.8) P(nz) = ny(x).

5.4.16. Soit n un entier > 1. On identifie le groupe A(™eP au sous-groupe LA de Ag

(cf. 5.4.13). Pour tout v € AZ’, on désigne par [y] la classe de v dans Aép//\(”)gp et par Cpy le
C,,-module

(5.4.16.1) Chy= P Ox ax@

z€[Y]NAoo
La multiplication par v~ ! dans K[A%p] induit un isomorphisme
(5.4.16.2) Cry = @ {x ®a e K[A™®] | v(a) > (v +x)}.
z€AMEPN(Ase—7)

Pour tout entier m > 1, comme A est saturé, on a A" = A(mep N A On en déduit une
décomposition canonique

(54163) Omn = @WEA(mn)gp//\(n)gp O[y]

La Op-algébre R, étant mesurable (5.4.8), on désigne par A, = Ag, la longueur normalisée
associée (5.4.9). Soit M un R,-module de présentation finie. On définit 'application

(5.4.16.4) Ing: A%p - R, v~ )\n(OM ®c, M).

Posons AF” = A%P @z R. On démontre que [ s’étend uniquement en une fonction A" — R qui se
descend en une fonction

(5.4.16.5) Ve A%’/A(n)gp SR,

La démonstration est une étape de la preuve de ([17] 8.3.48) qui ne nécessite aucun changement
dans notre situation.

Fixons une Z-base e1,...,eq de A8P (5.4.11.2) et posons
d 1 1
(5.4.16.6) Dp={> tie; € AP | — 5 Sti<g-vVi<i<d)
i=1

qui est un domaine fondamental du réseau A(™&P dans AZP.
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Soit m un entier > 1. D’aprés 4.2.7(v), £(mn)e: X™™° L X° est un revétement étale fini

galoisien. Son groupe de Galois agit naturellement sur X(mn) et il permute transitivement ses
composantes irréductibles. Compte tenu de 5.4.9 et de (5.4.16.3), on a donc

(5.4.16.7) A (B @, M) = L5,
~yeEA(mM)EPND,,

ot ¢(mn) désigne le nombre de composantes irréductibles de X(mn) (5.4.2). On notera que les
anneaux locaux R, et R, ont méme corps résiduel.

PROPOSITION 5.4.17 ([17] 8.3.48). Conservons les hypotheses et notations de 5.4.16. Alors,
(i) La fonction Iy est intégrable par rapport a la mesure invariante du de Aﬂ%p/A(")gp de volume
total 1. De plus, on a

c(mgbz A (B @R, M) = %/ Tardp.

n

(5.4.17.1) lim

m—00 (m’n,

Notons Ao (Ro, ®r, M) cette limite.

(ii) Pour tout entier v > 1, tout nombre réel € > 0 et tout idéal de type fini I de Ry tel
que le seul point associé de Ry /I soit le point fermé de Spec(R;), il existe un nombre réel
0 > 0 vérifiant la propriété suivante. Pour tout entier n > 1 et tout morphisme surjectif de
(R,,/IR,)-modules N — N', ou N est un (R,,/IR,,)-module de présentation finie, engendré
par au plus r éléments, tel que

(5.4.17.2) Moo (Bo @R, N) = Ao (B @R, N') <6,
on a
1
(5.4.17.3) 1 Aa(N) = A (V)| < e

La preuve est identique a celle de ([17] 8.3.48), une fois modifiés les coefficients de normalisation
dy, de loc. cit. en n/c(n), compte tenu de (5.4.16.7).

PROPOSITION 5.4.18. On peut associer canoniquement & tout R -module M & support dans
le point fermé s de Spec(R..), une longueur A\(M) € RxoU{oo} vérifiant les propriétés suivantes :

(i) Pour toute suite exacte de R -modules & supports dans s, 0 - M’ — M — M" — 0, on a
(5.4.18.1) AM) = NM'") + X(M").

(ii) Pour tout R -module a-nul M, & support dans s, on a N(M) = 0.
ii’) Pour tout morphisme de R__-modules a supports dans s, M — M’, qui est un a-isomor-
oo}
phisme, on a A(M) = A\(M’).
(ili) Pour tout R -module de type a-fini M, a support dans s, et tout v € mg, la longueur
A(YM) est finie.
iv) Soit M un R__-module a support dans s et contenu dans un R__-module de présentation
(iv) - pp o p
a-finie. Pour que M soit a-nul, il faut et il suffit que A\(M) = 0.

Cela résulte de 5.4.17 et ([17] 7.2.62(ii), 7.2.64, 7.2.67(ii), 7.2.70(ii)).
REMARQUE 5.4.19. Posons
(5.4.19.1) R = hj}l R,

n>0

la limite inductive étant indexée par ’ensemble N ordonné par la relation d’ordre habituelle. Gabber
et Ramero montrent dans ([17] 8.3.48) I'existence d'une longueur normalisée pour les ?,,..-modules
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a support dans le point fermé de Spec(R,,~ ). En fait, leurs arguments s’adaptent immédiatement
au cas des R__-modules comme expliqué plus haut.

5.5. Etude locale de certains p-modules a-étales

5.5.1. Les hypothéses et notations de § 5.4 sont en vigueur dans cette section. On note,
de plus, ¢z l'endomorphisme de Frobenius absolu de 0% /p0. On désigne par ﬁ?, la limite
projective du systéme projectif (0%/pOz%)n dont les morphismes de transition sont les itérés de
¢xcs

N

C’est un anneau de valuation non-discréte, de hauteur 1, complet et parfait de caractéristique p

—b . . . .
(cf. 4.8.1 et 4.8.2). On note K son corps des fractions et m—, son idéal maximal. La valuation

—b
p-adique normalisée v de C' (4.1.1) induit une valuation v, de K (4.8.1.7). On fixe une suite
(Pn)n>0 d’éléments de Oy telle que pg = p et pZ_H = p, pour tout n > 0 et on note w 1’élément
associé de ﬁfb. Pour tout entier ¢ > 0, ’homomorphisme

induit un isomorphisme (4.8.2.2)
(5.5.1.3) O |w? Ors = O/ pO.

Comme O, satisfait les conditions requises dans 2.10.1, il est loisible de considérer les notions
de a-algébre introduites dans les sections 2.6-2.9 relativement & ﬁ?b. On observera que pour toute
(O /pUs)-algebre, les notions de a-algébre relativement a 0 coincident avec celles relativement
& O via l'isomorphisme O /w0 5 O /pOz (5.5.1.3).

5.5.2. On rappelle que anneau R__ est local (5.4.2). On note s le point fermé de Spec(R..).
Pour tout R__-module M, on désigne par I's(M) le sous-R__-module de M des sections & supports
dans s.

On note ¢ 'endomorphisme de Frobenius absolu de R /pR... Suivant (2.5.2.1), on désigne
par Eio la limite projective du systéme projectif (R /pR.)n dont les morphismes de transition
sont les itérés de ¢ ;

(5.5.2.1) R =lim R_/pR..
~

C’est une ﬁ?b-algébre parfaite. On note encore ¢ l’endomorphisme de Frobenius de Eboo; cet
abus de notation n’induit aucun risque d’ambiguité. Pour tout entier ¢« > 0, on désigne par m;
I’homomorphisme

(5522) T Eio — EOO/pEOO, (xn)nZO = X;.
PROPOSITION 5.5.3. L’endomorphisme de Frobenius absolu ¢ de R, /pR., est surjectif.
En effet, avec les notations de 5.3.6, on a un isomorphisme canonique (5.3.6.14)

(5.5.3.1) lim  Ryoe = R...

—
(U,p)evg

Pour tout objet (U,p) de V2, 'endomorphisme de Frobenius absolu de Ry oo /pRu,co €st surjectif
d’aprés ([2] I1.9.10) ; d’ou la proposition.
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COROLLAIRE 5.5.4. Pour tout entier n > 1 et tout v € my tels que p"v(y) < 1 (5.1.1),
I’homomorphisme

(5.5.4.1) R._/vR.. — R, /7" R.,
induit par ’endomorphisme ¢" de R, /pR.. est un isomorphisme.

En effet, la surjectivité de (5.5.4.1) résulte de 5.5.3. L’injectivité résulte du fait que 'anneau
R__ est local, strictement hensélien normal et en particulier intégre (5.4.2).

COROLLAIRE 5.5.5. Pour tout entier i > 0, la suite

T

(5.5.5.1) 0 R R R, /pR,, —=0

est exacte. En particulier, my induit un isomorphisme
(5.5.5.2) R [97 (@) Ry = Boo /piBe,
ot p; est l'élément de OF fixé dans 5.5.1 tel que pii =Dp.

On notera d’abord que @?' correspond a ’élément (Pn—i)n>0 via I'égalité (5.5.1.1), ot B, est
la classe de p; dans O /pOz pour tout j > 0 et ou I'on a posé p; = 0 pour tout j < 0. Pour tout
entier n > 0, on a le diagramme commutatif

Dnt1 n+1

: P

dont les lignes sont exactes d’aprés 5.5.4. On observe que pv(pp;l_l) =p—1/p™ > 1. On en déduit,
compte tenu de 5.5.3, que la suite (5.5.5.1) est exacte. La seconde assertion s’ensuit compte tenu
du fait que ¢~*(w) € O correspond a I'élément (B, ,,;)n>0 via Pégalité (5.5.1.1).

COROLLAIRE 5.5.6. L’anneau Eboo est complet et séparé pour la topologie w-adique, et celle-ci
coincide avec la limite des topologies discrétes sur Ry, /pRoo (5.5.2.1).

La premiére assertion résulte de 2.11.3. Pour tout entier 4 > 0, on a un diagramme commutatif

Tit1

(5.5.6.1) R /o' R, R, /pR.,
| |

ou la fleche verticale de gauche est le morphisme canonique. Les fléches horizontales sont des
isomorphismes d’aprés 5.5.5, d’ou la seconde assertion.

5.5.7. Pour tout v € my tel que pv(y) <1 (5.1.1), on note
(5.5.7.1) byt Bog /7R — Roo /7" Ry

lisomorphisme induit par ¢ (5.5.4).
Sif: A — B est un homomorphisme d’anneaux et M est un A-module, il peut étre commode
de noter aussi 8*(M) le B-module M ® 4 B.
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PROPOSITION 5.5.8. Soient v € my tel que pv(y) <1 (5 L.1), M un (R /vR.)-module a
support dans le point fermé s de Spec(R.). Considérant (;5 (M) comme un R -module via la
projection canonique R — R /¥R (5.5.7), on a

(5.5.8.1) A(@5 (M) = p™HIA(M),
o A est la longueur normalisée définie dans 5.4.18 et d = dim(X,).

Cela résulte de 5.4.17 et ([17] 8.2.10)

PROPOSITION 5.5.9. Si x est un point générique de X (5.4.2), alors EZO est un anneau de
valuation non discréte de hauteur un.

Comme R__ est un anneau de valuation non discréte de hauteur 1 d’aprés 5.4.7, il en est de
méme de son séparé complété p-adique EAOO Soit v: E;[;lj] — QU {00} la valuation normalisée par
v(p) = 1. Considérons le systéme projectif de monoides (E\OO)N dont les morphismes de transition
sont les itérés de ’élévation a la puissance p de }_/%; D’apres 2.5.4(i), la réduction modulo p de E:O
induit un isomorphisme de monoides multiplicatifs
(5.5.9.1) lim Ry 5 Ry (#n)nz0 = (Fa)nzo-

N

Par suite, Eboo est un anneau intégre. L’isomorphisme (5.5.9.1) se prolonge en un isomorphisme de
monoides multiplicatifs

(5.5.9.2) lim R, [p] = R [;]

Par conséquent, Eboo[%] est le corps des fractions de Eboo. Notons

1, —1
(5.5.9.3) R [=] = R, Bl == af

w

lapplication composée de 'inverse de (5.5.9.2) et de la projection (zy,)n>0 — To. On vérifie aussitot
que l'application

(5.5.9.4) " R, [ ] = QU {oc}, =z uv(ah)

est une valuation d’anneau Eio. Elle est surjective puisqu’elle prolonge la valuation Vet de ?b
(4.8.1.7).

LEMME 5.5.10. Tout Eio-module M séparé pour la topologie w-adique tel que M |w.H soit
de type a-fini (resp. a-nul), est de type a-fini (resp. a-nul).

Soient r un entier > 0, t: (R’.)" — .# un morphisme R’ _-linéaire, 1, : (R’ /wR’)" —
M [w A le morphisme induit par 1. Supposons que coker(t1) soit annulé par un élément vy € m_

tel que v () < vy (). Alors, la suite

(5.5.10.1) (R2)" % .t coker(y) — 0,

ou u est le morphisme canonique, est exacte. En effet, u est clairement surjectif. Soit z € .Z tel
que u(z) = 0. On montre par récurrence que pour tout entier n > 1, qu’il existe y,, € (Eio)d et
Tn € M tels que z = P(yn) + 7 @ Ey et Yni1 — yn € 7 "@"(R’,)". Comme R’ est complet
et séparé pour la topologie w-adique (5.5.6) et .# est séparé pour la topologie w-adique, on en
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déduit quil existe y € (R°,)" tel que = = (y) ; d’ott I'assertion recherchée. Par suite, coker(t) est
annulé par «, ce qui implique la proposition.

LEMME 5.5.11. Soient A,V deux Eio—modules tels que A soit complet et séparé pour la
topologie w-adique et que A soit a-projectif de type a-fini. Notons AN et ///@Eb N les séparés
complétés w-adiques de N et M Qp» N . Alors, le morphisme canonique v: M Rp> N —

MRpy N est un a-isomorphisme. En particulier, le morphisme canonique A — A est un a-
oo
isomorphisme.

En effet, pour tout v € Mo, il existe @ > 1 et deux morphismes Eio-linéaires

(5.5.11.1) N L (R
tels que v o u soit égal & la multiplication par . Notons
(5.5.11.2) MR N L MO MRy N

les morphismes déduits de u et v. Comme .Z est complet et séparé pour la topologie w-adique,
on a7y (Np>ow@" (A ®pg>» A)) = 0. De plus, pour toute suite de Cauchy (2,,)n>0 de A4 ®@pg>» AN,
la suite (u(zn))n>0 converge vers un élément y de .#%*. La suite (yz,)n>0 converge donc vers
v(y) € M @p> AN . Par suite, coker(t) est annulé par 7. Il est donc a-nul, d’ott la premiére assertion
de la proposition. La seconde assertion s’ensuit puisque Eboo est complet et séparé pour la topologie
w-adique (5.5.6).

PROPOSITION 5.5.12. Soient v € mg tel que pu(y) <1 (5.1.1), M un (R, /v* R )-module,
(5.5.12.1) o1 6 (M/YM) - M
un morphisme R__-linéaire (5.5.7). Supposons les conditions suivantes satisfaites :

(i) dim(X,) >1;

(ii) ¢ est un a-isomorphisme ;

(iii) M est contenu dans un R -module de présentation a-finie;

(iv) le support de M est contenu dans le point fermé s de Spec(R_.).
Alors, le R, -module M est a-nul.

En effet, comme aj; est un isomorphisme (5.5.4), pour tout 6 € my tel que v(d) < v(y), le
morphisme ¢ (5.5.12.1) induit un morphisme R__-linéaire

(5.5.12.2) &, (SM/yM) — "M
qui est un a-isomorphisme. Compte tenu de 5.5.8(v), on en déduit que
(5.5.12.3) pTINOM /M) = N(6P M),

ott d = dim(X ). Filtrant 6? M par les sous-R__-modules (67~ M )o<;<p, pour tout 0 < i < p—1,
la multiplication par 4*6P~*~! dans M induit un morphisme surjectif

(5.5.12.4) SM /vy M — (18P~ M) /(16711 ).
Par suite,
(5.5.12.5) pd+1)\(5M/'yM) = A(6P M) < pA(§M /v M).

On notera que la longueur \(6? M) est finie d’aprés 5.5.8(i)-(iii). Comme p?*t! > p, il s’ensuit que

AOM/yM) = 0 et donc que A(6PM) = 0. Par suite, 6P M est a-nul en vertu de 5.5.8(iv) et il en
est alors de méme de M.
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PROPOSITION 5.5.13. Soient v € mgz tel que pv(y) <1 (5.1.1), M un (R, /7" R, )-module,
(5.5.13.1) i G (M/yM) — M
un morphisme R__-linéaire (5.5.7). Supposons les conditions suivantes satisfaites :

() dim(X,)>1;

(ii) ¢ est un a-isomorphisme ;

(iii) M est contenu dans un R -module de présentation a-finie;

(iv) le (O%/yPOF%)-module M est a-plat en dehors du point fermé s de Spec(R.,/pR..), i-e.,
pour tout q € Spec(R../pR..) tel que q # s, le (Og /v Ox)-module My est a-plat ([2]
V.6.1).

Alors, le R -module T's(M) est a-nul (5.5.2).

En effet, comme EV est un isomorphisme (5.5.4), pour tout § € my tel que v(d) < v(y), ¢
(5.5.13.1) induit un morphisme R__-linéaire
(5.5.13.2) 6,(Ts(6M/yM)) = T'5(6”M)
qui est un a-isomorphisme. On en déduit, compte tenu de 5.5.8(v), que
(5.5.13.3) PN (6M/4M)) = M(Ta(p° M)),
ot d = dim(X ). Filtrant 6? M par les sous-R__-modules (767~ M )o<;<p, pour tout 0 < i < p—1,
la, multiplication par v*6?~*~! dans M induit un morphisme surjectif
(5.5.13.4) SM/yM — (Y 6P~ M) /(" TL6P~ 1 M),

Compte tenu de (iv), celui-ci est a-injectif au-dessus de Spec(R. /pR..) — {s}. Par suite, le mor-
phisme induit

(5.5.13.5) To(SM/yM) — To((y 62" M) /(v 1671 M)

est a-surjectif. En effet, pour tout u € Ts((y*0P =" M) /(7 T15P~ =1 M), il existe v € M /yM qui
le releve (5.5.13.4). Pour tout ¢t € my, tv est nul au-dessus Spec(R. /pR.,) — {s}. Par suite,
tv € Ts(6M/vM), d’on lassertion. On en déduit que

(5.5.13.6) P INT (M /yM)) = N5 (6P M)) < pA(Ls(6M/yM)).

On notera que la longueur A\(I's(67M)) est finie d’aprés 5.5.8(i)-(iii). Comme p¢*! > p, il s’ensuit
que A(T's(6PM)) = 0. Par suite, I's(6? M) est a-nul en vertu de 5.5.8(iv). Comme on a 6PT's(M) C
Ts(6PM) C T's(M), on en déduit que 6PT's(M) est a-nul, et il est alors de méme de I's(M).

LEMME 5.5.14. Supposons que x soit un point générique de X (5.4.2). Soient v € my tel que
pu(y) <1 (5.1.1), M un (R, /¥*R..)-module de type a-fini,

(5.5.14.1) p: 6, (M/yM) = M

un morphisme R_-linéaire (5.5.7) qui est un a-isomorphisme. Alors, le (R /v’ R )-module M

est a-projectif.

D’aprés 5.4.7, R, est un anneau de valuation non discréte de hauteur 1, ayant une valuation
v: R — R>oU{oo} qui prolonge la valuation v de &%. Pour tout € € R>¢, notons I. I'idéal de
R formé des éléments x € R tels que v(z) > e. En vertu de 2.10.8, il existe une unique suite

décroissante de nombres réels positifs (g;);>1 tendant vers 0 telle que

(5.5.14.2) M~ @i>1R /I,
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Soit n le sup de 0 et des entiers i > 1 tel que £; > v(y). On a alors
(5.5.14.3) M/AM % (Bog J1Ro)" & ®in B/ Iz

D’apreés 2.10.8 et compte tenu de (5.5.14.1), on a &; = pv(v) pour tout 1 < i < n et pg; = &; pour
tout ¢ > n. Par suite, M ~ (R, /7’ R.,)", d’ou la proposition ([2] V.3.1).

DEFINITION 5.5.15. On appelle cp-Eio-module étale la donnée d’un Eio—module M et dun
isomorphisme Eboo-linéaire

(5.5.15.1) o (M) M,
dit structure de Frobenius (5.5.2).

Soient .41 et .#> deux @—Eio—modules étales. Un morphisme de .#, dans .#5 est un morphisme
Eio-linéaire M — Mo compatible aux structures de Frobenius.

Comme ’endomorphisme de Frobenius ¢ de E’OO est un isomorphisme, si u: #; — A5 est un
morphisme de ¢-R’_-modules étales, les R°_-modules ker(u) et coker(u) sont naturellement munis
de structures de Frobenius qui en font des cp-Eboo-modules étales.

Si A et M5 sont deux @—Eio—modules étales, les Eio—modules /A QR Mo et Ext%.,oo (M, M)

(¢ > 0) sont naturellement munis de structures de Frobenius qui en font des w—@io—modules étales.

REMARQUE 5.5.16. Soient .# un ¢-R’_-module étale (5.5.15), M = .4 /w.# que 'on considére
comme un (R /pR_ )-module (5.5.5.1), v € my tel que pv(y) <1 (5.1.1).
(i) La structure de Frobenius de .# induit un isomorphisme R__-linéaire (5.5.7)

(5.5.16.1) & (M/yM) S M/yPM.

En effet, il suffit d’établir I’assertion lorsque v = p; est la racine p-iéme de p fixée dans
5.5.1. Ceci résulte du diagramme commutatif

(5.5.16.2) R /¢~ (@) R\ — R, =R,

! |

ou les fleches verticales sont les isomorphismes (5.5.5.2) et les fleches horizontales sont les
isomorphismes induits par les endomorphismes de Frobenius.
(i) L’élévation a la puissance p dans mg induit un isomorphisme (0% /pO)-semi-linéaire

(iii) On déduit de (i) et (ii) un isomorphisme R__-linéaire canonique
(5.5.16.4) b (Mg ®o (M/YM)) S (g @ (M/y'M)).

LEMME 5.5.17. Soient .# un ¢-R°_-module étale (5.5.15), M = .4 |w.H# , M |w] le noyau de
la multiplication par w dans 4. On suppose les conditions suivantes satisfaites :

(i) dim(X,) >1;

(i) le R, -module . [w] est a-nul;

(iii) le R, -module M est de présentation a-finie;

(iv) le (R /pR..)-module M est a-projectif en dehors du point fermé s de Spec(R. /pR..);
i.e., pour tout q € Spec(R,,/pRo,) tel que q # s, le (R /PR )q-module My est a-projectif
([2] V.3.2).
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Alors, le Eio—module MY = HOmEi;o (///,EZO) est complet et séparé pour la topologie w-adique, w
n’est pas diviseur de zéro dans .M~ et pour tout entier n > 1, le morphisme canonique

(5.5.17.1) MY " MY — Homp, (M, R [="R,)
est un a-isomorphisme.

On notera d’abord que le R -module .#V est naturellement muni d’une structure de Frobenius
qui en fait un cp-R -module étale. Comme w n’est pas diviseur de zéro dans R (5.5.5), pour tout
entier n > 1, la suite canonique

w”

(5.5.17.2) 0— " =5 # — Homp, (M,R /"R

est exacte. Par ailleurs, E’OO étant complet et séparé pour la topologie w-adique, le morphisme
canonique

(5.5.17.3) Homp, (4, R)) — lim Homp, (MR Jo"R’)

>1
est bijectif. Par suite, le morphisme canonique

(5.5.17.4) MY — Yim A "M
1
est un isomorphisme, autrement dit, .#" est complet et séparé pour la topologie w-adique.
b
Comme w n’ est pas diviseur de zéro dans R’_, on a Torlﬁoo (M, R, |wR’)) = 4[] et pour
tout j > 2, Torj*“’ (M R JwR’,) = 0. Considérons la suite spectrale

P . b P
(55.17.5) By =Exth ,p (Tory>(4, R, /wR), R, /pR..) = Exty,,” (4, B2 /@ RY).
Le R -module Eg’l est a-nul, compte tenu de (ii). On en déduit que le morphisme canonique
(5.5.17.6) Exth ,n_ (M,R./pR.) — Exty, (#,R) /@R

est un a-isomorphisme. De méme, on a une suite exacte

(5.5.17.7) 0—Extp . (M,R,/pR,)— Extp (M,R./pR,)— Homg_(M,R, /pR.,).

Par suite, le R -module Ext}%b (MR JwR,) est de présentation a-finie compte tenu de (iii) et
en vertu de 5.4.4. Par ailleursjocoompte tenu de (iv), le R -module mz®g.. Ext}%bm (MR JwR)
est & support dans s.

Le Rb -module & = Ext1 (/// R 7o) est naturellement muni d’une structure de Frobenius qui
en fait un ¢-R’_-module etale Le R’ -module &/wé s'injecte dans ExtRb (MR JwR). E

partlcuher mK ®e (6 /w&) est a support dans s. Par suite, mz ® g (co@/wé”) est a-nul en vertu
de 5.5.12 et 5 16(111) Il en est alors de méme de &/wdé. Pour tout entier n > 1, la suite exacte
canonique

0—R_Z5R. —R_Jo"R —0
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induit un diagramme commutatif a lignes exactes

Homp, (A4, R Homp, (A, R /=" R Ext}, (#,R)

l | l

Homp, (.#,R’ [o""'R’) —“> Homp, (#4,R’ /w"R’) —">Extl, (/R |oR)

ou les fleches verticales sont les morphismes canoniques. Par suite, le morphisme 0 se factorise a
travers & /wé. 1l est donc a-nul, et le morphisme u est donc a-surjectif. Compte tenu de Iisomor-
phisme (5.5.17.3), on en déduit que le morphisme canonique

(5.5.17.8) M " A" — Homp, (M, R’ [w"R)
est a-surjectif.

REMARQUE 5.5.18. 1l est loisible de remplacer simultanément les conditions (ii) et (iv) de
5.5.17 par les conditions :
(it") le R.-module .#[w] est de présentation a-finie;
(iv’) le R_-module .# est a-projectif en dehors du point fermé s de Spec(R.,), i.e., pour tout
q € Spec(R,.) tel que q # s, le (R, )q-module .#; est a-projectif.

PROPOSITION 5.5.19. Soient .# un o-R’_-module étale (5.5.15), M = M o, H[=] le
noyau de la multiplication par w dans A . On suppose les conditions suivantes satisfaites :
(i) dim(X,) >1;
(i) le R -module . [w] est a-nul;
(iii) le Rb -module A est séparé pour la topologie ww-adique ;
(iv) le R.-module M est de présentation a-finie ;
(v) le (R Oo/pE )-module M est a-projectif en dehors du point fermé s de Spec(R.,/PRo.),
i.e., pour tout q € Spec(R.,/pR..) tel que q # s, le (R /PR, )q-module My est a-projectif
([2] V.3.2).
Alors, le Eboo-module M est a-projectif de type a-fini.

Compte tenu de (ii), pour tout entier n > 1, le morphisme canonique
(5.5.19.1) Endp, (A)/w"Endp, (A) — Endpgs (A [w" M)
est a-injectif. Par ailleurs, d’aprés (iii), le morphisme canonique
(5.5.19.2) Endp (A#) — lim Endpy (A /" MA)

EL%5) — oo
n>1
est injectif. Par suite, le morphisme canonique
(5.5.19.3) Endﬁb (./%) — {El Endﬁb (///)/wnEndﬁb (./ﬂ)
n>1
est injectif, i.e., Endg, (.#) est séparé pour la topologie w-adique.
Les R’ -modules .#" = Hom re (A, R’.) et End R () sont naturellement munis de struc-

tures de Frobenius qui en font des o-R’_-modules étales. Il en est donc de méme de .Z © re A
Le morphisme canonique

(5.5.19.4) Vi M @y MY~ Endpy (M)
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est compatible aux structures de Frobenius. Notons .4 son conoyau, qui est donc naturellement
muni d’'une structure de Frobenius qui en fait un @—Eio—module étale. Soient N le conoyau du
morphisme canonique

(5.5.19.5) M ®gr_Homg _(M,R, /pR,,)— Endg_(M).

11 résulte de (v) et ([2] V.4.1) que le morphisme (5.5.19.5) est un a-isomorphisme en dehors de s.
Par suite, le R -module mg_®g_ N est a support dans s. D’apres 5.5.17, le morphisme canonique

(5.5.19.6) MY |wMY — Homg_(M,R_,/pR.,)

est a-surjectif. Compte tenu de la a-injectivité du morphisme canonique (5.5.19.1)
(5.5.19.7) Endpg, (///)/WEndEio (A) — Endg_ (M),

on en déduit que le morphisme canonique

(5.5.19.8) N |wAN — N

est a-injectif. En particulier, mg_ ®¢ (4 /w.A") est a support dans s. D’aprés (iv) et 5.4.4, les
R, -modules Hompg_(M,R. /pR, ) et Endg_ (M) sont de présentation a-finie et il en est alors
de méme de N. Par suite, mp_ ®e, (4 /w.A) est a-nul en vertu de 5.5.12 et 5.5.16(iii), et il en
est de méme de A /w. A .

Montrons que la suite

(5.5.19.9) M Dy M Endp (M) D N [@ N 0,

ou 7 est le morphisme canonique, est a-exacte. Il est clair que 7 est surjectif. Soient v € mo

tel que vz () < vgs (@), u € Endpy () tel que 7(u) = 0. Le R’ -module .# étant de type

a-fini d’aprés 5.5.10, il existe un entier 7 > 0 et un morphisme h: (R’,)" — .# dont le conoyau
est annulé par 7. Comme (.4 /w./#") = 0, on montre par récurrence que pour tout entier n > 1,
il existe z, € (AV)¥" et u, € Endps () tels que yu = ¢ o (h ®id.gv)(zn) + V2w, et
Tpt1 — Tp € Y "W (V)P Le Eboo-module MV étant complet et séparé pour la topologie w-
adique d’aprés 5.5.17, la suite (z,,), converge vers un élément x € (.#V)®". Comme Endp, (A4)
est séparé pour la topologie w-adique (5.5.19.3), on a yu = ¢ o (h ® id v )(z). La suite (5.5.19.9)
est donc a-exacte.

Le module A" /w 4" étant a-nul, 1 est donc a-surjectif (5.5.19.9). Pour tout § € m_., il existe
alors 1,...,x, € M €t p1,...,pn € MV tels que Y3, ; ® p;) = did 4, d’out la proposition
([2] V.3.1(iv)).

THEOREME 5.5.20. Soient M un (R /pR.)-module de présentation a-finie, (pn)n>0 la suite

d’éléments de O fizée dans 5.5.1,

(5.5.20.1) ©: M/ptM — M
un morphisme apl -linéaire tel que le morphisme R__-linéaire induit
(5.5.20.2) 31 by, (M/p1M) — M

soit un a-isomorphisme (5.5.7). Alors, il existe une (R . /pR..)-algebre a-finie-étale et a-fidélement

plate A, un entier r > 0 et un morphisme A-linéaire
(5.5.20.3) M e M @p_ A— A"

compatible & ¢ et auz endomorphismes de Frobenius de Og[pOg et A, qui est un a-isomorphisme.
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En effet, 'endomorphisme de Frobenius ¢ de 0% /pO3% induit un isomorphisme

(5.5.20.4) ¢x: Og/POx = Ox /PO,
et un isomorphisme af—linéaire
(55205) Efﬁ mf/plmf :> mf/pmf.

On en déduit un isomorphisme ¢, -linéaire (5.5.7)

(5.5.20.6) (me/P1mg) @ (M/p1M) 5 (mpe/pmige) @ o 6, (M/p1M),

et par suite un isomorphisme R__-linéaire

(5.5.20.7) by, (Mg o M) [p1(mg @ M)) =5 mye @ &, (M/p1M).

Remplagant M par mz ®¢. M, on peut donc supposer que ¢ (5.5.20.2) est un isomorphisme, de
sorte que ¢ (5.5.20.1) est un isomorphisme apl—linéaire.

Procédant par récurrence sur d = dim(X,), on peut supposer la proposition établie en tout
point géométrique de X au-dessus de s dont le support dans X est de codimension < d — 1, cette
condition étant clairement satisfaite si d = 0.

On rappelle que X est canoniquement isomorphe au localisé strict de X en T (5.4.2). Les
points géométriques de X correspondent donc aux points géométriques de X qui se spécialisent
en Z. De plus, les localisés stricts de X et de X en des points géométriques qui se correspondent
sont canoniquement isomorphes ([4] VIII 7.3 et 7.4). Soient ' un point géométrique de X au-
dessus de s, £: 7 — X un X-morphisme. Nous affecterons d’un exposant ¢ les objets associés a T,
analogues & ceux associés a T dans 5.4.2. Le morphisme ¢ induit un X-morphisme que I'on note
encore &: X' — X. Pour tout entier n > 1, on a un diagramme cartésien

(5.5.20.8) PrERp— gl
X X

— _
Compte tenu de 5.4.3, on peut supposer qu’il existe un point (7 ~ Z*) de X¢; X x,, th tel que le
composé de J ~» T* et £: T ~» T soit le point (¥ ~» T) donné dans 5.4.2. Le morphisme (5.4.2.2) se
reléve donc en un morphisme

(5.5.20.9) 7 — lim X',
—

n>1
On en déduit un morphisme plat
(5.5.20.10) €0 Spec(R:) — Spec(R)-

Rappelons que le groupe profini m (Xo,y) agit sur anneau R_ (5.4.2). Pour tout entier n > 1,

X(n)*o — Xo est un revétement étale galoisien connexe d’aprés 4.2.7(v). Par ailleurs, le point fermé
s de Spec(R__) est le seul point de Spec(R, ) au-dessus du point fermé T de X. On en déduit que
la collection des morphismes g* o £ : Spec(R,) — Spec(R,.) pour g € m (X ,7) et £: T — X
décrivant les points géométriques de X — {Z} au-dessus de s, couvre Spec(R_ /pR..) — {5}

Par hypothése de récurrence et descente a-fidélement plate ([2] V.8.7), on déduit de ce qui
précede que le (R, /pR.)-module M est a-projectif de type a-fini en dehors de s, i.e., pour tout
q € Spec(R../pR..) — {s}, le (R../pR..)q-module M, est a-projectif de type a-fini.
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Pour tout v € mg tel que pv(y) < 1, ¢ (5.5.20.1) induit un isomorphisme E,Y—linéaire
(5.5.20.11) M /yM — M/+PM.

Pour tout entier n > 1, on en déduit un isomorphisme (¢, oo Ep”)—linéaire
(5.5.20.12) M/pM — M.

Par conséquent, la suite

(n)

Pn ¥

(5.5.20.13) 00— M/pp; M M M 0,

ot ¢(™ est induit par le morphisme (5.5.20.12), est exacte au centre et a droite. Montrons qu’elle
est a-exacte. La multiplication par p, dans R_ induit un morphisme injectif

(5.5.20.14) R /ppy,'Roy = Ry /PR

Supposons d’abord dim(X,) = 0, autrement dit que x est un point générique de X, (5.4.2). En
vertu de 5.5.14, le (R, /pR..)-module M est a-plat. Par suite, la premiére fleche de (5.5.20.13) est
a-injective. Supposons ensuite dim(X ) > 1. Il résulte de ’hypothése de récurrence que la premiére
fleche de (5.5.20.13) est a-injective au-dessus de Spec(R. /pR..) —{s}. Par ailleurs, I's(M /pp,, 1 M)
est a-nul en vertu de 5.5.13. Par suite, la premiére fleche de (5.5.20.13) est a-injective. Dans les
deux cas, la suite (5.5.20.13) est donc a-exacte.

On désigne par . le Eio—module limite projective du systéme (M )y dont les morphismes de
transition sont les itérés de I’endomorphisme ¢-semi-linéaire de M induit par ¢ (5.5.20.1) ;
(5.5.20.15) A =1lim M.

~
D’aprés 2.11.3, .# est complet et séparé pour la topologie w-adique. Le morphisme ¢ induit un
endomorphisme ¢-semi-linéaire

(5.5.20.16) O M — M,

qui est clairement bijectif.

Pour tout entier ¢ > 0, notons 7;: .# — M le morphisme qui associe & (;);en € 4 I'élément
x; € M. Celui-ci est Eboo—linéaire lorsque 'on considére M comme un Eboo—module via I’homomor-
phisme 7; (5.5.2.2). Il est aussi surjectif puisque ¢ (5.5.20.1) est surjectif. Par ailleurs, il résulte
par passage a la limite de (5.5.20.13) que la suite

(5.5.20.17) 0— . Z5 ot T M — 0

est a-exacte. Notons que P’ correspond a I'élément (Pp_i)n>0 via l’égalité (5.5.1.1), ot on a posé
p; = 0 pour tout j < 0.

Montrons que le Eboo-module A est a-projectif de type a-fini. Supposons d’abord dim(X ) = 0,
autrement dit que z est un point générique de X;. Le Eio—module A est de type a-fini d’aprés
5.5.10 et (5.5.20.17). D’apreés 5.5.9, E’OO est un anneau de valuation non discréte de hauteur un.
Notons .4 le sous-module des éléments de torsion de .# (i.e., des éléments annulés par une
puissance de w). Celui-ci est a-nul d’apreés (5.5.20.17). En vertu de ([52] 2.8(ii)), il existe un entier
r >0 tel que A/ N =~ (R)" (cf. 2.10.3). En particulier, le R’ -module .# /.4 est a-projectif
de type a-fini ([2] V.3.1), et il en est alors de méme de .. Supposons ensuite dim(X,) > 1. En
vertu de 5.5.19 et compte tenu de (5.5.20.17) et de I’hypothése de récurrence, le Eboo—module M
est a-projectif de type a-fini.
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Posons A [~ ] = MRy R’_[w1]. 1l existe une partition finie de Spec(R’ [w!]) en ouverts
et fermés non-vides (Spec(%; ))1<Z<g telle que pour tout 1 < i </, le #;-module 4 @p» P; soit
localement libre de rang r; € Z>¢. On peut supposer tous les r; distincts. Pour tout 1 < i</, il
existe un morphisme étale fini et fidélement plat %; — %; et un isomorphisme %;-linéaire

(5.5.20.18) wir M @py G

compatible & ® (5.5.20.16) et a 'endomorphisme de Frobenius ¢4, de %;. La preuve est la partie
principale de celle de ([40] 4.1.1); on notera que les hypothéses dans loc. cit. que le schéma est
intégre, réduit et normal sont superflues.

Comme €; est étale sur Eboo [zw~1], le diagramme d’homomorphismes d’algébres

b,

(5.5.20.19) C; i
R [w ] = B[]

est cocartésien. Cela résulte du fait qu’un morphisme étale radiciel et surjectif de schémas est un iso-
morphisme ([30] IV 17.9.1). Comme ¢ est un isomorphisme de R’ [, ¢4, est un isomorphisme,
autrement dit, %; est une [F-algébre parfaite.

Soit 7 la cloture intégrale de Eboo dans %;. Pour tout a € 4, il existe ¢ € G tel que ¢ = a.
Comme a est entier sur E’OO, il en est de méme de c. Par suite, ¢ € «7. La Fp-algébre 27 est donc
parfaite. Par ailleurs, la R’ _-algébre 7 est a-finie-étale en vertu de ([17] 3.5.28 et 3.5.38(i)). On
notera qu’une algébre a-étale et uniformément presque finie projective dans le sens de ([17] 3.1.1)
est a-finie-étale (2.9.2).

Posons &; I'image canonique de .# @p» o dans .4 ®p, ¢;. Comme le R’ -module . est
a-plat, le morphisme canonique .# & R oy — P; est un - 1s0morph1sme Le o-module w;(2?;)
(5.5.20.18) étant de type a-fini, il existe 7 € m—, tel que

(5.5.20.20) vt Cui(Py) C oy
Par ailleurs, comme ® (5.5.20.16) est un isomorphisme et que l'algébre 7 est parfaite, on a
i (ui(P5)) = ui(P;). Appliquant les puissances négatives de ¢, aux inclusions (5.5.20.20), on
en déduit que
(5.5.20.21) ui(m— R0, D) C A
et que le morphisme
(5.5.20.22) me Qo Py — oA
induit par u; est un a-isomorphisme. Par suite, I'isomorphisme u; induit un morphisme <7-linéaire
(5.5.20.23) My Do, M Qps_ oty — o]
qui est un a-isomorphisme et est compatible & ® et a ’endomorphisme de Frobenius de 7.

Pour toute Op=-algébre (resp. ﬁfb—algébre) A, notons A-Et,¢ la catégorie des a-A-algébres
a-étales, de présentation a-finie (cf. 2.9.2).

Comme l'anneau R__ est local et strictement hensélien (5.4.2.4) et que p appartient a 'idéal

maximal de R, (R, PR.,) est un couple hensélien au sens de ([47] XI défi. 3). En vertu de ([17]
5.5.7(iii)), le foncteur

(5.5.20.24) R_-Etopr = (B /PR )-Etapr, A— A/pA,
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est donc une équivalence de catégories compatible aux produits tensoriels. De méme, comme ’an-
neau Eio est complet et séparé pour la topologie w-adique (5.5.6), le foncteur

(5.5.20.25) R’ Etopr — (R, /wR’)-Etopr, A A/wA,

est une équivalence de catégories compatible aux produits tensoriels. Compte tenu de I’isomor-
phisme R’ /wR’. = R._/pR., (5.5.5.1), on en déduit une équivalence de catégories compatible
aux produits tensoriels

(5.5.20.26) R’ -Etopr = R -Etapr.

Pour tout 1 < ¢ < ¢, notons A; 'image de o7 par cette équivalence. Comme la Eboo—algébre o est
a-projective de type a-fini et de rang fini (2.9.2), la a-R__-algébre A; est a-projective de type a-fini
et de rang fini d’apres ([17] 2.4.18 & 5.1.7). Par ailleurs, la R’_-algébre % n’¢tant pas a-nulle, la
a-R__-algébre A; n’est pas nulle (5.5.20.26).

La Eoo[%]—algébre D; = @(AU[%] (2.6.11.2) est finie étale d’aprés 2.6.12(ii). Notons D; la
cloture intégrale de R dans D;. En vertu de ([17] 8.2.31(i)), les a-R__-algébres D* et A; sont
isomorphes. En particulier, D; n’est pas nulle. Comme Panneau R__ est local et normal (5.4.2), il
est intégre. Par suite, la Em[%]—algébre D; est fidélement plate.

Supposons ¢ # 1 et soient 1 < i < j < {. La R’_-algébre 7 ®p» o est a-finie-ttale ([2]
V.7.4(3) et 7.7). Posant r = sup(r;, 7;) et considérant le module A".# ®p>» o @p» o;, on déduit
de (5.5.20.23) que la Eio-algébre A Q> ; est a-nulle. Son image A; ®gs A; par I'équivalence
de catégories (5.5.20.26) est donc nulle. Par suite, la R__-algébre D; ®R_ Ej est a-nulle, ce qui
est absurde puisque les Em[%]-algébres D; et D; sont fidelement plates. On en déduit que ¢ = 1.
Posons & = @), A= A1, D = D; et D = 51. La R -algébre D est a-finie-6tale. Elle est donc
a-projective de type a-fini et de rang un entier p > 0 d’aprés 5.4.5.

Par définition de I’équivalence de catégories (5.5.20.26), on a un isomorphisme de a-algébres

(5.5.20.27) (o [wel )™ = (D/pD)

au-dessus de l'isomorphisme d’anneaux Eio/wﬁio 5 R /pR., (5.5.5.1). On déduit de ce qui
précéde que la (Eboo / wﬂboo)-algébre of |wef est a-projective de type a-fini et de rang p.

D’apres ([2] V.5.16), il existe un entier 7 > 0 et une décomposition de la R’ _-algébre
(5.5.20.28) 0. (R°)*) =Ry x Ry X --- X R,
tels que pour tout 0 < <, la R;-algébre & ®pz» R; soit de rang i (cf. (2.6.11.3) et [2] V.5.14).
On a clairement p < 7. Pour tout 0 < i < r, on note ¢; I'idempotent de o, ((R’,)*) correspondant
a R;. Pour 1 < i < r,onae; = Tr(idpiy). Par fonctorialité de la trace ([2] V.4), on voit que
I'image de e, dans 0. (R, /wR’,)™) vaut 1. Par suite, pour tout 0 < i < r tel que i # p, limage
de e; dans o, (R’ /wR’,)*) est nulle. Comme @ n’est pas un diviseur de zéro dans R’ (5.5.5.1),
la suite

(5.5.20.29) 0 —— 0x((B2)") = 0w ((B2.)*) —> 0. (Bl /wR2,)®)
est exacte. Pour tout i # p, il existe alors z; € 0. ((R°,)*) tel que e; = wz. On a donc ¢; =
ef = wz;e;. Pour tout v € Mo, il existe deux éléments €; et z; de Eboo d’images canoniques

respectivement ~e; et vz; dans o, ((R’,)®). Supposant Uz (7) < v (@), on en déduit que vye; =

y(wy Hzie; € Eboo et donc ye; € ﬂnzownﬁboo = 0 (5.5.6). Par suite, v2e; = 0 et ¢; est a-nul.
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Compte tenu de (2.6.11.3), ¢; = 0 et donc R; = 0. Il s’ensuit que la Eio—algébre @/ est a-projective
de type o-fini et de rang p > 0. Elle est donc a-fidélement plate en vertu de ([2] V.6.7); d’ou la
proposition.

COROLLAIRE 5.5.21. Conservons les hypothéses et notations de 5.5.20, notons, de plus, A
le Eio—module limite projective du systéme projectif (M)n dont les morphismes de transition sont
les itérés de ’endomorphisme ¢-semi-linéaire de M induit par ¢ (5.5.20.1), et ® ’endomorphisme
¢-semi-linéaire de A induit par p. Alors,

(i) Pour tout entier i > 0, la suite
(5.5.21.1) 00—t = 5 M — 0,

ot 7; est le morphisme qui associe o (x;)ien € M Uélément x; € M, est a-exacte.
(ii) 1l existe une Eio—algébre a-finie-€tale et a-fidélement plate of , un entier r > 0 et un
morphisme < -linéaire

(5.5.21.2) Moo ®ﬁ?b %@Ebm o — A"
compatible a ® et a ’endomorphisme de Frobenius de <7, qui est un a-isomorphisme.

Cela résulte de la preuve de 5.5.20.

5.6. Suite exacte d’Artin-Schreier du topos de Faltings annelé

5.6.1. Les hypotheéses et notations de 5.4.1 et 5.4.2 sont en vigueur dans cette section. On
reprend aussi les notations de 5.5.1 et 5.5.2. On désigne simplement par R la R,-algébre R§( définie

dans (4.1.13.4). On rappelle qu’on a un isomorphisme canonique de R;-algébres (4.1.12.3)
(5.6.1.1) By — R,
ol Z est Panncau de E défini dans 5.1.5 et p est le morphisme (5.1.4.5).

LEMME 5.6.2. La R__-algébre R est a-fidélement plate.

Cela résulte de 2.9.12, 4.5.7 et (|2] V.6.5(2)), compte tenu des définitions (4.1.13.4) et (5.4.2.4).

5.6.3. On note encore ¢ 'endomorphisme de Frobenius absolu de R/pR. Suivant (2.5.2.1), on

—b -
désigne par R la limite projective du systéme projectif (R/pR)n dont les morphismes de transition
sont les itérés de ¢ ;

(5.6.3.1) R’ =lim B/pR.
~

—b
C’est une Eboo—algébre parfaite (5.5.2.1). On note encore ¢ ’'endomorphisme de Frobenius de R .
Ces abus de notation n’induisent aucun risque d’ambiguité.
Pour tout entier ¢ > 0, on désigne par 7; ’homomorphisme

(5632) T Eb — E/pE, (xn)nZO = X;.

PROPOSITION 5.6.4.
(i) Pour tout v € my tel que pu(y) < 1 (5.1.1), ’homomorphisme

(5.6.4.1) ¢,: R/yR — R//"R

induit par Uendomorphisme ¢ de R/pR est un isomorphisme.
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(ii) Pour tout entier i > 0, la suite

—b -wpi —=b s

(5.6.4.2) 0 R R R/pR —0
est exacte.
(iii) Le morphisme o induit un isomorphisme
(5.6.4.3) R /¢ (w)E > R/p.E,

ou p; est lélément de OF fizé dans 5.5.1 tel que pfi =p.
—b
(iv) L’anneau R est complet et séparé pour la topologie w-adique, et celle-ci coincide avec la
limite des topologies discrétes sur R/pR (5.6.3.1).

En effet, 'endomorphisme de Frobenius de R/pR est surjectif en vertu de (4.1.13.4) et (|2]
11.9.10). Par suite, 57 est surjectif. L’injectivité résulte du fait que ’anneau R est local, strictement
hensélien normal et en particulier intégre d’apres ([2] 111.10.10(i)). Ceci démontre Passertion (i).
Les autres assertions s’en déduisent comme pour R, (cf. 5.5.5 et 5.5.6).

LEMME 5.6.5. Pour tout element non-nul b de ﬁ?b, la suite

b b ¢—bPTlid  —»

[=v]
=
o

(5.6.5.1) 0 F,

est exacte.

Soit (by)n>0 € (Oc)N image inverse de b par 1'isomorphisme (4.8.1.2). Il existe ng > 0 tel que
pour tout n > ng, b2 & pOc. D’aprés 4.8.8 et (5.6.1.1), la suite

- — — —  ¢-btlid
(5.6.5.2) 0——=TF, b, @ (21) - R/pPR— R/pR

p—1
bn

R/pR 0

est exacte. Considérons (Fy - bn @ (5557) R/PR)y>n, comme un sous-systéme projectif du systéme

projectif (R/pR),>n, dont les morphismes de transition sont les itérés de ¢. Comme v(b,,) < %,
on a pv(L7) > 1. Par suite, (Fp - b, ® (5&5) - B/pR)n>n, vérifie la condition de Mittag-Leffler.

[ [
La proposition s’ensuit par passage a la limite projective.

5.6.6. On désigne par E'N" le topos des systémes projectifs de E’ (5.1.6), indexés par l'en-
semble ordonné N des entiers naturels (2.1.11), et par

(5.6.6.1) N:EN S B
le morphisme canonique (2.1.11.1). Pour tout objet F = (F},),>0 de E'N* et tout entier i > 0, on
note e<;(F) lobjet (F?),>o de E'N", défini par

{Fn si0<n<i,

(5.6.6.2) Fi={F sn>i

n

le morphisme de transition F! ; — F étant égal au morphisme de transition F,, 11 — F,, de F si
0 <n <1 et alidentité si n > ¢. La correspondance F' — sgi(F ) est clairement fonctorielle, et on
a un morphisme fonctoriel canonique

Si F' est un anneau (resp. module), il en est de méme de e<;(F') et le morphisme (5.6.6.3) est un
homomorphisme.
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Si A est un anneau, on note encore A anneau constant de valeur A de E' oude EN°. On a
donc un isomorphisme canonique X*(4) =5 A de EN°.

On note (O)% anneau (O /pOx)n de E™° dont les morphismes de transition sont les itérés
de 'endomorphisme de Frobenius de 0’%/p0y. On le considére comme une ﬁ?b-algébre via les
homomorphismes (5.5.1.2).

On désigne par &’ la catégorie abélienne des F,-modules de EN et par &, son quotient
par la sous-catégorie épaisse des F,-modules Artin-Rees-nuls (AR-nuls en abrégé) ([25] V 2.2.1).
On rappelle que &) est canoniquement équivalente & la catégorie des systémes projectifs de &’
a translation prés ([25] V 2.4.2 et 2.4.4).

5.6.7. On note ¢/ 'endomorphisme de Frobenius de g/l (5.1.5.5) et on désigne par 27 la
(O )¥-algebre (QQ)N de E'N° dont les morphismes de transition sont les itérés de ¢ (5.6.6). On
considére Z° comme une ﬁ?b-algébre. On note encore ¢’ 'endomorphisme de Frobenius de Z°.
Cette notation n’induit aucun risque d’ambiguité puisque l’endomorphisme de Frobenius de z*
est induit par celui de @/1

5.6.8. Pour tout faisceau abélien F' = (F,),>0 de E'N", on désigne par O.(F) (=) la limite
projective des fibres des ©.(F,) en p(g ~ T) (5.1.4.5),

N

ol O est le morphisme de topos (5.1.8.2). On définit ainsi un foncteur de la catégorie des fais-
ceaux abéliens de E'N° dans celle des faisceaux abéliens. Celui-ci étant exact & gauche, on désigne
abusivement par RY0.(F),z) (¢ > 0) ses foncteurs dérivés a droite.

D’aprés ([36] 1.6), on a une suite exacte canonique

1y q-1 AP q S i q A PP
(5.6.8.2) 0—+R 1(%1 R @*(E)p(ywm) — R @*(F)p(ywm) — 1(21 R @*(Fl)p(ywm) — 0.

N
5.6.9. Pour tout Fp-module de type fini L’ de Y;Zt et tout entier ¢ > 0, on associe le (R/pR)-
module
« —
(5.6.9.1) MIL") = R10,(B™(L') ®F, B1)pG—7):
ott ' est le morphisme (5.1.6.3). On le munit de ’'endomorphisme (R/pR)-semi-linéaire ¢ induit
par ’endomorphisme de Frobenius ¢’ de @/1 On leur associe aussi le Eb module

(5.6.9.2) ML) =RIO, (N (B(L) @5, B ) p(gem),

. . -P - . . . . .
que 'on munit de ’endomorphisme R -semi-linéaire ® induit par I’endomorphisme de Frobenius
—
¢ de B (5.6.7).
D’aprés 4.8.5, pour tout entier ¢ > 0, la suite de 2" -modules

(5.6.9.3) 0 7 = 7" eci(B) —=0
ot la deuxiéme fléche est le morphisme canonique (5.6.6.3), est exacte dans &xr. Compte tenu de

(5.6.8.2) et ([36] 1.15), on en déduit une suite exacte longue de Eb—modules

(5.6.9.4) (L) == oy Ly — gy
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ou M?(LL') est considéré comme un Eb-module via Phomomorphisme m; (5.6.3.2).

PROPOSITION 5.6.10. Supposons le morphisme g: X' — X projectif (5.1.2.1). Soient L' un
Fp,-module de type fini de 7;‘;, q un entier > 0 et reprenons les notations de 5.6.9. Alors,

—b
(i) Pour tout entier i > 0, la suite de R -modules

»! pi (L)

(5.6.10.1) 0—— #1(L)Z— #(L) — MIL') —=0
est a-exacte. )
(ii) Le morphisme de R -modules
(5.6.10.2) ML) — lim ML),
—

N

induit par les morphismes pl(L') (i > 0), o les morphismes de transition de la limite
projective sont les itérés de p, est un a-isomorphisme.

(iii) 11 existe une (R/pR)-algeébre a-finie-étale et a-fidélement plate A, un entier r > 0 et un
morphisme A-linéaire

(5.6.10.3) My @ ML) @5 A — A,

compatible a ¢ et aux endomorphismes de Frobenius de O /pOx et A, qui est un o-
isomorphisme.

. . —b N L \ .

(iv) Il existe une R -algébre a-finie-étale et a-fidélement plate <7, un entier r > 0 et un
morphisme < -linéaire

(5.6.10.4) Mo @b ML) Qg o — A",

compatible a ® et aux endomorphismes de Frobenius de ﬁ?b et &, qui est un a-isomor-
phisme.

Notons d’abord que compte tenu de (5.6.9.4), la proposition (i) est équivalente & la suivante :
(i) Pour tout entier ¢ > 0, le morphisme

(5.6.10.5) pd(L): ALY — ML)

est a-surjectif.
Nous omettrons L’ des notations M(L'), .#9 (L") et p! (L") pour les alléger. Nous équiperons
les propositions ('), (ii), (iii) et (iv) d’un indice ¢ pour rappeler la dépendance en cet indice.
Nous procédons par récurrence descendante sur gq. D’aprés 5.3.27, MY est a-nul pour ¢ assez
grand, et il en est donc de méme de .#7 compte tenu de (5.6.8.2) et ([17] 2.4.2(ii)), d’ou la propo-
sition pour ces valeurs de g. Supposons la proposition (iv)s+1 établie et montrons les propositions

—b
(i")q, (ii)g, (iil)q et (iv)q. Comme w n’est pas un diviseur de zéro dans R (5.6.4.2), on déduit de
(iv)g+1, par descente a-fidélement plate, que la multiplication par @ dans .#Z97! est a-injective.
La suite exacte longue (5.6.9.4) implique alors que pour tout entier ¢ > 0, le morphisme

(5.6.10.6) M M — MO

induit par p! est un a-isomorphisme, d’ot la proposition (i’),.
Par ailleurs, ’endomorphisme de Frobenius ¢’ de 7" induit un isomorphisme de ), d’aprés
4.8.5(ii). L’endomorphisme ® de .#? est donc un isomorphisme. D’aprés 5.6.4(ii), le morphisme
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mo induit un isomorphisme Eb/¢_1(w)Eb 5 R/p1R (cf. 5.5.1). Compte tenu de (5.6.10.6), on en
déduit que le morphisme R-linéaire

(5.6.10.7) 6, (M /p1 M) — M7

induit par 'endomorphisme ¢ de M7 est un a-isomorphisme (5.6.4.1).
Observons que les hypothéses de 5.3.4 sont satisfaites et reprenons les notations de 5.3.12. En
vertu de 5.3.13, on a un morphisme R-linéaire canonique

oo * —! -
(5.6.10.8) 02 (R10, (8" (1) 05, B1))r @, 5, B — M,
qui est un a-isomorphisme. Tenant compte de (5.3.12.7), on pose
oo * —/
(5.6.10.9) N = o™ (R10. (8" (L) @, )z @, ) 55, Bocs

que Pon munit de I'endomorphisme (R, /pR.,)-semi-linéaire ¢ induit par I’endomorphisme de
Frobenius ¢’ de @Il Le morphisme (5.6.10.8) induit un morphisme R-linéaire

(5.6.10.10) NY@r_R— MY,

qui est un a-isomorphisme. Celui-ci est compatible & ¥, ¢ et & 'endomorphisme de Frobenius ¢
de R/pR, d’aprés la preuve de de 5.3.13.

Comme la R__-algébre R est a-fidélement plate (5.6.2) et que le morphisme (5.6.10.7) est un
a-isomorphisme, le morphisme R __-linéaire

(5.6.10.11) By, (N?/p1N) — N

induit par I’endomorphisme 1 de N9, est un a-isomorphisme (cf. 5.5.7). Par ailleurs, le R__-module
N1 est de présentation a-finie, en vertu de 5.3.26. La proposition (iii), résulte alors de 5.5.20 et
(5.6.10.10).

—b
Notons .#? . le R -module limite projective du systéme projectif (M?)y dont les morphismes

proj
de transition sont les itérés de ¢, et ® l’endomorphisme ¢-semi-linéaire de ///5 induit par ¢.

r0j

De méme, notons A1 . le Eio—module limite projective du systéme projectif (N9)y dont les mor-

proj
phismes de transition sont les itérés de ¢, et ¥ ’endomorphisme ¢-semi-linéaire de Jl/P)ZOj
par . En vertu de 5.5.21, on a les propriétés suivantes :

(a) pour tout entier i > 0, la suite

induit

(5.6.10.12) 0— A1 Z5 ya

Ti q
proj proj N 0,

ol 7; est le morphisme qui associe & (z;);en € %‘ioj
(b) il existe une R’ -algebre a-finie-¢tale et a-fidélement plate <7, un entier r > 0 et un

morphisme «7-linéaire

(5.6.10.13) M Qo N

I’élément z; € N9, est a-exacte;

T
broj B, 7 = A

compatible a ¥ et & ’endomorphisme de Frobenius de &7, qui est un a-isomorphisme.

On observera que .#Z . et A

oroj oroj sont complets et séparés pour les topologies w-adiques

d’aprés 2.11.3. Notons A4 .@)E, Eb le séparé complété w-adique de A ¢ ® gy Eb. Compte tenu

proj proj
de (5.5.5.1), (5.6.4.2) et (5.6.10.12), le morphisme (5.6.10.10) induit un morphisme Eb—hnéaire

(5.6.10.14) NI B B — Mo

proj proj’
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qui est un a-isomorphisme d’aprés ([17] 2.4.2(ii)). Montrons que le morphisme induit

(5.6.10.15) w: NI

proj

—b
®EI7°O E — %groj
. . == = . . " .
est un a-isomorphisme. On note R ®p» & et 4, 1 .® re @ les séparés complétés w-adiques de

proj
—b
R @p o et M}, Qp A, et

proj
(5.6.10.16) v R Qp A — Ebé@ o
(5.6.10.17) Wi Mo Opy A = MOy A

les morphismes canoniques. Comme le Eio—module o est a-projectif de type a-fini (2.9.2), v et w
sont des a-isomorphismes d’aprés 5.5.11. Considérons le diagramme commutatif

t

/—\

=P ~  =b ~ =bh~
O B Op o —— MO B Oy S —— o O B Op

Ea |

M i O A = M iy

(5.6.10.18) .4

proj

proj proj

~ b~ . —b .
ot @ o B ®py o est le séparé complété w-adique de N i ® o Lt @py_ /. Les fleches verti-
cales sont des a-isomorphismes d’aprés (5.6.10.14), et ¢ est un a-isomorphisme d’apreés (5.6.10.16).
Il s’ensuit que u ® id est un a-isomorphisme. Comme la Eio—algébre o est a-fidélement plate, on
en déduit que u est un a-isomorphisme.
Pour tout entier ¢ > 0, la suite

(5.6.10.19) 0 —s M T M MT— 0,

ol k; est le morphisme qui associe & (2;);eny € ,///gmj Iélément x; € M7, est a-exacte. Cela
résulte de (5.6.10.12) et (5.6.10.15), sauf pour 'exactitude & gauche qui découle de (5.6.10.13) et

(5.6.10.15). En effet, la multiplication par w dans Eb est injective (5.6.4.2) et la Eio—algébre o est
a-fidélement plate.

Considérons de nouveau le systéme projectif (M?)y dont les morphismes de transition sont les
itérés de ¢ et posons

(5.6.10.20) T =RMim M.

~
D’aprés (5.6.8.2) et ([2] 7.12), on a une suite exacte canonique
(5.6.10.21) 0= T = M1 — M2 — 0.

Il résulte alors de (5.6.10.6) et (5.6.10.19) que 9 !/w. 797! est a-nul. Comme le O7»-module

T 971 est dérivé-w-complet d’aprés 2.11.5(iii), on en déduit que 797! est a-nul en vertu de 2.11.8.
Les propositions (i), et (iv)q s’ensuivent (5.6.10.13).

COROLLAIRE 5.6.11. Sous les hypothéses de 5.6.10, il existe un entier r > 0 et un morphisme

R -linéaire
(5.6.11.1) M 8o ML) > R,
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. . . —b . . .
compatible & ® et aux endomorphismes de Frobenius de ﬁ?b et R, qui est un a-isomorphisme

. . . —=b .
En effet, en vertu de 5.6.10(iv), il existe une R -algébre a-finie-étale et a-fidélement plate <7,
un entier r > 0 et un morphisme .o7-linéaire

(5.6.11.2) My ®ﬁ% ML) ®Eb o — A",
compatible & ® et aux endomorphismes de Frobenius de ﬁ?, et &7, qui est un a-isomorphisme.

D’apreés 2.6.12, il suffit donc de montrer qu’il existe un morphisme de a—Eb—algébres o> — (Eb)o‘ (cf.
2.6.11), ou ce qui revient au méme, un morphisme de Eb-algébres o — o (R)Y), oo, ((R)*) =
—b

Homg_, (mp, 1) ’

Pour toute Op=-algébre (resp. ﬁfb—algébre) A, notons A-Et,¢ la catégorie des a-A-algébres
a-étales, de présentation a-finie (2.9.2).

Comme Panneau R est local et strictement hensélien d’aprés ([2] 111.10.10.2(i)) et (5.6.1.1) et
que p appartient a I'idéal maximal de R, (R, pR) est un couple hensélien au sens de ([47] XI défi. 3).
Par suite, en vertu de ([17] 5.5.7(iii)), le foncteur

(5.6.11.3) R-Etopr = (B/pR)-Etops, C — C/pC,

. . —b
est une équivalence de catégories. De méme, comme ’anneau R est complet et séparé pour la
topologie w-adique (5.6.4), le foncteur

(5.6.11.4) R EBtopt = (B JoR ) Btap:, C— C/wC,

. . . S S S
est une équivalence de catégories. Compte tenu de isomorphisme R /wR — R/pR (5.6.4.2), on
en déduit une équivalence de catégories

(5.6.11.5) B Bt apt = B-Et gy

Notons &7 I'image de &/ par cette équivalence. Il suffit donc de montrer qu’il existe un morphisme
de a-E-algébres o — Ea.

Comme la Eb—algébre &/ est a-projective de type a-fini et de rang fini (2.9.2), la a-R”-algebre
o est a-projective de type a-fini et de rang fini d’aprés ([17] 2.4.18 & 5.1.7). Par ailleurs, la

Eb—algébre o/ étant a-fidélement plate, elle n’est pas a-nulle. Par suite, la a-R-algébre o nest
pas nulle (5.6.11.5).

La E[%]-algébre C= 0*(@7)[%] (2.6.11.2) est finie étale d’aprés 2.6.12(ii). Notons € la cloture
intégrale de R dans C. En vertu de ([17] 8.2.31(i)), les a-R-algébres € et o/ sont isomorphes.

En particulier, C' n’est pas nulle. Reprenant la définition (4.1.13.4) de R = Eﬂ&’ il existe un X-
schéma étale Z-pointé U et une E‘g[%]-algébre finie étale et non nulle D tels que C = D Qpv R.
_ _ U
Compte tenu de (4.1.9.3), il existe un homomorphisme de R%[%]—algébres D — R@IIJ[%] et par
suite un homomorphisme de E[%]—algébres C — E[}—lj] Comme R est normal, on en déduit un
homomorphisme de R-algébres € — R, d’ou I'assertion recherchée.
COROLLAIRE 5.6.12. Sous les hypothéses de 5.6.10, il existe un entier r > 0 et un morphisme

(R/pR)-linéaire
(5.6.12.1) my ®e. ML) = (R/pR)",
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compatible a ¢ et aux endomorphismes de Frobenius de O /pOg et R/pR, qui est un a-isomor-
phisme.

Cela résulte de 5.6.11, 5.6.10(1) et 5.6.4(ii).

PROPOSITION 5.6.13. Supposons le morphisme g: X' — X projectif (5.1.2.1). Soient L' un

Fp-module de type fini de 7;‘;, b un élément non-nul de ﬁ?b, q un entier > 0. Reprenons les
notations de 5.6.9. Alors,
(i) La suite

d—bP~tid

(5.6.13.1) 0 — R0, (B (') p(gm) ——> A I(L) ML) — 0
est exacte.
(ii) Le morphisme canonique
5.6.13.2 ker(® — 0P~ Vid [ (IL')) — ker(® — bP~tid|./ (L) @5, K
Kb
est un isomorphisme.
En effet, d’aprés 4.8.9, la suite
— /_pP—1j —
(5.6.13.3) 0 F, b g® P g 0

est exacte dans Z)  (5.6.6). Compte tenu de (5.6.8.2) et ([36] 1.15), celle-ci induit une suite exacte
longue de cohomologie

b d—bP~tid

M ——=RIOL (B (L)) p(grr) M1 M

olt on a posé A1 = .# L") pour tout ¢ > 0 et .#Z~! = 0. En vertu de 5.6.11, il existe un entier

—b
r > 0 et un morphisme R -linéaire
—b
(5.6.13.4) w: Mg o, M — &)
—b
compatible & ® et aux endomorphismes de Frobenius de ﬁ?b et R, et qui est un a-isomorphisme.

. . b . .
En vertu de 5.6.5, pour tout ¢ € ﬁ?b, I’endomorphisme ¢ — c?P~tid de R est surjectif. Pour

. . —b
tous y € .47 et t1 € m, il existe donc z € (&2)" tel que

(5.6.13.5) u(t! @ y) = ¢(2) — P71z,

T

. =P\ - . . .
ol on a encore noté ¢ 'endomorphisme de (R')" induit par 'endomorphisme de Frobenius ¢ de

—b

R . Pour tout t9 € Mo, il existe z € #%ette Mo tels que u(t ® x) = taz. On en déduit que
(5.6.13.6) u((tite)? @ y) = u(tP @ ®(x) — (cto)? 't @ )

Pour tout t3 € m», on a donc

(56137) (tltgtg)py = (I)(ttg,l') — (Ct2t3)p_1(tt3$).
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Par ailleurs, pour tout élément non-nul b’ de ﬁ?b, on a un diagramme commutatif

—_pP— 1§
(5.6.13.8)  ker(® — bP~id|.#9) w1 2" g coker(® — bP~1id|.#9)
»b’l »b’l l-b/p l-b/p
_ ’ p—li
ker(® — (bb')P~1id].#9) e 27T coker(® — (bb)P~id|.27)

On déduit de ce qui précéde (en prenant ¢ = bty et b’ = t1tats) que pour tout b’ € m—, le dernier
morphisme vertical du diagramme (5.6.13.8) est nul.

D’aprés 4.8.9, pour tout élément non-nul b’ de Mob, ON & un diagramme commutatif & lignes
exactes

— S _pp—1y —
(5.6.13.9) 0 F, t-g® P W g 0
‘ N b'P
by — '—(bb" )P lid —
0 F, W e @' —(bb") 77 0

Il induit un diagramme commutatif & lignes exactes
(5.6.13.10)

coker(®’ — bP~tid[.#/ 1 )— R0, (8 (L)) p(gsz) —> ker(® — 0P~ 1id|.#9)

N | :

coker(®' — (bb)P~tid|.#/ 1) —= RIO, (3 (L)) o ker(® — (bb)Pid].29)

p(ywi)

ol on a noté ®' I'endomorphisme de .#9~! induit par 'endomorphisme ¢’ de A8 (pour le distin-
guer de 'endomorphisme ® de .#?). Comme le morphisme vertical de gauche est nul, on en déduit
que 'endomorphisme ® — bP~'id de .# 7! est surjectif, et il en est donc de méme de ’endomor-
phisme ® — b?~td de .#7; d’ou exactitude de la suite (5.6.13.1). On en déduit aussi que la fleche
verticale de droite est un isomorphisme

(5.6.13.11) b ker(® — vP | #9) S ker(® — (bb)PHd|27).
1l s’ensuit que 'application (5.6.13.2) est injective.

Soit x € M1 Qe K tel que ®(x) = bP~lz. Il existe z € AT et b € m tels que b' # 0 et
z=0x e A1 ®o_, K. Par suite, ®(z) — (bb')P~1z est annulé par une puissance de w. Quitte
a remplacer b’ par un multiple, on peut supposer que ®(z) = (bb')P~1z. D’aprés I'isomorphisme
(5.6.13.11), il existe 2’ € ker(® —bP~Lid|.# ) tel que z = b'2’. On a alors z = 2’ dans .#4 ®o_, K ;
d’ou la surjectivité de lapplication (5.6.13.2).

COROLLAIRE 5.6.14. Supposons le morphisme g: X' — X projectif (5.1.2.1). Soient L' un F,-

module de type fini de 7;2, q un entier > 0. Alors, reprenant les notations de 5.6.9, le F,-espace
vectoriel R10, (8™ (L')) py—z) est de dimension finie, et le morphisme canonique

(5.6.14.1) RIO. (8" (L)) p(go) @, B — M (L)

est un a-isomorphisme.
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En effet, en vertu de 5.6.13 et avec les notations de sa preuve, on a des isomorphismes cano-
niques

(5.6.14.2) RIO. (B (L)) p(gor) > ker(® — id| ) 5 ker(® — id. 4" @0, ).
D’aprés 5.6.11, il existe un entier » > 0 et un morphisme Eb—linéaire

—b r
(5.6.14.3) u: Mo Do, M — (R)

. . . -=P . . .
compatible & ® et aux endomorphismes de Frobenius de ﬁ?b et R, et qui est un a-isomorphisme.

. . . . —=b —b .. .
Il induit donc un isomorphisme R ®ﬁ?b K -linéaire

—=b ~ =b —b
(5.6.14.4) M@0, K > (R @0, K

On a la suite exacte d’Artin-Schreier

—=b —b ¢—id —=b —b
(5.6.14.5) 0—>F,—>R ®s_ K — >R ©s_ K .
On en déduit que R0, (8™ (I')),g-z) est un Fy-espace vectoriel de dimension finie, et que le

— —b
morphisme Eb ®ﬁ?b K -linéaire
—b —b —b

(5.6.14.6) R10, (8" (L)) pgm) @k, B ®o, K — M1 20, K
est injectif. D’apreés 5.6.4(ii), @ n’est pas diviseur de zéro dans Eb. Par suite, le morphisme (5.6.14.1)

est injectif. Montrons qu’il est a-surjectif. Notons ey, ..., e, la base canonique de (Eb)r. Comme
u est a-injectif, il suffit de montrer que pour tout 1 < ¢ < r et tout v € m—, il existe = € M1
tel que ®(z) = z et u(y ® z) = ve;. Pour tout ¢ € m., il existe y € A#7 et f € mp. tels que
u(B®y) = te;. On a u(BP @ ®(y)) = tPe; et donc u(B? @ ®(y) — P13 ® y) = 0. Par suite, pour
tout t’ € M, on a

(5.6.14.7) d(t'By) = (tt')P~ 1 By.

Compte tenu de I'isomorphisme (5.6.13.11) (pour b = 1 et ¥’ = ¢t’), il existe z € .47 tel que
®(z) = x et ¢’ By = tt'x. Par suite, pour tout t” € M, ona t't" ey = tt't" ®x dans Mg Qe WA
et donc u(tt't” ® x) = tt't"e;, d’ott 'assertion recherchée.

COROLLAIRE 5.6.15. Supposons le morphisme g: X' — X projectif (5.1.2.1). Soient n un
entier > 1, L' un (Z/p"Z)-module de type fini de Y;Z. Alors, pour tout entier ¢ > 0, le morphisme
canonique

* 5) * =
(5.6.15.1) RYO.(8 (L/))p(wa) ®z, B — R70O.,(8* (L) ®z, B ) p(7-7)
est un a-isomorphisme.

En effet, par dévissage, on peut se réduire au cas ot n = 1. On notera que Z et R sont
Z,-plats ([2] II1.9.2). La proposition résulte alors de 5.6.14, 5.6.10(i) et (5.6.4.2).
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5.7. Le principal théoréme de comparaison p-adique de Faltings dans le cas relatif

PROPOSITION 5.7.1. Supposons le morphisme g: X' — X projectif (5.1.2.1). Soient n un
entier > 1, L' un (Z/p"Z)-module de type fini de 7;;. Alors, pour tout entier ¢ > 0, le morphisme
canonique
(5.7.1.1) R0, (8" (L) ©z, Z — RIO.(*(L') @z, B )

est un a-isomorphisme.

En effet, la fibre de ce morphisme en tout point de E de la forme p(g ~ T), ou (¥ ~ T) est
un point de Xgg % Xat th (3.1.10) tel que T soit au-dessus de s, est un a-isomorphisme, en vertu
de 5.6.15 et (5.6.1.1). Par ailleurs, §/|a’* (X;) et Blo*(X,) étant des Qp—algébies, le morphisme
(5.7.1.1) est évidemment un isomorphisme au-dessus de l'ouvert ¢*(X,) de E. La proposition
s’ensuit en vertu de 3.3.20(ii).

PROPOSITION 5.7.2. Supposons le morphisme ¢°: X'° — X° propre et notons V: X" 5 X
le morphisme induit par g. Soient § un point géométrique de YO, F' un faisceau abélien de torsion,
localement constant constructible de 7'5, q un entier > 0. Alors, le faisceau Ry, (F") est localement
constant constructible sur X et on a un isomorphisme canonique

(5.7.2.1) RIY, (F')y 5 HY(X o0, F).
Considérons le diagramme commutatif
(5.7.2.2) X" L.X"
S
<°

ol j désigne l'injection canonique. D’aprés 2.4.2, le morphisme de schémas usuels ¢°: X'° — X°
induit par g (5.1.2.1) est lisse et la structure logarithmique .#x/|X’® est définie par un diviseur sur
X'° & croisements normaux relativement a X °. Comme le schéma X est de caractéristique nulle, il
résulte de ([11] Th. finitude, Appendice 1.3.3) et de sa preuve, que pour tout i > 0, R?7,(F") est un
faisceau abélien de torsion, localement constant constructible de 7:; La proposition s’ensuit par
les théorémes de changement de base propre et lisse ([4] XVI 2.2) appliqués & §° et aux faisceaux
Riz, (F'), le fait que (7, F') est cohomologiquement propre relativement a X~ ([11] Th. finitude,
Appendice 1.3.3) et ([4] IX 2.1 et 2.6).

5.7.3. Notons y: X — X le morphisme induit par g (5.1.2.1). D’aprés ([2] (VI.10.12.7)),
le diagramme

(5.7.3.1) p Ay

ot ¢ et ¢’ sont les morphismes (5.1.4.4) et (5.1.6.4) respectivement, est commutatif & isomorphisme
canoniques pres.
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THEOREME 5.7.4 ([14], Theorem 6, page 266). Supposons le morphisme g: X' — X projectif

(5.1.2.1). Soit F' un faisceau abélien de torsion, localement constant constructible de 7:; Alors,
pour tout entier ¢ > 0, on a un morphisme canonique

(5.7.4.1) b (R (F')) @z, B — RIO,(V.(F') 7, B )

qui est un a-isomorphisme.

On peut évidemment se borner au cas ot F’ est annulé par p™, pour un entier n > 1. En vertu
de 4.4.2, 5.7.2 et de la suite spectrale de Cartan-Leray, les morphismes canoniques

(5.7.4.2) RIO (Y. (F)) — RIOoy ). (F),

(5.7.4.3) RIWoy)(F') — u(RY(F)),

sont des isomorphismes. Compte tenu de I'isomorphisme de commutativité de (5.7.3.1)
(5.7.4.4) Oor) S oy,

on en déduit un isomorphisme

(5.7.4.5) R0, (VL(F)) = v (RT7.(F)).

Par ailleurs, notant p<: 75 — YQZ le morphisme canonique (2.1.17.1), il existe un (Z/p"Z)-
module de type fini L de 7;‘; tel que F' = s (L) d’apres ([2] VI.9.20 et I111.2.11). En vertu de
([2] VI.10.9), on a un isomorphisme canonique

(5.7.4.6) B (L) 5 4 (e (L))
La proposition résulte alors de 5.7.1.

COROLLAIRE 5.7.5. Si le morphisme g: X' — X est projectif, pour tous entiersn > 1 et ¢ > 0,
on a un morphisme %B-linéaire canonique

(5.7.5.1) . (RY.(Z/p" L)) @2, B — RIO.(B,,),

qui est un a-isomorphisme.

En effet, d’aprés (|2] VI.10.9(iii)), on a un isomorphisme canonique

(5.7.5.2) B (Z/p"2) = (o (Z/p" ),
ou pgre: 75 — 7;; est le morphisme canonique (2.1.17.1). On en déduit un isomorphisme
(5.7.5.3) Z/p"Z = L (Z)p"7),

qui n’est autre que le morphisme canonique par adjonction. La proposition résulte alors de 5.7.4.






Chapitre 6

Les suites spectrales de Hodge-Tate

6.1. Hypothéses et notations

6.1.1. Dans ce chapitre, K désigne un corps de valuation discréte complet de caractéristique
0, a corps résiduel algébriquement clos k de caractéristique p > 0, Ok 'anneau de valuation de K,
K une cloture algébrique de K, 0% la cloture intégrale de Ok dans K, my- 'idéal maximal de 0%
et Gk le groupe de Galois de K sur K. On note ¢ le séparé complété p-adique de O%, mg son
idéal maximal et C son corps des fractions. On désigne par Z,(1) le Z|G k]-module
(6.1.1.1) Zp(1) = lim ppn (O),

n>1

ou ppn (OF) désigne le sous-groupe des racines p"-iémes de I'unité dans 0. Pour tout Z,[Gk]-
module M et tout entier n, on pose M(n) = M ®z, Z,(1)®".

On pose S = Spec(Ok), S = Spec(Og) et S = Spec(O¢). On note s (resp. 7, resp. 7)) le
point fermé de S (resp. générique de S, resp. générique de S). Pour tout entier n > 1, on pose
Sn = Spec(Ok /p" Ok ). Pour tout S-schéma X, on pose

(6.1.1.2) X=Xx55, X=Xxg55 et X,=X xgS.

On munit S de la structure logarithmique .#s définie par son point fermé, et S et S des
structures logarithmiques .#5 et .4 images inverses de .#.

6.1.2. Pour toute extension finie L de K, on note Oy, la fermeture intégrale de Ok dans
L et on pose S, = Spec(0r) que on munit de la structure logarithmique .#s, définie par son
point fermé. Les schémas logarithmiques (Sp, .#s,) forment naturellement un systéme projectif.
On désigne par (S, Z5) la limite projective des schémas logarithmiques (Sp,.#s, ), indexée par
I'ensemble filtrant des sous- K -extensions finies L de K. Notant : 77 — S I'injection canonique, on
a Lo = U*(ﬁﬁx) N Oz, a ne pas confondre avec la structure logarithmique .#5 sur S définie dans
6.1.1.

6.1.3. Pour tout U-topos T et tout groupe abélien M, on note M7 (ou simplement M lorsqu’il
n’y a aucun risque d’ambiguité) le groupe constant de T de valeur M. Pour tout entier n > 1, on
désigne par pi, 1 (ou simplement g, lorsqu’il n’y a aucun risque d’ambiguité) le groupe constant de
T de valeur le groupe p,(0F%) des racines n-iémes de I'unité dans 0. Pour tout (Z/nZ)-module
F de T et tout entier m, on pose

(6.1.3.1) F(m) = {

Cet usage n’étant pas classique pour le topos X, on prendra garde de ne pas confondre le faisceau
In, X, ainsi défini avec le faisceau des racines n-iémes de I'unité de Xy, c’est-a-dire le noyau de la
puissance n-iéme sur G,, x (qui ne sera pas utilisé dans ce chapitre).

F®Z /L%};v sim > Oa
HomZ(,ufi}m, F), sim<0.

293
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LEMME 6.1.4. Soient A un anneau intégre, M un monoide intégre, u un homomorphisme
injectif de M dans le monoide multiplicatif A, n un entier > 1, ¢: A — A Uapplication d’élévation
& la puissance n-ieme. Supposons que pour tout t € M, léquation x™ = u(t) admette n racines
distinctes dans A. Alors, $~1(M) est un monoide intégre et I’lhomomorphisme ¢~ (M) — M déduit
de ¢ identifie M au quotient de ¢~*(M) par le sous-monoide ji,(A) des racines n-iémes de 'unité

dans A (2.1.9).

En effet, pour tout ¢ € M, on a u(t) # 0 car u est injectif et M est intégre. Comme A est
intégre, ¢~1(M) est donc intégre. Par ailleurs, Papplication canonique ¢~ (M) — M est surjective
et fait de ¢~ 1 (M) un torseur sur M sous le groupe p,(A). Par suite, M est le quotient de ¢! (M)
par le sous-monoide p,(A) ([45] T 1.1.6).

6.1.5. Dans ce chapitre, f: (X, #x) — (S, .#s) désigne un morphisme adéquat de schémas
logarithmiques ([2] II1.4.7). On désigne par X° le sous-schéma ouvert maximal de X ot la structure
logarithmique .#x est triviale; c’est un sous-schéma ouvert de X,. On note j: X° — X I'injection
canonique. D’aprés ([2] II1.4.2(iv)), 'immersion j est schématiquement dominante et on a un
isomorphisme canonique

(6151) Mx Z)j*(ﬁ;éo)ﬂﬁx

En particulier, ’homomorphisme structural a: .#x — Ox est injectif.
Pour tout X-schéma U, on pose

(6.1.5.2) U°=Uxx X°.

On note h: X — X et h: X — X les morphismes canoniques (6.1.1.2), de sorte que l'on a
h = ho jx. Pour alléger les notations, on pose

(6.1.5.3) Qﬁ(/s = Q%X,%X)/(S,//ls)’

que l'on considére comme un faisceau de X,,, ou X, selon le contexte (cf. 2.1.18).
On reprend les notations des objets associés a f introduits dans §4.1, en particulier ceux relatifs
au topos de Faltings : E, E, A...

6.2. Torseur et extension de Higgs-Tate d’un schéma logarithmique affine

6.2.1. On rappelle dans cette section la principale construction introduite dans ([2] II.10).
Tous les anneaux des vecteurs de Witt considérés dans ce chapitre sont relatifs a p (2.1.3). Sui-
vant (2.5.2.1), on désigne par 0= la limite projective du systéme projectif (O /pO%)n dont les
morphismes de transition sont les itérés de I’endomorphisme de Frobenius absolu de 0% /pO3;

N

C’est un anneau de valuation non-discréte, de hauteur 1, complet et parfait de caractéristique p
(cf. 4.8.1 et 4.8.2). On fixe une suite (p,)n>0 d’éléments de O telle que po = p et p; | = py, (pour
tout n > 0) et on note w 1’élément associé de O+ . On pose

(6.2.1.2) =[w]—peW(0p),

ou [ ] est le représentant multiplicatif. D’apres 2.5.5, la suite

(6.2.1.3) 0 — W(O) —5 W(0) 5 00 — 0,

ol # est ’homomorphisme de Fontaine (2.5.2.4), est exacte. Suivant 2.5.2, on pose
(6.2.1.4) (O) = W(Op)/ ker(6)?,
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et on note fy: @4 (0%) — Oc 'homomorphisme induit par #. On en déduit une suite exacte

(6.2.1.5) 0— Oc -5 ah(0=) 25 6 — 0,

ol on a encore noté -{ le morphisme induit par la multiplication par  dans <% (0%).

L’idéal de carré nul ker(fz) de % (0%) est un Oc-module libre de base £. Il sera noté {0c.
Contrairement & &, il ne dépend pas du choix de la suite (p,)n>0. On note £~ 10¢ le Oc-module
dual de £ 0. Pour tout &c-module M, on désigne les Oc-modules M ® 4. (E0¢c) et M®@g. (E710¢)
simplement par €M et €1 M, respectivement.

Le groupe de Galois Gk agit naturellement sur W(ﬁ?b) par des automorphismes d’anneaux,
et ’homomorphisme 0 est G g-équivariant. On en déduit une action de G sur #%(0%) par des
automorphismes d’anneaux tel que ’homomorphisme 65 soit Gx-équivariant.

6.2.2. On a un homomorphisme canonique
(6.2.2.1) Z,(1) = 0%,
Pour tout ¢ € Z,(1), on note encore ¢ son image dans ﬁ%b. Comme 6([¢] — 1) = 0, on obtient un
homomorphisme de groupes
(6.2.2.2) Zp(1) = A(0F), ¢ log([¢]) =[¢] -1,
dont I'image est contenue dans ker(6z) = £0¢. Celui-ci est clairement Z,-linéaire. D’aprés (|2]
11.9.18), son image engendre I'idéal pp_ilgﬁc de @4 (0%), et le morphisme O¢-linéaire induit
(6.2.2.3) Oc(1) = pritoe
est un isomorphisme.

6.2.3. Considérons le systéme projectif de monoides multiplicatifs (&%)nen, ol les mor-

phismes de transition sont tous égaux a I’élévation & la puissance p-iéme. On note Qg le produit
fibré du diagramme d’homomorphismes de monoides

(6.2.3.1) Ok — {0}

z—aP

ou la fleche verticale est ’lhomomorphisme canonique et la fleche horizontale est la projection sur
la premiére composante (i.e., d’indice 0). On désigne par ¢ 'homomorphisme composé

(6.2.3.2) 751 Qs — lim O — O wo),

z—xP

ol [ ] est le représentant multiplicatif et les autres fleches sont les morphismes canoniques. Il résulte
aussitot des définitions que le diagramme

(6.2.3.3) Qs —— Ok — {0}

W(O) —2— 0c
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ou les fleches non libellées sont les morphismes canoniques, est commutatif. Par ailleurs, le groupe
de Galois G agit naturellement sur le monoide Qg, et 'homomorphisme 75 est G g-équivariant.

6.2.4. On pose
(6.2.4.1) S = Spec((0%)),

que 'on munit de la structure logarithmique .5 associée a la structure pré-logarithmique définie
par 'homomorphisme Qg — #4(0%) induit par 75 (6.2.3.2).

On fixe une uniformisante 7 de O et une suite (7,)n>0 d’¢éléments de OF telle que mp = 7
et m ;= T, (pour tout n > 0) et on note m 'élément associ¢ de 0 (6.2.1.1). En vertu de ([2]

11.9.7), A5 est la structure logarithmique sur S associée a la structure pré-logarithmique définie
par ’homomorphisme

(6.2.4.2) N— #(0f), 1+ [z
En effet, notant 7 1’élément de Q¢ défini par ses projections (6.2.3.1)
(6.2.4.3) (Tr)nen € {El O et me Og —{0},

N

ona 7s(m) = [r] € W(0L ). Le schéma logarithmique (S, M) est done fin et saturé, et 0y (6.2.1.4)
induit une immersion fermée exacte

(6.2.4.4) is: (S, M5) — (S, M3).
6.2.5. On suppose dans la suite de cette section que le morphisme f: (X, #x) — (S, #s)
(6.1.5) admet une carte adéquate (4.2.1) ([2] II1.4.4), que X = Spec(R) est affine et connexe et

que X est non-vide. Ces conditions correspondent & celles fixées dans 4.5.1. On suppose, de plus,
qu’il existe une carte fine et saturée M — I'(X, .#x) pour (X, #x) induisant un isomorphisme

(6.2.5.1) M 3 D(X, . #x)/T(X, 0%).

Celle-ci est a priori indépendante de la carte adéquate donnée. On notera que le monoide I'( X, .#x )
est saturé ([2] IL.5.6). On pose d = dim(X/S) et (6.1.5.3)

(6.2.5.2) ko = Vx/s(X),
qui est un R-module libre de rang d (4.5.9.2).

6.2.6. On munit X = X Xg S (6.1.1.2) de la structure logarithmique .45 image inverse de
Mx. On a alors un isomorphisme canonique

(6.2.6.1) (X, M) =5 (X, Mx) X(5,.a5) (S M),
le produit étant indifféremment pris dans la catégorie des schémas logarithmiques ou dans celle
des schémas logarithmiques fins. On se donne une (S, .#3)-déformation lisse (X, .#5) de (X, M),

¢’est-a-dire un morphisme lisse de schémas logarithmiques fins (X, .2 %) — (S, 3) et un (?, M)-
isomorphisme

(6.2.6.2) (X, ) 5 (X, M) X (Gaz) (S M),

Comme f est lisse et que X est affine, une telle déformation existe et est unique a isomorphisme
prés en vertu de ([38] 3.14).
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6.2.7. Soit 7 un point géométrique de X (cf. (6.1.1.2) et (6.1.5.2)). Le schéma X étant
localement irréductible d’aprés 4.2.7(iii), il est la somme des schémas induits sur ses composantes
irréductibles. On note X~ la composante irréductible de X contenant 7. De méme, X° est la somme

. . . . ——%*O e
des schémas induits sur ses composantes irréductibles et X = X xx X° est la composante
0
irréductible de X contenant . On pose

(6.2.7.1) R =T(X", 0%).

On désigne par A le groupe profini 7y (Y”,y) et par (V;)ier le revétement universel normalisé de
X" en 7 (2.1.20). Pour chaque i € I, on note X; la fermeture intégrale de X dans V;. Les schémas
(X:)ier forment alors un systéme projectif filtrant. On pose

i€l
C’est un anneau intégre et normal (4.1.10), sur lequel agit naturellement A par des homomor-
phismes d’anneaux et 1’action est dlscrete On note R (resp. Rl) le séparé complete p-adlque de R

(resp. Ry). Les Oc-modules R1 et R sont plats et ’homomorphisme canonique R1 — R est injectif

(2] 1L.6.14).
On pose
(6.2.7.3) X = Spec(R) et X= Spec(ﬁ)

que 'on munit des structures logarithmiques images inverses de .#x, notées respectivement .#x
et 5. Les actions de A sur R et R induisent des actions & gauche sur les schémas logarithmiques

(X, Ax) et (§§, Ms). Munissant (?, M) de laction triviale de A (cf. 6.2.6), on a un morphisme
canonique A-équivariant

(6.2.7.4) X, ) = (X, M),

—b -
6.2.8. Suivant (2.5.2.1), on désigne par R la limite projective du systéme projectif (R/pR)n
dont les morphismes de transition sont les itérés de ’'endomorphisme de Frobenius absolu de R/pR;

(6.2.8.1) R 1m}_z/ R.

D’aprés 2.5.5 et 4.5.11, la suite
(6.2.8.2) 0—WER)-SWER)SLFE—o,

oi § est 'homomorphisme de Fontaine (2.5.2.4) et £ € W(0L ) est I'élément défini dans (6.2.1.2),
est exacte. Suivant 2.5.2, on pose

(6.2.8.3) (R) = W(R')/ ker(6)2,
et on note fy: o4 (R) — R I’homomorphisme induit par . On en déduit une suite exacte
(6.2.8.4) 0—R-S% %@ 25R—o,

oll on a encore noté -£ le morphisme induit par la multiplication par ¢ dans 2% (R).

. —b .
Le groupe A agit naturellement sur W(R') par des automorphismes d’anneaux, et "lhomomor-
phisme 6 est A-équivariant. On en déduit une action de A sur % (R) par des automorphismes
d’anneaux telle que ’homomorphisme 65 soit A-équivariant.
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6.2.9. Considérons le systéme projectif de monoides multiplicatifs (R),ecn, ot les morphismes
de transition sont tous égaux & I’élévation & la puissance p-iéme. On note Qx le produit fibré du

diagramme d’homomorphismes de monoides

(6.2.9.1) D(X,.x)

lim R R
N

ou la fleche verticale est ’homomorphisme canonique et la fléche horizontale est la projection sur la
premiére composante (i.e., d’indice 0). On rappelle que les limites projectives sont représentables
dans la catégorie des monoides commutatifs et qu’elles commutent au foncteur d’oubli & valeurs
dans la catégorie des ensembles. Il existe un unique homomorphisme

(6.2.9.2) Zy(1) = Qx

tel que ’homomorphisme induit Z, (1) — I'(X, .#x ) soit constant (de valeur 1) et ’homomorphisme
induit
(6.2.9.3) Z,(1) = lim R

—
N

soit I’lhomomorphisme canonique. Le groupe A agit naturellement sur le monoide @ x, et I’homo-
morphisme (6.2.9.2) est A-équivariant.
On désigne par 7x I’homomorphisme composé

(6.2.9.4) i Qx —limE— T b W),

N
ou [ | est le représentant multiplicatif et les autres fleches sont les morphismes canoniques. Il est
clairement A-équivariant.
Il résulte aussitot des définitions que le diagramme

(6.2.9.5) Qx ——I'(X, #x)
wWR)—* R

ou les fleches non libellées sont les morphismes canoniques, est commutatif. On a un homomor-
phisme canonique Qs — Qx (6.2.3) qui s’insére dans un diagramme commutatif

(6.2.9.6) Qs —Qx

PROPOSITION 6.2.10.

(i) Le monoide Qx est integre.

(ii) L’homomorphisme canonique Zp(1) — Qx (6.2.9.2) est injectif.

(iii) La projection canonique Qx — T(X, #x) identifie T(X, #x) au quotient de Qx par le
sous-monoide Zy(1).
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On désigne par v application d’élévation a la puissance p-iéme de R, et pour tout entier n > 0,
par QQx,, le produit fibré du diagramme d’homomorphismes de monoides
(6.2.10.1) (X, Hx)

o

R—~ R

L’homomorphisme canonique I'(X,.#x) — R vérifie les hypothéses de 6.1.4. En effet, I’homo-
morphisme I'(X, .#x) — R est injectif d’aprés (6.1.5.1), et comme X est connexe, "homomor-
phisme R — R est injectif. Par suite, le monoide Qx,, est intégre et la projection canonique
Qxn — (X, #x) identifie I'(X, .#x) au quotient de Qx,,, par le sous-monoide piyn (OF) d’aprés
6.1.4. On a donc une suite exacte de groupes abéliens

(6.2.10.2) 0= ppn (Ogc) = QX = T(X, Mx ) — 0.
On observera que le diagramme canonique

(6.2.10.3) Qxn —T(X, Mx)

L

Ko — DX, Ax)eP

est cartésien ([45] I 1.1.6).
Comme les limites projectives commutent aux limites projectives, ’homomorphisme canonique

(6.2.10.4) Qx — lim Qx.,
—

N

est un isomorphisme. Les propositions (i) et (ii) s’ensuivent aussitot.
Considérons le diagramme commutatif

(6.2.10.5) 0 Z,(1) QP D(X, . Mx)® —=0
0 Zp(1) 1<£n K0 — DX, Ax)e? —0

N

99

ou la suite inférieure est exacte d’aprés (6.2.10.2). Le foncteur “groupe associé & un monoide
étant adjoint & gauche du foncteur d’injection canonique de la catégorie des monoides commutatifs
dans la catégorie des groupes abéliens, il commute naturellement aux limites inductives; mais
il ne commute pas & toutes les limites projectives. Toutefois, il résulte de (6.2.10.4) et du fait
que les monoides @x et Qx,n (n > 0) sont intégres que u est injectif. Comme "homomorphisme
Qx — T(X, #x) est surjectif, il s’ensuit que la suite supérieure de (6.2.10.5) est exacte, et par
suite que u est un isomorphisme. Prenant alors la limite projective des diagrammes cartésiens
(6.2.10.3), on déduit que le diagramme

(6.2.10.6) Qx ——T'(X, Ax)

.

Q.gXp - P(Xv '//X)gp
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est cartésien. La proposition (iii) s’ensuit compte tenu de (6.2.10.5) et ([45] I 1.1.6).
6.2.11. On pose
(6.2.11.1) X = Spec((R))

que 'on munit de la structure logarithmique .#% associée a la structure pré-logarithmique définie
par I’homomorphisme Qx — %% (R) induit par 7x (6.2.9.4). D’aprés ([2] 11.9.7) et compte tenu

des hypothéses de 6.2.5, le schéma logarithmique (X,.#5) est fin et saturé, et 'homomorphisme
0> induit une immersion fermée exacte

(6.2.11.2) ix: (X, M) = (X, M)

Les actions de A sur @4 (R) et Qx induisent une action & gauche sur le schéma logarithmique
(X, Az). L'immersion fermée ix est A-équivariante.

D’aprés (6.2.9.6), on a un morphisme canonique

(6.2.11.3) (X, M) — (S, M5)

qui s’insére dans un diagramme commutatif (6.2.4.4)

(6.2.11.4) (X, M) — (X, My)

Lo

(S, ) —== (5, .45)

6.2.12. Rappelons les définitions du torseur et de ’extension de Higgs-Tate associés a ()Z M)
([2] I11.10.3 et 11.10.4). On désigne par Xyar le topos de Zariski de X (6.2.7.3) et par T le Og-module

associé au R-module (6.2.5.2)
(6.2.12.1) T = Hom=(Qh 0, ©r R.CR).

Soient U un ouvert de Zariski de X, U Pouvert correspondant de X (6.2.11.2). On désigne par . (U)
I’ensemble des morphismes représentés par des fleches pointillées qui complétent le diagramme
canonique (6.2.6.2)

(6.2.12.2) (U, M |U) bl (U, M|0)
| )
(X..5) (X..z)
(S, ) (S, .45)

de facon a le laisser commutatif. D’apres ([2] 11.5.23), le foncteur U — Z(U) est un T-torseur de

X,ar. On lappelle torseur de Higgs-Tate associé a ()N(, M5). On désigne par .7 le R-module des
fonctions affines sur .Z (cf. [2] 11.4.9). Celui-ci s’insére dans une suite exacte canonique

(6.2.12.3) 0FR—>F =0y, @rn R0,
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dite extension de Higgs-Tate associée & ()?,///5()

6.2.13. On munit X de 'action naturelle a gauche de A ; pour tout g € A, Pautomorphisme
de X défini par g, que 'on note aussi g, est induit par ’automorphisme g~ de R. On considére
T comme un Og-module A-équivariant au moyen de la donnée de descente correspondant au R;-

module Hom - ((NZ}%/WK ®r Ri, {]/%\1) (cf. [2] T1.4.18). Pour tout g € A, on a donc un isomorphisme
canonique de Og-modules

(6.2.13.1) T 5 g(T).

L’action naturelle & gauche de A sur le schéma logarithmique (X, M) (6.2.11) induit sur le
T-torseur .Z une structure A-équivariante (cf. [2] I11.4.18), autrement dit, elle induit pour tout
g € A, un isomorphisme 7'gT -équivariant

(6.2.13.2) T L5 g (L)
ces isomorphismes étant soumis & des relations de compatibilité (cf. [2] 11.4.16). En effet, pour tout
ouvert de Zariski U de X, on prend pour

(6.2.13.3) T (U): L(U) S Z(g(U))

I'isomorphisme défini de la fagon suivante. Soient U Pouvert de X correspondant & U, u € Z(U)
que l'on considére comme un morphisme

(6.2.13.4) p: (U, M|0) — (X, M3).

Comme ix (6.2.11.2) et le morphisme (6.2.7.4) sont A-équivariants, le morphisme composé
~ ~ -1 ~ ~ ~
(6.2.13.5) (9(D). M19(0)) > (T, M5]0) 2 (X, z)

prolonge le morphisme canonique (g(U), .#5|g(U)) — (X', AM5). 1l correspond a l'image de p par

72 (U). On vérifie aussitot que le morphisme 7:2

7 -~ ainsi défini est un isomorphisme T_;F -équivariant
et que ces isomorphismes vérifient les relations de compatibilité requises dans ([2] I1.4.16).
D’aprés ([2] 11.4.21), les structures A-équivariantes sur T et . induisent une structure A-
équivariante sur le 03-module associé & ., ou, ce qui revient au méme, une action R-semi-linéaire
de A sur Z, telle que les morphismes de la suite (6.2.12.3) soient A-équivariants.

D’aprés ([2] (I1.10.4.11)), pour tous p € Z(X) et B € .F, on a
(6.2.13.6) (9 (BN (W) = g7 (B ),

ou 9y est défini par le morphisme composé

—1

(6.2.13.7) (X, My) L (X, ly) 5 (X, M3).

6.2.14. On désigne par CNQ x le produit fibré du diagramme d’homomorphismes canoniques
de monoides (6.2.9.1)

(6.2.14.1) D(X,.A5)

|

Qx — D(X,llx) — D(X, M)



302 6. LES SUITES SPECTRALES DE HODGE-TATE

Il existe un unique homomorphisme
(6.2.14.2) Zy(1) = Qx

tel que ’homomorphisme composé Z, (1) — D(X, .4 %) soit constant (de valeur 1) et I’lhomomor-
phisme composé Z,(1) — Qx soit ’homomorphisme (6.2.9.2). L’action naturelle de A sur Qx et

son action triviale sur I'(X, .#5) induisent une action sur Qx (cf. 6.2.9).

Soit T" un élément de Qx, d’'images canoniques T' € Qx, t € I'(X, . #x) et t' € T'(X, . #5).
Tout élément u € Z(X) (6.2.12) détermine un morphisme de schémas logarithmiques que ’on note
encore

(6.2.14.3) p: (X, ) = (X, M5),
et en particulier un homomorphisme de monoides p*: p~'(.#5) — 5. D’apreés ([45] IV 2.1.2), il
existe un et un unique élément b, € €R tel que

(6.2.14.4) 1 (nHt)) = (1+b,)T € U(X, 45).

L’application y +— b, est une fonction affine sur £ a valeurs dans §§ de terme linéaire dlog(t) €
Q}%/ﬁx ®gr R (cf. [2] I1.4.7). Elle définit donc naturellement un élément de £.% (6.2.12.3), que 1'on
note dlog(T") € ££, au-dessus de dlog(t). On voit aussitdt que I'application

(6.2.14.5) dlog: Qx — (F

ainsi définie est un homomorphisme de monoides. Il est A-équivariant d’aprés (6.2.13.6). Le dia-
gramme

(6.2.14.6) Zp(1) QRx (X, . #x)
— log([ ])l Ldlog ldlog
0 ¢R &F Qo OR R —>0

ot P’homomorphisme log([ ]) est induit par (6.2.2.2), est clairement commutatif.

6.2.15. Soit t € I'(X, #x). On désigne par Qx(t) 'image inverse de ¢ par la projection
canonique Qx — I'(X, #x) (6.2.9.1), qui est un Z,(1)-torseur de Ba d’apres 6.2.10, et par &% (¢)
la fibre au-dessus de dlog(t) ® 1 dans I'extension (6.2.12.3)

(6.2.15.1) 0—>§ﬁ—>§y—>§}%mK @R R — 0,

qui est un ¢ R-torseur de Ba. La donnée d’une section ¢ € I‘()N( , M 3) ayant méme image que ¢
dans T'(X, '//li) définit une application Q x (t) — @ x dont le composé avec la projection canonique

sur @x est l'injection canonique et le composé avec la projection canonique sur I‘(X' , M) est
constant de valeur . Cette application est équivariante pour les actions naturelles de Z,(1) (resp.
A). L’application (6.2.14.5), induit alors une application A-équivariante

(6.2.15.2) Qx(t) = EZ ().

Cette application est aussi équivariante relativement & ’homomorphisme
(6.2.15.3) log([): Z,(1) — ¢R

induit par 'homomorphisme log([ |) défini dans (6.2.2.2).
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6.3. Théorie de Kummer du topos de Faltings annelé

6.3.1. Avec les notations de 6.1.2, pour toute extension finie L de K, on pose
(6311) (XL,%XL) = (X,.//X) X(S,//ls) (SL,%SL),
(6.3.1.2) (X, Z5) = (X, Mx) X(s.a5) (S, %),

les produits étant pris dans la catégorie des schémas logarithmiques, de sorte que Xy = X Xg S,
et X = X xg S (6.1.1.2). Pour alléger les notations, on pose

ol _ 0l
(6.3.1.3) Peys = Uz e/ 5,25

que l'on considére comme un faisceau de X,ar OU Xgt, selon le contexte (cf. 2.1.18). On a un
isomorphisme canonique (6.1.5.3)

(6.3.1.4) Ve /5 = Vs @ox Ox
On note f%p le groupe de X¢; associé au monoide % (|2] IL5.3) et
(6.3.1.5) dlog: L5 — Qly/§

la dérivation logarithmique universelle. Celle-ci induit un morphisme &x-linéaire et surjectif ([45]
IV 1.2.11)

(6.3.1.6) L @y Ox — Qly/g.
Pour tout entier n > 1, on pose

(6.3.1.7) 0% s, = x5 Doy Ox,.,

(6.3.1.8) ﬁlm/ﬁn = Q% /5 @0y O,

que l'on considére aussi comme des faisceaux de X ,ar ou X ¢, selon le contexte (cf. 4.1.3). On
note @: X; — X l'immersion fermée canonique (4.1.3.1). Compte tenu de (2.1.18.6), le morphisme
(6.3.1.6) induit un morphisme 0%, -linéaire et surjectif de X g

(6.3.1.9) T (LL) 0y Ox, — O /3.

LEMME 6.3.2.

(i) Le monoide L5 est intégre.

(ii) L’homomorphisme structural @: L — Ox est injectif.

(iii) L’homomorphisme j3(@): j5(L5) — Ox° se factorise a travers un isomorphisme

(6.3.2.1) 7% (L) = O%o.

En effet, le schéma logarithmique (X, L) est la limite projective des schémas logarithmiques
(X1, .#x,), indexée par 'ensemble filtrant des sous-K -extensions finies L de K. Notant hr: X —
X1 le morphisme canonique, I’lhomomorphisme
(6.3.2.2) lim A} (Mx,) = L,

—
LCK

ou la limite est prise sur I’ensemble filtrant des sous- K-extensions finies de K, est un isomorphisme.
Par ailleurs, 'homomorphisme canonique

(6.3.2.3) lim h ' (Ox,) — O,

LCK
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ot la limite est prise sur I’ensemble filtrant des sous- K -extensions finies de K, est un isomorphisme
dans X¢;. En effet, c’est un isomorphisme dans X ,,, d’aprés ([30] 8.2.12), et il 'est donc dans X ¢
en vertu de ([27] 0.6.1.6) et ([47] I § 3 prop. 1).

(i) Cela résulte de (6.3.2.2).

(ii) Pour toute sous- K -extension finie L de K, le morphisme canonique (X, .#x,) — (Sr, #s,)
est adéquat d’aprés (2] I111.4.8). Par suite, 'homomorphisme structural .#x, — Ox, est un mo-
nomorphisme d’apreés ([2] I11.4.2(iv)). La proposition s’ensuit compte tenu de (6.3.2.2) et (6.3.2.3).

(iii) Pour toute sous- K -extension finie L de K, on voit aussitot que X3 = X, x x X° est le sous-
schéma ouvert maximal de X, ou la structure logarithmique .#x, est triviale. L’homomorphisme
J%, (AMx,) — Oxs se factorise donc & travers un isomorphisme j%, (.#x,) = ﬁ;{z. La proposition
s’ensuit compte tenu de (6.3.2.2) et (6.3.2.3).

6.3.3. Pour tout entier n > 0, on désigne par 2,, le monoide de E défini par le diagramme
cartésien de la catégorie des monoides de E (2.1.9)

(6.3.3.1) 2, — 0" (h(L%))
|k
B —" 7

ot v est 'endomorphisme d’élévation a la puissance p-iéme de & (4.1.6) et £ est le composé des
homomorphismes canoniques

0" (h.(@))

(6.3.3.2) o*(h (L)) o (he(O%) —= & ,

le second étant I’homomorphisme (4.1.6.4). Les monoides (2, )nen forment naturellement un sys-
téme projectif. Compte tenu de (4.1.3.2) et (4.1.5.3), le diagramme (6.3.3.1) induit par image
inverse par le plongement § (4.1.5.1) un diagramme cartésien de la catégorie des monoides de F

(6.3.3.3) 6(2p) — 05 (@ (L))
s
5 (@) — Lo 5+()

PROPOSITION 6.3.4. Soit n un entier > 0.

(i) Le monoide 6*(2,,) est intégre.

(ii) L’homomorphisme canonique . 5 — 6*(Zn) est injectif (6.1.3).

(iii) La projection canonique 6*(2,) — of(@*( <)) identifie of(a* (L)) au quotient de
6*(2n) par le sous-monoide p,, 5 (2.1.9).

Soient (¥ ~» T) un point de Xg ;Xét Xg, (3.1.10) tel que T soit au-dessus de s, p(7 ~ T)
son image dans E par le morphisme p (4.1.4.6). On note encore T le point géométrique @(T) de X
(4.1.3.1). Compte tenu de (|2] (VI.10.18.1)) et (4.1.3.2), la fibre de £ (6.3.3.2) en p(g ~~ T) s’identifie
4 un homomorphisme

Montrons que celui-ci remplit les conditions de 6.1.4. D’aprés ([2] II1.10.10), & ,5-.z) est un anneau
normal et strictement local (et en particulier intégre) et ’homomorphisme

(6.3.4.2) Ox+— B

p(g~T)
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fibre de 'homomorphisme canonique o*(h,(05)) — £ (4.1.6.4) en p(7 ~> T), est injectif et local.
Comme 'homomorphisme structural @: . — O est injectif d’aprés 6.3.2(ii), £,g..z) est injectif.

On désigne par Uz la catégorie des X-schémas étales T-pointés, et par Wz la sous-catégorie
pleine de Uz formée des objets (U,p: T — U) tels que le schéma U soit affine. Ce sont des
catégories cofiltrantes, et le foncteur d’injection canonique 205 — U2 est cofinal ([4] I 8.1.3(c)).
Avec les notations de 4.1.12, on a un isomorphisme canonique (4.1.12.3)

(6.3.4.3) Bpgm) > lim R
(U,p)ews
On a clairement (4.1.3.2)
(6.3.4.4) Lz lm T, Zx).
(U,p)ew

De plus, 'homomorphisme £, ..z s’identifie & la limite inductive des homomorphismes composés

(6.3.4.5) (U, %) —=>T(U, 05) —= Ry, ,

o la seconde fléche est ’homomorphisme canonique (4.1.6.4). Pour tout (U, p) € Ob(Wz) et tout
t € (U, %), comme @(t) est inversible sur U’ dapres 6.3.2(iii), le U-schéma

(6.3.4.6) Spec(OF(T)/(TP" —a(t)))

est fini et étale au-dessus de U . L’anneau EgU étant intégre et normal (4.1.10), il résulte aussitot
de sa définition (4.1.9.3) que I'équation T?" = @(t) admet une racine et donc p™ racines distinctes
p(7-7) (M) admet p" racines
distinctes dans @p(wa). La proposition s’ensuit en vertu de 6.1.4 et 3.3.20.

dans Ry;. On en déduit que pour tout m € L5 U'équation TP" = ¢

COROLLAIRE 6.3.5. Pour tout entier n > 0, la suite d’homomorphismes canoniques
(6.3.5.1) 0= pyn p, = 07 (25P) = 07 (@ (£2)) = 0
est exacte.

En effet, le foncteur d’injection canonique de la catégorie des groupes abéliens de ES dans
celle des monoides de ES admet pour adjoint & gauche le foncteur “groupe associé” A" +— 8P,
Ce dernier commute donc aux limites inductives. L’exactitude de la suite (6.3.5.1) au centre et
a droite résulte alors de 6.3.4(iii) et ([2] (I1.5.7.1)). L’exactitude de cette suite & gauche est une
conséquence de 6.3.4(i)-(ii).

COROLLAIRE 6.3.6. Soient T un point géométrique de X au-dessus de s, X le localisé strict de
X en7T, pz: E — Xﬁét le foncteur canonique (4.1.11.2), n un entier > 0. On désigne encore par
T le point géométrique a(T) de X (4.1.3.1). Alors, l’image du diagramme (6.3.3.1) par le foncteur
pz s’identifie a un diagramme cartésien de la catégorie des monoides de X?ét

(6.3.6.1) or(20) —> Lx

| e

S%(@) R @5(@)

ot on a encore noté v l'endomorphisme d’élévation & la puissance p-ieme de pz(9AB). De plus, le
monoide oz(2y) est intégre, et la projection canonique pz(2,) — L5 5 identifie L . au quotient
de z(Zn) par le sous-monoide fi,,, X°, (2.1.9).
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~

En effet, on a un isomorphisme canonique ¢z(c*(h.(Zy))) — L, d'aprés (4.1.11.3) et
(4.1.3.2); d’ott la premiére assertion. Comme X est intégre et non-vide (4.1.14), considérant un

— —
point (g ~ T) de Xgt X x,, X zt, la seconde assertion résulte de la preuve de 6.3.4 compte tenu de
la description (4.1.13.2) du foncteur fibre de E associé au point p(g ~~ T).

6.3.7. Reprenons les notations de 6.2.1. Pour tout entier n > 1, on note
(6.3.7.1) On: @ (ZE) = Rlow (1, 5.)

I’homomorphisme composé du morphisme d’adjonction a* (f;p) — osu (0¥ (a* (f;p))) et du cobord
de la suite exacte (6.3.5.1). Celui-ci induit deux morphismes 0% -linéaires

(6.3.7.2) a (L) @2 0%, = Rlon.(Ba(1)),
(6.3.7.3) a(LL) @z 0%, = Rl'on.(Bn),

le second étant défini au moyen du composé des morphismes canoniques (6.2.2.3)
(6.3.7.4) Oc(1) S pritle — E0c.

THEOREME 6.3.8. Soit n un entier > 1.
(i) Le morphisme (6.3.7.3) se factorise & travers le morphisme surjectif (6.3.1.9) et induit un
morphisme ﬁyn -linéaire de X ¢t

(6.3.8.1) 0L

X./S — Rlon.(B,).

ii) Il existe un et un unique homomorphisme de O -algébres graduées de X &
X, .

(6.3.8.2) AETTOE

Xn/gn) — @iZORign* (gn)

dont la composante de degré un est le morphisme (6.3.8.1). De plus, son noyau est annulé
par p% my et son conoyau est annulé par p% My, ot d = dim(X/S5).

La preuve de cet énoncé sera donnée dans 6.3.16 aprés quelques résultats préliminaires.

6.3.9. Soient (¥ ~» T) un point de Xg ;Xét X, (3.1.10) tel que T soit au-dessus de s, X
le localisé strict de X en Z. On note encore T le point géométrique @(Z) de X (4.1.3.1). D’aprés
(|2] 111.3.7), X = X x5 S est normal et strictement local (et en particulier intégre) ; on peut donc
I'identifier au localisé¢ strict de X en 7. Le X-morphisme § — X définissant (7 ~ ) se reléve
en un Yo-morphisme Yy — XO et induit donc un point géométrique de XO que 'on note aussi
(abusivement) 7. On désigne par

(6.3.9.1) oo B — Xiy

le foncteur canonique (4.1.11.2), par B, e o le topos classifiant du groupe profini m (X7,7) et
par B

(6.3.9.2) vy Xesw = B,z )

le foncteur fibre de Xy en 7 (2.1.20.4). Compte tenu de (4.1.11.3), (4.1.3.2) et (4.1.13.5), I'homo-
morphisme 5 (pz(¢)) (6.3.3.2) s’identifie & 'homomorphisme composé

(6.3.9.3) L r—> Ox 2 R,
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ol Rﬂ& est l'algébre définie dans (4.1.13.4) et la seconde fleche est ’homomorphisme canonique.
Pour tout entier n > 0, 'image du diagramme (6.3.3.1) par le foncteur ¢7 o ¢z s’identifie donc a
un diagramme cartésien de la catégorie des monoides de Bm(yo 7)

(6.3.9.4) Vy(pz(2n)) —= L5 5

l \Ld’?(@f(e))

o

T
otll on a encore noté v 'endomorphisme d’élévation a la puissance p-iéme de Rgi.
Pour tout t € %% _, la section az(t) est inversible sur X° d’apres 6.3.2(iii). Le X-schéma
(6.3.9.5) Tn(t) = Spec(ﬁy[T]/(Tpn —az(t)))

est donc fini et étale sur X . En particulier, Z°(t) = Z,(t) x x X° induit un pipn (OF)-torseur de
X4 On désigne par I (t)y la fibre de 7, (t) au-dessus de § et par 2,(t) la fibre de la projection
canonique Vy(pz(2,)) — Lz (6.3.9.4) au-dessus de t. On a un isomorphisme canonique de
ppr (O )-torseurs de B <o -

(6.3.9.6) Tn(t)y = 20 ().

LEMME 6.3.10. Sous les hypothéses de 6.3.9, pour tout entier n > 0, 'application
(6.3.10.1) to: Lz = B (Xpg tyn 52, )t [T7(0)],
est un homomorphisme de monoides (6.1.3), et le diagramme

tn —0 v —o
(6.3.10.2) L W F ity 52, ) e B X (010 5.))

» )

n, @

L T Ry )7 R (8,10 57

ol Onz est la fibre de O, (6.3.7.1) en T, u est l’isomorphisme (4.1.11.5), v est induit par ’isomor-
phisme canonique oz — @z0.0* (4.1.14.1), w est induit par l’isomorphisme (4.1.5.4) et la fleche
non libellée est I’homomorphisme canonique, est commutatif.

Considérons la suite exacte de groupes abéliens de E
(6.3.10.3) 0— 6*(/%")@3) — 0,(67(28P)) = b, (o (6*(.,2”%’))) —0

déduite de la suite exacte (6.3.5.1) par image directe par le plongement ¢. D’aprés ([2] VI.10.30(iii)),
le diagramme

(6.3.10.4) 0. (8.(07 (@ L)) )z — HO (X gy, (6. (07 (@ L))

l lb



308 6. LES SUITES SPECTRALES DE HODGE-TATE

ou les fleches horizontales sont les isomorphismes (4.1.11.5) et les fleches verticales sont les bords
des suites exactes longues de cohomologie, est commutatif. Par ailleurs, le diagramme

’

(6.3.10.5) LE s 0 (0L (@ LD))s —= 04 (5.(03(@ LD)))z

c a
an’i l l

Rlas* (an)Es )T %’ Rla* (5* (an)Es))T
ol ¢ est induit par le morphisme d’adjonction id — o040}, c est le bord de la suite exacte longue
de cohomologie déduite de la suite (6.3.5.1) et w et w’ sont induits par I'isomorphisme (4.1.5.4),
est commutatif.
D’aprés (4.1.14.1), (4.1.11.3) et (4.1.5.3), 'image de (6.3.10.3) par le foncteur ¢z s’identifie a

une suite exacte de groupes abéliens de X?et

(6.3.10.6) 0= fhyn xo = 0a(250) = f%’i — 0.
Celle-ci induit un homomorphisme

(6.3.10.7) t L H' (Xpes tyn 52, )

qui s’identifie donc & ’homomorphisme b

(6.3.10.8) LV HY (X, (0,07 @ L))

X
t’nl lb
v

H' (X, an,zfét) H' (Xyep, om0 (anjs)))

On vérifie que v/~ o u’ o w’ 0 i est I'identité.

11 résulte de 6.3.6 et ([45] 1.1.1.6) que le diagramme canonique
(6.3.10.9) pz(2n) — L5 5

-

oz (25P) — Zép

s L

est cartésien. Compte tenu de (6.3.9.6), on en déduit que t,, est le composé de t!, et de 'homo-
morphisme canonique Zx . — Z;pf ; d’oul la proposition.

6.3.11. Conservons les hypothéses et notations de 6.3.9; supposons, de plus, les conditions
suivantes remplies :
(i) Le schéma X est affine et connexe et le morphisme f (6.1.5) admet une carte adéquate
(4.2.1) (|2] 111.4.4).
(ii) Il existe une carte fine et saturée M — T'(X,.#x) pour (X,.#x) induisant un isomor-
phisme

(6.3.11.1) M S T(X, #x)/T(X, 0%).
Ces conditions correspondent a celles fixées dans 6.2.5. Notons R I'anneau de X et posons (NZ}% Jor =
ﬁﬁ( /5(X) (6.2.5.2). Le schéma X étant localement irréductible, il est la somme des schémas induits

sur ses composantes irréductibles. On désigne par X" la composante irréductible de X contenant
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Y. De méme, X° est la somme des schémas mdults sur ses composantes irréductibles, et X"
X" x xX%estla composante irréductible de X~ contenant 7 y. Onnote B (X 3) le topos class1ﬁant
du groupe profini m; (X ,y).

Reprenons les notations de 6.2. On munit X = X xg .S (6.1.1.2) de la structure logarithmique
M image inverse de .#x et on se dovnne une (S, .#3)-déformation lisse (X, #5) de (X, M)
(cf. 6.2.6). Comme f est lisse et que X est affine, une telle déformation existe et est unique &

=Y
isomorphisme prés en vertu de ([38] 3.14). On désigne par Ry le complété p-adique de 'anneau
R% (4.1.9.3) et par

=y ~ =y
(6.3.11.2) 0= Ry = F =& Q86 @r Ry =0

~ =y
'extension de Higgs-Tate associée a (X, .#5) (6.2.12.3) ; c’est une extension de Ry-représentations
continues de (Y*O,y). Pour tout entier n > 0, on désigne par

(6.3.11.3) 0~ Ry /p"Ry) = £(F/p"F) = Vo, @1 (Rx/p"Ryx) =0
la suite exacte déduite de (6.3.11.2), par
(6.3.11.4) A DX, 0% =) = B (m (X, 7), &(Bx /p"Ry))

le morphisme 1"(7*7 Ox)-linéaire induit, et par @, le produit fibré du diagramme d’homomor-

phismes de monoides de Bm(f“’,y)
(6.3.11.5) X, #x)
Jri——

ou on a encore noté v 'endomorphisme d’élévation a la puissance p-iéme de EZ. On observera que
Ay ne dépend pas du choix de (X, .#%) ([2] 11.10.10). L’homomorphisme canonique I'(X, .#x) —
RY vérifie les hypotheses de 6.1.4. En effet, 'homomorphisme I'(X,.#x) — R est injectif d’apres
(6.1.5.1), et comme X est connexe, ’homomorphisme R — R'?( est injectif. Par suite, le monoide
Q@ est intégre et la projection canonique @,, — I'(X, .#x) identifie I'(X, #x) au quotient de @,

par le sous-monoide ji,n (0F) d’aprés 6.1.4. On a donc une suite exacte de groupes abéliens de
B

ﬂl(y*o7y)
(6.3.11.6) 0= ppn (Og) = Q5P — I'(X, #x)®P — 0.
Elle induit un homomorphisme
(6.3.11.7) B,: T(X, Mx) — H (11 (X", 9), pipn (O)).

On observera que le diagramme canonique

(6.3.11.8) Qn — (X, #x)

_—

Q%P - s F(X, %X)gp
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est cartésien ([45] I 1.1.6). On note encore
(6.3.11.9) dlog: Mx — Qg

la dérivation logarithmique universelle et

=y
(6.3.11.10) log([]): Z,(1) = ERx
I’homomorphisme induit par ’homomorphisme log([ ]) défini dans (6.2.2.2).

LEMME 6.3.12. Sous les hypothéses de 6.3.11, pour tout entier n > 0, le diagramme

(6.3.12.1) T(X, My) — s HY (1) (X°, 7). e (O))

dlogl \L—IOg([ D

—* = Ay —%0 __ —7 5y
F(X*,Qlyn/gn) —>H1(7T1(X 7y)7§(Rg(/p RyX))

est commutatif.

On notera d’abord que le morphisme X — X étant un homéomorphisme universel, on peut
identifier les topos étales de X et X. D’aprés ([37] 3.6 ou [45] IV 2.1.2), M= est le quotient
de .#5 par le sous-monoide 1 + £0% (cf. [45] I 1.1.5). Comme X est affine, on en déduit que
I’homomorphisme canonique
(6.3.12.2) D(X,z) — T(X, M)
est surjectif. Soit ¢ € T'(X, #x). On désigne par @, (t) 'image inverse de t par la projection
canonique @, — I'(X, .#x), qui est un (0% )-torseur de Bm(¥*° ) et par EZ,(t) la fibre
au-dessus de dlog(t) ® 1 dans l'extension (6.3.11.3), qui est un §(§§( /p"ﬁi)—torseur de B, (x4
Compte tenu de (6.3.11.8), B, (t) est la c}asse dil ppr (O )-torseur Qn(t) de B, 5+ . D’autre
part, A,(dlog(t) ® 1) est la classe du &(RY /p" Ry )-torseur £.%,(t) de B, 3

Avec les notations de 6.2.9, on a un homomorphisme canonique 7y (Y*O, 7)-équivariant Q x —
Q. Celui-ci induit une application m; (Y*O,y)-équivariante Qx(t) = Qn(t) (6.2.15). Cette appli-

cation est aussi équivariante relativement & ’homomorphisme canonique Z, (1) = ppn (O%). On en
déduit un isomorphisme

(6.3.12.3) Qx (t) NV i (O) S Qn(t),

ou la source est le pipn (O%)-torseur de B+ -y déduit de Qx(t) par extension de son groupe
structural, autrement dit, le quotient de Qx (t) X pp»(O%) par 'action diagonale de Z,(1) ([21]
I1I 1.4.6). De méme, le morphisme canonique £.% — £(.% /p™.%) induit une application 1 (X", 7)-
équivariante % (t) — &Z,(t) (6.2.15). Cette application est aussi équivariante relativement a

2~y 2~y 2~y

I’homomorphisme canonique Ry — {(Ry/p"Ry). On en déduit un isomorphisme
=V Y =Y

(6.3.12.4) EF () NEX E(Ry /p"Ry) = EFn(),

=y =y
olt la source est le {(Ry /p" Rx)-torseur de B, 5+ .y déduit de .7 (t) par extension de son groupe
structural.
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Choisissant un élément ¢ € I'(X, M ) ayant méme image que ¢ dans 1"(?, M=) (6.3.12.2), 'ap-
plication (6.2.15.2) et les isomorphismes (6.3.12.3) et (6.3.12.4) induisent une application 7 (X, 7)-
équivariante
(6.3.12.5) Qn(t) = EF,(1).

Cette application est aussi équivariante relativement a ’homomorphisme —log(] ]) (6.3.11.10);
d’ou la proposition.

PROPOSITION 6.3.13. Sous les hypothéses de 6.3.9, pour tout entier n > 1, il existe un unique
morphisme O =-linéaire

(6.3.13.1) but QL o o B (X, 7). ¢ (R /0" TR)
qui s’insére dans le diagramme commutatif

t

(6.3.13.2) L. ———H (m (X, 7), i (OF))

dlogl l—log([ D

= b =0 —\ 5T ) n BT
Qlfn/§7“5 - H1(7T1 (K ) y)a g(Ri/ani))
En effet, I'unicité de ¢, est claire (6.3.1.6). Montrons son existence. Pour toute extension finie
L de K contenue dans K, on rappelle que l'on a X, = X xg S1, (6.3.1.1). On note encore T I'image
du point géométrique T par la projection canonique X — X . D’aprés (6.3.2.2) et (6.3.2.3), on a
des isomorphismes canoniques

(6.3.13.3) Lz & h_mL Mx, 7
LCK
(6.3.13.4) 0L 5w+ lim Ok, /5.5 ®0xz Ox,
LCK
Comme chaque morphisme fr, est adéquat ([2] I11.4.8), on est réduit & montrer que la restriction
de —log([]) o tn & #x 7 se factorise a travers I’homomorphisme

(6.3.13.5) Mz — QU s

induit par le morphisme dlog (6.3.11.9). On notera que celui-ci est compatible avec le morphisme
dlog (6.3.1.5). En vertu de (|2] I1.5.17), on peut supposer les hypothéses de 6.3.11 remplies. Il suffit
de montrer que la restriction de 'homomorphisme — log([ ]) ot, a I'(X, #x) se factorise a travers
I’homomorphisme

(6.3.13.6) D(X,.#x) = T(X,Qk /q.)
induit par dlog (6.3.11.9), ce qui résulte de 6.3.12.
COROLLAIRE 6.3.14. Sous les hypothéses de 6.3.11, pour tout entier n > 1, le diagramme

n>T

~* X An —*0 __ —7 —T
(6.3.14.1) I(X", Q% 5 ) —=Hm(EX",7).¢Rx/r"RY))

| |

- bn —0 __ Y 'n,__
Qlfn/gn,i SRS, & (71'1 (K ) y)u g(Ryi/p Ruﬁ))

ot Ay, est le morphisme (6.3.11.4) et ¢, est le morphisme (6.3.13.1), est commutatif.
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Cela résulte aussitot de la preuve de 6.3.13.

COROLLAIRE 6.3.15. Sous les hypothéses de 6.3.9, pour tout entier n > 1, il existe un et un
unique homomorphisme de ﬁyj—algébv“es graduées

(6.3.15.1) A(ETIOL

X, /S @izoH' (m (X, 7), Eyi/pnﬁyg)

dont la composante en degré un est le morphisme € 1¢,, (6.3.13.1). De plus, notant d = dim(X/S)
la dimension relative de X sur S, le noyau de (6.3.15.1) est annulé par p%mf et son conoyau

2d+1
est annulé par p =T mz.

On désigne par Uz la catégorie des X-schémas étales T-pointés, par W (resp. W) la sous-
catégorie pleine de Uz formée des objets (U, p: T — U) tels que le schéma U soit affine (resp. vérifie
les conditions (i) et (ii) de 6.3.11). Ce sont des catégories cofiltrantes, et les foncteurs d’injection
canonique WX — WS — V2 sont cofinaux d’aprés ([2] I1.5.17) et ([4] I 8.1.3(c)). Reprenons les
notations de 4.1.13. Pour tout objet (U, p) de 20Z, on note

(63152) A(U,p),n : F(U*a ﬁlyn/gn> - Hl (7T1 (U*O ) y)a 5(7%1(}1/?”#1/1))

le morphisme canonique (6.3.11.4) ; on rappelle que celui-ci ne dépend pas de la déformation choisie
dans 6.3.11 pour le définir ([2] 11.10.10). D’apreés 6.3.14, le diagramme

—% A( ,p),n ——%*0 __ — -
(6.3.15.3) LU0k o) ———H(m(U".7). &R /v"Ry))

| |

~ b 0 — 5T ST
O g — (X, 7). /7 R)

est commutatif. D’apres ([2] VI.11.10) et (4.1.13.4), pour tout entier ¢ > 0, on a un isomorphisme
canonique

(6.3.15.4) (X7 9). Fa/p"Ry) 5 lim H(m (U™, 5).Ro /o Rp):
(U,p)ew’l2

Par ailleurs, X étant strictement local d’aprés ([2] I11.3.7), il s’identifie au localisé strict de X en
T. On a donc un isomorphisme canonique

~ o .~
(6.3.15.5) Qlfn/&,z = hgl N ,Qlyn/gn)_
(U,p)EQUZU_O

Les homomorphismes A )., pour (U,p) € Ob(W%), forment un homomorphisme de systémes
inductifs d’aprés ([2] I11.10.16). Leur limite inductive s’identifie donc a ¢, (6.3.15.3). 1l suffit
alors de montrer que pour tout objet (U, p) de 2, il existe un et un unique homomorphisme de
O%. (U")-algebres graduées

(6.3.15.6) AT €70% 5 ) = @l (m (U™, 9), Ry/p"Ry)

. _ ) 2d_
dont la composante en degré un est le morphisme £ 1A(U) p),ns que son noyau est annulé par pr—Tmz
2d+41
et que son conoyau est annulé par pr-T my.
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D’aprés ([2] I1.10.16), on a un diagramme commutatif

v o =T
(6.3.15.7) (T - H(m (U™, ), Ry /p" Ry)

7)€ Ry (1) /pre Ry (1) ——= H' (my (U™, 7), p7T Ry /" 7T RY)

ol a est induit par le morphisme défini dans (4.5.9.4), b est induit par 'isomorphisme canonique

o

Hl (7T1 (U*

=y ~ =~y T
Ry (1) = pﬁfRU (6.2.2.3) et ¢ est induit par l’injectioniinonique pﬁ R‘?] — R‘?J. En vertu de
4.5.10, il existe un et un unique homomorphisme de ﬁyn (U )-algebres graduées

(6.3.15.8) A (€T 1Q§( /5, (07)) = @izl (1 (U™, 7), ERL () /PR (4))

dont la composante en degré un est le morphisme a. Son noyau est a-nul et son conoyau est annulé

par pﬁmf. On en déduit qu’il existe un et un unique homomorphisme de 0% (U*)-algébres
graduées

(6:5:15:9 NEDL 5 (T) = Suso(m (T, 7). T /)

dont la composante en degré 1 est £~ A(Up . Une chasse au dlagramme (6 3.15.7) montre que le
noyau de (6.3.15.9) est annulé par pP T mz. Comme Hi(m (U™, 7), RU/p”RU) est a-nul pour tout

2d+1

i >d+ 1 en vertu de 4.5.16(iii), le conoyau de (6.3.15.9) est annulé par p»=T my-.

6.3.16. Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 6.3.8. La proposition étant locale
pour la topologie étale de X, soient T un point géométrique de X, X le localisé strict de X en

— .
Z. D’apres 4.1.14(i), il existe un point (§ ~ T) de Xe X x,, Xg (3.1.10). En vertu de (4.1.11.5) et
(4.1.13.5), pour tout entier ¢ > 0, on a un isomorphisme canonique

(6.3.16.1) R0 (EBn)z > H (Xpg, E(Rx /p"Rx)).-
La proposition résulte alors de 6.3.10, 6.3.13 et 6.3.15.
6.4. La suite spectrale de Hodge-Tate absolue

6.4.1. On désigne par ESNO (resp. ngt) le topos des systémes projectifs de ES (resp. X at),

indexés par I’ensemble ordonné N des entiers naturels (2.1.11), par 2 Panneau (Zpn41)nen de EN°

(4.1.7.1) et par 0% l'anneau (0%, , )nen de Xs «- On note
(6.4.1.1) o: (B, %) = (XN5, 04)

le morphisme de topos annelés induit par les morphismes (0,41 )nen (4.1.7.5). Considérons la suite
spectrale de Cartan-Leray ([4] V 5.3)

(64.12) EZJ — HZ(XNO RJ&*Q) = H’LJFJ (ENO j)

qui est aussi la deux1eme suite spectrale d’hypercohomologie du foncteur I‘(X —) par rapport au

5,6t
complexe R (% ) ([29] 0.11.4.3 ou [10] 1.4.5 et 1.4.6). On rappelle que la deuxiéme suite spectrale
d’hypercohomologie définit un foncteur de la catégorie dérivée des complexes de groupes abéliens
de X;\fzt dans celle des suites spectrales de groupes abéliens ([29] 0.11.1.2).
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101 -101 N° :
On note & Q?/ﬁ le Oc-module (§ Q¥n+1/§n+1)”€N de X g (6.3.1.8) et pour tout entier
j > 1, on pose {’Jﬂ%/g =N (5*19%/§). On a alors un isomorphisme canonique ([2] (I11.7.12.4))
R
(6.4.1.3) 3 QY/? S ( Q¥n+1/§n+1)"eN'

En vertu de 6.3.8, pour tout entier j > 0, on a un morphisme ﬁ?-linéaire canonique

(6.4.1.4) g—jﬁ% ~ RIG.(D),

Wl

dont le noyau et le conoyau sont annulés par p% my ([2] (IIL.7.5.5) et 11.8.2).

PROPOSITION 6.4.2. Supposons le S-schéma X propre. Alors, pour tout entier ¢ > 0, le mor-
phisme canonique

(6.4.2.1) HY(EY | %) — lim HY(E,, ,)
lim
n>1

est un a-isomorphisme.

En effet, d’apreés (|2] VI.7.10), on a une suite exacte

(6.4.2.2) 0 — Rllim HY"\(E,,B,) — HY(EY", %) — lim HY(E,, B,) — 0.
— —
n>1 n>1

En vertu de 4.8.14, pour tout n > 1, on a un morphisme canonique

(6.4.2.3) ul: HY(X ¢, Z/p L) @z, O — HY(E,, B,),
qui est un a-isomorphisme. Les morphismes
(6.4.2.4) lim u? et R'lim u?

— —

n>1 n>1

—0

sont donc des a-isomorphismes ([17] 2.4.2(ii)). Les groupes HY(X ¢, Z/p"Z) étant finis en vertu de
([4] XIX 5.2), le systéme projectif (HY(Xg,, Z/p"Z))n>1 vérifie la condition de Mittag-Leffler. On
en déduit que

(6.4.2.5) R'lim H(E,, %,)

—
n>1
est a-nul d’aprés ([36] 1.15) et ([48] théo. 1). La proposition s’ensuit.

COROLLAIRE 6.4.3. Supposons le S-schéma X propre. Alors, pour tout entier ¢ > 0, on a un
a-isomorphisme canonique

(6.4.3.1) HY(EY, ) 5 11(Xy,. Z,) @, Oc.

Cela résulte de 4.8.14, 6.4.2 et de sa preuve, compte tenu du fait que le Z,-module H? (yzt, Zy)
est de type fini d’aprés ([25] VI 2.2.2 et la remarque aprés 2.2.3).

On prendra garde que le a-isomorphisme (6.4.3.1) n’est pas en général induit par un vrai
morphisme.

PROPOSITION 6.4.4. Supposons le S-schéma X propre et soit F un Ox-module cohérent. Pour
tout n > 1, posons ¥, = F Qx ﬁyn, que l'on considére comme un faisceau de X sar 0u X 41,
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selon le contexte (2.1.18), et F = (Fni1)nen. Alors, pour tout entier ¢ > 0, les morphismes
canoniques

(6.4.4.1) HY(X, F) @0, Oc — HI(XYS, F) — lim HY(X, 60, Fn)
’ —

n>1

sont des isomorphismes.

En effet, d’aprés (|2] VI.7.10), on a une suite exacte

(6.4.4.2) 0 — Rl'im HIV (X, 0, Tn) — HI(XY, F) — lim HY(X, 40, ) — O.
— ’ —
n>1 n>1

Pour tout n > 1, le morphisme canonique
(6.4.4.3) H( X, o, F ®x Ox,) @0y O = HU (X sar, Z 1)
est un isomorphisme. Il résulte alors de ([29] 4.1.7) et ([4] VII 4.3) que le systéme projectif
(HY(X; 6, -F n))n>1 vérifie la condition de Mittag-Leffler et que le morphisme canonique
(6.4.4.4) HY(X,.7)R¢, Oc — lim HY( X, ¢, T n)
n>1

est un isomorphisme. La proposition s’ensuit compte tenu de (6.4.4.2), ([36] 1.15) et du fait que
le Ok-module H?(X,.%#) est de type fini.

THEOREME 6.4.5. Si le S-schéma X est propre, on a une suite spectrale canonique

(6.4.5.1) ByY = H' (X, Q% 5) @0, C(—j) = HH (X5, Q) g, C.

Cela résulte de la suite spectrale de Cartan-Leray (6.4.1.2), compte tenu de 6.4.3, 6.4.4 et 6.3.8.

DEFINITION 6.4.6. Si le S-schéma X est propre, la suite spectrale (6.4.5.1) est appelée suite
spectrale de Hodge-Tate de f (ou de X sur 5).

6.4.7. On munit le schéma S de Paction naturelle & gauche du groupe de Galois absolu G g
de K (4.1.1); pour tout u € G, 'automorphisme de S défini par u, que 1'on note aussi u, est
induit par 'automorphisme u~! de O%. Pour tout S-schéma Z, on en déduit par changement de
base une action & gauche de Gg sur Z = Z xg S et par suite des actions & gauche sur les topos
Z yar €t Ze (cf. 2.1.14). On notera que @ est un anneau G g-équivariant de Z,., ou Zg; (2.1.18).

Pour tout u € Gk, le diagramme commutatif

(6.4.7.1) X X

o
v _id
induit par fonctorialité ([2] VI.10.12) un morphisme de topos que 'on note encore

(6.4.7.2) Yu: E— E.

Pour tout u,v € G%, on a un isomorphisme canonique ¢, ,: Viv: = 7.,. On voit aussitot que ces

isomorphismes vérifient les relations de compatibilité 2.1.14(i)—(iii). On obtient ainsi une action a

gauche de Gk sur le topos E dans le sens de loc. cit. Suivant les conventions générales, pour tout

u € G, le morphisme ~, sera encore noté u: E — E, ce qui n’induit aucun risque d’ambiguité.
Soit u € Gk . Pour tout S-schéma V', notons

(6.4.7.3) “W=Vxg,5,
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le changement de base de V par 'automorphisme v de S. Pour tout S-schéma U, on a un S-
isomorphisme canonique U — “U dont le composé avec la projection canonique “U — U est
I'automorphisme U induit par u. Pour tout objet (V — U) de E, le morphisme “V — U composé
de la projection canonique “V — V et du morphisme V' — U est clairement un objet de F et on a

(6.4.7.4) u(V—=-0)) 5 MV = U)"
Par ailleurs, le diagramme commutatif & carrés cartésiens
(6.4.7.5) v —-sV
UO % UO
U—>T
ou la fleche horizontale supérieure est la projection canonique, induit un isomorphisme
(6.4.7.6) YA

au-dessus de 'automorphisme u de U (4.1.6).
Pour tout u € Gk, on a un isomorphisme d’anneaux

(6.4.7.7) 2 B 5w (B),

dont I'adjoint de son inverse est défini pour tout (V — U) € Ob(E) par Iisomorphisme
—V ~ Y

(6.4.7.8) LT, 6v) 3TT ", Opv)

induit par (6.4.7.6). Ces isomorphismes vérifient clairement la relation de compatibilité (2.1.14.5)
et font donc de Z un anneau G-équivariant de E (cf. 2.1.14).

Munissant le topos X de I’action triviale de Gi, le morphisme canonique o : E— Xt (4.1.4.3)
est Gi-équivariant dans le sens de 2.1.15. Il revient au méme de dire que pour tout u € G, le
diagramme

(6.4.7.9) E—“-F
X

est commutatif & isomorphisme canonique prés, et que ces isomorphismes vérifient des relations de
compatibilité. Le faisceau o*(X,) de E est donc naturellement muni d’une structure de faisceau
G i-équivariant. Par suite, ’action a gauche de G sur E induit une action a gauche sur le sous-
topos fermé E, de sorte que le plongement §: E, — E est G K-équivariant. Concrétement, pour
tout u € Gk, le diagramme (6.4.7.9) induit un isomorphisme

(6.4.7.10) 77 ) ot (X)) S ut (0% (X))

En vertu de ([4] IV 9.4.3), il existe donc un morphisme de topos que ’on note encore

(6.4.7.11) u: By — E,,
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unique & isomorphisme canonique preés tel que le diagramme

(6.4.7.12) E,—“s E,

EFE——F

soit commutatif a isomorphisme canonique prés.

Compte tenu de ([4] IV 9.4.3), munissant le topos X ¢ de laction triviale de Gk, le morphisme
oo By — X6 (4.1.5.2) est Gg-équivariant.

Pour tout entier n > 1, la structure d’anneau G g-équivariant sur % induit sur %,, une struc-
ture d’anneau G i-équivariant de ES (ou de E) En particulier, pour tout v € Gk, le morphisme
(6.4.7.11) est sous-jacent & un morphisme de topos annelés que ’on note encore

(6.4.7.13) w: (Ey, By) — (Ey, By).

Par ailleurs, % est naturellement un anneau Gg-équivariant de X ¢;, et 'homomorphisme
n

O%, — 0s«(%n) est un morphisme d’anneaux G -équivariants (cf. 2.1.15). Le morphisme de
topos annelés (4.1.7.5)

(6.4.7.14) on: (B, Bn) = (Xse, O%,)

est donc G g-équivariant.

6.4.8. Laction de G sur E, (6.4.7) induit une action & gauche sur EN°. Concrétement,
pour tout u € Gk, le morphisme (6.4.7.11) induit un morphisme de topos que 1’on note encore

(6.4.8.1) u: BN — EN°
La structure d’anneau G g-équivariant sur 4 induit sur % une structure d’anneau G g-équivariant

de EY°. Munissant le topos XYy, de Paction triviale de G, le morphisme o& : EN" — XIVo est
G i-équivariant et 'homomorphisme canonique

N°\ (5
(6.4.8.2) ﬁ? = (0, )«(B)
est un morphisme d’anneaux G g-équivariants (cf. 2.1.15). Le morphismes de topos annelés (6.4.1.1)
(6.4.8.3) o: (B, %) = (XNe, O5)

est donc Gi-équivariant.

Soit . un é-module G k-équivariant de ESNO (2.1.14). D’apreés 2.1.16, pour tout entier ¢ > 0,
le Oc-module Hq(ESNO,j) est naturellement muni d’une action &¢-semi-linéaire a gauche de G .
D’aprés 2.1.15, pour tout entier j > 0, R?5. (%) est naturellement muni d’une structure de ﬁi_
module G g-équivariant. Comme ’action de G sur X;\fzt est triviale, cette structure se résume en
une action ﬁi-semi—linéaire a gauche de Gk sur R/, (Z). On en déduit, pour tout ¢ > 0, une

action Oc-semi-linéaire & gauche de Gx sur le Oc-module H* (X SZ‘U RiG.(F)).

PROPOSITION 6.4.9. La suite spectrale de Cartan-Leray (6.4.1.2) est Gk -équivariante (6.4.8).

Pour tout u € Gk, considérons 'isomorphisme composé

v v

(6.4.9.1) R&.(B) 2 R, (u.(B)) = Ro(B),
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ot la premiére fléche est induite par 'isomorphisme canonique % =5 u. (%), et la seconde fléche est
induite par la G g-équivariance Sie ¢. On vérifie aussivt(”)t que ces morphismes induisent les structures
G g-équivariantes sur Hq(ESNO ,B) (q>0) et R75.(%4) (j > 0), définies dans 6.4.8. Par fonctorialité
de la deuxiéme suite spectrale d’hypercohomologie du foncteur I‘(Xsoét, —) sur la catégorie dérivée
des groupes abéliens de stt, les morphismes (6.4.9.1) induisent une action de G sur la suite
spectrale de Cartan-Leray (6.4.1.2).

PROPOSITION 6.4.10. Pour tout entier j > 0, le morphisme (6.4.1.4)

e o
(6.4.10.1) 13 Jﬂi/é — R7G.(A)
est G g -équivariant.

On rappelle d’abord que le morphisme 6: W(&») — Oc de Fontaine (2.5.2.4) est Gk-
équivariant. Par suite, Gk agit naturellement sur 2% (0%) (2.5.2.5) et cette action stabilise 'idéal
ker(fy) = £O¢. Par ailleurs, pour tout u € Gk, les actions de u sur X et S induisent un isomor-
phisme O-linéaire

(6.4.10.2) Qly/g 3 u*(ﬁly/g).

Ces isomorphismes munissent (NZ% /5 d’une structure de Og-module G k-équivariant de X¢; (2.1.14).
Comme l'action de Gk sur X est triviale, on en déduit, pour tout entier j > 0, une action a gauche
ﬁi—semi—linéaire de Gk sur le ﬁi—module &7 Q% .

/S

Par ailleurs, le groupe G'x agit naturellement sur le schéma logarithmique (.S, ZLs) (6.1.2) et par
suite sur le schéma logarithmique (X, %) (6.3.1.2). Pour tout entier n > 0, le monoide 2,, (6.3.3.1)
est donc muni d’une structure de monoide G-équivariant de E, de sorte que les morphismes
du diagramme (6.3.3.1) sont des morphismes de monoides G g-équivariants. Munissant le groupe
ppn (O) de l'action canonique de G, la suite exacte (6.3.5.1) est donc une suite de groupe
abéliens G i-équivariants de E,. Par suite, 9, (6.3.7.1) est un morphisme de groupes abéliens G k-
équivariants de X g, et il en est alors de méme du morphisme (6.3.7.3). Le caractére universel de
la dérivation logarithmique dlog (6.3.1.5) implique que le morphisme (6.3.1.6)

ol
(6.4.10.3) ZLF @1 0x = Qx5
est un morphisme de Ox-modules G'i-équivariants de Xe¢t. Le morphisme (6.3.8.1) est donc Gx-
équivariant, d’ot1 la proposition.

PROPOSITION 6.4.11. Supposons le S-schéma X propre. Alors, pour tout entier ¢ > 0, l’iso-
morphisme

(6.4.11.1) HY(EY ) 7, Q 5 HI(X oy, Z,) @3, C,
induit par (6.4.3.1), est Gk -équivariant.

Compte tenu de 6.4.2 et de sa preuve, il suffit de montrer que pour tout entier n > 1, le mor-
phisme canonique u? (6.4.2.3) est G-équivariant. Le morphisme ¢: Xg, — E (4.1.4.5) est G-
équivariant (2.1.15). Le faisceau constant Z/p"Z de Xg, est canoniquement muni d'une structure
d’algébre G i-équivariante. Par suite, 1. (Z/p"Z) est naturellement muni d’une structure d’algébre
G k-équivariante de E , et ’homomorphisme canonique Z/p"Z — 1. (Z/p"7Z) est un morphisme d’al-
gébres G i-équivariantes. Cet homomorphisme est en fait un isomorphisme d’aprés ([2] VI.10.9(iii)).
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En vertu de 4.4.2, pour tout entier ¢ > 0, le morphisme canonique

(6.4.11.2) HY(E, . (Z/p"Z)) — HY(X g, Z/p"Z)

est un isomorphisme. Il est de plus G x-équivariant lorsque ’on munit les deux groupes des actions
naturelles de Gk (cf. 2.1.16). Par ailleurs, les morphismes canoniques

(6.4.11.3) HY(E,Z/p"Z) @z, Oc — H4(E, B,) = HY(E,, B,)
sont clairement G g-équivariants, d’ou la proposition.

COROLLAIRE 6.4.12. Si le S-schéma X est propre, la suite spectrale de Hodge-Tate (6.4.5.1)
est G g -équivariante.

Cela résulte de 6.4.9, 6.4.10 et 6.4.11.

COROLLAIRE 6.4.13. Si le S-schéma X est propre, la suite spectrale de Hodge-Tate (6.4.5.1)
dégénére en Eq et est décomposée : elle induit, pour tout entier n > 0, une décomposition canonique
G i -équivariante

(6.4.13.1) H" (X, Qp) ®g, C = @ H(X,Q%)%) ®oy Cli —n).
0<i<n
Cela résulte de 6.4.12 et du fait que H (G, C(j)) est nul pour i = 0,1 et tout entier non-nul
J ([54] prop. 8).

6.4.14. Soient u: 7' — 7, v: J — . deux morphismes de topos, v = v o u, K® un
complexe de faisceaux abéliens de .7’ borné inférieurement. Considérons la seconde suite spectrale
d’hypercohomologie du foncteur v/, par rapport au complexe K*® ([29] 0.11.4.3),

(6.4.14.1) 'E57 = R (H (K*)) = R (K®),
et la seconde suite spectrale d’hypercohomologie du foncteur v, par rapport au complexe Ru.(K*),
(6.4.14.2) Eb) = R, (R7u.(K®)) = R v, (Ru. (K*)).

Pour tout entier 5 > 0, considérons ’edge-homomorphisme de la seconde suite spectrale d’hyper-
cohomologie du foncteur u, par rapport au complexe K*®

(6.4.14.3) RIu, (K®) — u. (H (K*®)).

Pour tout entier ¢ > 0, considérons le morphisme

(6.4.14.4) Riv, (R, (K*®)) — R, (H (K*)),

composé des morphismes

(6.4.14.5) Riv, (R, (K®)) — Riv, (u. (H (K*®))) — Riv (H/ (K*)),

ot la premiére fleche est induite par (6.4.14.3) et la seconde fléche est I’edge-homomorphisme de
la suite spectrale de Cartan-Leray ([4] V 5.4). Pour tout entier g > 0, considérons I'isomorphisme
induit par la méme suite spectrale

(6.4.14.6) R, (Ru,(K*)) 5 R%!. (K*).

PROPOSITION 6.4.15. Sous les hypothéses de 6.4.14, les morphismes (6.4.14.4) pour les entiers

1,7 > 0 et les morphismes (6.4.14.6) pour les entiers ¢ > 0, définissent un morphisme de suites
spectrales E — 'E (6.4.14.1), (6.4.14.2) (cf. [29] 0.11.1.2).



320 6. LES SUITES SPECTRALES DE HODGE-TATE

On désigne par D(.7',Z) (resp. D(7,Z), resp. D(.¥,7Z)) la catégorie dérivée des faisceaux
abéliens de 7' (resp. 7, resp. .). Nous utiliserons la notion d’objet spectral d’une catégorie
triangulée introduite dans ([60] II 4.1). Soit £ le deuxiéme objet spectral canonique de D(.7,Z)
associé au complexe K*® ([60] III 4.3). Pour tous éléments i < j < ¢ de Z = Z U {—o0, +00}, on a

(6.4.15.1) H(1,7) = Ti—1,j-11 K*®
et
(6.4.15.2) 8(i, . 0): H (5, 0) — A (i, j)[+1]

est le morphisme canonique (cf. [60] IT 4.1.2 et IT 4.3 pour les notations). L’image Ru. (%) de &
par le foncteur exact Ru, est un objet spectral de D(7,Z). Soit .Z le deuxiéme objet spectral
canonique de D(7,7Z) associé au complexe Ru, (K*®) ([60] III 4.3.3). Pour tout entier j, la suite
spectrale de Cartan-Leray montre que le morphisme canonique

(6.4.15.3) T<j(Rus (7<; K°*)) — 7<j(Ru.(K*))

est un isomorphisme de D(Z,7Z). On en déduit un systéme compatible de morphismes
(6.4.15.4) 7<;(Ru.(K*®)) = Ru,(7<;(K*)) (j € Z),

et des morphismes d’objets spectraux £ — Ru. () et

(6.4.15.5) Ru. (&) — Rol(X).

Pour tout entier j, on a

(6.4.15.6) H (G j+1) = H(K*)[-],

(6.4.15.7) ZLG,i+1) = Riu(K*)[-j].

Le morphisme Z(j,7 + 1) = Ru. (2 (j,j + 1)) s’identifie au morphisme composé

(6.4.15.8) R7u, (K*)[—5] = u (B (K*)[~]) = Ru (B (K*)[-j)),
ot la premiére fleche est induite par (6.4.14.3) et la second fléche est le morphisme canonique. Par
suite, la suite spectrale associée & Ru,(Z) (resp. Rv, (")) n’est autre que E (resp. 'E) ([60] III

4.4.6). Le morphisme E — ‘E déduit du morphisme (6.4.15.5) induit sur les termes initiaux les
morphismes (6.4.14.4) et sur les aboutissements les morphismes (6.4.14.6).

6.4.16. Soit f': (X', #x/) — (S, .#s) un morphisme adéquat de schémas logarithmiques ([2]
II1.4.7). On désigne par X'® le sous-schéma ouvert maximal de X’ ou la structure logarithmique
Mx est triviale. Pour tout X’-schéma U’, on pose
(6.4.16.1) UP = U xx X'

On associe a f’ des objets analogues & ceux associés & f que l’on note avec les mémes symboles
équipés d’un prime ’. On dispose en particulier d’un morphisme de topos annelés

~ o ==/ o
(6.4.16.2) 5 (B, B) = (X Og),
et par suite d’une suite spectrale de Cartan-Leray
.. X ° ) ! o~ 2
(6.4.16.3) 'Ey) =H/(XN \RI¢\ %) =H(EN B).

Soit g: (X', Mx') — (X, #x) un (S, #s)-morphisme. On désigne par v: X" 5 X le mor-
phisme de schémas et par

(6.4.16.4) ©:F - E
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le morphisme de topos induits par g ([2] VI.10.12). Le diagramme

’

(6.4.16.5) E'—— X},

|-

E$Xét

est commutatif & isomorphisme canonique prés. On en déduit un isomorphisme 0*(c*(X,)) ~
o (X;). En vertu de ([4] IV 9.4.3), il existe donc un morphisme de topos

(6.4.16.6) ©,: E. — E,

unique & isomorphisme canonique prés tel que le diagramme

E;&)ES
5'l la
E_° . F

soit commutatif & isomorphisme prés. Il résulte de (6.4.16.5) et ([4] IV 9.4.3) que le diagramme de
morphismes de topos

(6.4.16.7)

(6.4.16.8) B s X

~ ..
E, —— Xs,ét
est commutatif a isomorphisme canonique prés.

On a un homomorphisme canonique ©~!(%) — z (cf. 5.1.9). Pour tout entier n > 1, le
morphisme (6.4.16.6) est donc sous-jacent & un morphisme de topos annelés

/ e —

(6.4.16.9) O,: (E.,B,) — (Es, B).

Le diagramme de morphismes de topos annelés

(6.4.16.10) (B, 7B —2" ~ (E,, B,)
l . l
(X;.,étv ﬁY;) - (Xs,étu ﬁyn)

est commutatif & isomorphisme canonique prés.
Les morphismes (6.4.16.9) induisent un morphisme de topos annelés

v/

(6.4.16.11) 6: (BN, B) - (B, ).
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Le diagramme de morphismes de topos annelés

v/ 2

(6.4.16.12) (EF. %) —2—~ (B, %)
(X0, 0) —— (X, 0)

ot ¢ est induit par le morphisme de schémas g: X - X, est commutatif & isomorphisme canonique
pres.
Pour tout entier j > 0, considérons les morphismes
. o =/ . o ~/ Lo v/ o . v/
(6.4.16.13) R76.(0.,(%B)) >R (600)(B) SR (god)u(B) =7, (RI5.(B)),
le premier et le dernier étant les edge-homomorphismes de la suite spectrale de Cartan-Leray

([4] V 5.4) et Iisomorphisme central étant induit par (6.4.16. 12) Composant avec 'image directe

supérieure R7¢, de I’homomorphisme canonique % - 0, (%’ ), on obtient un morphisme

. -~ o . v/
(6.4.16.14) R75. (%’) -9, (RGL(%5)).
Pour tous entiers ¢ > 0 et j > 0, considérons le morphisme composé

v

. ! °
9.(RIG(Z))) = B (X, R751 (@),

ou la premiére fleche est induite par (6.4.16.14) et la seconde fléche est ’edge-homomorphisme de
la suite spectrale de Cartan-Leray ([4] V 5.3).
Pour tout entier ¢ > 0, considérons le morphisme composé

(6.4.16.15) H (X5, RI5. (%)) — Hi(X

$,6t9

v / v /

(6.4.16.16) HY(EY, ) — HYEY,0,(2 ) — HI(EN | %),

~ ey
ot la premiére fleche est induite par ’homomorphisme canonique £ — ©.(% ) et la seconde fleche
est I’edge-homomorphisme de la suite spectrale de Cartan-Leray.

PROPOSITION 6.4.17. Sous les hypothéses de 6.4.16, les morphismes (6.4.16.15)

~ ° ~/
R75.(%B)) —» H (X[, RI6L(Z)),

s,6t

(6.4.17.1) HY(xN

s,6t

pour les entiers i,j > 0, et les morphismes (6.4.16.16)

~no ~ o =/
(6.4.17.2) HY(ES, #) - HI(EN | 2),

pour les entiers q > 0, définissent un morphisme de suites spectrales E — 'E (6.4.1.2), (6.4.16.3)
(ct. [29] 0.11.1.2).

Notons
v/

. v/
(6.4.17.3) "By’ = H (XY, RI(Go ). (%)) :>HZ+J(E’N B).

s,6t

la seconde sulte spectrale d’hypercohomologie du foncteur F(X —) par rapport au complexe

s,6t7

R@ Yot )*(% ). D’apres 6.4.15, appliqué au composé du morphisme g et du morphisme canonique
/

X?ct

(6.4.17.4) "E - 'E.

— Ens et au complexe R¢. (% ), on a un morphisme de suites spectrales
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v/

Par ailleurs, I'homomorphisme canonique Z — ©, (2% ) induit un morphisme Z — RO, (Z ) de
la catégorie dérivée des groupes abéliens de ESNO. Tenant compte de (6.4.16.12), on en déduit un
morphisme

v/

v

(6.4.17.5) R&.(F) — R(F05'). (7).

N°

Par fonctorialité de la seconde suite spectrale d’hypercohomologie du foncteur I'(X g, —

obtient un morphisme de suites spectrales

(6.4.17.6) E —"E.

), on

On vérifie aussitot que le morphisme composé de suites spectrales E — 'E est défini sur les termes
initiaux par les morphismes (6.4.17.1) et sur les aboutissements par les morphismes (6.4.17.2).

PROPOSITION 6.4.18. Sous les hypothéses de 6.4.16, pour tous entiers n,j > 0, le diagramme

(6.4.18.1) g €IV o) g (R0 (B) = RI0L (01 (7)
—iyg w'l 4
E90L o Riol.(#,)

ot les fleches u? et u' sont induites par le morphisme (6.3.8.1), v? est le morphisme de change-
ment de base relativement au diagramme commutatif (6.4.16.8), et les fleches verticales sont les
morphismes canoniques, est commutatif.

D’aprés ([4] XVII 4.1.5), pour tout faisceau abélien F de E’, on a un morphisme de changement
de base relativement au diagramme commutatif (6.4.16.8) dans la catégorie dérivée des faisceaux
abéliens de X!

s,6t7
(6.4.18.2) 95 (Rosi(F)) — RoL(OL(F)).
Celui-ci étant fonctoriel en F', on en déduit un digramme commutatif
(6.4.18.3) 93 (@ (L)) — gi(R'os (1 5.))

|

RY%. (1,0 5,))

ou la fleche verticale est le morphisme de changement de base relativement au diagramme com-

mutatif (6.4.16.8), la fleche horizontale est induite par la suite exacte de faisceaux abéliens de E,
(6.3.5.1)

(6.4.18.4) 0—u = 0(25P) = o (@ (£2)) — 0,

pnvEs

et la fleche oblique est induite par l'image inverse de cette derniére sur E;, réécrite en tenant
compte de (6.4.16.8),

(6.4.18.5) 0— fhpn Fy = OL(6*(285P)) — ol (gi(&*(ﬁ%’))) — 0.

. . . -/
On a un morphisme canonique de monoides de X,

(6.4.18.6) v (L) = L
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ot le monoide #5 de X est défini dans (6.3.1.2) et 5 est analogue de Y/ét. Par ailleurs, le
diagramme d’homomorphismes de monoides

o (I, ()

(6.4.18.7) o (9" (1 (L)) —= 0" (W7 (Lx)) o (1 (L)
| |
0" (0" (h(Lx))) — L~ 0*(@) 7

ou £ et ¢’ sont les homomorphismes (6.3.3.2), la fleche non libellée en haut est le morphisme de
changement de base et celle en bas est ’lhomomorphisme canonique, est commutatif. Comme le
foncteur ©* est exact a gauche, on en déduit un homomorphisme de monoides (6.3.3.1)

(6.4.18.8) q: 0%(2,) — 2,,.
On a un diagramme commutatif de suites exactes de Eg
(6.4.18.9) 0 —— i gy —= 0"(07(25P)) —— o (@ (7"(£5"))) —=0

‘ lf?’*(qu) laé"(ﬁ/*(vgp))

— 0" (25P))

— ol (@ (L)) ——> 0
ou la suite inférieure est la suite (6.3.5.1) pour X’ et la suite supérieure est I'image inverse par ©
de la suite (6.3.5.1) pour X réécrite en tenant compte de (6.4.16.7) et (6.4.16.8).

On déduit de (6.4.18.3) et (6.4.18.9) que le diagramme

* [k g5 (0n) %
(6.4.18.10) 9@ (fép)) — Y (RIUS*(”;D",ESD

]

d
—1x ( o8P n 1
a* (L) Rlol, (1

p",E;)

ou Oy, et 0], sont les morphismes (6.3.7.1) et la fleche non libellée est le morphisme de changement
de base relativement au diagramme commutatif (6.4.16.8), est commutatif. Compte tenu de 6.3.8,
on en déduit que le diagramme

1

(6.4.18.11) g (€0, o) e g (R10w(Bn) —= R1L, (0, (7))
151 u't 10 (Z
e R'o.(%,)

ott les fleches u' et u/! sont induites par le morphisme (6.3.8.1), v! est le morphisme de change-
ment de base relativement au diagramme commutatif (6.4.16.8), et les fléches verticales sont les
morphismes canoniques, est commutatif.

Le diagramme (6.4.18.1) est commutatif pour j = 0 puisque v° est un homomorphisme de
g5 ' (O, )-algébres. Compte tenu de 6.3.8 et (6.4.18.11), pour montrer que le diagramme (6.4.18.1)
est commutatif pour tout j > 1, il suffit de montrer que le morphisme v’ est compatible au cup-

produit, ou ce qui revient au méme, que le morphisme adjoint R/ o, (%,,) — g (R0, (07 1(%,)))
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est compatible au cup-produit. Ce dernier est composé des morphismes

(6.4.18.12) Rioy, (Bn) = R104u (04 (071 (%)) — R¥(0,0,). (071 (%))

S S

= R (9:00)+(071(Bn)) = 95 (R0, (071 (%)),

S

ol la premiére fleche est induite par le morphisme d’adjonction %,, — 0,.(05'(%4,)), qui est un
homomorphisme d’algébres, et est donc compatible au cup-produit, la troisiéme fleche est induite
par l'isomorphisme de commutativité du diagramme (6.4.16.8) et est clairement compatible au cup-
produit, et la deuxiéme et la quatriéme fleche sont les edge-homomorphismes de la suite spectrale
de Cartan-Leray ([4] V 5.4).

Soit A’ un anneau commutatif de Eg Considérons le préfaisceau P7 sur Et /x défini par
(6.4.18.13) U’ € Ob(Bt,x,) = B (o (U"), A),
et le préfaisceau Q7 sur Et /x, défini par
(6.4.18.14) U € Ob(Et)x,) = PI(U xx X').
Le faisceau R7c’, (A’) (resp. R7(gs0%)«(A’)) est canoniquement isomorphe au faisceau associé a
PJ (resp. Q7) (|4] V 5.1). Le morphisme canonique P/ — R7o’, (A’) induit un morphisme de
préfaisceaux @7 — gs(R70},(A’)) dont le morphisme de faisceaux associés R7(gs0%).(A’) —
gs«(R?a’, (A")) n’est autre que Pedge-homomorphisme de la suite spectrale de Cartan-Leray. Celui-
ci est donc compatible au cup-produit.

Appliquant le foncteur R70,, & ’homomorphisme canonique de la catégorie dérivée des fais-
ceaux abéliens de FE,
(6.4.18.15) O (A") = RO, (A7),
on obtient I’edge-homomorphisme de la suite spectrale de Cartan-Leray

(6.4.18.16) R0 (Oa(A") = RI(0,0,).(A)).

Soit C' un anneau (constant) et supposons que A’ soit une C-algébre. D’aprés ([61] Tag 0B68), il
existe un morphisme de la catégorie dérivée des C-modules de F,

(6.4.18.17) RO,.(A") ®5 RO, (A)) = RO, (A L A)),

ot le produit tensoriel dérivé est défini dans ([61] Tag 06YH). Par ailleurs, le diagramme de mor-
phisme canoniques

(6.4.18.18) RO,.(A") @ RO, (4) RO, (A’ ®L A')

| |

95* (A/) ®% 95* (A/) —— 95* (A/) RGS* (A/)
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est commutatif. Ceci résulte de la propriété universelle de (6.4.18.17) en observant que pour tout
C-module F de Ey, on a LOX(F) = O%(F). On en déduit que le diagramme

(6.4.18.19) RO5: (054 (A4")) ¢ Rosi (044 (A") —— R(0505)+(A") @& R(0505).(A4)

RO (0. (A) QL O, (A))

Ro. (RO, (A') @L RO, (4"))

R(050;). (A ®¢ A')

Ros.(054(4)) R(0505).(4")

ol le carré supérieur traduit la fonctorialité de (6.4.18.17) et le rectangle inférieur est induit par
le diagramme (6.4.18.18). Il s’ensuit par fonctorialité que le morphisme (6.4.18.16) est compatible
au cup-produit. Il en est alors de méme de v7, d’oil la commutativité de (6.4.18.1).

LEMME 6.4.19. Sous les hypothéses de 6.4.16, pour tous entiers n,q > 0, le diagramme

(6.4.19.1) HY(X;,,Z/p"Z) — H9(E,, B,)

| l

(X5, 2/p"2) —HY(EL, B,)
ot les fleches horizontales sont induites par le morphisme (4.8.14.1) et les fleches verticales sont

induites par les foncteurs “image inverse” et I’lhomomorphisme canonique O~ (%) — @/, est com-
mutatif.

En effet, le diagramme de morphismes de topos

(6.4.19.2) p Ay
Yl l@

P

X —FE

est commutatif & isomorphisme canonique prés ([2] (VI.10.12.7)). Le diagramme

(6.4.19.3) HY(E, 4, (Z/p" L)) v H(X ¢, Z,/p"Z)
HY(E, . (Y. (Z/p"Z))) HY(X g, v+ (Z/p"Z))

HY(E, 0, (4L (Z/p"Z))) — HU(E' v} (Z/p"Z)) —— 09(X sy . Z/p"Z)

ou les fleches verticales supérieures sont induites par le morphisme d’adjonction id — Y.Y*, v est
I’isomorphisme sous-jacent & (6.4.19.2) et les autres fleches sont les edge-homomorphismes de la
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suite spectrale de Cartan-Leray, est commutatif. En effet, le diagramme de morphismes canoniques

(6.4.19.4) Uu (Yo (Z/p"Z)) —— R, (v (Z/p"Z))

| |

R(YY)«(Z/p"Z) — Rp.(Ry.(Z/p"Z))

est commutatif ; I’isomorphisme inférieur provient du fait que Y. transforme les faisceaux abéliens
injectifs de 7/; en faisceaux abéliens de Xg, acycliques pour le foncteur ¢, ([4] V 4.9 et 5.2).
Appliquant le foncteur H? (E, —) au diagramme (6.4.19.4), on voit que la diagonale du rectangle
inférieur de (6.4.19.3) est I’edge-homomorphisme de la suite spectrale de Cartan-Leray pour le
morphisme y. Il s’ensuit que le rectangle inférieur de (6.4.19.3) est commutatif. Le rectangle
supérieur de (6.4.19.3) est clairement commutatif.

Par ailleurs, le diagramme

(6.4.19.5) b — = Py

al/ \LC
0.0, —— 0.y’
ou les fleches a et d sont définies par les morphismes d’adjonction, ¢ est induit par 'isomorphisme

de commutativité du diagramme (6.4.19.2) et b est induit par le morphisme de changement de base
relativement au méme diagramme, est commutatif. Il s’ensuit que le diagramme

(6419.6)  HI(E,Z/p"2) —— HI(E, . (2/p"2)) ——> HI(E, . (v.(Z/p"2)))

| : )

HY(E, ©.(Z/p"Z)) — HU(E, 0,(0* (¢.(Z/p"Z)))) —— H(E, ©.(¢v.(Z/p"Z)))

| | |

HY(E', Z/p"Z) —— HY(E', 0" (. (Z/p"Z))) —— HI(E', §/(Z/p"Z))

ot le carré supérieur droite est induit par le diagramme (6.4.19.5), b" est induit par le morphisme
de changement de base relativement au diagramme (6.4.19.2) et les fleches non libellées sont les
morphismes canoniques, est commutatif. On observe que le composé

(6.4.19.7) Z|p"ZL — ©" (Y« (Z/p" L)) — V.(Z/p"Z)

ou la premiére fleche et le morphisme canonique et la seconde fléche est le morphisme de changement
de base relativement au diagramme (6.4.19.2), n’est autre que le morphisme canonique; en effet,
cette derniére est un homomorphisme d’anneaux.

On déduit des diagrammes (6.4.19.3) et (6.4.19.6) que le diagramme

(6.4.19.8) HY(E,Z/p"7) — H1(E, ), (Z/p" 7)) —> H!(X 4, Z/p"7Z.)

| | |

HY(E', 2/p"Z) — H(E', . (Z/p" 7)) —> H(X, , Z/p"Z)
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M

ol les fleches verticales de droite et de gauche sont induites par les foncteurs “image inverse’
et les fleches horizontales de gauche sont induites par les morphismes canoniques i: Z/p"Z —
Vo (ZJp"7) et i’ Z)p" 7 — . (Z/p"7Z), est commutatif. La proposition s’ensuit puisque 4 et i’ sont
des isomorphismes (cf. la preuve de 4.8.14) et que u et v’ sont des isomorphismes d’aprés 4.4.2.

PROPOSITION 6.4.20. Pour tout morphisme (X', M x:) — (X, Mx) de (S, #s)-schémas loga-
rithmiques adéquats, il existe un morphisme canonique de la suite spectrale de Hodge Tate de X sur
S wers celle de X' sur S, défini sur les termes initiauz (resp. l'aboutissement) par l'image inverse
des différentielles logarithmiques (resp. cohomologie étale p-adique).

Cela résulte de 6.4.17, 6.4.18 et 6.4.19.

6.5. Topos de Faltings relatif, IT

6.5.1. Dans la suite de ce chapitre, on se donne un morphisme lisse et saturé de schémas
logarithmiques

(6.5.1.1) g: (X', xr) — (X, Mx)

tel que le morphisme f' = fog: (X', . #x/) — (S, #s) soit adéquat ([2] I11.4.7). On reprend les
notations de 5.1. De plus, on désigne par G (resp. é) le site (resp. topos) de Faltings relatif associé
au couple de morphismes (h: X = X,9: X' = X) (cf. 3.4.1). D’aprés 3.4.16, le diagramme
commutatif canonique

(6.5.1.2) X' <M X"

induit des morphismes de topos
(6.5.1.3) E—T1-G-tsE

dont le composé est le morphisme de fonctorialité ©: E - FE (5.1.8.2). On rappelle (3.4.16.4) que
les triangles et carrés du diagramme de morphismes de topos

(6.5.1.4) oy gon

Ak

/ Ty x°
Xiy=——G —— Xy

117

Xy <2 — F

ou 7 (3.4.4.3) et A (3.4.4.4), o, ¢/ (3.3.2.14), 8 et 8 (3.3.2.15) sont les morphismes canoniques,
sont commutatifs a isomorphismes canoniques prés.
On désigne par

(6.5.1.5) 01 X!\ X0 Xow = G

ét
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le morphisme canonique de topos (3.4.7.2). On vérifie aussitot que les carrés du diagramme de
morphismes de topos

(6.5.1.6) X}, xx;, Xey —>F

| .

—o o ~

—
i
Xip XXo Xeo —>= G

| :

— —o p ~
Xew XX Xoy —F

ol p et p’ sont les morphismes canoniques (5.1.4.5) et (5.1.6.5), sont commutatifs & isomorphismes
canoniques preés (3.4.15 et [2] VI.4.10).

6.5.2. Comme X est un ouvert de X{, i.e., un sous-objet de I'objet final, 7*(X,) = (X, —
X 70)" est un ouvert de G (3.4.4.1). En vertu de 3.4.11, le topos é/ﬂ*(xé) est équivalent au
topos de Faltings relatif associé au couple de morphismes (YO — X, X, — X). On note

(6.5.2.1) 7 Greixy) = G

le morphisme de localisation de G en 7(X), que l'on identifie au morphisme de fonctorialité
relativement au diagramme commutatif

(6.5.2.2) X —=X~—X"

)

X X<~ X

On désigne par (N?S le sous-topos fermé de G complémentaire de 'ouvert 7* (X,’,), c’est-a-dire

la sous-catégorie pleine de G formée des faisceaux F tels que 7*(F) soit un objet final de G 7 (X})
([4] IV 9.3.5), et par

(6.5.2.3) v G G
le plongement canonique ([4] IV 9.3.5).

On désigne par Pt(G), Pt(G/F*(X%)) et Pt(Gy) les catégories des points de G, G/W*(Xq/?) et G,
respectivement, et par
(6.5.2.4) u: Pt(Gre(x)) = PH(G) et v: Pt(G,) — Pt(G)

les foncteurs induits par j et x, respectivement. Ces foncteurs sont pleinement fidéles, et tout point
de G appartient a 'image essentielle de 'un ou autre de ces foncteurs exclusivement ([4] IV 9.7.2).
PROPOSITION 6.5.3. . .
(i) Soit (g ~»T'") un point de X}, X x., X (3.4.21). Pour que o(y ~» T') (6.5.1.5) appartienne
a limage essentielle de u (resp. v) (6.5.2.4), il faut et il suffit que T soit & support dans
X, (resp. Xg).
(ii) La famille des points de é/w*(xg) (resp. és) définie par la famille des points o(y ~~ T') de

G tels que T soit & support dans X, (resp. X;) est conservative.
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(i) En effet, pour que o(y ~ T') appartienne a I'image essentielle de v (resp. v), il faut et il suffit
que (7*(X;)) @z soit un singleton (resp. vide). Par ailleurs, on a un isomorphisme canonique
(3.4.21.1)

(6531) (W*(X/))Q(wa/) — (X/)E’;

d’ott la proposition.
(ii) Cela résulte de (i), 3.5.10 et ([4] IV 9.7.3).

6.5.4. En vertu de ([4] IV 9.4.3), il existe un morphisme de topos

(6.5.4.1) Tt Gs — XL g
unique & isomorphisme canonique prés tel que le diagramme
(6.5.4.2) Gy —= X! 4

Kl la’

~ }

G—— X
ol a’ est 'injection canonique, soit commutatif & isomorphisme prés, et méme 2-cartésien. Par
définition, on a un isomorphisme canonique
(6.5.4.3) m*oal, = Koy

Les foncteurs a’, et k., étant exacts, pour tout groupe abélien F de C~¥5 et tout entier ¢ > 0, on a
un isomorphisme canonique

(6.5.4.4) a, (R (F)) 5 Rimy (ki F).

On a un isomorphisme canonique 7*(7*(X})) ~ 0" (X;) (6.5.1.4). En vertu de ([4] IV 9.4.3),
il existe donc un morphisme de topos

(6.5.4.5) i B, — G,
unique & isomorphisme canonique preés tel que le diagramme

(6.5.4.6) B -G,

b

E—Ts@

soit commutatif & isomorphisme prés (cf. 5.1.6). Les foncteurs §, et k. étant exacts, pour tout
groupe abélien F' de E’ et tout entier ¢ > 0, on a un isomorphisme canonique

(6.5.4.7) i (RiTeu (F)) = RiT, (6L F).

11 résulte de (6.5.1.4) et ([4] IV 9.4.3) que le diagramme de morphismes de topos

Ts

(6.5.4.8) E,—" 53,

S

|

X/

5,6t

est commutatif & isomorphisme canonique prés.
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On a un isomorphisme canonique g*(o*(X,)) ~ 7*(X;) (6.5.1.4). En vertu de ([4] IV 9.4.3),
il existe donc un morphisme de topos
(6.5.4.9) g.: G — F,

unique & isomorphisme canonique prés tel que le diagramme

(6.5.4.10) Gy —2 = F,
|

G—L>E
soit commutatif a isomorphisme prés (cf. 5.1.4). Il résulte de (6.5.1.4) et ([4] IV 9.4.3) que le
diagramme de morphismes de topos

(6.5.4.11) G, —=—>E,
X! 5 X

est commutatif & isomorphisme canonique prés.
11 résulte encore de ([4] IV 9.4.3) que le composé g4 o 75 est le morphisme (5.1.8.4)

(6.5.4.12) O,: B, - E,.

PROPOSITION 6.5.5. Supposons g propre, et considérons le diagramme de morphismes de topos,
commutatif & isomorphisme canonique prés (6.5.1.4),

(6.5.5.1) G—2-F

)

gét
!
Xét

Alors,
(i) Pour tout faisceau F de X[, le morphisme de changement de base relativement au dia-
gramme (6.5.5.1)

(6.5.5.2) 0" (getx(F)) = gu(m* (F))
est un isomorphisme.

(ii) Pour tout faisceau abélien de torsion F de X/, et tout entier ¢ > 0, le morphisme de
changement de base relativement au diagramme (6.5.5.1)

(6.5.5.3) 0" (R%ges (F)) = Rig, (r*(F))
est un isomorphisme.

C’est un cas particulier de 3.5.18.

COROLLAIRE 6.5.6. Supposons g propre. Alors,
(i) Pour tout faisceau F de X;,éw le morphisme de changement de base relativement au dia-
gramme (6.5.4.11)

(6.5.6.1) 02 (gs,604(F)) = gsu (75 (F))

est un isomorphisme.
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(ii) Pour tout faisceau abélien de torsion F de X;)ét et tout entier ¢ > 0, le morphisme de
changement de base relativement au diagramme (6.5.4.11)
(6.5.6.2) ot (Rig, 1. (F)) — Rige. (v (F))
est un isomorphisme.

Cela résulte de 6.5.5 et ([1] 1.2.4). On notera pour (ii) que les foncteurs a., a), 0. et k.
étant exacts, pour tout ¢ > 0, on a des isomorphismes canoniques a, o R7gs ¢t« =~ Rgst« © @, et
0. 0 Rigg, ~ Rig, o K.

6.5.7. Considérons un diagramme commutatif de morphismes de schémas

(6.5.7.1) U——=U
X —-X
tel que les fléches verticales soient des morphismes étales. Pour tout préfaisceau F' sur G, on définit
le préfaisceau Fy:_y sur Etf/ﬁo en posant pour tout V' & Ob(Etf/Uo),
(6.5.7.2) Fouy(V)=FU" = U<+ V).

. . =~ . —0
Si F' est un faisceau de G, alors Fy—,yy est un faisceau de Ugyg,.

6.5.8. A tout point géométrique T’ de X', on associe une catégorie 6% de la facon suivante.
Les objets de %% sont les diagrammes commutatifs de morphismes de schémas

(6.5.8.1) U ——U

i

T —X —X

tels que les morphismes U’ — X' et U — X soient étales. Un tel objet sera noté (2 — U’ — U).
Soient (7' — U’ — U), (z' — U{ — U;) deux objets de %% . Un morphisme de (z' — U{ — Uj)
vers (T — U’ — U) est la donnée d’un X’-morphisme U] — U’ et d’'un X-morphisme U; — U
tels que le diagramme

(6.5.8.2) Ul — U,

s

T ——U ——=U
soit commutatif. On observera que les produits fibrés sont représentables dans %% (cf. la preuve

de [2] VI.10.3). Les limites projectives finies sont donc représentables dans @z (cf. [4] T 2.3). Par
suite, la catégorie €% est cofiltrante ([4] I 2.7.1).

— _

6.5.9. Soient (7 ~» T') un point de X}, X x., X (3.4.21), X' le localisé strict de X’ en T/, X

le localisé strict de X en g(T'), 6% la catégorie associée & T dans 6.5.8. On désigne par u: 7§ — X
le X-morphisme qui définit le point (7 ~ Z'), et par v: y — Xo le yo-morphisme induit (5.1.2.2).
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Pour chaque objet (Z' — U’ — U) de ¢% (6.5.8), on a un X’-morphisme canonique X’ — U’ et
un X-morphisme canonique X — U qui s’insérent dans un diagramme commutatif

(6.5.9.1) x 2.Xx

an

T ——U ——=U

ol on a encore noté g le morphisme induit par g. On en déduit un morphisme X — U. Le morphisme
VY — X" induit alors un point géométrique de [ que ’on note encore 3. Le diagramme

(6.5.9.2) X<~—7

|

U<~—T0"
est commutatif.

On désigne par o(y ~ T') 'image de (g ~» Z') par le morphisme g (6.5.1.5), qui est donc un
point de G, et par D yG—7) la catégorie des objets o(7 ~» T')-pointés de G. On rappelle (3.4.22)
que les objets de P,..7) sont des quadruplets formés d'un objet (U’ — U « V) de G, d’'un
X'-morphisme X' — U’, d’'un X-morphisme X — U et d’un yo-morphisme y — V tels que les
carrés du diagramme

(6.5.9.3) X2 Xx<"73
U——=U<—V
soient commutatifs. On dispose donc du foncteur
& G
X - x<"3 X' X

o N

U——=U<~—V U——=U

o(T~T") -
|_>

dont la catégorie fibre au-dessus d'un objet (z' — U’ — U) de %% s’identifie a la catégorie des
voisinages de y dans Etf /u°» autrement dit a la catégorie des revétements étales y-pointés de [
(6.5.9.2).

D’aprés (3.4.22.2) et ([4] IV (6.8.4)), pour tout préfaisceau F sur G, on a un isomorphisme
canonique

(6.5.9.5) Foguwzy = Mm (FJ L) ppe @)

(T’%U’HU)E‘KEO/

ou Fy_,y est le préfaisceau sur Etf JT° défini dans (6.5.7.2) et pgo: UZt — Ulcc)ét est le morphisme
canonique (2.1.17.1).
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6.5.10. Soient T’ un point géométrique de X', X " le localisé strict de X’ en T, X le localisé
strict de X en ¢g(Z'). On désigne par G (resp. G) le site (resp. topos) de Faltings relatif associé au
couple de morphismes (h: X - X,g: X' — X) induits par h et g (5.1.2), par

(6.5.10.1) »:G— G

le morphisme de fonctorialité (3.4.8.3) et par

(6.5.10.2) 0: Xpg — G

le morphisme défini dans (3.4.24.9). On pose

(6.5.10.3) b =10 0 ®*: G — Xy,
On note

(6.5.10.4) X0 X

le morphisme induit par g.
D’aprés 3.4.32, pour tout groupe abélien F' de G et tout entier q > 0, on a un isomorphisme
canonique et fonctoriel

(6.5.10.5) R, (F)y = HI(Xpg, 6 (F)).

6.5.11. Soit (g ~~» 7’) un point de X}, ;Xét X, (3.4.21). Reprenons les notations de 6.5.10
et notons pxo: X4, — Xps le morphisme canonique (2.1.17.1). Le point (7 ~ ') est défini par un

X-morphisme § — X et il induit donc un yo—morphisme Yy — Xo. Pour tout objet F' de (N?, on a
un isomorphisme canonique

(6'5'11'1) FQ@""TI) = ( T/ (F))pXo (@)>»
ol ¢ est le morphisme (6.5.1.5). En effet, on vérifie aussitot que le diagramme de morphismes de
topos

le} 4

(6.5.11.2) X, xx, Xo—G

L)
R ~° @ ~
Xip Xxop Xgg —=G
ol g est le morphisme canonique (3.4.7.2) et la fleche non libellée est le morphisme de fonctorialité,

est commutatif. I’isomorphisme (6.5.11.1) résulte alors de 3.4.26 en considérant (§ ~ T') comme
un point de X%, ;Két X,
< . ~
LEMME 6.5.12. Soient (7, ~ T') et (Jy ~ T') deuz points de X, X x., X, F un objet de G.
Alors, il existe un isomorphisme fonctoriel
(65121) Fg(glwfl) :> FQ(§2'\~>TI)'
En effet, notant X le localisé strict de X en g(¥’), le schéma X est normal et strictement local

d’apreés ([2] 1I1.3.7). Par suite, le schéma X est intégre. La proposition résulte alors de (6.5.11.1)
et du fait que tous les foncteurs fibres de X?ét sont isomorphes ([2] VI.9.11).
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6.5.13. Reprenons les hypothéses et notations de 6.5.10, et désignons, de plus, par E (resp.
~1/ J—
E) le site (resp. topos) de Faltings associé au morphisme h': X" = X' induit par i’ (5.1.2) (cf.
3.3.2), par

(6.5.13.1) . E - F
le morphisme de fonctorialité ([2] VI.10.12), par
(6.5.13.2) E G
le morphisme canonique (3.4.16.3) et par

(6.5.13.3) 0: X~ E

le morphisme défini dans ([2] (VI.10.23.1)). On pose
(6.5.13.4) oh, =0 0®™: E' — Xy,
PROPOSITION 6.5.14. Conservons les hypothéses et notations de 6.5.10 et 6.5.13.

(i) Le diagramme de morphismes de topos

(6.5.14.1) E Y. F

=~ @
G———G
est commutatif @ isomorphisme canonique pres.

(ii) Pour tout groupe abélien F de E' et tout entier q > 0, le morphisme de changement de
base relativement au diagramme (6.5.14.1)

(6.5.14.2) O*(RI7,(F)) — Rz, (®"(F))
est un isomorphisme.

(i) Cela résulte aussitot des définitions (3.4.8.3) et (3.4.16.3).
(ii) Soient %% la catégorie définie dans 6.5.8, (' — U’ — U) un objet de . On a un
isomorphisme canonique

(6.5.14.3) (U - U«T)) ST = U).
On désigne par éU/ﬁU le topos de Faltings relatif associé au couple de morphismes (UO - UU —

U) (3.4.1) et par E{,, le topos de Faltings associé au morphisme U~ — U’ (3.3.2). Le diagramme
de morphismes de fonctorialité de topos

~ v, o P, ~
(6.5.14.4) P B
Il "'U’ﬁ»Ul lT
Q‘IJU/HU éUl_)Uq)U/HU é

est commutatif & isomorphisme canonique prés. D’aprés 3.4.11, on a une équivalence canonique de
topos

(6.5.14.5) Gursu = G/(UqUeUf’)av
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et le morphisme @/, s’identifie au morphisme de localisation de G en U =U«+ Uo)a. D’apreés
([2] VI.10.14), on a une équivalence canonique de topos

IS n
(6.5.14.6) Efy 5 Bl e

et le morphisme ®;, s’identifie au morphisme de localisation de E' en (U/I> — U")*. De plus,
Ty’ s'identifie au morphisme déduit de 7 par localisation en vertu de (6.5.14.3) et ([4] IV 5.11).
Soit (' — U} — Up) un objet de €% tel que les schémas Uy et Uj soient affines. On désigne
par I la sous-catégorie pleine de (¢%) ;@ —uv;—u,) formée des objets (7' — U’ — U) tels que les
morphismes U’ — U] et U — Up soient affines. Le foncteur canonique I — %% est alors cofinal et
la catégorie I est cofiltrante d’apres ([4] I 8.1.3).
Suivant 3.5.2, on désigne par

(6.5.14.7) AT

le topos fibré obtenu en associant a tout objet (¥’ — U’ — U) de I le topos CNJU/%U, et a tout
morphisme de I donné par le diagramme commutatif

(6.5.14.8) Ul —U;

i

T —U ——=U

le foncteur image inverse (~¥U/_>U — éU{—>U1 par le morphisme de fonctorialité. En vertu de 3.5.3,
les morphismes Wy, identifient le topos é a la limite projective du topos fibré 2.
Suivant (|2] VI.11.2), on désigne par

(6.5.14.9) B I

le topos fibré obtenu en associant & tout objet (' — U’ — U) de I le topos EU,, et a tout morphlsme
de I donné par le diagramme commutatif (6.5.14.8) le foncteur image inverse EU, — EU, par le
morphisme de fonctorialité. En vertu de ([2] VI.11.3), les morphismes ¥y identifient le topos E
a la limite projective du topos fibré B.

Les morphismes 7y, y, pour (T — U’ — U) € Ob(I), définissent un morphisme de topos
fibrés ([4] VI 7.1.6)

(6.5.14.10) A B = A

Le morphisme 7 se déduit de A par passage a la limite projective ([4] VI 8.1.4).
D’aprés ([4] VI 8.7.5), pour tout groupe abélien F' de E’, on a un isomorphisme canonique

(6.5.14.11) r(@*(F) S lim Uy (o0 (90 (F))).

(&' —U'—>U)eOb(I)

On notera que les conditions requises dans ([4] VI 8.7.1) sont satisfaites en vertu de 3.3.5, 3.4.20
et ([4] VI 3.3 et 5.1). Par ailleurs, compte tenu de ([1] 1.2.4(ii)), le morphisme (6.5.14.2) s’identifie
a la limite inductive des morphismes

(6.5.14.12) Uiy (@ (7o (F))) = Wiy (rrs (95 (F))

déduits des morphismes de changement de base relativement au carré de droite de (6.5.14.4). Ces
derniers sont des isomorphismes d’aprés ([4] V 5.1(3)) ; d’ou la proposition.

PROPOSITION 6.5.15. Conservons les hypothéses et notations de 6.5.10 et 6.5.13.
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(i) Le diagramme de morphismes de topos

/> 0 =/
Xy —=E

Bt

Xy —G

(6.5.15.1)

9

est commutatif a isomorphisme canonique pres.

(ii) Pour tout groupe abélien F de E/ et tout entier ¢ > 0, le morphisme de changement de
base relativement au diagramme (6.5.15.1)

(6.5.15.2) 9" (RIz,(F)) = Ry, (0 (F))
est un isomorphisme.

(i) On désigne par G; la sous-catégorie pleine de G (6.5.10) formée des objets (U’ — U + V)
tels que les morphismes U — X et U’ — X' soient finis étales. Il s’ensuit que le morphisme V' — Xo
est aussi fini étale. On munit Gy de la topologie engendrée par les recouvrements de type (a), (b)
et (c) (3.4.1). Le topos des faisceaux de U-ensembles sur G; est le produit orienté X, % X, X o,
des morphismes de topos g, : Xis = Xpor €t hrer: Xpgp = Xye (cf. [2] VI3.7 et VI.3.10).

Pour tout U € Ob(EtSCOh/i) (2.1.17), on désigne par Uf la somme disjointe des localisés stricts
de U en les points de Uy ; c’est un sous-schéma ouvert et fermé de U, qui est fini sur X ([30]
18.5.11). De méme, pour tout U’ € Ob(EtSCOh/E), on désigne par U la somme disjointe des
localisés stricts de U’ en les points de UL,.

D’aprés 3.4.24, le foncteur

(6.5.15.3) vt G.on - G,

U U+ V) = (Uf=U < U xyV).

est exact & gauche et continu. Compte tenu de 3.4.19(iii), il définit donc un morphisme de topos

Ry ~° ~
(65154) v Xfét Xifét Kfét — Q
Le 2-isomorphisme canonique hgg Y, 5 gfétﬁgét induit un morphisme
—/> <~ —o0
(6.5.15.5) b Xg — Xia X xp,, Xer
qui s’insére dans un diagramme (non-commutatif)
(6.5.15.6) Xa,
T | N
t
p1 = +©° P2 "<
Xig = Xt X Xpo0 Kot — Xgey
gfet %
Xiat

D’aprés ([2] V1.3.6), pour tout objet (U’ — U « V') de Gy, on a un isomorphisme canonique
* a\ ~ 77>
(6.5.15.7) (U -U«V))SU ™ xgo V.
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Pour tout objet (U" — U + V) de G, on a un isomorphisme canonique

/>

(6.5.15.8) U = U« V)) S (U xgo VU
Pour tout objet (W — U’) de E!_,,, on a un isomorphisme canonique
(6.5.15.9) O (W — U S U xo W.

Pour tout objet (U’ - U + V) de G posant T =t Xy 7"t T° =t XU UO, on

a un isomorphisme canonique

scoh>

(6.5.15.10) U x0T 5o V3T xpre U 5 V.
On en déduit que le diagramme
6.5.15.11 xo— . F

fét

I

;T <7° v ps
KXoy Xxpp, Xjop —= G

est commutatif a isomorphisme canonique prés.

On désigne par px: Xy — Xy et pxr: Xi — X4 les morphismes canoniques (2.1.17.1), par
€: Xssr — Ens et ¢ : Xg., — Ens les projections canoniques et par ¢: Ens — X, et /: Ens —
Xe les points px (9(z')) et px/ (T'), respectivement. On notera que €, €/, ¢ et ¢/ sont des équivalences

de topos. Les morphismes de topos idX?ét et ehyg, : X?et — X et le 2-isomorphisme

(6.5.15.12) Begs — gfétL/ehfét

induit par I'isomorphisme canonique idx 5 te et la relation ¢ = gfétL’ , définissent un morphisme
_ 5 , — o

(6.5.15.13) e Xegr = Xpor XXy Xrer

qui s’insére dans un diagramme (non-commutatif)

ehg, —o
(6.5.15.14) Ens < X,

b

/ p1 / ~<° p2 —o
Ko = Xper X X0, Xpop — Xiger

Iset hesy

Kf ét

Le carré et le triangle du diagramme

hi., —
(6.5.15.15) KXoy = Xger
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sont commutatifs & isomorphismes canoniques prés. D’aprés la propriété universelle des produits
orientés ([2] VI.3.7), I'isomorphisme canonique idx; 5 /¢ induit donc un isomorphisme

(6.5.15.16) t 5y,

La proposition résulte alors de (6.5.15.11) et (6.5.15.16).
(ii) Considérons le diagramme commutatif

(6.5.15.17) xo L F
St

Xy ——G

| b
X?ét — X?ét

ol A est le morphisme canonique (3.4.4.4). En vertu de 3.4.28, le morphisme de changement de
base

(6.5.15.18) A, o0

est un isomorphisme ; en particulier, le foncteur \, est exact. Par suite, d’aprés ([1] 1.2.4(v)), le
diagramme

(6.5.15.19) RI(AT). qufét*el*

A*qu* I ﬂ*RqI* I qufét*ol*

ou les fleches horizontales sont les morphismes de changement de base relativement aux deux carrés
et au rectangle extérieur du diagramme (6.5.15.17), est commutatif.
Considérons le diagramme commutatif

(6.5.15.20) xn L F
|k
th E— X;'Z
o
X?ét E— X?ét

out 3’ est le morphisme canonique (|2] (VL.10.6.3)). En vertu de ([2] VI.10.27), le morphisme de
changement de base

(6.5.15.21) B =0
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est un isomorphisme ; en particulier, le foncteur B; est exact. Par suite, d’aprés ([1] 1.2.4(v)), le
diagramme

(6.5.15.22) R (Y, 8)) — (RIy,, )0

Ry, )8 — Ry,

Lréps/ 2 2fétx

)0/*

ou les fleches horizontales sont les morphismes de changement de base relativement au carré su-
périeur et au rectangle extérieur du diagramme (6.5.15.20), est commutatif. La fléche horizontale
supérieure est donc un isomorphisme.

Comme le diagramme

(6.5.15.23) E — X4

~ A —o
G — Xp
est commutatif & isomorphisme canonique prés (3.4.16.4), on déduit de ce qui précéde que la fleche

horizontale supérieure du diagramme (6.5.15.19) est un isomorphisme. La proposition s’ensuit
puisque (6.5.15.18) est un isomorphisme.

COROLLAIRE 6.5.16. Conservons les hypotheses et notations de 6.5.10 et 6.5.13.
(i) Pour tout groupe abélien F de E' et tout entier ¢ > 0, on a un isomorphisme canonique
fonctoriel

(6.5.16.1) ¢z (RIT.(F)) = Ry,

2fétx

(3 (F)).

ii) Pour toute suite exacte de faisceaux abéliens 0 — F' — F — — 0 de E' et tout entier
ii) P tout X3 te d . béli 0 F’ F F” 0 de E’ et tout ent
q > 0, le diagramme

(6.5.16.2) bw (RIT, (F")) —— ¢ (RIT 17, (F"))
(pz (F") —= Ry, (pw (F))

ot les fleches verticales sont les isomorphismes canoniques (6.5.16.1) et les fleches horizon-
tales sont les bords des suites exactes longues de cohomologie, est commutatif.

Ry

Lfét*

(i) Cela résulte aussitot de 6.5.14 et 6.5.15.
(ii) Cela résulte de la fonctorialité de la version dérivée du morphisme de changement de base.

COROLLAIRE 6.5.17. Soient (§ ~» T') un point de X/, ;Xét X, (3.4.21), X' le localisé strict de
X" en@', X le localisé strict de X en g(T'), v: XID — X le morphisme induit par g, pxe: th —
X?ét le morphisme canonique (2.1.17.1). On considére § comme un point géométrique de X’ par
le X°-morphisme § — X induit (J ~ T').
(i) Pour tout groupe abélien F de E' et tout entier q > 0, on a un isomorphisme canonique
fonctoriel

(6.5.17.1) (RIT () gy = Ry (0 () po )
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(ii) Pour toute suite exacte de faisceaux abéliens 0 — F' — F — F"" — 0 de E' et tout entier
q > 0, le diagramme

(6:5.17.2) (R97, (F")) (57 (R, (F1) o)

| |

(0 (F")) pxo @) —= RT3 (F")) oo ()

Lree
ot les fleches verticales sont les isomorphismes canoniques (6.5.17.1) et les fleches horizon-
tales sont les bords des suites exactes longues de cohomologie, est commutatif.

Cela résulte de 6.5.16 et (6.5.11.1).

Ry

—fétx

6.5.18. Pour tout objet (U’ — U < V) de G, on note T la fermeture intégrale de U dans
U’ XU V.

(6.5.18.1) T [

]

U—T ~——U' xyV

1]

=0

U U V

On désigne par Z le préfaisceau sur G défini pour tout (U" — U + V) € Ob(G) par
(6.5.18.2) BW U« V)=1T", 0v).

C’est un faisceau pour la topologie co-évanescente de G d’aprés 3.6.4. On observera que X est
normal et localement irréductible d’apres ([2] II1.4.2(iii)).
Compte tenu de 3.6.3, on a un homomorphisme canonique (3.6.6.6)

(6.5.18.3) B . (7).
ol Z est Panncau de E défini dans (5.1.5.1). De méme, on a un homomorphisme canonique
(6.5.18.4) B —1.(B),
ott Z est I'anneau de E’ défini dans (5.1.7.1). On a enfin un homomorphisme canonique (3.6.1.5)
(6.5.18.5) W(Og) = w.(B).

LEMME 6.5.19. L’homomorphisme canonique Z Ta (@l) (6.5.18.4) est un isomorphisme.

En effet, comme X est normal et localement irréductible ([2] II1.4.2(iii)), pour tout objet
(U= U + V) de G, les schémas U et U'xyV sont normaux et localement irréductibles ([2] I11.3.3)
et il en est de méme de U~ (3.6.2). Par ailleurs, 'immersion X'® — X' étant schématiquement
dominante ([2] IT1.4.2(iv)), il en est de méme des immersions V' x xo X'® = Vxx X" et U’ X (1 x7
(V xxo X'"®) = U’ xy V (|30] 11.10.5). Par suite, T est la fermeture intégrale de U’ dans
U' xwxxx) (V xxo X'*), d’ott la proposition. On notera que le morphisme canonique

(6.5.19.1) U” xge V= U Xwxyxn (V xxe X'P)
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est un isomorphisme.

«— .
PROPOSITION 6.5.20. Soient (7 ~ T') un point de X}, X x.. Xg (3.4.21) tel que T soit au-

€
dessus de s, o(j ~ T') son image par le morphisme o (6.5.1.5), qui est donc un point de G, X' le
localisé strict de X' en T'. Alors,

—1 —!
(i) La fibre B yrzry de B en oy ~ T') est un anneau normal et strictement local.
(ii) On a un isomorphisme canonique

~ —/
(6.5.20.1) (W(O%))w = T(X, O%).
(iii) L’homomorphisme
—!
induit par I’lhomomorphisme canonique 7 (N, (O)) — Z (6.5.18.5) est injectif et local.

On rappelle que les schémas X et X' sont normaux et localement irréductibles d’apres ([2]
I11.4.2(iii)). Le corps résiduel de Ok étant algébriquement clos (5.1.1), on peut identifier T & un
point géométrique de X . D’apreés ([2] T11.3.7), le schéma X' est normal et strictement local. Tl
sidentifie donc au localisé strict de X en Z'. De méme, notant X le localisé strict de X en g(T'),
le schéma X est normal et strictement local, et il s’identifie au localisé strict de X en g(T’).

On désigne par Q le topos de Faltings relatif associé au couple de morphismes (XO =X, X -
X), par

(6.5.20.3) »:G— G

le morphisme de fonctorialité (3.4.8.3), et par

(6.5.20.4) G — X,
(6.5.20.5) 0 Xl xx, Xoy — G,

les morphismes canoniques (3.4.4.3) et (3.4.7.2). On note z! Panneau de G défini dans 3.6.1 par
la factorisation canonique

(6.5.20.6) X° X B x
D’aprés 3.6.9, on a un isomorphisme canonique
(6.5.20.7) Y B) 3B .

En vertu de ([38] 4.5, [57] I1.4.2 et [18] 5.7.8(iii)), le morphisme g: X’ — X est plat a fibres
géométriquement réduites. Par suite, d’aprés 2.3.2 appliqué au morphisme X' — X induit par
g, pour tout revétement étale V' — Xo tel que V soit connexe, le schéma V x y X' est connexe.

« . i
Considérons (7 ~» T') aussi comme un point de Xj X x th. En vertu de 3.6.5, la fibre & 5.7

— -
de £ en o(j ~ T') est donc un anneau normal et strictement local et I’homomorphisme
!

o(y~7')

(6.5.20.8) (K (0x))z — 2

induit par ’homomorphisme canonique z* (k. (0%')) — z! (6.5.18.5) est injectif et local. Les

propositions (i) et (iii) s’ensuivent compte tenu de (6.5.11.2) et (6.5.20.7). La proposition (ii)
résulte aussitot de (2.1.18.8).
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6.5.21. Considérons un diagramme commutatif de morphismes de schémas

(6.5.21.1) U ——U

|

X —X

tel que les fléches verticales soient des morphismes étales et soit ¥ un point géométrique de U
Le schéma U étant localement irréductible d’aprés ([2] I11.3.3 et I11.4.2(iii)), il est la somme des
schémas induits sur ses composantes irréductibles. On note U~ la composante irréductible de U
contenant y. De méme, U’ est la somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles et

=23

U° =U" xx X°est la composante irréductible de U’ contenant 7. On note BWI(U*O 7 le topos

classifiant du groupe profini 71 (U*o,y) et

==%x0 ~

(6.5.21.2) Vy: Ut = B @ g

le foncteur fibre de Upg; en y (2.1.20.4).
Considérons ’anneau %U, _y de U, ¢sr défini dans (6.5.7.2) et posons

(6.5.21.3) Rirsvr = by(Bry o [T).
Explicitement, soit (V;)ies le revétement universel normalisé de U™ en 3 (2.1.20). Pour chaque
i €I, (U — U + V;) est naturellement un objet de G. On a alors
(6.5.21.4) Ry =lim B U U« V).
ict

Considérons I'anneau 2y de Uge, défini dans (4.1.6.3) et posons
(6.5.21.5) RY, =y (Bu|T™).
Pour chaque i € I, (V; = U) est naturellement un objet de E. On a alors

(6.5.21.6) R, = lim Z(V; = U).

i€l

L’homomorphisme canonique g*(%) — Z (6.5.18.3) induit pour tout ¢ € I, un morphisme
(fonctoriel en %)

(6.5.21.7) BV - U) =B U — U« V).
On en déduit par passage a la limite inductive un homomorphisme
(6.5.21.8) R SR,

6.5.22. Conservons les hypothéses et notations de 6.5.21, supposons de plus qu’il existe un
. p gt — 77> . p P _ 779 p 77
point géométrique ¥’ de U = au-dessus du point géométrique iy de U . Le schéma U étant normal et
localement irréductible, il est la somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles. On
note U~ la composante irréductible de U’ contenant 7. De méme, T est la somme des schémas
induits sur ses composantes irréductibles et T =T"x x/ X'” est la composante irréductible de
U" contenant 7. On note Bm(ﬁlm_?) le topos classifiant du groupe profini 7 (U'*D,y’ ) et

—/*[> /‘\/
(6.5.22.1) U Uge, = B g 1
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le foncteur fibre de U;:f en g (2.1.20.4). On pose

(65222) Elg/ — w/g/(glUl |—/*l>)'

Explicitement, soit (W;) e le revétement universel normalisé de T en 7' (2.1.20). Pour chaque
j€J, (W; = U’) est naturellement un objet de E’. On a alors

(6.5.22.3) Ry, =1lim 7 (W; = U).
jeJ

Pour tout 7 € I, on a un Uo—morphisme canonique ¥ — V;. On en déduit un U/D—morphisme
7 =V X g UID. Le schéma V; X0 UID étant localement irréductible, il est la somme des schémas
induits sur ses composantes irréductibles. On note V; la composante irréductible de V; xe "
contenant 'image de 7. Les schémas (V});e; forment naturellement un systéme projectif de revée-
tements étales finis connexes 7'-pointés de [ Compte tenu de 'isomorphisme (6.5.19.1), on a
un isomorphisme canonique de E

(6.5.22.4) U = U« Vi) S (Vi xge U7 = U

D’apreés 6.5.19, on en déduit un homomorphisme canonique (fonctoriel en )
(6.5.22.5) B U V) =B Vixgpe T = U) =B (V] = U).
Posant

(6.5.22.6) Ry =1im 7 (V] - 1),

i€l
on a donc un homomorphisme canonique
—Ig —
(6.5.22.7) R v — Ry

Pour tous 7 € I et j € J, il existe au plus un morphisme de TU'*" _schémas pointés W; — V.

De plus, pour tout i € I, il existe j € J et un morphisme de T'*" _schémas pointés W; — V/. On
a donc un homomorphisme

(05225 Ry = lim 7 (V= U') > lim (W, U =i
i€l jeJ

On dispose donc de trois homomorphismes canoniques

—/

(6.5.22.9) R SRy =Ry, =R
REMARQUE 6.5.23. Conservons les hypothéses et notations de 6.5.21 et 6.5.22. Pour tout i € I,
le schéma T'"* est normal et localement irreductible (3.6.2). Il est donc la somme des schémas

. . . . =V - . .
induits sur ses composantes irréductibles, et T estla composante irréductible contenant 'image
canonique de 7. Si, de plus, le schéma U’ est affine, ’'homomorphisme (6.5.22.5)

(6.5.23.1) BU = U« V) =BV -U

—
est donc surjectif, et son noyau est engendré par un idempotent de Z (U’ — U «+ V;). Par ailleurs,

’ /

.. . . . . =A% A . .
pour tous (i,j) € I? avec i > j, le morphisme canonique U ' — U 7 est entier et dominant.
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On en déduit que 'anneau RH,}‘_U/HU est intégre et normal ([27] 0.6.1.6(i) et 0.6.5.12(ii)), et que
I’homomorphisme (6.5.22.7)

(6.5.23.2) A

est surjectif et son noyau engendre par des idempotents de RU, ~U-

On observera que l’anneau RU,HU (6.5.21.4) (resp. RU,HU (6.5.22.6)) correspond a anneau
noté & dans (5.2.7.2) (resp. R dans (5.2.7.5)).

«
REMARQUE 6.5.24. D’aprés (6.5.9.5), pour tout point (§ ~» Z') de X/ Xx,, X
isomorphisme canonique

4, O a un

(6.5.24.1) By > lim R,

—
(@' —>U'—-U)e6°,
T

—I
oul € est la catégorie définie dans 6.5.8 et Ry, est I'anneau (6.5.21.3) qui est clairement
fonctoriel sur €.

6.5.25. Soient (¥’ ~» T’) un point de X/, ;)({ Xet, X' le localisé strict de X’ en T'. La
donnée de (7 ~» T') est équivalente & la donnée d'un X "-morphisme v': 7 — X’. On en déduit
un Ylb-morphisme vy — x" (5.1.2.3). On désigne par Y., la catégorie des X'-schémas étales
Z’-pointés. Pour tout objet (z' — U’) de U.,, on a un X’-morphisme canonique X’ — U’. On en
déduit un morphisme X/ —T. Le morphisme v': 7’ — X/D induit alors un point géométrique de
T que I'on note encore 7.

La correspondance qui & tout objet (Z' — U’) de UL associe I'anneau RU, (6.5.22.2) est
fonctorielle. On pose

(6.5.25.1) Rl = 1lm Ry

—
(@' —U’)ev!s
z

Posons T = ¢g(7') et ¥ = y(¥') (6.5.1.2) qui sont donc des points géométriques de X et X’
respectivement, et notons (g ~ T') 'image de (3’ ~ Z') par le morphisme canonique

/ < —> ’ < —o0
(6.5.25.2) X Xx1, Xgg = Xig X xer Xy
On désigne par X le localisé strict de X en T et par Uz la catégorie des X-schémas étales T-pointés.
Le point (g ~» T') définit pour tout objet (T — U) de V2, un point géométrique de U° que l'on

note encore y. La correspondance qui & tout objet (Z — U) de U2 associe 'anneau E% (6.5.21.6)
est fonctorielle. On pose

(6.5.25.3) Ry = lim RY.
(T-U)EVL

Considérons la catégorie %% définie dans 6.5.8. La correspondance qui & tout objet (7' — U’ —

U) de €%, associe 'anneau }_%!g/HU (6.5.21.3) est fonctorielle. On pose

(6.5.25.4) Byx= lm Rl

—
(/' —>U'—>U)e6°,
T
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—/

De méme, la correspondance qui & tout objet (' — U’ — U) de €2 associe I'anneau Ezy, LU
(6.5.22.8) est fonctorielle. On pose

(6.5.25.5) Ry ,x= lim Ry
(E’ﬁU’HU)E‘KEO/

Pour tout objet (7' — U’ — U) de %%, le diagramme

(6.5.25.6)

7y ———7
v —T
est commutatif. On a donc trois homomorphismes canoniques fonctoriels (6.5.22.9)
oY -7 -7’ -7
(6-5-25-7) RU % RU/‘)U % RUI*}U % RU( .
On en déduit par passage a la limite trois homomorphismes
(6.5.25.8) Ry = Rarx — Ry — Ry

Compte tenu de (4.1.12.3), (6.5.24.1) et (6.5.1.6), le premier homomorphisme et le composé des
deux autres s’identifient aux homomorphismes

(6.5.25.9) Bz = By
induits par les adjoints des homomorphismes (6.5.18.3) et (6.5.18.4), respectivement.

—
goz') = B )

PROPOSITION 6.5.26. Conservons les hypothéses de 6.5.25, supposons de plus que T soit au-
dessus de s. Alors, I’lhomomorphisme (6.5.25.8)

(6.5.26.1) Byryx — Rorox
est un isomorphisme.

En effet, pour tout objet (z' — U’ — U) de %%, on a un diagramme commutatif d’homomor-
phismes d’anneaux (sans la fleche pointillée)

=y u =7’ =7
(6.5.26.2) Ryi_u Ry Ry
&~
=7 v -7’ =7’
RKI_)KHRKI_)K Ri/
—! —/
B o) By (g)

D’aprés 6.5.23, 'homomorphisme u est surjectif et son noyau est engendré par des idempotents de

—I7

Ry~ L’homomorphisme v est donc surjectif. Montrons que ¢ se factorise a travers u. Il suffit
—I7

de montrer que pour tout idempotent e de R}, tel que u(e) = 0, on a () = 0. En vertu de

—!
6.5.20, 'anneau Rglﬁi est normal et strictement local (et donc intégre). Si ¢(e) n’était pas nul,

on aurait ¢(e) = 1. Par suite, 'image de e dans Fg/ vaudrait également 1. Mais elle vaut aussi 0
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car u(e) = 0. Par suite, ’anneau F?é, serait nul, ce qui est absurde puisqu’il est intégre d’aprés ([2]
I1I1.10.10(i)). 1 existe donc une fleche pointillée w telle que ¢ = w o u. Comme u est surjectif, on en
déduit que y = v o w. De plus, les homomorphismes w pour (Z' — U’ — U) € Ob(%2,) forment un
systéme compatible, dont la limite inductive est une section v’ de v qui est surjective compte tenu
de la relation ¢ = w o u ; d’oul la proposition.

LEMME 6.5.27. Pour tout n > 0, l’anneau @!/p"@! est un objet de és.

=

<~ —o
En effet, pour tout point (7 ~» T') de X/, Xxx, X4 (3.4.21) tel que T’ soit au-dessus de

—1
7, Phomomorphisme canonique 7=*(0x/) — % (6.5.18.5) induit un homomorphisme Oy z —
!

@;@wy) (3.4.21.1). Par suite, p est inversible dans @Q@wy), d’ou la proposition en vertu de
6.5.3.
6.5.28. Pour tout entier n > 1, on pose
— — —1
(6.5.28.1) B, =B [p"AB .

On note a’: X! — X', al,: X, — X/, (41.1.3), t: X, = X' et 7,: X,, — X les injections
canoniques. Le corps résiduel de Ok étant algébriquement clos, il existe un unique S-morphisme
s — S. Celui-ci induit des immersions fermées @’: X/ — X et a,: X, — Y;l qui relévent o’ et al,,
respectivement.

a

/__\_
(6.5.28.2) X sX,—>X

Ln
al '

L’homomorphisme canonique 7! (%, (O%)) — 7 (6.5.18.5) induit un homomorphisme

—
(6.5.28.3) Tt (1,4 (O%1))) = B,

!/

Comme @, est un homéomorphisme universel, on peut considérer O comme un faisceau de X .
:

On peut alors identifier les anneaux ¢/, (h;*(ﬁy; )) et a;(ﬁyil) de nXét et par suite les anneaux
T (U (M (O%))) et ku(w (0% )) de Gy (6.5.4.3). Comme %, est un objet de G, (6.5.27), on
peut considérer (6.5.28.3) comme un homomorphisme de G

(6.5.28.4) (051 ) = B,

Le morphisme 74 (6.5.4.1) est donc sous-jacent & un morphisme de topos annelés, que ’on note
(6.5.28.5) Tt (G ,) = (X O ).

Nous utilisons pour les & modules la notation 7. ! pour désigner I'image inverse au sens des
n
faisceaux abéliens et nous réservons la notation ;; pour I'image inverse au sens des modules.
. . 15 — . . . —!
L’homomorphisme canonique 771(% ) — % (6.5.18.4) induit un homomorphisme 77(%,,) —

@; Le morphisme 7, (6.5.4.5) est donc sous-jacent & un morphisme de topos annelés, que 1’on
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note
(6.5.28.6) Tt (B, B.) = (G, B,).
L’homomorphisme canonique g~*(%) — Z (6.5.18.3) induit un homomorphisme g*(%,,) —

—!
2,,. Le morphisme g; (6.5.4.9) est donc sous-jacent & un morphisme de topos annelés, que l'on
note

(6.5.28.7) gn: (Gy, B.) = (Ey, B).
On vérifie aussitot que le composé g, o 7, est le morphisme (5.1.9.4)
(6.5.28.8) On: (E.,B,) — (Es, By).
Avec les notations et conventions de 4.1.3, le diagramme d’homomorphismes d’anneaux
(6.5.28.9) 9s:(O%) Ox. 05 (Bn)
l —! ~ l —
s (Tsx (%)) 05 (8s+ (%))

ou l'isomorphisme horizontal inférieur est induit par le diagramme commutatif (6.5.4.11), est clai-
rement commutatif. Le diagramme de morphismes de topos annelés

(6.5.28.10) (Gny B) == (X! o1, Ox7)

(Envgn) i> (Xs,étv ﬁy )

n

est donc commutatif & isomorphisme canonique prés.

PROPOSITION 6.5.29. Pour tout entier n > 1, ’homomorphisme canonique

(6.5.29.1) 8 (Bn) @1y (0 ™o (Ox1) = Z,

est un a-isomorphisme (6.5.4.11).
La question étant locale pour les topologies étales de X et X’ (cf. 3.4.11 et 3.6.7), on peut
supposer que le morphisme g admet une carte relativement adéquate (5.1.11). En vertu de 6.5.3(ii),
— —o
il suffit de montrer que pour tout point (7 ~» ') de X/, X x,, X4 (3.4.21) tel que T’ soit au-dessus
de s, la fibre de ’lhomomorphisme (6.5.29.1) en g(y ~» T') est un a-isomorphisme. D’aprés 4.1.14(i)

“— .
appliqué a X', il existe un point (7' ~ 7') de X{; xx, X/él?. Compte tenu de 6.5.12, on peut
supposer que (§ ~ T') est 'image de (3’ ~ Z’) par le morphisme canonique

(6.5.29.2) XY, Xx, Xty = Xl Xx, Xar.

Reprenons les notations de 6.5.25. Compte tenu de (3.4.21.1), (4.1.12.3), (6.5.24.1) et (6.5.1.6), la
fibre de 'homomorphisme (6.5.29.1) en g(y ~» T') s’identifie & "homomorphisme canonique

=Y, n 59 —/ ==y n 5y
(6.5.29.3) (RX/p"RY) .o L& Ox) = Ry x/P" Ry, x-

Considérons la catégorie %% définie dans 6.5.8 et notons ‘Kgﬂ la sous-catégorie pleine formée
des objets (' — U’ — U) de % tels que U et U’ soient affines et connexes. La catégorie ‘Kgff est
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cofiltrante et le foncteur d’injection canonique €2 — €2 est cofinal d’aprés ([4] I 8.1.3(c)). Pour

tout objet (' — U’ — U) de €21, Phomomorphisme canonique

(6.5.29.4) (R /p"RYy) ©rw.e0) LU Ou) = Ry /0" Ry L

est un a-isomorphisme en vertu de 5.2.19(iii). On en déduit par passage a la limite inductive sur
‘fg,ffo que (6.5.29.3) est un a-isomorphisme, d’ou la proposition.

THEOREME 6.5.30. Supposons le morphisme g propre. 1l existe alors un entier N > 0 tel que
pour tous entiersn > 1 et ¢ > 0 et tout Ox: -module cohérent F de X;,zar qut soit X, -plat, posant

F =F Qpy Oz, que l'on considere aussi comme un Oy -module de X . (2.1.18), le noyau et le

conoyau du morphisme de changement de base relativement au diagramme (6.5.28.10)

(6.5.30.1) 01 (R1G,,, (7)) = Rign(m, (F)),
ou o et % désignent les images inverses au sens des topos annelés, sont annulés par p™ .

En effet, la question étant locale pour la topologie étale sur X (3.4.11), on peut supposer que
X = Spec(R) est affine et que le morphisme f (6.1.5) admet une carte adéquate. Soient n un
entier > 1, .7 un Ox;-module cohérent de X . qui est X,-plat, A une R-algébre, X' @ x A =
X' x x Spec(A). On considére .# aussi comme un Ox/-module de X/, et on pose F = .F ®¢, Og

zar
que I'on considére au choix soit comme un Ow-module de Y;ar soit comme un O -module de
X ¢- Dapres (Tag 07VK, Stacks), RI'(X', 7) est un complexe parfait de la catégorie dérivée

D(R/p™R) de la catégorie des (R/p™R)-modules, et le morphisme canonique
(6.5.30.2) RI(X',.F) @ g (A/p"A) = RO(X' ©x A,.F @r A)

est un isomorphisme. Soit M*® un complexe borné de (R/p™R)-modules projectifs de type fini
quasi-isomorphe & RT'(X’, .#). On en déduit pour tout entier ¢ > 0, un isomorphisme fonctoriel en
A,

(6.5.30.3) HI(M® @p A) S HI(X' @x A,.F @p A).

-0

Soient (g ~» T) un point de Xe % Xs X4 tel que T soit au-dessus de s, X le localisé strict de
XenZ, X' = X'xx X. On pose R = @p@wg). En vertu de 5.3.9, il existe un entier N > 1, qui
ne dépend que de la carte adéquate pour f, tel que pour tout entier ¢, le noyau et le conoyau du
morphisme canonique

(6.5.30.4) HY(M®*)®@r R — HY(M*®* ®r R)
soient annulés par p"V. Prenant pour A la R-algébre plate I'(X, OUx), on en déduit que pour tout
entier ¢ > 0, le morphisme canonique

(6.5.30.5) HY(X',.F7) ®r Oy = H(X T @0y Ox)

est un isomorphisme. Prenant pour A la R-algébre R, on en déduit que pour tout entier ¢ > 0, le
noyau et le conoyau du morphisme canonique
(6.5.30.6) HY(X, 7 @0y Ox) @0y B— H(X, 7 @0y B)
sont annulés par p”.

Par ailleurs, le schéma X est strictement local d’aprés ([2] 111.3.7). Il s’identifie donc au localisé
strict de X en Z. Pour tout entier ¢ > 0, on a donc un isomorphisme canonique de O-modules

(6.5.30.7) RG,.(F)s 3 HI(X | F @0y O).
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Notons jz: XZ — X! le morphisme canonique et
(6.5.30.8) 9 Xpo = G

le morphisme de topos associé a (g ~» T) défini dans (3.5.14.6). Par le théoréme de changement
de base propre ([4] XII 5.5), on déduit de (6.5.30.6) que le noyau et le conoyau du morphisme
canonique

(6.5.30.9) HY(X] 4,z (7)) @ox B — HU(X] &, jz ' (F) @0z B)
sont annulés par p’¥. En vertu de 6.5.29 et (3.5.14.11), le morphisme canonique
(6.5.30.10) i7Y(0%) @0y B 1\ (#,)

est un a-isomorphisme de O'g-modules de X~

.6+ Par suite, le morphisme canonique

(6.5.30.11) HY (X} 4,52 () @0 B) = H(X} 4,32 (F) @01, ) 57 (B)

est un a-isomorphisme. Composant (6.5.30.9) et (6.5.30.11), on en déduit que le noyau et le conoyau
du morphisme canonique

—

(6.5.30.12) R1G,.()s @0y B — HU(Xh 60.55 (F) €10, ) 5 (@)

sont annulés par p™¥ 1. Par suite, en vertu de 3.5.17 et (|1] 1.2.4(ii)), le noyau et le conoyau de la
fibre du morphisme (6.5.30.1) en le point p(§ ~ T) de E sont annulés par p”*1. La proposition
s’ensuit compte tenu de ([2] I111.9.5).

PROPOSITION 6.5.31. Soient n,q deur entiers tels que n > 1 et ¢ > 0, F un Ox; -module
cohérent de X;wr qui soit X, -plat. Supposons que g soit propre et que pour tout entier i > 0,

le Ox, -module Rig,.(F) soit localement libre (de type fini). Posons ¥ = F ®¢, Og, que l'on

considére aussi comme un ﬁ—/ -module de X; o (2.1.18). Alors, le morphisme de changement de

base relativement au dzagmmme (6.5.28.10)
(6.5.31.1) 07 (R1G,.(F)) = Rigus(m, (F)),
ot oy et ) désignent les images inverses au sens des topos annelés, est un a-isomorphisme.

Reprenons les notations de la preuve de 6.5.30. Il résulte de (6.5.30.2), compte tenu des hypo-
theses, que le morphisme canonique

(6.5.31.2) HY(X, 7 @0, Og)®0y B~ HI(X |7 @0, R)

est un isomorphisme. Par le théoréme de changement de base propre ([4] XII 5.5), on en déduit
que le morphisme canonique

(6.5.31.3) HY (X2 ¢, 7 (7)) @0 B — HI(XL g, (F) ©og )
est un isomorphisme. En vertu de 6.5.29, le morphisme canonique

— —
(6.5.31.4) ir (0% ) @ox B — 571 (%,)

est un a-isomorphisme de Og-modules de X .. Par suite, le morphisme canonique
,

—

(6.5.3L.5) HY (XY 4057 () @ B) = HI(XY 4,32 (P) @01, ) 57 (B)
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est un a-isomorphisme. Composant (6.5.31.3) et (6.5.31.5), on en déduit que morphisme canonique

J— — J— —
(6.5.31.6) R7G,,.(F)z ®ox B — H(Xg 4,55 (F) @216, 157 (B))
est un a-isomorphisme. Par suite, en vertu de 3.5.17 et ([1] 1.2.4(ii)), la fibre du morphisme

(6.5.31.1) en le point p(g ~ T) de E est un a-isomorphisme. La proposition s’ensuit compte tenu
de ([2] I11.9.5).

6.6. Cohomologie relative

6.6.1. Conservons les hypothéses et notations des sections précédentes, de plus, posons
— —
(6.6.1.1) (X ,fy/) = (X/,J/X/) X (8,.4s) (S,fg),

le produit étant pris dans la catégorie des schémas logarithmiques, de sorte que X =X xg S
(5.1.1.3). Pour alléger les notations, on pose

(6.6.1.2) QL Ol et QL

) = = — — !~ — Ql
X'/s (X', Z%1)/(5,%5) X'/X

X' 25 /(X 2%)

que l'on considére comme des faisceaux de lea ou Ylét, selon le contexte (cf. 2.1.18). On a des

isomorphismes canoniques (5.1.2.5)

r

(6.6.1.3) Oz = Qxiys®oy Ox,
(6.6.1.4) O x = Qxyx @0y O

On note f%’ le groupe de Yét associé au monoide L et
(6.6.1.5) dlog: L — Q%,/X
la dérivation logarithmique universelle. Celle-ci induit un morphisme O -linéaire et surjectif

g Ol
(6.6.1.6) gyﬁ’ ®z O — QY’/Y'
Pour tout entier n > 1, on pose

(6.6.1.7) V% 5 =Qxys ®oy, O et O

_ 0Ol
X.,/3n =Q%/x ®oy, Ox

/X
que 'on considére aussi comme des faisceaux de X{ .. ou X ;7&, selon le contexte (cf. 5.1.3). On
notea : X! — X' I'immersion fermée canonique. Compte tenu de (2.1.18.6), le morphisme (6.6.1.6)

induit un morphisme O -linéaire et surjectif de X .

6.6.2. Pour tout entier n > 0, on désigne par 2/, le monoide de E’ (5.1.6) défini par le
diagramme cartésien de la catégorie des monoides de E’

(6.6.2.1) 2, — " (W (Lx))
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ol v est 'endomorphisme d’élévation & la puissance p-iéme de 7 (5.1.7.1) et £ est le composé des
homomorphismes canoniques

(6.6.2.2) o (W, (L)) — o™ (W, (65) —= 7

ot la premieére fleche est induite par le morphisme structural @ : %5 — O et la seconde fleche est
I’homomorphisme (5.1.7.2). Les monoides (2}, )nen forment naturellement un systéme projectif. Le
diagramme (6.6.2.1) induit par image inverse par le plongement ¢’ (5.1.6.6) un diagramme cartésien
de la catégorie des monoides de E;

(6.6.2.3) 3*(2),) — o (@ (L))
l J/t?'*(l’)
5(#) ) 57
D’aprés 6.3.5, la suite d’homomorphismes canoniques
(6.6.2.4) 0= fryn 7y = 3"(2P) = o (@ (Z2)) = 0
est exacte.

6.6.3. Reprenons les notations de 6.2.1 et 6.5.28. Pour tout entier n > 1, on note

(6.6.3.1) 0y, m (@ (L)) — RlTs*(uang)

'homomorphisme composé du morphisme d’adjonction 7} (a" (Z2))) = 7o (73 (75 (@” (Z27)))) et
du cobord de la suite exacte (6.6.2.4) en tenant compte de l'isomorphisme o, ~ w75 (6.5.4.8).
Celui-ci induit deux morphismes @!n—linéaires

/

(6.6.3.2) T (@) @2 By = Rim(@,(1),
(6.6.3.3) (@ (L) @z B, — RiTau(EF),

le second étant défini au moyen du composé des morphismes canoniques (6.2.2.3)
(6.6.3.4) Oc(1) S pritle — E0c.
THEOREME 6.6.4. Soit n un entier > 1.

(i) Le morphisme (6.6.3.3) se factorise a travers le morphisme surjectif

— PP
(6.6.4.1) T (@ (ZL2)) @z B, — wn(Qly; %)

déduit de (6.6.1.8), et il induit un morphisme @;—linéaire de G

(6.6.4.2) T(ETI0L < ) = R (3,

/X
ou ¥ désigne l'image inverse par le morphisme de topos annelés (6.5.28.5).
n g g p 4 4

(ii) Il existe un et un unique homomorphisme de @;-algébres graduées de (N?S
*(e—10) i —/
(6.6.4.3) A (T (€ 191?; x,) = GizoR'Tn.(2,,)

dont la composante en degré un est le morphisme (6.6.4.2). De plus, son noyau est annulé
- 2r41
par p% my et son conoyau est annulé par p = My, ou r = dim(X'/X).
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6.6.5. Soient (7' ~» T') un point de X/, ZXéc 75 (3.4.21) tel que T’ soit au-dessus de s,
X' le localisé strict de X’ en Z'. On note encore T’ le point géométrique @'(Z) de X (5.1.3).
D’aprés (2] I11.3.7), X' est normal et strictement local (et en particulier intégre); on peut donc
lidentifier au localisé strict de X en 7. Le X’-morphisme 7' — X’ définissant (¥ ~ ') se releve
en un Y/D-morphisme 7 — XID et induit donc un point géométrique de X/D que ’on note aussi
(abusivement) 7. On pose A’ = 1 (X, 7).

Posons T = ¢g(7') et ¥ = y(¥') (6.5.1.2) qui sont donc des points géométriques de X et X’
respectivement, et notons (¥ ~» T') 'image de (¥’ ~» T') par le morphisme canonique

— —> “— — 5

(6.6.5.1) Xh Xy, Xep = Xy X x40 Xig-
On désigne par X le localisé strict de X en Z. On note encore T le point géométrique a(T) de
X (5.1.3). D’aprés ([2] 111.3.7), X est normal et strictement local (et en particulier intégre); on
peut donc l'identifier au localisé strict de X en Z. Le X-morphisme 7 — X définissant (7 ~ Z)
se reléve en un Yo—morphisme Yy — XO et induit donc un point géométrique de XO que ’on note
aussi (abusivement) 7. On pose A = 1 (X, 7).

On désigne par

(6.6.5.2) LB = X
(6.6.5.3) ¢ G = Xy,

les foncteurs canoniques définis dans (3.3.11.3) et (3.4.31.4), par B/ (resp. Ba) le topos classifiant
du groupe profini A" (resp. A) et par
=

(6.6.5.4) Vo Xy — Bar,
(6.6.5.5) Uy Xy — Ba,
les foncteurs fibres (2.1.20.4). On note

(6.6.5.6) X X

le morphisme induit par g. Comme y(7') = ¥, celui-ci induit un homomorphisme
(6.6.5.7) A A
On désigne par II son noyau.

PROPOSITION 6.6.6. Sous les hypothéses de 6.6.5, pour tout groupe abélien F de X;»Z et tout
entier i > 0, on a un isomorphisme canonique, fonctoriel et A-équivariant

(6.6.6.1) Uy (R, (F) = HU(LL vy (F)).

En vertu de ([38] 4.5, [57] I1.4.2 et [18] 5.7.8(iii)), le morphisme g: X’ — X est plat a fibres
géométriquement réduites. Par suite, d’aprés 2.3.2 appliqué au morphisme §: X - X, pour tout
revétement étale V. — XO tel que V soit connexe, le schéma V xx X' " est connexe. Comme XI
est normal, V' xx X' est normal et est donc intégre. Par suite, V X 5o X/D est connexe. On en
déduit que pour tout groupe abélien F' de Xllczt, on a un isomorphisme canonique, fonctoriel et
A-équivariant,

(6.6.6.2) Uy (¥yy,, (F) = DAL 4y (F)),

d’ott la proposition.
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COROLLAIRE 6.6.7. Sous les hypothéses de 6.6.5, pour tout groupe abélien F de E' et tout
entier i > 0, on a un isomorphisme canonique, fonctoriel et A-équivariant

(6.6.7.1) Ul (RPT, (1)) 55 Y (IL, 0 (il (F):
Cela résulte de 6.5.16 et 6.6.6.
COROLLAIRE 6.6.8. Sous les hypothéses de 6.6.5, pour tout groupe abélien F de E' et tout

entier i > 0, on a un isomorphisme canonique et fonctoriel
(6.6.8.1) (R (F)) gy = L 0 (0 (F)).
Cela résulte de 6.6.7 et (6.5.11.1).

6.6.9. Conservons les hypothéses et notations de 6.6.5. Compte tenu de (4.1.11.3), (4.1.3.2)
et (4.1.13.5), Phomomorphisme 7, (0% (¢)) (6.6.2.2) s’identifie a 'homomorphisme composé

—

a—, —ry’

(6691) jy/,f’ i ﬁy/7f’ R&’ 5

ott la premiére fléche est la fibre en Z' du morphisme structural @' : L5 — O, }_%g/ est I'algébre
définie dans (6.5.25.1) et la seconde fléche est "homomorphisme canonique. Pour tout entier n > 0,
I'image du diagramme (6.6.2.1) par le foncteur 7, o ¢7, s’identifie donc a un diagramme cartésien
de la catégorie des monoides de Bar

(6.6.9.2) vy (07 (2)) —= Ly o
l/ l%/ (%’%/ (2))
—ry’ v =7

’

N . . 12 . N . N B
ol on a encore noté v 'endomorphisme d’élévation a la puissance p-iéme de Ry..

Pour tout t € % _,, la section @, (t) est inversible sur X" daprés 6.3.2(iii). Le X'-schéma
(6.6.9.3) T1(t) = Spec(Ox: [T]/(TP" — i (1))

est donc fini et étale sur X . En particulier, TP (t) = T (t) x x X'™ induit un pi,n (OF)-torseur de
X;»Z. On désigne par 7 (t)5 la fibre de 7/ (t) au-dessus de 7' et par 2/, (t) la fibre de la projection
canonique ¢y, (05 (2y,)) = L5 7 (6.6.9.2) au-dessus de t. On a un isomorphisme canonique de
ppn (OF¢)-torseurs de B
(6.6.9.4) Tl (t)g = 20(t).

LEMME 6.6.10. Sous les hypothéses de 6.6.9, pour tout entier n > 0, Uapplication
(6.6.10.1) tn: Lo = H(IL g (OF)),  t— [F7 (1),
est un homomorphisme de monoides, et le diagramme (6.1.3)

tn

(6.6.10.2) Lx & HN(IL, e (O)) ———= H' (AL ¥ (0 (0L (110 75,))))

g Er

n,0(G~7")
"g%w — RlTS*(“pn,E;)g(@w?) RlT*(‘Si(/‘pn,Eg))g@wf')
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ou 87’1)9@w5,) est la fibre de O], (6.6.3.1) en o(y ~» T'), u est induit par 'isomorphisme canonique

b = L, 008" (4.1.14.1), v est Uisomorphisme (6.6.8.1), w est induit par lisomorphisme (6.5.4.7)
et la fleche non libellée est ’homomorphisme canonique, est commutatif.

Considérons la suite exacte de groupes abéliens de E
(6.6.10.3) 0— 0, (,uan,) — 0L (6™ (2/8P)) — b (olF (a™ (.Z;‘?))) —0
déduite de la suite exacte (6.6.2.4) par image directe par le plongement ¢'. D’apres 6.5.17(ii), le
diagramme

(6.6.10.4) T (0L (@ (L)) oty — HO(IL 4 (2 (8L (0L (@ (L))

S

| )

RV (8Lt 5oty —— HU(IL 4, (2 (5L (1 5,))))

ot les fléches horizontales sont les isomorphismes (6.6.8.1) et les fleches verticales sont les bords des
suites exactes longues de cohomologie, est commutatif. Par ailleurs, d’aprés (3.4.21.1) et (6.5.4.2),
on a un isomorphisme canonique

=’

Le diagramme

(6.6.10.6) L — = (00 (@ (L)) gl e T (G0l (@ (L)) o)

\ lc la
an,e(iwi')

RlTs* (,UJpn 7Eg)g(ﬂ->5/) +> RlT* (5; (,upnyﬁg ))Q(ﬂ“’*il)

!

ou ¢ est induit par le morphisme d’adjonction id — 7.7 et I'isomorphisme o/ ~ 7} 7% (6.5.4.8),
¢ est le bord de la suite exacte longue de cohomologie déduite de la suite (6.6.2.4) et w et w’ sont
induits par Iisomorphisme (6.5.4.7), est commutatif.

Draprés (4.1.14.1), (4.1.11.3) et (4.1.5.3), I'image de (6.6.10.3) par le foncteur vy, o7, s’identifie
& une suite exacte de groupes abéliens de Ba-
(6.6.10.7) 0 = ppn (O) = Vg (0 (278°)) — .Z%’E, — 0.

Celle-ci induit un homomorphisme

(6.6.10.8) ) z;‘i , — HY(IL ppn (O)),

x

qui s’identifie donc & ’homomorphisme b

(6.6.10.9) 22— H(IL ¥y, (¢ (0L (05" (@ (£30)))))
t’nl lb
HY(IL 1 (O)) ————= H'(IL, 95 (04 (85 (ke 75,))))

On vérifie que v/~ o v’ o w’ o est 'identité.
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11 résulte de 6.3.6 et ([45] 1.1.1.6) que le diagramme canonique

(6.6.10.10) (D) —— L

o

o (D) — L
est cartésien. Compte tenu de (6.3.9.6), on en déduit que t,, est le composé de t!, et de 'homo-

morphisme canonique L5 -, — fﬂ” d’ou la proposition.

= ;

6.6.11. Conservons les hypothéses et notations de 6.6.5; supposons, de plus, les conditions
suivantes remplies :
(i) Les schémas X = Spec(R) et X' = Spec(R’) sont affines et connexes, et le morphisme g
(6.5.1.1) admet une carte relativement adéquate (5.1.11). Ces conditions correspondent a
celles fixées dans 5.2.1.
(ii) Il existe une carte fine et saturée M — I'(X', #x/) pour (X', #x) induisant un isomor-
phisme

(6.6.11.1) M ST(X!, Mx)T(X', 6%).
Posons (5.1.2.5)

Les schémas X et X étant localement irréductibles d’aprés 4.2.7(iii), ils sont les sommes
des schémas induits sur leurs composantes irréductibles. On note X" (resp. YI*) la composante
irréductible de X (resp. 7/) contenant g (resp. ¥'). De méme, X’ (resp. Y/D) est la somme des
schémas induits sur ses composantes irréductibles et X~ = X x x X° (resp. X =X"xx X' )
est la composante irréductible de X (resp. YID) contenant 7 (resp. 7). On pose A = 7y (X, 7)
et A" =m (7’”,@’). Comme Y(¥') = ¥ (6.5.1.2), vy induit un homomorphisme A’ — A. On note
IT son noyau.

On désigne par RX et RX,_,X les représentations de A définies dans (6.5.21.5) et (6.5.21.3),
respectivement, et par RX/ et RX,_,X les représentations de A’ définies dans (6.5.22.2) et (6.5.22.6),
respectivement. On a alors des homomorphismes canoniques A’-équivariants (6.5.22.9)

(6.6.11.3) R% 5 Ri .« > RY .« - RY.
~/ =~
Reprenons les notations de 6.2. On munit X = X' x g5 (6.1.1.2) de la structure logarithmique
~ ~ ~/
M+ image inverse de .#x+ et on se donne une (5, .#g)-déformation lisse (X', .#5,) de (X , #5/)

~/
(cf. 6.2.6). Comme f’ est lisse et que X est affine, une telle déformation existe et est unique a
Aly /
isomorphisme prés en vertu de ([38] 3.14). On désigne par Ry, le séparé complété p-adique de RY X/

et par

= ~ =
(6.6.11.4) 0= Ry, = F =& 'O, Or Ryr =0
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~ =7
I'extension de Higgs-Tate associée a (X', #5,) (6.2.12.3) ; c’est une extension de R y,-représentations
continues de A’. Pour tout entier n > 0, on désigne par

(6.6.11.5) 0= ERY/P"RY) = &(F' [p"F') = Q1. O (BX /P Ry) — 0
la suite exacte déduite de (6.6.11.4), par

7 —
— H'(IL &Ry, /p"Ri))

XY 0L
(6.6.11.6) A T(X ’QY;/En)

le morphisme F(YI*, O )-linéaire induit, et par @, le produit fibré du diagramme d’homomor-
phismes de monoides de A’

(6.6.11.7) T(X', . #x)

|

=y v =7’
RX 7 RX ’

ol on a encore noté v l’endomorphisme d’élévation & la puissance p-iéme de E’E,. On obser-
vera que A, ne dépend pas du choix de (X',.#%,) ([2] 11.10.10). L’homomorphisme canonique

(X', Mx) — F?p vérifie les hypothéses de 6.1.4. En effet, ’homomorphisme I'(X’, #x/) — R’

est injectif d’aprés ([2] 111.4.2(iv)), et comme X’ est connexe, I’homomorphisme R’ — }_%?é/ est
injectif. Par suite, le monoide Q/, est intégre et la projection canonique @), — T'(X’, .#x+) identifie
I'(X', #x) au quotient de @), par le sous-monoide pi,n(O0%) d’aprés 6.1.4. On a donc une suite
exacte de Z[A’]-modules

(6.6.11.8) 0 — ppn (O) = QP — T(X', M x:)% — 0.
Elle induit un homomorphisme

(6.6.11.9) Bn: T(X', M xr) — H' (IL, pipn (O)).
On observera que le diagramme canonique

(6.6.11.10) Q, —=TD(X', Mx)

| |

Qs — = T(X', Mx)eP
est cartésien ([45] I 1.1.6). On note encore
(6.6.11.11) dlog: Mxr — Qg

la dérivation logarithmique universelle et

=7

(6.6.11.12) log([ ]): Zp(1) — £Rx.

I’homomorphisme induit par ’homomorphisme log([ ]) défini dans (6.2.2.2).
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PROPOSITION 6.6.12. Sous les hypothéses de 6.6.11, pour tout entier n > 0, le diagramme

—/I* < A

(66121) e R MU )

~ —o7’ —o7 v =7 BV
Q}%’/R QR (R)g’—»X/anXy’—)X) — H! (H7 (R)g’/p R)‘g’)(l))

ot u est le morphisme canonique, v est la composante en degré un du morphisme (5.2.29.1) et w
est induit par le morphisme (6.6.11.12), est commutatif.

Pour alléger les notations, nous adoptons celles introduites dans la section 5.2 (cf. 5.2.13 pour

un résumé). On observera que Eg, (resp. ﬁ;?qx) correspond a l’algébre R (resp. R'). 11 suffit
alors de montrer que le diagramme

An

(6.6.12.2) V)6, ©n (BY/D"RY) HY(IL&(R /p'R)

’
’U//l —w

Qb O (R /9" RS,) — > Hom(Swc, (R2, /p" RE,)(1))

o ¢’ est le morphisme canonique, v’ est induit par 'isomorphisme (5.2.26.2) et w’ est induit par

le morphisme (6.6.3.4), est commutatif. D’aprés ([2] 11.10.10), A;, ne dépend pas de la déformation

(X', AM5,). On peut donc se borner au cas ol (X', Ms,) est la déformation définie par la carte

adequate de f’ fixée dans 6.6.11(i) (cf. [2] I1.10.13). La méme carte détermine une section du
~/

torseur de Higgs-Tate sur Spec(R ) (6.2.12), et par suite un scindage de I'extension (6.6.11.4) (cf.
[2] I1.10.11). L’assertion résulte alors de ([2] 11.10.14).

COROLLAIRE 6.6.13. Sous les hypothéses de 6.6.11, pour tout entier n > 0, le morphisme A,
(6.6.11.6) se factorise & travers le morphisme surjectif

—/*

(6.6.13.1) (X", 0L, )= DX 0L, ),

X! /S, X /[ Xn

et il induit un morphisme que l’on note encore

(6.6.13.2) An: DX, 0L Y ow) HY(IL £(RY /p"RL)).
LEMME 6.6.14. Sous les hypothéses de 6.6.11, pour tout entier n > 0, le diagramme
(6.6.14.1) D(X', Mxr) —2s HY(IL, e (O))
dlogl llog([ )]
POk, o) 2 B (L (Y /0 F)

est commutatif.

On notera d’abord que le morphlsme X — X/ étant un homéomorphisme universel, on peut
identifier les topos étales de X ot X. D’ apres ([37] 3.6 ou [45] IV 2.1.2), .#+ est le quotient



6.6. COHOMOLOGIE RELATIVE 359

~/
de .4, par le sous-monoide 1 + {0 (cf. [45] I 1.1.5). Comme X est affine, on en déduit que
I’homomorphisme canonique
~ ~/
(6.6.14.2) DX, #s) - T(X s M)

est surjectif. Soit ¢t € T'(X’, #x-). Notons @/, (t) 'image inverse de t par la projection canonique
Q) - T(X', Mx:) et £F](t) la fibre au-dessus de dlog(t) ® 1 dans lextension (6.6.11.5). Compte
tenu de (6.6.11.10), By(t) est la classe du p,n (OF)-torseur @), (t) du topos classifiant By du

groupe profini II. D’autre part, A, (dlog(t) @ 1) est la classe du §(§§(,/p"§§(,)—torseur EF!(t) de
Bp. Calquant la preuve de 6.3.12, on montre qu’en choisissant un élément ' € I'(X', .#%,) ayant

~/
méme image que ¢ dans I'(X, .#~) (6.6.14.2), 'homomorphisme (6.2.15.2) induit une application
A’-équivariante

(6.6.14.3) Qn(t) = &7, (1).

Cette application est aussi équivariante relativement a ’homomorphisme —log([ ]) (6.6.11.12);
d’ou la proposition.

PROPOSITION 6.6.15. Sous les hypothéses de 6.6.5, pour tout entier n > 1, il existe un unique
morphisme O~ ., -linéaire

(6.6.15.1) ot Vs . = H(ILERY /9" Ry))

ot Egl est lalgebre définie dans (6.5.25.1), qui s’insére dans le diagramme commutatif

tn

(6.6.15.2) Ly H (I, 10 (6))

dlogl \L—IOg([ D

O WL €(RY /pRE))

ol t,, est ’lhomomorphisme (6.6.10.1), dlog est induit par la dérivation logarithmique universelle
(6.6.1.5) et log([]) est induit par I’homomorphisme (6.6.11.12).

En effet, I'unicité de ¢,, est claire (6.6.1.6). Montrons son existence. Pour toute extension finie

L de K contenue dans K, on pose (6.1.2)

(66153) (Xia%X}l) = (X/v%X') X (8,4 s) (SL7%SL)

les produits étant pris dans la catégorie des schémas logarithmiques, de sorte que X} = X’ x5 Sf.
On note encore T’ I'image du point géométrique Z’' par la projection canonique X 5 X 7. Daprés
(6.3.2.2) et (6.3.2.3), on a des isomorphismes canoniques

(6.6.15.4) L S lm M

s L
LCK

1 ~ o im O
(6.6.15.5) O < - — hj} Q1 yx, 7 @6

LCK

Ox;, 7

X!z

Comme les projections canoniques (Xz,.#x;) — (Si,.#s,) sont adéquats ([2] II1.4.8), on est
réduit & montrer que la restriction de —log([])o7, & #x- 7 se factorise & travers ’homomorphisme

(6.6.15.6) Moz = Oy yx,



360 6. LES SUITES SPECTRALES DE HODGE-TATE

induit par la dérivation logarithmique universelle
(6.6.15.7) dlog: Mxr — Q. /x-

On notera que cette derniére est compatible avec I’homomorphisme dlog (6.6.1.5). En vertu de (2]
I1.5.17), on peut supposer les hypothéses de 6.6.11 remplies. Il suffit de montrer que la restriction
de Phomomorphisme —log([ ]) o 7, & I'(X', #x~) se factorise & travers ’homomorphisme

(6.6.15.8) D(X', tx) = T(X', 9 x.)
induit par dlog (6.6.15.7), ce qui résulte de 6.6.13 et 6.6.14.
COROLLAIRE 6.6.16. Sous les hypothéses de 6.6.11, pour tout entier n > 1, le diagramme

—/* <

1
(6.6.16.1) rX", 0%

ﬁll

X! /X0,

An —17’ n—/—’
x,) = H(ILERY /p"Ry.)

WL E(RY /0" RL))

ot Ay, est le morphisme (6.6.13.2) et ¢, est le morphisme (6.6.15.1), est commutatif.

Cela résulte aussitot de la preuve de 6.6.15.

COROLLAIRE 6.6.17. Les hypothéses étant celles de 6.6.5, notons Rg, et Roglﬁi les anneaux
définis dans (6.5.25.1) et (6.5.25.5) respectivement. Alors, pour tout entier n > 1, il existe un et

. . Y N .
un unique homomorphisme de R _, x-algébres graduées

(6.6.17.1) A (g*lﬁlzl T Oz ﬁg’,ﬁi) — @i>oH (I, Ry /p"Ryp)
dont la composante en degré un est induite par le morphisme ¢,, (6.6.15.1). De plus, notant r =
dim(X’/X) la dimension relative de X' sur X, le noyau de (6.6.17.1) est annulé par p%mf et

2r+1
son conoyau est annulé par p=T my-.

On désigne par ¢z la catégorie associée & T’ dans 6.5.8 et par €2, la sous-catégorie pleine
formée des objets (T’ — U’ — U) tels que la restriction (U', #x/|U") — (U, #x|U) du morphisme
g vérifie les conditions 6.6.11(i)-(ii). Les catégories €% et €L, sont cofiltrantes, et le foncteur
d’injection canonique €% — 6%, est cofinal d’aprés ([2] 11.5.17) et ([4] I 8.1.3(c)).

Soit (' — U’ — U) un objet de €2, (6.5.8) ; on omettra T’ pour alléger les notations. On a un
X'-morphisme canonique X’ — U’ et un X-morphisme canonique X — U qui s’insérent dans un
diagramme commutatif

(6.6.17.2) x 2. Xx

]

T ——U ——=U

ou on a encore noté g le morphisme induit par g. On en déduit des morphismes X/ —T et X—-U.
Le morphisme 7’ — x"© qui définit le point (3" ~» T’) (6.6.5) induit un point géométrique de "
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que I’on note encore 7'. De méme, le morphisme 77 — X° qui définit le point (g ~ T) (6.6.5) induit
un point géométrique de U’ que l'on note encore . On observera que le diagramme

(6.6.17.3) 7y ——=7
U —=T"
est commutatif. _,

Les schémas U et U étant localement irréductibles d’aprés ([2] II1.3.3 et II1.4.2(iii)), ils sont
les sommes des schémas induits sur leurs composantes irréductibles. On note U (resp. U/*) la
composante irréductible de U (resp. U/) contenant 7 (resp. 7). De méme, U (resp. U/D) est la
somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles et U°=U" xx X° (resp. " =
[ x x» X'™) est la composante /ir;éductible de U’ (resp. U/D) contenant § (resp. 7'). On pose

— %0 — /%
Ay = m(U ,7) et A}, = m(U ~,7). D’apreés (6.6.17.3), on a un homomorphisme canonique
A}, — Ay. On note Iy, son noyau et

(6.6.17.4) Avisvn: Dz (U7) = H Wy, ERY /0" RY)

le morphisme canonique (6.6.13.2) ; on rappelle que celui-ci ne dépend pas de la déformation choisie
pour le définir (6.6.11) (|2] I1.10.10). D’aprés 6.6.16, le diagramme

23 AU")U,H

(6.6.17.5) ?21?; % T H' (v, £(Ry, /9" RE))

| |

H'(IL ¢(Ry: /p"Ry))

QL,
X, /X7

est commutatif. D’apres ([2] VI.11.8), les morphismes canoniques

(6.6.17.6) A - lim Ay

PR
(U’*)U)E‘fé/

/ . /
(6.6.17.7) A= lim Ap

(U’*)U)E‘fé/
sont des isomorphismes. Par suite, le morphisme canonique

—

(U’aU)e‘fé/

est un isomorphisme. On en déduit, compte tenu de (6.5.25.1) et ([53] I prop. 8), que pour tout
entier ¢ > 0, le morphisme canonique

(66.17.9) lim By, B /p Ry ) — HY(ILRY /p"RY)

—
(U'—-U)e€!S
z

est un isomorphisme.
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Par ailleurs, X étant strictement local d’aprés ([2] I11.3.7), il s’identifie au localisé strict de

- . . .
X en7'. On a donc un isomorphisme canonique

(6.6.17.10) Ve g+ o Qo (

(U’*)U)E‘g%(;

Les homomorphismes Ay/—,u,,, pour (Z' — U’ — U) € Ob(%%,), forment un homomorphisme
de systémes inductifs d’aprés ([2] I1I1.10.16). Leur limite inductive s’identifie donc & ¢, (6.6.17.5).
Il suffit alors de montrer que pour tout objet (Z' — U’ — U) de 4%, il existe un et un unique

homomorphisme de EOUQ, _,py-algébres graduées

—

(6.6.17.11) (g 1oL, Y ox ) %Y,(UH)RZLU) — @isoH My v, B Jp"Ril)

dont la composante en degré un est induite par le morphisme Ay, que son noyau est annulé
2r41
par pP T me % et que son conoyau est annulé par pr-T my.

D’aprés 6.6.12, on a un diagramme commutatif

(6.6.17.12) g—lﬁly;/yn(ﬁ )@ (,*)EELU 4 H'(Uyy, Ry Jp" R

N, —b =y gL =7
H'(My v, € Ry, /p" Ry, ) (1) — = H My —u, p7 T Ry [p" 7T R

ot A est induit par le morphisme Ay, a est induit par la composante de degré un du morphisme

(5.2.29.1), b est induit par l'injection canonique pﬁ Oc — O¢ et ¢ est induit par 1’isomorphisme

(6.2.2.3). En vertu de 5.2.29(i), il existe un et un unique homomorphisme de }_%QU?_)U—algébres
graduées

1= — /% —o7y’ i —ir=sY =Y N
(6617.13) A0k o (T @4 @) Rior) = Gizoll (Mo, & (R /0" R ) ()
dont la composante en degré un est le morphisme a. Son noyau est a-nul et son conoyau est

annulé par ppTll mz. On en déduit qu’il existe un et un unique homomorphisme de RQU'U, _,y-algebres
graduées

(6.6.17.14) etk o T e, (U,*)Tzzy,;,]) S @isoH (0, B "R
dont la composante en degré 1 est induite par Ay/_py.,. Une chasse au diagramme (6.6.17.12)
montre que le noyau de (6.6.17.14) est annulé par prT mz. Comme Hi(HU/HU,E/g: /p”ﬁlg:) est
a-nul pour tout ¢ > r + 1 en vertu de 5.2.29(ii), le conoyau de (6.6.17.14) est annulé par p% my.
6 6.18. Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 6.6.4. Soient (7 ~ T') un point de
X ><X X, (3.4.21) tel que T’ soit au-dessus de 5, X' le localisé strict de X’ en @, T = g(7'), X
le locahse strict de X en Z. Le morphisme 1 — X est fidélement plat d’aprés 2.4.1. Il existe
donc un point (§' ~ ') de X/, ;Xéc Yl‘j qui reléve le point (g ~ Z') (6.6.5.1). Reprenons les
notations de 6.6.5. En vertu de 6.6.8 et (4.1.13.5), pour tout entier ¢ > 0, on a un isomorphisme
canonique
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Par ailleurs, d’aprés (3.4.21.1), (6.5.4.2) et (6.5.24.1), on a des isomorphismes canoniques

(66182) wj(&'*(fé‘,’))g@wy) :> fépi,,
(6.6.18.3) T 1QX, x ey € 104, % % 00 RY .«

La proposition résulte alors de 6.5.3, 6.6.10, 6.6.15 et 6.6.17.

6.7. La suite spectrale de Hodge-Tate relative

6.7.1. Conservons les hypothéses et notations des sections précédentes. Pour tout U-topos

T, on note TN le topos des systémes projectifs de T', indexés par ’ensemble ordonné N des
!

~/ °
entiers naturels (2.1.11). On désigne par % 1'anneau (‘%n«}»l)nEN de E'N (5.1.7.5), par % Vanneau
(@;H)%N de GY° (6.5.28.1) et par 0 Vanneau (ﬁyz )neN de X"
de morphismes de topos annelés

5.6t Considérons le diagramme

(6.7.1.1) (EN 2
o L‘ o
o| (G, Z)—— (X[ Ox)

09c
[
Qlc

(EY, ) —"— (X[, O0%)

induits par (07,41 )nen (5.1.7.6), (Tn41)nen (6.5.28.6), (Tpt1)nen (6.5.28.5), (8n+1)nen (6.5.28.7)
et (On41)nen (6.5.28.8) (cf. [2] II1.7.5). Les deux triangles et le carré sont commutatifs a isomor-
phismes canoniques prés (6.5.28.10).

Considérons la suite spectrale de Cartan-Leray ([4] V 5.4)

. . . ~/ PRV
(6.7.1.2) Ey’ = R'g.(RI7. (%)) = R 0.(4),
qui est aussi la deuxiéme suite spectrale d’hypercohomologie du foncteur g, par rapport au com-

plexe R#,.(% ) ([29] 0.11.4.3). On rappelle que la deuxiéme suite spectrale d’hypercohomologie
définit un foncteur de la catégorie dérivée des complexes de groupes abéliens de G§o dans celle des
suites spectrales de groupes abéliens de EY° ([29] 0.11.1.2).

On note £~ 1le g le O'-module (£~ 191 X Jnen de XS ¢ (6.6.1.7) et pour tout entier
n+1 11
j >1,onpose & JQ?’/? =N (¢ 1(2%/§). On a alors un isomorphisme canonique (|2] (I11.7.12.4))
7.1 L, S0 nen.
(6:713) I, S o dnen

!
En vertu de 6.6.4, pour tout entier 7 > 0, on a un morphisme % -linéaire canonique
~. . ~ !/
6.7.1.4 AETIQ, ) > RIF(B),
(6.7.1.4) I ) RR@)

dont le noyau et le conoyau sont annulés par p% mz ot r = dim(X'/X) ([2] (IIL.7.5.5) et VI.8.2).
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On a un morphisme canonique de topos annelés

(6.7.1.5) (X2, O02) = (X&, Ox)

s,6t) X

dont le morphisme de topos sous-jacent est le composé

(6.7.1.6) XN 25 Xos -2 Xe

s,6t
du morphisme canonique A (2.1.11.1) et du plongement canonique a: Xs — X. Pour tout Ox-
module % de X, on note .7 Qg ﬁi I'image inverse au sens des modules de .% par le morphisme
(6.7.1.5), qui n’est autre que le Ox-module (F gy O%,  Inen de Xi\fzt.
PROPOSITION 6.7.2. Supposons le morphisme g: X' — X propre. Alors, il existe un entier

N > 1 tel que pour tous entiers i,j > 0, le noyau et le conoyau du morphisme de changement de
base relativement au carré du diagramme (6.7.1.1),

o % i oJ . i ek (v
(6.7.2.1) ¥ (Rig. (@ ) Gox O5) = Rig (" (@, )

soient annulés par p~ .

Cela résulte de 6.5.30.

6.7.3. On désigne par
(6.7.3.1) 5: BN — BN

le foncteur induit par le plongement § (5.1.4.6). On a alors 0. (@) = (%n+1)nen, ou 'on considére

les @nﬂ comme des anneaux de E. On peut donc indifféremment considérer % comme un anneau
de EY° ou de EN’. Le foncteur 0, est exact sur la catégorie des groupes abéliens ([2] IIL7.3(i)).

Pour tout Z,-module .# = (%, 41)nen de ENO, on a un isomorphisme %-linéaire canonique
(6.7.3.2) F @1, B 0.(6%(F) @1, B).

On peut donc indifféremment considérer .# ®z, % comme un B-module de E¥° ou de E?O.
On désigne par Mod (%) la catégorie des %-modules de E?O, par Modg(%) la catégorie des

objets de Mod(#) a isogénie prés et par

v v

(6.7.3.3) Mod(#) — Modg(%), 7 — Fq,

le foncteur de localisation ([2] 6.1.1). On notera que la catégorie Modg(#) est abélienne.

6.7.4. On désigne par y: X" 53X le morphisme induit par g, par

/> o]

(6.7.4.1) (X2 Ty (o )N 2y BN

les morphismes induits par y et ¢ (5.1.4.4), et par Zp la Z,-algebre (Z/p™ ) pen de (72: N, ane
pas confondre avec le systéme projectif constant Z,. En vertu de 5.7.5, si le morphisme g: X’ — X

est projectif, pour tout entier ¢ > 0, on a un morphisme %-linéaire canonique de ESNO,

o o ~ o o~/
(6.7.4.2) Ve (RN, (Zy)) ®2, # — RIO,(D ),

qui est un a-isomorphisme.
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THEOREME 6.7.5. Si le morphisme g: X' — X est projectif, il existe une suite spectrale cano-
nique de Bo-modules

(6.7.5.1) By = 5" (Rig. (Y ) ®ox Ox)o(—h) = . (RIT(Z,)) ©z, o,

La suite spectrale en question est induite par la suite spectrale de Cartan-Leray (6.7.1.2)
compte tenu de (6.7.1.4), 6.7.2 et (6.7.4.2).

DEFINITION 6.7.6. Pour tout morphisme projectif g: X’ — X, la suite spectrale (6.7.5.1) est
appelée suite spectrale de Hodge-Tate relative.
6.7.7. On rappelle que le groupe de Galois G agit naturellement & gauche sur le topos ESNO
et que A est un anneau G g-équivariant de ESNO (6.4.8). De méme, G agit naturellement a gauche
~ 1/ L‘ ~
sur les topos annelés EN° et GN , et B (resp. # ) est un anneau Gg-équivariant de E’N (resp.
GY"). Les morphlsmes 7,8, 0, & et & sont Gg-équivariants (6.7.1.1).

Soit .% un %’ -module G- equlvarlant D’aprés 2.1.15, pour tout j > 0, R¥ %, (%) est naturel-

lement muni d’une structure de %’ -module Gk -équivariant. Donc pour tout ¢ > 0, Rig.(R/7(F))
est naturellement muni d’une structure de %-module G ig-équivariant. De méme, pour tout ¢ > 0,

RYO,(F) est naturellement muni d’une structure de Z-module G g-équivariant.
PROPOSITION 6.7.8. La suite spectrale de Cartan-Leray (6.7.1.2) est Gk -équivariante (6.7.7).

Pour tout u € Gk, considérons l'isomorphisme composé
o o o o v/
(6.7.8.1) R (% ) = Riv(un(£)) = R(Fu) (£ ) = R(ut)« (%’ ) = Ru.(R7(2£)),
v/
ou la premiére fléche est induite par 'isomorphisme canonique % 5 u (%), la deuxiéme et la

quatriéme fléches sont les isomorphismes canoniques, et la troisiéme fléche est I'isomorphisme qui
traduit la Gg-équivariance de 7. On en déduit un morphisme de la suite spectrale E (6.7.1.2)
vers la deuxiéme suite spectrale d’hypercohomologie du foncteur g, relativement au complexe

Y
Rus (R7(#)). Par ailleurs, I'isomorphisme

v /

~ ~ ~/
(6.7.8.2) Rg: (Rus«(R7 (£ ))) = Rux(Rg« (R74(A)))
déduit de la G g-équivariance de g, induit un isomorphisme de la deuxiéme suite spectrale d’hyper-

v/
cohomologie du foncteur g, relativement au complexe Ru.(R7. (% )) vers la suite spectrale u.(E).
On vérifie aussitot que le morphisme composé de suites spectrales E — u.(E) est donné sur les
termes Es et sur les aboutissements par les structures GG x-équivariantes définies dans 6.7.7

PROPOSITION 6.7.9. Pour tout entier j > 0, le morphisme (6.7.1.4)
~ N |
6.7.9.1 PETRL, )5 RIR(A
(6:7.9.1) AGEERRES SX¢)
est G g -équivariant.

Il suffit de calquer la preuve de 6.4.10. On rappelle d’abord que Gi agit naturellement sur
£O0¢. Par ailleurs, pour tout u € Gk, les actions de u sur X' et X induisent un isomorphisme
O -linéaire

(6.7.9.2) 0L 5o w(QL /5
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Ces isomorphismes munissent (NZ%, + d’une structure de &% -module Gk-équivariant (2.1.14). On

/ ‘
en déduit pour tout entier 5 > 0, une structure de ﬁil—module G i-équivariant sur €7 Q% g e ou

. . N . . o .. . N
ce qui revient au méme puisque l'action de Gx sur le topos X Q\fét est triviale, une action a gauche
;

O'~-semi-linéaire de G sur le @~-module £ 9, _ . Par suite, #* (€70, .) est naturellement
X ' X X /X X /X
muni d’'une structure de 2 -module G Kx-équivariant (cf. 2.1.15).

Le groupe G agit naturellement sur le schéma logarithmique (5,.%5) (6.1.2) et par suite
sur le schéma logarithmique (7/,.,?7) (6.6.1.1). Pour tout entier n > 0, le monoide 2/, (6.6.2.1)
est donc muni d’une structure de monoide G g-équivariant de E’, de sorte que les morphismes
du diagramme (6.6.2.1) sont des morphismes de monoides G g-équivariants. Munissant le groupe
tpn (OF) de Paction canonique de G, la suite exacte (6.6.2.4) est donc une suite de groupes
abéliens G -équivariants de E’. Par suite, &, (6.6.3.1) est un morphisme de groupes abéliens G-
équivariants de G, et il en est alors de méme du morphisme (6.6.3.3). Le caractére universel de la
dérivation logarithmique dlog (6.6.1.5) implique que (6.6.1.6)

Ol
(6.7.9.3) Z;‘? ®z Ox — QX’/Y
est un morphisme de O -modules G k-équivariants de Y/ét. Le morphisme (6.6.4.2) est donc G-
équivariant, d’ot1 la proposition.

COROLLAIRE 6.7.10. Si le morphisme g: X' — X est projectif, la suite spectrale de Hodge- Tate
relative (6.7.5.1) est Gk -équivariante.

—0

On rappelle d’abord que G agit naturellement a gauche sur les topos (X ¢, )", (YQT)NO et BN,
et que les morphismes ¥ et ¢ (6.7.4.1) sont G g-équivariants (2.1.15). Par suite, pour tout entier

q>0, ¥, (R, (Zy)) ®z, & est naturellement muni d’une structure de #-module G k-équivariant.
Le morphisme (6.7.4.2)

v/

(6.7.10.1) V(R (Zy)) @2, B — RIOL(B ),
est un morphisme de %—modules G i-équivariants. En effet, avec les notations des preuves de
5.7.4 et 5.7.5, les morphismes (5.7.4.5) et (5.7.5.3) sont Gx-équivariants. On vérifie aussi que le
morphisme de changement de base (6.7.2.1) est un morphisme de Z-modules G k-équivariants. La

proposition résulte alors de 6.7.8, 6.7.9 et 5.7.5.

LEMME 6.7.11. Soient A une Ok-algébre noethérienne, M un A-module de type fini, j un
entier non-nul. Alors, on a

(6.7.11.1) (M&g, Oc) @z, Qp(j))9" =0,
ot le produit tensoriel @ est séparé complété pour la topologie p-adique.

Observant que (M®g, Oc) @z, Qu(4) est la limite du systéeme inductif (M®g, Oc(j))n ot les
morphismes de transition sont induits par la multiplication par p, on voit que

(6.7.11.2) (M®e, Oc) @z, Qp(1))°F = (MBe, Oc(7))°% @z, Q.

Soient M, le sous-A-module des sections x de M pour lesquelles il existe un entier ¢ > 1 tel
que mbxz = 0, M’ le quotient de M par Moy, u: M — M’ le morphisme canonique. Il existe un
entier m > 0 tel que My, soit annulé par p™. D’aprés 2.6.3, il existe alors un morphisme A-linéaire
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v: M’ — M tel que uowv = p?™idy et v ou = p?™idys. Compte tenu de (6.7.11.2) appliqué a M
et & M’, on peut se borner au cas M est Ok-plat et il suffit alors de montrer que

(6.7.11.3) (M®g, Oc(5)¢% = 0.
On a des isomorphismes canoniques
(6.7.11.4) (M&6, Oc(5))%* = lim (M @, (0c/p"0c)(7)",
neN
(6.7.11.5) (Oc()C = lim ((Oc/p"0c)(7)°".

neN

En vertu de ([2] I11.3.15), on a un isomorphisme canonique

(6.7.11.6) M @g, ((Oc/p"00) (1) = (M ®6, (Oc/p"0c) (7))
On en déduit un isomorphisme
(6.7.11.7) (MBo, Oc(j)°% 5 MBg, (0c(j))°%.

L’assertion recherchée (6.7.11.3) s’ensuit puisque (Oc(5))9% C (C(4))9% = 0 d’aprés le théoréme
de Tate ([54] theo. 2).

PROPOSITION 6.7.12. Pour tout Ox-module cohérent F tel que F|X,, soit un Ox, -module
localement libre et pour tout entier non nul j, on a

(6.7.12.1) (D(EY,6"(F ®ox O3)) @z, Qp(5)) 7% =0.
On désigne par X le schéma formel complété p-adique de X, et par
(6.7.12.2) T: (B, %) = (Xosar, Ox)

le morphisme composé

(6.7.12.3) (BN ) -2 (XN, 02) — (XN, 02) =25 (Xegars Ox),

5,6t VY s,zar) VX

ou la seconde fleche est induite par les morphismes canoniques (X4, Ox )

n

— (Xs,zara ﬁyn)
(2.1.18.5) et la troisiéme fleche est le morphisme canonique (2.1.11.1). On pose ¥ = .F Qo Ox
1.

et on note .# son complété p-adique qui est un @x-module. D’aprés ([2] (II1.11.1.12)), on a un
isomorphisme canonique

(6.7.12.4) THF) = 6"(F @6y Ox)-

D’aprés ([2] II1.12.1), les foncteurs T* et T, induisent des foncteurs entre la catégorie des %-
modules & isogénie prés et la catégorie des ﬁx[%]—modules.

Montrons que le morphisme T, (%)-linéaire
= ~ 1 i |
(6.7.12.5) F Qo T*(%’)[E] = T.(T (ﬁ))[;]
induit par le morphisme d’adjonction id — T,T*, est un isomorphisme. La question étant locale
pour la topologie de Zariski de X, on peut supposer qu’il existe un &x-module cohérent %', un
entier n > 1 et un morphisme Ox-linéaire u: F © #' — 0% induisant un isomorphisme sur
X,,. 11 existe un entier m > 0, tel que le noyau et le conoyau de u sont annulés par p™. D’apres
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2.6.3, il existe alors un morphisme Ox-linéaire v: 0% — F & .F' tel que uov = p2midﬁ§ et
vou = p?"idggz . Par suite, le morphisme
=1, =1 ol
(6.7.12.6) ﬁ[p] o7 [p] — ﬁx[p]
induit par u, est un isomorphisme. On se réduit ainsi au cas o % = Ox auquel cas Passertion
recherchée est triviale.
En vertu de 6.3.8, le noyau et le conoyau de ’homomorphisme canonique

(6.7.12.7) O — 6.(P)

d
sont annulés par pgp%lz, ot d = dim(X/S). Par suite, ’homomorphisme canonique

1 1
(6.7.12.8) ﬁx[z—j] — T*(%)[I_?]
est un isomorphisme. On déduit de ce qui précéde que ’homomorphisme canonique

(6.7.12.9) D(X,.7) @z, Q, = T(EY,5"(F @0y O)) ®2, Q

est un isomorphisme ([1] 2.10.5). Par ailleurs, munissant le topos X ,ar de Paction triviale de Gk,

O est naturellement un anneau G-équivariant de X ,ar, et Phomomorphisme Oy — T, (%) est
un morphisme d’anneaux Gg-équivariants (cf. 2.1.15). On en déduit aussitot que le morphisme
(6.7.12.9) est Gg-équivariant (2.1.16). Il suffit donc de montrer que pour tout entier non nul j, on
a

—~

(6.7.12.10) (I(X,7) @z, Qp(j))°" =

On peut se borner au cas ou X = Spec(R) est affine et .# = M ott M est un R-module de
type fini. L’assertion recherchée résulte alors de 6.7.11.

COROLLAIRE 6.7.13. Si le morphisme g: X' — X est projectif, la suite spectrale de Hodge-Tate
relative (6.7.5.1) dégéneére en Es.

En effet, pour tout ¢,5 > 0, posons
(6.7.13.1) F =Rl () )
D’aprés 6.7.10, la différentielle di’ : ESY — ELT277! g'identifie & une section G g-équivariante de
(6.7.13.2) F(E?O,f%”omé(&*(fi’j Rox Oz), 5 (F 7 @6, 0))) @2, Qp(1).

Le morphisme g étant saturé, est exact ([45] III 2.5.2), et le monoide (#x/0%)| X, est libre
puisque .#x|X, est défini par un diviseur & croisements normaux ([2] II1.4.7). Par suite, le Ox, -
module .Z 7| X, est localement libre d’aprés (|34] 7.2) (cf. [9] 5.5 pour le case lisse sans structures
logarithmiques). Il existe donc un @x-module cohérent %7, un entier n > 1 et un morphisme
Ox-linéaire u: F @ 9% — 0% induisant un isomorphisme sur X,,. Il existe un entier m > 0 tel
que p™ annule le noyau et le conoyau de u. D’aprés 2.6.3, il existe alors un morphisme Ox-linéaire
v: O% — FHI ®GHI tel que uowv = p2midﬁ§ et vou=p*™idziigyii.

Comme u est une isogénie ([2] 6.1.1), on vérifie aisément que le morphisme canonique

G*(Homey ((ggi,j’ ji+2’j71) R ﬁi) —
(6.7.13.3) Hom= (5" (T @y O), 5 (F T 0o, O))

est une isogénie. La proposition résulte alors de 6.7.12 appliqué & S omeg,, (FHI, Fit2i—1),
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6.7.14. Soient (¥ ~» T) un point de Xg; ;Xét X, (3.1.10) tel que T soit au-dessus de s, X
le localisé strict de X en T, Y le localisé strict de X en 7, X(g) le localisé strict de X en h(¥y)
(5.1.2). On désigne par u: X = X et v: Y — X les morphismes canoniques et par h: Y — X le
composé du morphisme ¥ — Xz induit par h et du morphisme X — X induit par la fléche de
spécialisation de h(7) dans T ([4] VIII 7.3). On pose

(6.7.14.1) R = B (y)

et on note R le séparé complété p-adique de R. On pose X' = X' xx X et Y =Y xwo X" et on
considére le diagramme commutatif

(6.7.14.2) X/ W X"
X' <L Y’ /
g O gl l‘/ O Y
X<y
X h X°

ot u’, g, v’ et Y sont les projections canoniques et A/ est induit par les morphismes h o Yyet h ov'

On désigne par E (resp. E/) le topos de Faltings du morphisme A (resp. k') (3.3.2) et par G le
topos de Faltings relatif associé au couple de morphismes (h, g) (3.4.1). Le diagramme (6.7.14.2)
induit par fonctorialité du topos de Faltings relatif (3.4.8) un cﬁagramme de morphismes de topos
a carrés commutatifs a isomorphismes canoniques prés

(6.7.14.3) E Yo F
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Celui-ci induit un diagramme de morphismes de topos & carrés commutatifs & isomorphismes
canoniques pres

~ IN® &’

(6.7.14.4) E 2.pN

10ac |
zZ <
(1S

E —Z2-EV

Ces notations n’induisent aucune confusion avec celles introduites dans (6.7.1.1). En effet, on peut
indifféremment considérer é comme un anneau de ESNO ou de EN° (6.7.3). De méme, on peut
indifféeremment considérer él (resp. é) comme un anneau de E’NO ou de E™° (resp. éNO ou de
GN") : notant & E’NO E™ et &: éN G’ les foncteurs induits par les plongements ¢’
(5.1.6.6) et k (6.5.2.3), respectwement ona . (A /) = (§n+1)n€N et K. (j) = (@;H)%N, ott 'on

considére les @;H (resp. %nﬂ) comme des anneaux de E’ (resp. G).
Considérons la suite spectrale de Cartan-Leray ([4] V 5.3)

o CNe . 9 Y L N° o Y
(6.7.14.5) EV —HI(G Rz, (3 (%)) = HHE & (%)).

1l résulte de 3.5.13 et ([4] VIII 7.3) que pour tout faisceau abélien F de E'N° et tout entier
g > 0, le morphisme de changement de base relativement au carré supérieur de (6.7.14.4)

(6.7.14.6) UHRI%(F)) — R, (' ~1(F))

est un isomorphisme. Pour tout entier 5 > 0, le morphisme (6.7.1.4) induit donc un morphisme

v !
U~1(ZA )-lindaire
v /

(6.7.14.7) \i:—l(ﬁ*(g-jﬁ%/i)) S RIE (D (A)),

dont le noyau et le conoyau sont annulés par p% ou r = dim(X'/X).
PROPOSITION 6.7.15. Les hypothéses étant celles de 6.7.14, supposons de plus le morphisme

g: X' — X projectif. Alors, pour tout entier ¢ > 0, on a un morphisme canonique surjectif

~/N° o ~/

(6.7.15.1) HYE &7 (#)) = lim R1O.(F,) 7).

n>l
dont le noyau est a-nul.

En effet, d’apreés (|2] VI.7.10), on a une suite exacte

o N

(6.7.15.2) 0 — R! lim H™ YE o Y(Z,)) —>H‘1(EN L0 R)) — lim HY(E,o'~(Z,)) — 0.

77.21 'n.>l

D’aprés 3.5.13, pour tout n > 1, on a un isomorphisme canonique

(6.7.15.3) R0.(B,,) pgm) S HUE v (E,)).
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En vertu de 5.7.5, on a un morphisme %-linéaire canonique
(6.7.15.4) . (R, (Z/p"Z)) ®z, B — RIO.(H,,),

qui est un a-isomorphisme. D’aprés 5.7.2, le faisceau abélien R4, (Z/p™Z) est localement constant
constructible, et on a un isomorphisme canonique

(6.7.15.5) R, (Z/p" L)y = HY(X oy, Z/p" L),
1l existe donc un faisceau L9 de Xy, et un isomorphisme Ry, (Z/p"Z) = P (L) ([2] VI.9.20),

ol pxo: X, — Xye est le morphisme canonique (2.1.17.1). D’apres ([2] VI.10.9(iii)), on a un
isomorphisme canonique

(6.7.15.6) B*(LY) = u(RIV(Z/p"L)).

On en déduit compte tenu de (3.4.21.2) un morphisme R-linéaire canonique

(6.7.15.7) ul s HY(X Uet,Z/p"Z) ®z, R — RY0, (% ) p(G7) >
qui est un a-isomorphisme (6.7.14.1). Les morphismes
(6.7.15.8) lim u? et R'lim u?

w1 "z

sont donc des a- isomorphismes ([17] 2.4.2(ii)). Les groupes Hq(Xy &> Z/p™Z) étant finis, le systéme
projectif (H(X3 Ct, Z/p"Z))n>1 verifie la condition de Mittag-Leffler. On en déduit que

(6.7.15.9) thm H-Y(E, o'~Y(Z.,))

77.>1
est a-nul d’aprés ([36] 1.15) et ([48] théo. 1). La proposition s’ensuit compte tenu de (6.7.15.2).

COROLLAIRE 6.7.16. Les hypothéses étant celles de 6.7.14, supposons de plus le morphisme
g: X' — X projectif. Alors, pour tout entier ¢ > 0, on a un a-isomorphisme canonique

>

~/N° o ~ !/ =
(6.7.16.1) HIE 9 N(#)) = HI(Xy4,2Z) ®z, R

Cela résulte de 5.7.2, 5.7.5, 6.7.15 et de sa preuve, compte tenu du fait que le Z,-module
H? (7? Zy) est de type fini d’aprés ([25] VI 2.2.2 et la remarque aprés 2.2.3).

Y,6t)
On prendra garde que le a-isomorphisme (6.7.16.1) n’est pas en général induit par un vrai

morphisme.

PROPOSITION 6.7.17. Les hypothéses étant celles de 6.7.14, supposons de plus le morphisme
g: X' — X propre. Alors, il existe un entier N > 1 vérifiant la propriété suivante. Soit F un Ox -
module cohérent qui soit X -plat. Pour tout n > 1, posons %, = F Qe ﬁgn que l’on considére

comme un Ox; -module de X (2.1.18) e ? = (Fni1)nen. Alors, pour tout entier ¢ > 0, le

morphisme canonique

s,6t

(6.7.17.1) HIG B (5 () = lim HO(G, 0" (x5, (7))

n>1

est surjectif et son noyau est annulé par p™ (6.7.1.1).
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En effet, la question étant locale pour la topologie étale sur X (3.4.11), on peut supposer que
X = Spec(R) est affine et que le morphisme f (6.1.5) admet une carte adéquate.
D’aprés ([2] VI.7.10), on a une suite exacte
(6.7.17.2) 0 — R'lim H" Y(GQ, ¥~ (! (F,))) —
«—

n>1

(=18

U ()~ T HG, U (w5, (F ) O

n>1
En vertu de 3.5.13, pour tout entier n > 1, on a un isomorphisme canonique R-linéaire (6.5.28.10)
(6.7.17.3) ROgs (1 (F ) p(gm) — HUG, U™ (1 (F ).

Posons %, = .Z /p".#. D’aprés 3.5.17(ii), 6.5.29, (3.5.14.11) et ([4] XII 5.5), on a un morphisme
canonique

(6.7.17.4) HY(X', 1 @ox R) = RIgus (M (F 0)) p(goa)

qui est un a-isomorphisme.

D’aprés (Tag 07VK, Stacks), RT'(X’,%#,) est un complexe parfait de la catégorie dérivée
D(R/p™R) de la catégorie des (R/p™R)-modules, et pour toute R-algébre A, posant X' @ x A =
X' x x Spec(A), le morphisme canonique

(6.7.17.5) RI(X', 7)) ©(/pnry (A/p"A) = RO(X' @x A, F, @r A)

est un isomorphisme. Soit M*® un complexe borné de (R/p™R)-modules projectifs de type fini
quasi-isomorphe a RI'(X’,.%,). On en déduit pour tout entier ¢ > 0, un isomorphisme fonctoriel
en A,

(6.7.17.6) HY(M®* @ A) = HI(X @x A, F, Qr A).

En vertu de 5.3.9, il existe un entier N > 1, qui ne dépend que de la carte adéquate pour f, tel
que pour tout entier ¢, le noyau et le conoyau du morphisme canonique

(6.7.17.7) HY(M*) ®r R — HI(M* @r R)

soient annulés par p"V. Prenant pour A la R-algébre plate I'(X, OU%), on en déduit que pour tout
entier ¢ > 0, le morphisme canonique o

(6.7.17.8) HY(X', Z,)®r Ox - HI(X', F, @6y Ox)

est un isomorphisme. Prenant pour A la R-algébre R, on en déduit que pour tout entier ¢ > 0, le
noyau et le conoyau du morphisme canonique

(6.7.17.9) HY(X', Z, @6y Ox) @oy B— HU(X', F, @0y R)

sont annulés par p~. Notons I¢ (resp. C?) I'image (resp. le conoyau) de ce dernier morphisme.
En vertu de ([29] 4.1.7), le systéme projectif (H?(X', %, ®s, Ox))n>1 vérifie la condition de
Mittag-LefHler et le morphisme canonique
(6.7.17.10) HY(X',.7 ®6, Ox)" — lim HY(X', F, @0, Ox),
X . X

n>1

ot la source est le séparé complété p-adique de HY(X',.# @4, Ox), est un isomorphisme topolo-
gique. Par suite, le systéme projectif (I2),>1 vérifie la condition de Mittag-LefHler et le morphisme
canonique
(6.7.17.11) R'lim HY(X', Z, ®¢y R) — R'lim C?

— —

n>1 n>1
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est un isomorphisme. La proposition s’ensuit compte tenu de (6.7.17.2). On en déduit aussi que le
noyau du morphisme canonique

(6.7.17.12) HY(X',.7 ®oy Ox)@e, R — lim H(X',.F, ® 6y R),

a8 —
n>1

ot le produit tensoriel & est séparé complété pour la topologie p-adique, est annulé par p”v et son
conoyau est annulé par p*V

COROLLAIRE 6.7.18. Les hypothéses étant celles de 6.7.14, supposons de plus le morphisme
g: X' — X propre. Alors, il existe un entier N > 1 vérifiant la propriété suivante. Soit F un Ox -

module cohérent qui soit X -plat. Pour tout n > 1, posons F,=F Reg ﬁgn et F = (?n_i_l)ne]\]
que l'on considere comme un O -module de X;N; (2.1.18). Alors, pour tout entier ¢ > 0, on a un
isomorphisme canonique

NNO o
(6.7.18.1) H(G 0 (5 (7)) ©2, Q@ 3 (HIX,.F 90, Ox)B0,F) 92, O,
ot le produit tensoriel @ est séparé complété pour la topologie p-adique.
Cela résulte de 6.7.17 et de sa preuve.

THEOREME 6.7.19. Supposons le morphisme g: X' — X projectif. Soient (§ ~ T) un point de
Xt ><X X, (3.1.10) tel que T soit au-dessus de s, X le localisé strict de X en T, X' =X'xxX.
Posons R = %A (G et notons R le séparé complété p-adique de R. Alors, il existe une suite

spectrale canonique de E modules

=30

(6.7.10.1) By = (H(X', %, ®0, Ox)80xB) 02, Q) = HY Xy, Z,) @z, B[],

y

1
D
ot le produit tensoriel @ est séparé complété pour la topologie p-adique.

La suite spectrale en question est induite par la suite spectrale de Cartan-Leray (6.7.14.5)
compte tenu de (6.7.14.7), 6.7.16 et 6.7.18.

6.7.20. Reprenons les hypotheses et notations de 6.7.14. Pour tout faisceau abélien F =
(Fp)n>0 de E'N° | on désigne par 0. (F) p(yz) la limite projective des fibres des ©.(F},) en p(7 ~ T),
(6.7.20.1) @*(F)p(ng) = hm @ (

n>0

)p(ywm)v

o ©: E/ — E est le morphisme de fonctorialité (5.1.8.2). On définit ainsi un foncteur de la
catégorie des faisceaux abéliens de EN° dans celle des groupes abéliens. Celui-ci étant exact a
gauche, on désigne abusivement par R0, (F) -z (¢ > 0) ses foncteurs dérivés a droite.

En vertu de 3.5.13(i), pour tout faisceau abélien F' de E’NO, on a un isomorphisme canonique
fonctoriel

(6.7.20.2) 0.(F) gy S TE  &(F)).

On en déduit pour tout entier ¢ > 0, un morphisme canonique fonctoriel

6.7.20.3 RIO,(F),mmy — HIE & (F)).
p(G~7T)
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Soient F' = (F),)n>0 un faisceau abélien de E™’, ¢ un entier > 0. D’apres ([36] 1.6), on a une
suite exacte canonique
13 q—1 _ q _ i q _
(6.7.20.4) 0—R {in R @*(Fn)p(ywx) — R @*(F)p(ywz) — 1(&11 R @*(Fn)p(ywz) — 0,

n>0 n>0

ot on a posé R710,(F,),g—z) = 0 pour tout n > 0. Par ailleurs, (|2] VI.7.10), on a une suite
exacte canonique

~/

(6.7.20.5) 0 — R'im HI"Y(E, 9" (F,)) — HY(E" , & (F)) - lim H/(E, " (F,)) — 0,
— —
n>0 n>0

oil on a posé H’l(El, ®'~1(F,)) = 0 pour tout n > 0. De plus, le diagramme
114 q—1 _ S Ru _ i q
(6.7.206)  R'lim RT'0.(F)yom) RO, (F), () — lim RO, (F,)

n>0 n>0

| |

Rllim HT (B, & (F,)— HI(E & (F)) — lim HY(E', &"*(F,))
— —

n>0 n>0

p(g~T7)

ou les fleches verticales & gauche et a droite sont les isomorphismes induits par (3.5.13.4) et la
fleche verticale centrale est le morphisme (6.7.20.3), est commutatif. La fleche verticale centrale
est donc un isomorphisme. Il revient au méme de dire que le foncteur ®* transforme les faisceaux
~ o ~ IN° ~ IN°®

abéliens injectifs de E'N" en faisceaux abélien de £ acycliques pour le foncteur I'(E~ , —).

De méme, pour tout faisceau abélien F' = (F),),>0 de GN°, on désigne par 8« (F) pg—m) la
limite projective des fibres des g.(F,,) en p(g ~ ),

n>0

On définit ainsi un foncteur de la catégorie des faisceaux abéliens de G’ dans celle des groupes
abéliens. Celui-ci étant exact a gauche, on désigne abusivement par Rig.(F),yw—z) (¢ > 0) ses
foncteurs dérivés a droite. _

En vertu de 3.5.13(i), pour tout faisceau abélien F' de GN’, on a un isomorphisme canonique
fonctoriel

~ SN
(6.7.20.8) g« () pwm — LG,V (F)).
On en déduit pour tout entier ¢ > 0, un morphisme canonique fonctoriel
~N° o
(6.7.20.9) Rig.(F) p(gz) — HU(G V" (F)).
Soient F' = (F,)n>0 un faisceau abélien de G™°, ¢ un entier > 0. D’aprés ([36] 1.6), on a une
suite exacte canonique

(6.7.20.10) 0— R11<iin R g (F,) ygwm) — Rig(F) pgom) — lim Rg..(Fy) (g = 0,

n>0 n>0

ot on a pos¢ R™1g, (F,) gz = 0 pour tout n > 0. Par ailleurs, ([2] VL.7.10), on a une suite
exacte canonique

(6.7.20.11) 0 — R'lim HSN(G, W*(F,)) — HY(G , ¥*(F)) — lim HY(G, U*(F,,)) — 0,
— —

n>0 n>0



6.7. LA SUITE SPECTRALE DE HODGE-TATE RELATIVE 375

ot on a posé H-1(G, U~1(F,)) = 0 pour tout n > 0. De plus, le diagramme

(6.7.20.12) Rll}in Rq_lg*(Fn)p@WT)(—) Rig.(F)p(gwm) —> {ﬁl Rig.(Fn) p(gm)
n>0 n>0

| l

~ ~N° o ~
R'lim HI™YG, ¥*(F,))~——HY(G ,¥*(F)) —= lim HY(G, ¥*(F},,))
"0 "0
ou les fleches verticales & gauche et a droite sont les isomorphismes induits par (3.5.13.4) et la
fleche verticale centrale est le morphisme (6.7.20.9), est commutatif. La fleche verticale centrale
est donc un isomorphisme. Il revient au méme de dire que le foncteur ¥* transforme les faisceaux

~ ~N N
abéliens injectifs de G en faisceaux abéliens de G acycliques pour le foncteur I'(G , —).

PROPOSITION 6.7.21. Sous les hypotheses de 6.7.14 et avec les notations de 6.7.20, pour tout
faisceau abélien F de E™N°, on a une suite spectrale canonique de groupes abéliens
(6.7.21.1) EY = Rig,(RI7(F)) pgz) = RTTOLF) ygm)-

Celle-ci est canoniquement isomorphe a la suite spectrale de Cartan-Leray

~1

(6.7.21.2) By —H(G Rz.(&(F) = HHV(E & \(F)).

En effet, la deuxiéme suite spectrale d’hypercohomologie du foncteur g.(—),(y--z) par rapport
au complexe R7,(F) ([29] 0.11.4.3 ou [10] 1.4.5 et 1.4.6) s’écrit

(6.7.21.3) EY = Rig.(RI7u(F)) pgom) = R g(RE(F)) pgom)-
On a un ismorphisme canonique
On en déduit pour tout entier ¢ > 0, un morphisme canonique
Ecrivant F' = (F},)n>0, on a un diagramme commutatif & lignes exactes
(6.7.21.6)
115 q—1 _ . Ra _ i q _
R {gr; RO (F) p(gm) R10.(F) p(gm) {%r; R10.(F) p(g—~7)

| |

Rlim R4 g, (R7. (Fn)) p(gm) = R8x (R7(F)) p(gom) —= lim R7g.(RTw(F)) p(g7)

n>0 n>0

Comme 7, transforme les faisceaux abéliens injectifs de E’ en faisceaux abéliens de G acycliques
pour le foncteur g, ([4] V 4.9 et 5.2), les fleches verticales de gauche et de droite sont des iso-
morphismes. On en déduit que le morphisme (6.7.21.5) est un isomorphisme. La suite spectrale
(6.7.21.3) induit alors la suite spectrale recherchée (6.7.21.1).

En vertu de 6.5.14(ii), pour tout entier ¢ > 0, le morphisme de changement de base relativement
au carré supérieur du diagramme (6.7.14.4)

(6.7.21.7) U*(RI%(F)) — RIZ, (9 (F))
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est un isomorphisme. Par ailleurs, pour tout faisceau abélien H de G’ et tout entier qg>0,ona
un isomorphisme canonique (6.7.20.9)

(6.7.21.8) RIg, (H) gz = HI(G U (H)).

. = . L. .. . INC . 1.
Par suite, le foncteur ¥* transforme les faisceaux abéliens injectifs de GV en faisceaux abéliens de

o __N©°

N
G acycliques pour le foncteur I'(G ,—). Compte tenu de (6.7.21.7), I'isomorphisme (6.7.21.8)
induit donc un isomorphisme de la suite spectrale (6.7.21.3) vers la suite spectrale d’hypercohomo-

o

~N g
logie du foncteur I'(G , —) par rapport au complexe R7, (9™ (F)),

(6.7.21.9) By = HI(G RI7,(3"(F)) = HT (G RE, (3 (F))).
Celle-ci est canoniquement isomorphe a la suite spectrale de Cartan-Leray (6.7.21.2).

6.7.22. Reprenons les hypothéses et notations de 6.7.14. On rappelle que X est normal et
strictement local (et en particulier intégre) ([2] II1.3.7). Le X-morphisme 7§ — X définissant le
point (7 ~ T) se reléve en un Yo—morphisme y— X° et il induit donc un point géométrique de X
que I’on note aussi (abusivement) 7. On pose A = 71 (X, %) et on note Z[A] Dalgébre de groupe
associée. On désigne par Ba le topos classifiant du groupe profini A (2.1.20).

D’apreés ([2] VI.10.23 et VI.10.24), on a un morphisme canonique de topos

6.7.22.1 0: Xp — E.
fét
On pose
(6.7.22.2) oz =0"0®": E — Xy,

ot ®: E — E est le morphisme de fonctorialité (6.7.14.3). Composant ¢z avec le foncteur fibre de
X?ét en 7 (2.1.20.4), on obtient un foncteur que ’on note

(6.7.22.3) E—Ba, Fw Fyog.

D’apreés ([2] VI.10.31 et VI.9.9), pour tout objet F de E, oubliant ’action de A, on a un isomor-
phisme canonique fonctoriel d’ensembles

Pour tout faisceau abélien F' = (F,),>o de E'N", on désigne par 0. (F)[g-z] la limite projective
des Z[A]-modules ©.(F},)g.z (6.7.22.3),

(6.7.22.5) 0. (F)goz) = im O, (Fy) gz,
n>0

ot ©: E' — E est le morphisme de fonctorialité (5.1.8.2). On définit ainsi un foncteur de la
catégorie des faisceaux abéliens de EN” dans celle des Z[A]-modules. Celui-ci étant exact a gauche,
on désigne abusivement par R0, (F')F.7 (¢ > 0) ses foncteurs dérivés a droite.

Soient F' = (Fy,)n>0 un faisceau abélien de E’NO, ¢ un entier > 0. Oubliant I'action de A,
lisomorphisme (6.7.22.4) induit un isomorphisme canonique de groupes abéliens

D’aprés ([36] 1.6), on a une suite exacte canonique

1y; q—1 _ q _ ; q _
(6.7.22.7) 0—R 1(&11 R @*(Fn)[ywz] — R @*(F)[ywx] — {in R 9*(Fn)[ywz] — 0,

n>0 n>0
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ot on a posé¢ R0, (F),) gz = 0 pour tout n > 0.

De méme, pour tout faisceau abélien F' = (F),),>0 de G™°, on désigne par g, (F)[g~z) la limite
projective des Z[A]-modules g.(F}, )z (6.7.22.3),

(6.7.22.8) ge(F)gsz) = lim g (Fo) goay.

n>0

On définit ainsi un foncteur de la catégorie des faisceaux abéliens de G™° dans celle des Z[A)-
modules. Celui-ci étant exact & gauche, on désigne abusivement par Rig.(F)g..z (¢ > 0) ses
foncteurs dérivés a droite. B

Soient F' = (F,,)p>0 un faisceau abélien de GV’ q un entier > 0. Oubliant I'action de A,
I’isomorphisme (6.7.22.4) induit un isomorphisme canonique de groupes abéliens

(6.7.22.9) R (F)gwa) = RIg+(F) pga)-
D’aprés ([36] 1.6), on a une suite exacte canonique

17: q—1 L q L . q L
(6.7.22.10) 0—R 1(%1 RY g (Fn)goz) — R« (F) gz — hér; Rig.(F,)gwz — 0,

ol on a posé R_lg*(Fn)@wﬂ = 0 pour tout n > 0.

11 résulte de la suite spectrale (6.7.21.1) et de la bijection d’ensembles (6.7.22.9) que le foncteur
T, transforme les faisceaux abéliens injectifs de E'N° en faisceaux abéliens de éNO, acycliques pour
le foncteur g.(—)[y..z). Par suite, en vertu de ([4] V 0.3), pour tout faisceau abélien F' de E™ on
a une suite spectrale de Z[A]-modules

(6.7.22.11) EY = Rig, (RI7(F)) gz = R OL(F) gz

Celle-ci raffine la suite spectrale (6.7.21.1) et donc aussi la suite spectrale (6.7.21.2).
On notera que A agit naturellement sur Panneau R (cf. 4.1.13). Par ailleurs, d’aprés 5.7.2, si
g: X' — X est propre, pour tous entiers n,q > 0, le faisceau R?Y,(Z/p"7Z) est localement constant
constructible sur X~ et on a un isomorphisme canonique
>

(6.7.22.12) ROy, (Z/p" L)y > HY(X ey, Z/p"Z).
On en déduit une action naturelle de A sur H? (7;&, Z/p"Z) et donc sur H? (7;&, Zy).

PROPOSITION 6.7.23. Sous les hypothéses de 6.7.19 et avec les notations de 6.7.22, la suite
spectrale (6.7.19.1) est A-équivariante.

En effet, d’aprés 6.6.4, pour tous entiers ¢, 5 > 0, le morphisme canonique

v/

(6.7.23.1) Rig. (¢ (€70, o) 82, @ = RE(R4(B ) g 82, ©y

est un isomorphisme, qui est naturellement A-équivariant. Il résulte de la preuve de 6.7.17 que
I’isomorphisme

(6.7.23.2) Rig. (T (Y x ) gz) 2, Qp = (H(X, Q% x @0y Ox)B0xR) ©2, Qp

induit par les isomorphismes (6.7.18.1), (6.7.20.9) et (6.7.22.9), est A-équivariant. Par ailleurs, il
résulte de la preuve de 6.7.15 que pour tout entier ¢ > 0, 'isomorphisme

=/ > =1

(67233) Rq@*(@ )[wa] ®ZP Qp = Hq(yyyét, Zp) ®Zp E[;]
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induit par les isomorphismes (6.7.20.3) et (6.7.22.6) et le a-isomorphisme (6.7.16.1), est A-équiva-
riant. La proposition s’ensuit puisque la suite spectrale (6.7.22.11) raffine la suite spectrale de
Cartan-Leray (6.7.21.2).

6.7.24. Soient Z un 7-schéma géométriquement connexe, Z = Z x,, 7. On désigne par I1(2)
(resp. T1(Z)) le groupoide fondamental de Z (resp. Z). Les objets de II(Z) sont les points géomé-
triques de Z. Pour tout point géométrique z de Z, on note ws: Etf sz — Ens le foncteur fibre
correspondant (2.1.20.1). Si Z et Z’ sont deux points géométriques de Z, I'ensemble 71 (Z,%,Z’) des
morphismes de Z vers Z’ dans II(Z) est ensemble des morphismes (ou ce qui revient au méme des
isomorphismes) wz — wz de foncteurs fibres associés.

Pour tout point géométrique Z de Z, le foncteur fibre wz est exact a gauche et transforme
familles couvrantes en familles surjectives. Il se prolonge donc en un foncteur fibre vz: Zpsy —
Ens ([4] IV 6.3). Celui-ci se déduit du foncteur vz défini dans (2.1.20.4) par oubli de laction de
m1(Z,Z). Notant pz: Zg — Zre le foncteur canonique (2.1.17.1), vz correspond au point pz(z) de
Zter ([2] (V1.9.9.1)). Interprétant II(Z) comme la catégorie opposée a la catégorie des pro-objets
fondamentaux normalisés de Et; sz ([23] V 5.7), pour tous points géométriques Z et Z' de Z, tout
morphisme de 71 (Z,%,Z’) induit un morphisme vz — vz des foncteurs fibres associés de Zrs. On
en déduit un foncteur

(6.7.24.1) (Z) = Pt(Z&t)°, %+ vz,

ot Pt(Zret) est la catégorie des points de Zyg;. Celui-ci est une équivalence de catégories en vertu
de ([4] IV 4.9.4 et 7.2.5).
D’aprés ([2] VI.9.11), le foncteur

(6.7.24.2) Ziew — Hom(I1(Z),Ens), F — (Z— vz(F)),

déduit de (6.7.24.1) induit une équivalence entre la catégorie Zgg et la catégorie des préfaisceaux
de U-ensembles ¢ sur II(Z)° tels que pour tout point géométrique z de Z, ¢(Z) soit un U-ensemble
discret muni d’une action continue & gauche de m(Z,%).

Le groupe de Galois G agit naturellement & gauche sur le schéma Z (6.4.7). Cette action induit
une action & gauche de Gk sur la catégorie I1(Z), autrement dit un pseudo-foncteur normalisé¢ du
groupoide Gk associé & Gk (i.e., la catégorie ayant un seul objet, de classe de morphismes Gg)

dans la 2-catégorie des catégories appartenant a V (2.1.5) qui fait correspondre II(Z) au seul objet
de Gg. Concrétement, tout u € Gg induit un foncteur

(6.7.24.3) Yo: I(Z) 5 T(Z), % u(z)

et pour tout (u,u’) € G%, un isomorphisme ¢, u/: YuYu — Yuw Satisfaisant aux conditions sui-
vantes :
(i) notant e I'élément neutre de Gk, on a Ye = idp 7 ;
(ii) pour tout u € Gg, on a ¢y e = Ce =id,, ; B
iii) pour tout (u,u’,u”) € G3 et tout point géométrique Z de Z, on a
K

(67244) Cuu! u'! (E) * Cyu! ("yu// (E)) = Cy,ulu’ (E) “Yu (Cu’,u“ (E))
Cette condition se visualise par la commutativité du diagramme

_ 'Yu(cu’,u” (Z)) " _
(6.7.24.5) Yu (Yo (Yurr (2))) —————— Yu (Vo (2))
Couu! (’Yu” (z))l/ lcu,u’u” (E)

— Cunl u! () _
Yuw (Yurr (Z)) —————— Yuuru (%)
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L’action & gauche de Gk sur le groupoide II(Z) induit une action a droite de Gk sur la

catégorie Hom(II(Z), Ens) des préfaisceaux de U-ensembles sur II(Z)°. On appelle préfaisceau

Gk -équivariant sur I1(Z)°, la donnée d’une section cartésienne du foncteur fibrant

(6.7.24.6) Hom(II(Z), Ens) — Gg.
D’aprés ([23] VI §12), il revient au méme de se donner un préfaisceau ¢ sur II(Z) et pour tout
u € G, un isomorphisme

(6.7.24.7) TP S poyy
tels que 7] = id,, et que pour tout (u,u’) € G%, on ait

(6.7.24.8) 7o = Cuw © (T oY) 0T

uu’

On dira aussi que ¢ est muni d’une structure de préfaisceau G'x-équivariant.
L’action de G sur Z induit une action & gauche de Gk sur le topos Zs; (2.1.14). Le foncteur
canonique (6.7.24.2)

(6.7.24.9) Zie, — Hom(II(Z),Ens), F  (z+— v=(F)),

est G g-équivariant lorsque 1'on fait agir G a droite sur la catégorie Zgg;, par image inverse ; i.e., ce
foncteur est cartésien pour les foncteurs fibrants clivés et normalisés de Zge, et Hom(I1(Z), Ens)
dans le groupoide Gg. Il induit une équivalence entre la catégorie des faisceaux G-équivariants
de Zis et la catégorie des préfaisceaux Gx-équivariants ¢ sur II(Z)° tels que pour tout point

géométrique z de Z, ¢(Z) soit un U-ensemble discret muni d’une action continue & gauche de

T (7, 7).
Notons abusivement w: Z — Z la projection canonique et le foncteur induit
(6.7.24.10) w:1(2) = 1U(2), Z+ w(Z).

Pour pout point géométrique Z de Z, notons 7(5) le localisé strict de Z en Z et Z(w(z)) le localisé
strict de Z en w(Z). On a alors un isomorphisme canonique

ueG g

On en déduit que pour tous points géométriques Z et zZ’ de Z, on a un isomorphisme canonique

(672412) |_| Homj(?,Z(u(z))) at Homz(w(?), Z(w(g))),

ueG g

compatible a la composition des fleches de spécialisation ([4] VIII 7.4). Compte tenu de I’équivalence
(6.7.24.1), le foncteur w (6.7.24.10) induit un isomorphisme

(6.7.24.13) || 1(Z,u(2).7) 5 10(Z =(z),=7)),
uEGK

compatible avec la composition dans les catégories I1(Z) et I1(Z).
Tout préfaisceau d’ensembles (resp. de groupes) ¢ sur II(Z)° induit par composition avec w

un préfaisceau d’ensembles (resp. de groupes) G k-équivariant ¢ = pow sur II(Z)°. Concrétement,
pour tout u € G et tout point géométrique z de Z, I'isomorphisme

(6.7.24.14) s (2) = P(u(z))

est défini par I'identité en identifiant la source et le but avec ¢(w(z)).
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LEMME 6.7.25. Sous les hypotheses de 6.7.24, le foncteur qui a tout préfaisceau d’ensembles
(resp. de groupes) ¢ surII(Z)° associe le préfaisceau d’ensembles (resp. de groupes) Gk -équivariant
pow surIl(Z)° est une équivalence de catégories.

En effet, le foncteur en question est pleinement fidéle compte tenu de (6.7.24.13). Montrons qu’il
est essentiellement surjectif. Soit ¢ un préfaisceau d’ensembles (resp. de groupes) G i-équivariant

sur II(Z)°. Pour tout point géométrique z de Z, il existe un ensemble (resp. groupe) ¢(z) unique
& isomorphisme unique preés, et pour tout point géométrique Z de Z un isomorphisme canonique

(6.7.25.1) p(w(2)) = (@),

compatible avec les isomorphismes 7¢: 1)(2Z) — ¥ (u(Z)) pour tout u € G . Il résulte de (6.7.24.13)
que la correspondence Z — (Z) ainsi définie est un préfaisceau d’ensembles (resp. de groupes)
sur II(Z)° muni d'un isomorphisme canonique ¢ o @ — 1) de préfaisceaux d’ensembles (resp. de

groupes) G g-équivariants sur II(Z)°.

6.7.26. Reprenons les hypothéses et notations de 6.7.22 et notons H(XO) le groupoide fonda-
mental de X (6.7.24). Il résulte aussitot de (6.7.24.2) que pour tout faisceau abélien F de EN| la
correspondance qui & tout point géométrique y de XO associe le Z[m (Xo,y)]—module O (F) gz
(6.7.22.5) définit un préfaiscean abélien O, (F')[qsz] SUr II(X°)°. On définit ainsi un foncteur de la
catégorie des faisceaux abéliens de E'N° dans celle des préfaisceaux abéliens sur H(XO)O. Celui-ci
étant exact a gauche, on désigne abusivement par R0, (F )z (¢ > 0) ses foncteurs dérivés a
droite. Pour tout point géométrique 7 de X°, I'évaluation de R0, (F)[e-s7] en 7 n'est autre que
le Z[m (X', 7)]-module R0, (F) ..z défini dans 6.7.22 en vertu de ([4] I 3.1).

De méme, pour tout faisceau abélien F' de GY° et tout entier q > 0, la correspondance qui a
tout point géométrique 7 de X associe le Z[m (X, 7)]-module Rg, (F) gz (6.7.22.8) définit un
préfaisceau RIg, (F)jq-ng) sur m(x°ye.

On vérifie aussitot que pour tout faisceau abélien F de E'N’, la suite spectrale (6.7.22.11)
induit une suite spectrale de préfaisceaux abéliens sur H(XO)O,

(6.7.26.1) EY = Rig, (RI7u(F))jowz) = RTTO(F){0vuz)-

6.7.27. Conservons les hypothéses et notations de 6.7.26 On rappelle que le groupe G agit
naturellement & gauche sur les topos E', G, E et E (6.4.7). Les morphismes O, g (6.5.1.3) et
® (6.7.14.3) sont clairement Gg-équivariants (2.1.15). Par ailleurs, action naturelle a gauche de
Gy sur X induit une action a gauche sur le topos Xy et le morphisme 6 (6.7.22.1) est G-
équivariant. Par suite, pour tout faisceau Gi-équivariant F' de E , pz(F) (6.7.22.2) est un faisceau
G k-équivariant de X?ét.

Le groupe Gk agit naturellement & gauche sur la catégorie des préfaisceaux sur H(XO)O et le
foncteur (6.7.24.2)

(6.7.27.1) Xy — Hom(II(X"),Ens), F s (J— Fy)
est Gc-équivariant (cf. 6.7.24). Comme 2 est un anncau G -équivariant de E (6.4.7.7), la corres-
pondance qui & tout point géométrique J de X associe le Z|m (Xo,y)]—module Blyz) (6.7.22.3)

définit un préfaisceau d’anneaux G g-équivariant @["@] sur H(Xo)o. D’aprés 6.7.25, celui-ci définit
par descente un préfaisceau d’anneaux sur II(X°)° que 'on note aussi abusivement @[.WT].
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De méme, pour tout faisceau abélien G i -équivariant F' de EN° , le préfaisceau abélien O (F)[q-7]
sur H(XO)O est G g-équivariant. Pour tout entier ¢ > 0 et tout u € Gk, on considére I'isomorphisme

composé de
(6.7.27.3) Rq(")*(F)[gwf] — RQG*(u*(F))@V@] — Rq@*(F)[u@)wg],

ott la premiére fléche est induite par I'isomorphisme 7./ F' = u*(F) et la seconde fléche est induite
par l'isomorphisme canonique fonctoriel en F',

On vérifie aussitot que ces morphismes munissent R0, (F')4..7) d'une structure de préfaisceau abé-

lien Gi-équivariant sur H(XO)O. Pour ¢ = 0, on retrouve la structure G g-équivariante introduite
plus haut. B
De méme, pour tout faisceau abélien G x-équivariant F' de GN° et pour tout entier ¢ > 0, le pré-
faisceau abélien RYg. (F)[q-.z) sur II(X O)O est naturellement muni d’une structure G x-équivariante.
LEMME 6.7.28. Sous les hypothéses et avec les notations de 6.7.27, pour tout faisceau abélien

F de E™ | la suite spectrale (6.7.26.1) est G -équivariante.

Pour tout u € Gk, considérons 'isomorphisme composé
(6.7.28.1) R7.(F) = R (u*(F)) = u*(R7(F)),

ot la premiére fléche est induite par 'isomorphisme 77" et la deuxiéme fléche est I'isomorphisme qui
traduit la G g-équivariance de 7. On en déduit un morphisme de la suite spectrale E (6.7.26.1) vers
la deuxiéme suite spectrale d’hypercohomologie du foncteur g.(—)e-.7 relativement au complexe
u*(R7«(F)). Par ailleurs, pour tout faisceau abélien H de GY° et tout point géométrique 7 de X,
I’isomorphisme canonique fonctoriel en H,

(6.7.28.2) &« (u” (H))gwa) = &+ (H)[u(z)~a)
induit un isomorphisme
(6.7.28.3) Rg.(u* (R7(F))) gz] — RE+(R7(F))u(g) -

—0

Notant ~,: I[(X") — II(X") Paction de Gx sur I[(X ) (6.7.24.3), on en déduit un isomor-
phisme de la deuxiéme suite spectrale d’hypercohomologie du foncteur g, relativement au complexe
u*(R¥(F)) vers la suite spectrale E o «y,. On vérifie aussitot que le morphisme composé de suites
spectrales E — E o v, est donné sur les termes Es et sur les aboutissements par les structures
G g-équivariantes définies dans 6.7.26

6.7.29. Soient (¥ ~» T) un point de X ;Xét 7; (3.1.10) tel que T soit au-dessus de s, X
le localisé strict de X en T, X' = X’ xx X. Posons R = Qp@wf) et notons R le séparé complété
p-adique de R. On rappelle que X est normal et strictement local (et en particulier intégre) (|2]
I11.3.7). Le X-morphisme § — X définissant le point (7 ~» T) se reléve en un X -morphisme
Yy — Xo et il induit donc un point géométrique de Xo que l'on note aussi (abusivement) 7. On
pose A =m (Xo,y) et I' = m (X°,7) de sorte qu’'on a une suite exacte de groupes profinis
(6.7.29.1) 1-A—-T—-Gg— 1

On fait agir I sur Z,(1) a travers son quotient Gx (6.1.1.1).
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D’aprés 6.7.27, 'anneau R = @[ﬂwil (6.7.22.4) est naturellement muni d’une action de I par

des automorphismes d’anneaux. Il en est donc de méme de R. Notons 8: X’ — X° le morphisme
induit par ¢g: X’ — X, de sorte que y = & (6.5.1.2). Calquant la preuve de 5.7.2, on montre
que si g est propre, pour tous entiers n,q > 0, le faisceau R48,(Z/p"Z) est localement constant
constructible sur X° et on a un isomorphisme canonique

(6.7.29.2) RIS,(Z/p" L)y = HY(Xy 4, L/ " Z).
On en déduit une action naturelle de I sur H? (Y%Tét, Z/p"Z) et donc sur H? (Y%Tét, Zp).

PROPOSITION 6.7.30. Les hypothéses étant celles de 6.7.29, supposons de plus le morphisme
g: X' = X projectif. Alors, la suite spectrale (6.7.19.1) est I'-équivariante.

En effet, d’aprés 6.7.28, la suite spectrale de préfaisceaux abéliens sur H(XO)O (6.7.26.1)

v/ v/

(6.7.30.1) Rig(R77(#B ))jewz) = R O(B ) oz

est Gi-équivariante. En vertu de 6.7.25, elle induit donc une suite spectrale de Z[[']-modules

v/ v /

(6.7.30.2) Rig,(R77(%B ) gz = R OB ) gz

D’aprés 6.7.21, celle-ci raffine la suite spectrale de Cartan-Leray

o/ oy o

(6.7.30.3) Ei = HI(G Rz, (3 (%)) =HHYE & (%)).

Les morphismes 1: X o, — E (5.1.4.4) et 4 72: — E’ (5.1.6.4) sont clairement G g-équivariants
(6.4.7.4). Pour tous entiers ¢,n > 0, I'isomorphisme canonique (5.7.4.5)

(6.7.30.4) RIO. (Y, (Z/p"Z)) 55 . (R (Z/p"Z))
et le morphisme Z-linéaire canonique
(6.7.30.5) RO, (V.(Z/p"Z)) ©z, B — RIO.(.(Z/p"L) @5, B )

sont G g-équivariants. Compte tenu de l'isomorphisme canonique Z/p"Z = . (Z/p"Z) (5.7.5.3),
on en déduit que le morphisme %-linéaire canonique (5.7.5.1)

(6.7.30.6) . (RIY.(Z/p" L)) @z, B — RIO.(B,)

est aussi Gx-équivariant. Par suite, le morphisme R-linéaire canonique (6.7.15.7)

(6.7.30.7) HY(X 4, Z/p"Z) @z, R = RIO.(B,,)gm)

est [-équivariant. D’aprés la preuve de 6.7.15, 'isomorphisme canonique (6.7.16.1)
—> ~1 ~ v/

(6.7.30.8) HY( X7 &, Zyp) @1z, E[}—?] — R10.(% ) jyosz) @z, Qp

est donc ['-équivariant.

o !

Par ailleurs, pour tout entier j > 0, le morphisme % -linéaire canonique (6.7.1.4)

~ . . ~/
6.7.30.9 FETIRL, L) o RIF(B
(6.7.309) I, ) S RR@)
est Gi-équivariant. Pour tous entiers 4, j,n > 0, on a un morphisme canonique (6.7.17.4)

(6.7.30.10) H(X', )y ®ox Ox,) @ox B Rign*(ﬁl(ﬁ%n x.) -l
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Celui-ci est [-équivariant pour les actions naturelles de T sur la source et le but (6.7.27). D’apreés
la preuve de 6.7.17, on en déduit que I'isomorphisme canonique

. ~ . ~ _ o~ i - ~/
(6.7.30.11)  (H'(X', ¥y, x ®ox Ox)@0x 1) @z, Qp(—j) = R'gu (R 7(% ) gom) @2z, Qp,

ot le produit tensoriel ® est séparé complété pour la topologie p-adique, est I-équivariant, d’ou la
proposition.

PROPOSITION 6.7.31. Les hypothéses étant celles de 6.7.29, posons R, = I'(X, O%) et notons

E\l son séparé complété p-adique. Alors, on a
=1
(6.7.31.1) R,[-] = R[-]*.

La question étant locale pour la topologie étale de X, on peut supposer que le morphisme f
(6.1.5) admet une carte adéquate (4.2.1) ([2] I11.4.4). On désigne par Uz la catégorie des X-schémas
étales T-pointés. Pour tout objet (U,p: T — U) de Uz, le morphisme X — U déduit de p ([4] VIII
7.3) et le X °-morphisme donné § — X (6.7.29) induisent un U-morphisme 7 — U’. On peut donc
considérer ¥ comme un point géométrique de [

Pour tout objet (U,p) de Uz, le schéma U étant localement irréductible d’aprés ([2] 111.3.3 et
I11.4.2(iii)), il est la somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles. On note U la
composante irréductible de U contenant 7. De méme, U’ est la somme des schémas induits sur ses
composantes irréductibles et U =TU"x x X°© est la composante irréductible de U’ contenant .

On pose Ay =1 (U ,7). On a (4.1.13.4)
(6.7.31.2) X

=%

lim U,

P

(U,p)eVx

(6.7.31.3) R = lim Ry,
—

o
(U,p)evZ

<
|

ou Ry est la D(U”, O7r)-algebre Ry, définie dans (4.1.9.3), munie de I'action naturelle de Ay par
des automorphismes d’anneaux.

On désigne par Wz la sous-catégorie pleine de Uz formée des objets (U, p) tels que le schéma
U soit affine et connexe. Le foncteur d’injection canonique 202 — B2 est cofinal en vertu de ([4]
I8.1.3(c)). En vertu de 4.5.10, pour tout objet (U, p) de Wz et tout entier m > 0, le morphisme
canonique (6.1.1.2)

(6.7.31.4) I'(U,,, 05 ) — (Ru/p™Ru)™"

est a-injectif et son conoyau est annulé par p7T my. Par ailleurs, d’apres (6.7.31.2) et ([2] VI.11.10),
on a un isomorphisme canonique
(6.7.31.5) lim (Ry/p™Ry)~v = (R/p™R)=.

—

(U,p)ews
On en déduit que le morphisme canonique
(6.7.31.6) R, /p"R, — (B/p"R)*

est a-injectif et que son conoyau est annulé par pr'_il my-. Passant & la limite projective dans la
catégorie des a-0c-modules (2.6.5), on voit que le morphisme canonique

- ~A
(6.7.31.7) R — R
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est a-injectif et que son conoyau est annulé par pr'_il my-. La proposition s’ensuit en observant que
E[%] est la limite du systéme inductif (R)y ol les morphismes de transition sont induits par la
multiplication par p.

PROPOSITION 6.7.32. Les hypothéses étant celles de 6.7.29, supposons de plus X affine d’an-
neau R. Soient M un R-module de type fini tel que M[%] soit projectif sur R[%], j un entier non
nul. Alors, on a

(6.7.32.1) (MBRE) ©z, Qp(4))F =0,
ot le produit tensoriel @ est séparé complété pour la topologie p-adique.

Posons R, = I'(X, O%) et notons E\l son séparé complété p-adique. D’aprés 6.7.11, on a

(6.7.32.2) (M®grR,) ®z, Q7)) = 0.
11 suffit alors de montrer que le morphisme canonique
(6.7.32.3) (M®rR;) ®z, Qp — (M&RR) ®2z, Qp)>

est un isomorphisme. Il existe un R-module de type fini M’, deux entiers m,n > 0 et un morphisme
R-linéaire

(6.7.32.4) u:Me&M — R"

dont le noyau et le conoyau sont annulés par p™. D’aprés 2.6.3, il existe un morphisme R-linéaire
v: R" — M ® M’ tel que uov = p*™idp et vou = p*"idygar. On en déduit que les noyaux et
conoyaux des morphismes

(6.7.32.5) (M@ M)&rR, — R, .
(6.7.32.6) (M@ M)&xE — R,
induits par u, sont annulés par p?™. Considérons le diagramme commutatif
(6.7.32.7) (M & M"®grR,) ®z, Q, — (M & M")@rR) ®z, Q,)~
wll \sz
R,[3)" (B[

Comme w; est un isomorphisme et que ws est injectif, on peut se réduire au cas ou M = R, auquel
cas l'assertion recherchée résulte de 6.7.31.

COROLLAIRE 6.7.33. Les hypothéses étant celles de 6.7.29, supposons de plus le morphisme
g: X' — X projectif. Alors, la suite spectrale (6.7.19.1) dégénére en Eo.

En effet, la question étant locale, on peut supposer X affine d’anneau R. Pour tous 4,5 > 0,
posons
(6.7.33.1) F* =H"(X', QJX,/X).
La différentielle dé’j : EZQJ — Ez;rz’j ~! est une section I-équivariante de

(6.7.33.2) Homs (F*®RR, F'**/ ' @RR) @z, Qy(1),

ot le produit tensoriel & est séparé complété pour la topologie p-adique.
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Nous avons établi dans la preuve de 6.7.13 que le R[%]—module F”[%] est projectif. Il existe
donc un R-module de type fini G*7, un entier n > 1 et un morphisme R-linéaire u: F*/ @G* — R"
induisant un isomorphisme apreés inversion de p. Il existe un entier m > 0 tel que p™ annule le
noyau et le conoyau de u. D’aprés 2.6.3, il existe alors un morphisme R-linéaire v: R® — FJ @ G*J
tel que uov = p?™idgn et vou = p*™idpi;gqgii-

Comme u est une isogénie (|2] 6.1.1), on vérifie aisément que le morphisme canonique

(6.7.33.3) Homp(F™/, F"" 29 1)@ R — Hom=(F @R, F**I' @R R)

est une isogénie. La proposition résulte alors de 6.7.32 appliqué & Hompg(F%J, Fi+2.0-1),
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