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« Il tenente Simeoni aveva fatto un preventivo,
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Résumé. — Soit L une extension finie non-ramifiée de Q,. On s’intéresse au
probleéme de savoir si certaines des représentations de GLz (L) sur F,, associées dans
[6] & une représentation de Gal(Q,/L) de dimension 2 sur F, générique peuvent
apparaitre dans des espaces de cohomologie.
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1. Introduction

Dans [7], Buzzard, Diamond et Jarvis formulent une conjecture de modulari-
té étendant la conjecture de Serre de [29] au cas des représentations continues,
irréductibles, totalement impaires p : Gal(Q/F) — GLy(F,) ot F est un corps
de nombres totalement réel et p un nombre premier non-ramifié dans F' (cette
hypothese de non-ramification est supprimée dans [27]). La conjecture, dans une
de ses versions « faibles », stipule par exemple que le systeme de valeurs propres de
Hecke issus des traces des éléments de Frobenius aux places ou p est non-ramifiée
apparait dans un espace de formes quaternioniques :

(1) SP(U,F,)  Fonctions(D*\(D @ AL)*/U,T,)

pour un corps de quaternions D convenable de centre F' ramifié aux places infinies
et non-ramifié aux places divisant p et un sous-groupe ouvert compact U = [[, U,
de (D @p AL)* (AL désignant les adeles finis). Si [1,, Uy est pris normal dans
GL3(OF ®z Z,), ce dernier groupe agit non-trivialement par translation a droite
sur l'espace de fonctions (1). L’essentiel du travail de [7] consiste a formuler une
version « forte » de la conjecture, ce qui revient a déterminer les représentations
irréductibles de GLy(Op®7Z,) sur E qui apparaissent en sous-objet dans 'espace
propre de Hecke SP(U,F,)[p"] ci-dessus (supposé non-nul). Plus précisément,
dans [7, Conj.4.7], d'une part il est conjecturé un isomorphisme :
2) lim (S”(U,F)[p"]) ~ @, (p")

U
ott 72(p") est une représentation lisse admissible de (D ®p F,,)* sur F, (F, est
le complété de F' en v) qui, lorsque v { p, se déduit des travaux de Vignéras
et Emerton; d’autre part il est prédit la liste des représentations irréductibles
de GL2(OF,) (mais sans leur multiplicité) apparaissant en sous-objet dans la
GLy(F,)-représentation w2 (p") lorsque v|p. Sous une hypothese supplémentaire
SUr Plgag, k) (Pour v|p) appelée « généricité » (voir §4), il est communément
admis que 'on peut rajouter a [7, Conj.4.7] le bonus que toutes les multiplicités
des représentations de GLy(OF,) apparaissant dans le socle de 7 (5")|crLy(0p,)
sont égales a 1. Lorsque F' = @Q, de nombreux cas de [7, Conj.4.7] (avec son
bonus) ont été annoncés par Emerton ([14],[15]) en utilisant les derniers résultats
du programme de Langlands p-adique pour GL2(Q,) ([10]) mais cette conjecture
reste largement ouverte si F' # Q malgré des progres récents ([18], [19] pour p
totalement ramifié dans F).

Lorsque F, # Q,, la GLy(F,)-représentation 72’ (p") attendue dans (2) pour
V|p reste extrémement mal comprise, méme conjecturalement. En effet, connaitre
le GLy(OF,)-socle de w2 (p") est trés loin de suffire pour déterminer une unique
représentation lisse admissible de longueur finie (ou irréductible) de GLy(F),). Par
ailleurs, les résultats de [21], [7] et [20] montrent que, des que F, # Q,, I'étude
des représentations lisses admissibles irréductibles de GLy(F,) sur F, devient



SUR UN PROBLEME DE COMPATIBILITE LOCAL-GLOBAL MODULO p 3

tres subtile. Le but de cet article est d’aller « un cran plus loin » que [7] dans

la compréhension de 72(p¥) sous I'hypothese additionnelle que Plea@;/r,) est
D

générique. En particulier, on conjecture que 7.’ (p¥) contient toujours une des
représentations de GLa(F,) associées a plq. g,/ r,) dans [6] et, en supposant vraie
la conjecture |7, Conj.4.7] avec son bonus, on montre quelques cas partiels de cette
conjecture.

Rentrons plus en détail dans les énoncés de cet article.

Fixons une place v|p telle que p, o Plaa@; k) st génériqui et notons D(p,)
I'ensemble des représentations irréductibles de GLy(Op,) sur F,, ou de maniére
équivalente de GLy(Op, /(p)) sur F,, associé a p,, dans [7] (voir §4, ces représenta-
tions sont ici appelées « poids de Diamond » comme dans [6]). Soit Dy(p,) la
plus grande représentation pour I'inclusion de GLy(Op,/(p)) sur F, dont le socle
est @y, cn(z,)00 €t telle que les 0, € D(p,) n’y apparaissent que dans ce socle.
En admettant [7, Conj.4.7] et son bonus, il n’est pas difficile de montrer que
72 (") |cLa(oy,) doit contenir Dy(p,) (de maniére unique & scalaire pres), cf. pro-
position 8.3. Soit I, C GL2(OF,/(p)) le sous-groupe des matrices unipotentes
supérieures modulo p, il découle alors des constructions de [6] que la GLy(F),)-
représentation 72 (pY) contient une des représentations de [6] associées a p, si

: . . 1\ « . .. —
et seulement si I'action de la matrice (2 O) A lintérieur de ©2(p") (ou de

lim SP(U,F,)) laisse stable le sous-espace Dy(p, ) des I ,-invariants.
U

Soit v|p et U = [],, U, un sous-groupe ouvert compact tel que U, = I; ,. Sup-
posons que I'on peut choisir U, pour v/ # v tel que SP(U,F,)[p"] ~ 2 (p¥)h».
Alors un tel énoncé de stabilité découlerait d’un énoncé de multiplicité 1 pour les
caracteres de I'Twahori I, en v agissant sur SP (U, F,)[p"] parce qu'on aurait dans
ce cas Dy(p,) = w2 (pY)v (c’est une conséquence facile de la maximalité de
la représentation Dy(p,)). Ce point de vue est exploré dans 'appendice B, du a
Lassina Dembélé, ou plusieurs cas d'un tel énoncé de multiplicité 1 sont vérifiés
par des calculs explicites sur ordinateur (voir sa conjecture 1 sur la dimension de
certains espaces SP(U,F,)[p"] qui est équivalente & la multiplicité 1 ci-dessus par
[6, Prop.14.7] ou la remarque 4.4, et voir aussi les tables qui suivent). Mais, en
dehors du cas ou I'ensemble D(p,) est un singleton, 'auteur de l'article ignore
comment montrer cet énoncé de multiplicité 1 méme en admettant la conjecture
[7, Conj.4.7] et son bonus. Notons que cette multiplicité 1 pour les caracteres
de I'Iwahori devient en général completement fausse si ’on remplace [’espace
propre SP(U,F,)[p"] par le localisé¢ SP (U, ]PTp)pv, ce qui rend semble-t-il difficile-
ment applicables les techniques de multiplicité 1 issues des théoremes R = T a
la Taylor-Wiles ([13], [17]).
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Dans cet article, on choisit d’adopter un autre point de vue. Pour mieux com-
. . . _ 1 :
prendre théoriquement I’éventuelle stabilité de Dy(p, ) par (2 0), on la relie

a un énoncé plus en amont sur les réseaux induits par les formes quaternioniques
entieres sur certains types de Bushnell-Kutzko en v, un énoncé plus dans l'es-
prit du « programme de Langlands p-adique ». Soit m = ®/,m, une composante

irréductible de dimension infinie de lim S” (U, Q,) (avec des notations évidentes)
U

et notons p : Gal(Q/F) — GLy(Q,) la représentation p-adique associée a
(convenablement normalisée, cf. §3) que 'on suppose absolument irréductible
modulo p. En particulier, p admet a homothétie pres un unique ZT;réseau stable
dont on note p la réduction dans E. Supposons qu'il existe v|p tel que d'une
part 7, soit une série principale modérément ramifiée qui n’est pas non-ramifiée
et d’autre part ﬁ]Gal(@ /F,) Soit générique. Soit :

(3) o, = (1nd Or,) 77,,®77V) ®Z QPC’TFV
le type de Bushnell-Kutzko dans 7, (cf. appendice de Henniart dans [5]) ou

N, + O — Z," sont des caractéres distincts se factorisant par (O, / (p))x.

Notons 7,7, la réduction de ces caracteres dans EX et f, « [F, Q. 1

2(0r) 7, @7, a génériquement 2/ facteurs de J ordan—Holder

représentation 1nd
o indexés par les parties J de l'ensemble des plongements 8 de F), dans QTP.
La GLg(Op, )-représentation o, possede donc beaucoup de Zp—réseaux stables et,
fixant un plongement GLy (O, )-équivariant o, < 7, on peut se demander quel est

le Z,-réseau induit par lim SP(U,Z,) sur o, (on peut d’ailleurs se le demander

U
pour n’importe quel type de Bushnell-Kutzko, et méme a terme pour toute la
représentation 7).

Soit inj; I'enveloppe injective de 7; dans la catégorie des représentations de
GLy(Op,/(p)) sur un F,-espace vectoriel de dimension finie. Il existe & isomor-
phisme pres une unique représentation inj; de GLy(Op, /(p)) sur un Z,-module
libre de rang fini tel que inj; @z F, ~ inj, ([28]). Soit ¢, I'unique élément de o,
en (3) a support dans [, et envoyant la matrice identité sur 1, alors, pour chaque
partie J de 8, il existe par [28] une injection équivariante unique (a multiplication
pres par un élément de ZTDX) :

by 0, = inj; @z Q,

telle que v ;(¢,) € inj; et 'image de 1;(¢,) dans inj; est non-nulle. Soit (vy),
des éléments de Q>(, on note :

def ﬂw 'UJ HlJ

ou p*’ € ZT, est un élément quelconque de valuation v;. Il s’agit d'un Zp—réseau
de o, stable par GLy(Op, ).
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Théoréme 1.1. — Soit V l'ensemble des uplets (vy); de Q¢ vérifiant vy = 0
et 0 < vy —wvy < |J\J| si J C J. Alors Uapplication (vy);— o9((vy)s) induit
une bijection entre 'V et l’ensemble des classes d’homothéties de réseauz stables
par GLa(Og,) sur o,.

Dans le texte, on démontre ce théoreme en calculant directement et explicite-
ment les réseaux stables sur o, (sans passer par les 1), cf. §2.

Pour v comme en (3), la représentation p, « Plcai@,/r,) (0u plutot le réseau in-
duit sur cette représentation par I'unique réseau stable de p) et son dual de Cartier

py(1) (ibid.) deviennent Barsotti-Tate sur I'extension F,[*=/—p| ou ¢, &t
Un choix de plongement F, — @, permet d’identifier § & {0,---,f, — 1} en
composant ce choix avec les puissances du Frobenius absolu. Le module de Dieu-
donné contravariant de la fibre spéciale du groupe p-divisible sur Op, [ @ </—p]
dont la fibre générique est pY(1) est alors de la forme M® x M1 x .. x M/»~!
avec M7 = Zyel @ ZP@%L ou Gal(F,[ »~/=p|/F,) agit sur €] (resp. 6{I,V) par le
caractere 7, (resp. 1) et ott le Frobenius ¢ envoie M7 sur M?!. En particulier,

on a p(e) ) = zjeltt avec 0 # x; € Z, et v; & val(z;) € Qs est bien défini.
Congecture 1.2. — Les Z,-réseauz induits par lim S”(U,Z,) sur o, en (3) via
U

les divers plongements o, — 7 C lim SD(U,@) sont tous homothétiques au
U

réseau o) (X5, vi)1)-

Cette conjecture prédit les réseaux sur le type o, C m, en termes de données
provenant du réseau sur la représentation p-adique p, (les v;), elle entre donc
dans le cadre du « programme de Langlands p-adique », la correspondance de
Langlands classique ([23]) prédisant dans ce contexte seulement >, sv; (valua-

tion de la valeur propre de (/). Il serait certainement intéressant de chercher si
un énoncé analogue a 1.2 existe pour des types plus ramifiés que ceux considérés
dans cet article.

Théoréme 1.3. — Supposons qu’il y a un ou deux constituants du semi-simpli-
fié modulo p de o, dans D(p,) et supposons soit que o, est « suffisamment généri-
que » (voir (1) du théoréme 9.3 pour la condition précise) soit que [7, Conj.4.7]
est vrate pour p, alors la conjecture 1.2 est vraie.

On peut montrer qu’il y a toujours au moins un constituant du semi-simplifié
modulo p de o, (ou de maniere équivalente de ind?yLQ(OF”) 7, ®7,) dans D(p,),
cf. corollaire 7.2. Lorsqu’il y en a exactement un et que p, est semi-simple, le
théoreme 1.3 résulte d’une analyse poussée des calculs et résultats de Gee ([18]).
C’est d’ailleurs cette analyse, et la description élégante ci-dessus du réseau in-

duit sur o, en terme du module de Dieudonné de p)(1) qui en a résulté, qui
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ont suggéré a 'auteur que cette description devait étre valable dans tous les cas.
La preuve du théoreme 1.3 utilise d'une part une étude fine de la position dans
indiLQ(OF")ﬁ;, ® 7, des constituants qui sont dans D(p,) (§4), d’autre part des
calculs explicites de théorie de Hodge p-adique entiere (§7). L’hypothese sur le
nombre de constituants dans D(p,) (un ou deux) associée au résultat de compa-
tibilité local-global classique de [23] forcent alors le réseau induit sur o, a étre
celui de la conjecture 1.2.

J’ignore comment montrer la conjecture 1.2 en général, mais elle a pour con-
séquence (voir théoréme 9.1) :

Théoréme 1.4. — Sila conjecture [7, Conj.4.7] et son bonus sont vrais pour p,

alors la conjecture 1.2 entraine la stabilité de Do(p, )" par la matrice (2 (1)) €
GLy(F,) a lintérieur de lim SP(U, F,).

U

Le théoreme 1.4 découle essentiellement d’un calcul exhaustif de tous les grou-
pes p-divisibles sur O, [ *+/—p| munis d’une action de Gal(F,[ »~/—p]/F,) de
« type » 1, &1/, avec 1, 7, comme en (3) (§5), des représentations de Gal(Q,/F,)
portées par les points de p-torsion de ces groupes p-divisibles et des réseaux

0

ad((X ics Vi) J) sur le type o, correspondant en (3) ainsi que de leur réduction

dans F, (6, §7).

Enfin, on déduit des théoremes 1.3 et 1.4 le résultat conditionnel suivant (voir
corollaire 9.6) :

Corollaire 1.5. — Supposons la conjecture [7, Conj.4.7] et son bonus vrais pour
p et soit v|p une place telle que ou bien |D(p,)| < 2, ou bien f, = 2 et p, est
irréductible, alors w2 (p¥) contient une des représentations de GLy(F),) associées

a p, dans [6].

Passons maintenant en revue les différents paragraphes de cet article.

Au §2, on décrit tous les réseaux stables sur un type comme en (3) et on
démontre le théoreme 1.1. Au §3, on définit des réseaux « de Dieudonné » sur
les types (3) a partir de certains modules de Dieudonné avec donnée de des-
cente, on formule la conjecture 1.2 apres avoir introduit les espaces de formes
quaternioniques et on la démontre lorsque F' = Q. Au §4, on étudie en détails la
position des poids de Diamond d’une représentation galoisienne locale générique

dans une induite indiLQ(OF ”)7_]; ® m,. Au §5, on détermine en termes de mo-
dules comme en [1] tous les groupes p-divisibles avec donnée de descente de type
(3). Au §6, on détermine quand la représentation de Galois sur les points de p-
torsion d’un tel groupe p-divisible est générique non-scindée. Au §7, on calcule
la réduction modulo p des réseaux de Dieudonné du §3 provenant d'un groupe
p-divisible comme au §5, en particulier on montre que cette réduction a pour
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socle la somme directe des poids de Diamond de la représentation de Galois sur
les points de p-torsion du groupe p-divisible. Au §8, on formule le probleme de
compatibilité local-global de cet article, c’est-a-dire la stabilité de Dy(p, )" par

. 0 1 . , . _
la matrice » 0) et on pose quelques questions supplémentaires lorsque p,, est

semi-simple en liaison avec les « valeurs spéciales de parametres » trouvées dans
[4]. Au §9, on démontre les théoremes 1.3, 1.4 et le corollaire 1.5. Dans 'ap-
pendice A, on montre quelques résultats techniques assez simples de théorie de
Hodge p-adique entiere que ’on utilise au §6 puis on détermine explicitement les
poids de Diamond d’une représentation galoisienne locale générique réductible
non-scindée (détermination qui restait conjecturale dans [6]). Ce dernier point
est démontré indépendamment et différemment dans [9] en utilisant [8]. Enfin,
dans I'appendice B, Lassina Dembélé énonce (dans un cadre un peu plus restric-
tif) la conjecture de multiplicité 1 pour les caracteres de 1'Twahori mentionnée
plus haut, et en vérifie informatiquement plusieurs cas.

Nous achevons cette introduction avec quelques unes des notations utilisées
dans l'article.

Une représentation irréductible d’un groupe quelconque s’entend au sens
algébrique : pas de sous-espace strict invariant non-nul.

Si H est un corps local, on note Oy son anneau d’entiers et kg son corps
résiduel.

Tout au long des parties purement locales de 'article, on travaille avec une
extension non-ramifiée L de QQ, dans une cloture algébrique @p, méme s’il peut
arriver que ’hypothese de non-ramification soit inutile (par exemple au §2 ou au
§3). On note f & [L : Q] son degré et on pose ¢ G = |kr|. On note ¢ le
Frobenius sur O = W(ky) tel que p(a) = a? (p) sia € Op et [| : kp — O
I’application « représentant multiplicatif ». On note L™ l’extension maximale
non-ramifiée de L (ou de Q,) dans Q,.

On rappelle que I’a un isomorphisme canonique :

ey GallL[ " Y=R/L) = K
9("'~/=p)
oY
On voit tout caractére de k. comme un caractere de Gal(L] »'/=p]/L) ou de
Gal(Q,/L) ou de Gal(Q,/L™) en le composant avec sy et les surjections sur

Gal(L[ ' /=p]/L)-

On normalise la valuation val par val(p) = 1. On normalise les inverses des
applications de réciprocité locales de telle sorte que les uniformisantes s’envoient
sur les Frobenius géométriques.

(4) g —
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On note ¢ le caractere cyclotomique p-adique et w sa réduction modulo p.
Si F' est un corps de nombres, on note A? les adeles finis de F'.

Les autres notations seront introduites dans l'article, au fur et & mesure des
besoins.

Pour des discussions a différentes étapes de ce travail, 'auteur remercie K.
Buzzard, X. Caruso, F. Diamond, M. Dimitrov, M. Emerton, T. Gee, F. Herzig,
V. Pagkunas et M. Schein. L’auteur remercie tout particulierement L. Dembélé
pour son appendice, ses tables et sa bonne volonté qui 'ont fortement motivé
pour rédiger le présent article.

2. Quelques types modérés et leurs réseaux

On détermine tous les réseaux stables sur un type non-trivial dans une série
principale modérément ramifiée.

On note E une extension finie de Q, telle que |Homg, (L, E)| = [L : Q)] et

on fixe un plongement ¢ : L < E. On note Kk < GL2(0), I C K le sous-
groupe d’'Iwahori des matrices triangulaires supérieures modulo p, Iy C I le sous-
groupe des matrices unipotentes supérieures modulo p et T' C [ le sous-groupe
des matrices diagonales.

Soit n,n' : kj — OF deux caracteres multiplicatifs et y “ nen I — 0fle
caractere :

© (5o 0) = @@

ot @ (resp. d) est la réduction modulo p de a (r¢Sp. d). On note x* & n ®n.
On suppose 11 # 1’ et on note ¢, = Z;:é e € {0,---,q — 1} avec ¢, ; €
{0,---,p — 1} Punique entier tel que n(a)y’ " (@) = «([a])®*. La condition 7 # 7’
est équivalente a ¢, ¢ {0,q — 1}.

On note o(x*) le E-espace vectoriel ind® y* des fonctions f : K — E telles
que f(kk') = x°(k)f(K') si k € I, k € K muni de l'action a gauche de K par
translation & droite sur les fonctions (notons que cette action se factorise par
GLy(kz)). On rappelle que 'on a un entrelacement o(x*) = o(x) et que, puisque
n #n', o(x®) et o(x) sont irréductibles. La représentation o(x*) admet un Op-
réseau stable naturel induit par les fonctions sur K a valeurs dans Q. On le note
a%(x*). Nous allons décrire tous les réseaux stables de o(x*) (& homothétie pres)
comme « modifications » du réseau o°(x*).
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On identifie 'ensemble {0,--- , f — 1} a I’ensemble des plongements 8 “ {r:
L — E} en envoyant j sur ¢ o ¢ 7. Rien dans ce qui suit ne dépend du choix
de ¢ mais il est assez agréable de remplacer 8§ par {0,---,f — 1}. On note P,
'ensemble des parties J de {0,---, f — 1} vérifiant les conditions :

(i)sijeJetj—1¢ Jalorsc,; #p—1

(i) sijgJetj—1eJalorsc,; #0
ou l'on adopte la convention j —1 = f —1si j = 0. Notons que P, contient
toujours J = () et J = 8. Par [6, §4], les facteurs de Jordan-Holder de 7(x*) «
o°(x*) ®o, kp =~ ind} (x° Ro,, kg) sont paramétrés par les éléments de P, .

Lemme 2.1. — (i) Si J,J' € Py, alors JNJ' € P, et JUJ € P,.

(11) On a J € P, si et seulement si S\ J € Pys.

(111) Si J € Py, alors il existe une suite croissante pour l'inclusion Jo C J; €
o CJpy © Jp telle que J; € Py, | ;| = et J est un des J;.

Démonstration. — (i) est élémentaire. (ii) découle de [6, Thm.2.4(ii)] et (iii)
découle de [6, Cor.5.6(i)] combiné avec [6, Thm.2.4]. Les assertions (ii) et (iii)
peuvent aussi se démontrer directement par de la combinatoire élémentaire. []

Soit ¢ € 0%(x*) 'unique fonction (& valeurs dans Og) a support dans I telle
que ¢(u) = 1 pour u € I;. En particulier ¢ est [i-invariante dans o°(x*) et T' agit
sur ¢ via le caractere x°|r. Pour 0 < j < ¢ — 1, on pose :

e an () §)ee o)

Les f; sont des vecteurs propres sous 'action de 7" et on a :

a(x°) = (®508f) @ Opd

q—2
= (@ @Efj> ® Og ((1) é)fo ® O0pp @ Op <(1) (1)>¢
jrex

De plus Efy @ E¢ est le sous-espace de o(x*) des vecteurs [j-invariants.

Lemme 2.2. — Il existe un unique entrelacement o : o(x*) — o(x) tel que
al(fo) = qd et a(p) = fo (ot &, fo sont relatifs a l'induite qui les contient).

Démonstration. — Tout entrelacement a entre les deux induites induit un iso-
morphisme sur les vecteurs [;-invariants et respecte ’action de T'. Puisque x # x?*,
il envoie donc fy sur un multiple de ¢ et réciproquement. Quitte a multiplier par
un scalaire convenable, on peut donc supposer «a(¢) = fo. L'unicité d'un tel
a est alors claire puisque les représentations sont irréductibles. Reste a vérifier
a(fo) = qp. On a (I'action de K se factorisant par GLg(kr), on ne se préoccupe
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plus des Teichmiiller dans les matrices) :

= o (D95 G Doz (5 )

Aekr, ANUEKL A\ pekr
0 A) T+ A
CZEhes )
Z (a)er 2 (50
1+2u=0 14 Au£0
(0 1 Z -2t ¢+Z 14+ Ap 0 ¢+Z¢
—\1 0 0 A pwoo (T4t
A#0 1¢§i;0 AEkL

- (1) (Soenrio)os

Sttt (i V) otas

u#0 1+Au
14+ p#0

= 04+04+q¢p=qo
ou l'avant-derniere égalité résulte de Zwekﬁ n(z)™'n'(z) = 0 puisque n # . O

Si J € Py, on note Fy C {0,---,p — 1}/ l'ensemble des f-uplets (s;); =

(S0, -+ ,8f-1) ot les s; vérifient les conditions :
0<s; <cy, sio jéJetj—1¢J
0<s;<c¢,;—1 sio jéJetj—1ed
;i <s;<p—1 si jedJetj—1lelJ

i t1<s;<p-—1 st jedJetj—1¢.J

A laide des F 7, on définit les sous-Og-modules facteurs directs suivants de
a%(x?®) (stables sous l'action de T') :

é 01
agp d:f ( @ OEijSjpj)@OE (1 O) fO

(55);€Fp\{(ex,5)5}

déf 0 1
oy = @ OEijsjpj) ® O0p¢ ® Op (1 O> o
(85);€Fs\{(cx,5)5:(p—1,+ ,p—1)}
oy déf @ OEfzj 8507 si J#0D,S.
(s5);€F

En particulier, on a 0%(x*) = Der, 07

Proposition 2.3. — Tout Og-réseau de o(x®) stable par K est de la forme
@JefPX pP oy pour des vy € Q convenables.
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Démonstration. — Soit R C o(x®) un réseau stable. Montrons d’abord que 'on
a:

=~ 0 1 0 1
(6) R = < @ oEpUjfj> D oEpr(l O) fO S OEpwlﬁb D OEpw2(1 0) ¢

J#cx

pour des v;,w; € Q convenables. Les sous-espaces isotypiques de o(x®) pour
l'action de T sont les Ef; pour 1 < j < ¢ — 2, j # ¢, et les sous-espaces

Vi e Efy®FE ((1) (1)) o, Vi o EopE ((i é) fo. Puisque T" agit via un quotient

de cardinal premier a p, R est somme directe des réseaux qu’il induit sur ces sous-

1 . :
, on voit que la seule assertion non-

espaces. En faisant agir la matrice (1 0

triviale a vérifier est que RNV, est de la forme O gp® fo b O gp™? <(1) é) ¢. Soit

afo®b ((1) (1)> ¢ € R (a,b € E). Nous allons montrer afy € R et b ((1) (1)> pER

ce qui démontrera (6). On a d’abord :

n(l B)Gen? o~ £ 15557

AEk,

d’ou (ag+b)fo € Ret bf; € Rsi1<j<qg—2. Nous allons distinguer trois cas.
Premier cas : val(b) < val(a).

De (aq + b) fo € R on déduit bfy € R d’ou aussi afy € R et b ((1) (1)) ¢ € R.

Deuxieme cas : val(a) + f < val(b).
L’image de R par Ientrelacement « (lemme 2.2) est un réseau stable de o(y) qui

contient ag¢p + b (? (1)) fo et donc aussi bfy + aq <(1) é) ¢. Comme val(aq) <

val(b), le premier cas appliqué a «(R) implique bfy € a(R) et aq (? é) ¢ €

01

a(R). En appliquant o' puis on en déduit afy € R et b (1 0) ¢ € R.

0 1

1 0)’
Troisieme cas : val(a) < val(b) < val(a) + f.

De (ag +b)fy € R on déduit bfy € R. Nous allons montrer que b¢p € R. On a

%qﬁ € R puisque bfy € Ret afy® b ((1) (1)) ¢ € R. On en déduit %00()(3) CR

puisque val(%) > val(b) et bf; € R pour 0 < j < ¢ — 2. Par ailleurs, on déduit
facilement de [6, Lem.2.7(i)] :

@ (3 ) o= n-1fo, — 6 € (0
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Sival(b) < val(a)+1, cest-a-dire val(£) < val(pb), on a pbo®(x*) € Lo°(x*) C R
et en multipliant (7) par b on obtient by € R. Si Val(b) > val(a) + 1, alors
val(Z ) > val(b) d’on —f] € Rsi () < j < ¢—2. Comme Z5°(x*) C R, on obtient
a—qu € R en multipliant (7) par a— On en déduit b a%(x ) C R. Sl val(a) + 1 <
val(b) < val(a) + 2, alors Val(Z—;) < val(pb) et on a pbo®(x*) € Z6°(x*) C R.
En multipliant (7) par b on obtient encore b¢ € R. Si val(b) > Val( ) + 2, alors
Val( ) > val(b) et on obtient a%¢ € R en multipliant (7) par % et en utilisant
b2

a—paO(XS) C R : une récurrence dont on laisse les détails au lecteur permet de

)(beRetafoeR Ceci

conclure que I'on a toujours bp € R, donc aussi b ((1] 0

acheve la preuve de (6).

Montrons maintenant que les puissances de p sont constantes « sur » RN (0 ®o,
E). Soit J # (), 8. Choisissons f; dans o tel que v; est minimum (avec v; comme
en (6)) et soit f;» dans 0. Comme 0;®¢, kg est une K-représentation irréductible
dans un quotient convenable de 7(x*) (voir [6, Lem.2.7]), il existe h € Op[K]

N 01
tel que hf; = fy @ x oz € (P, e LO8f;) ® Op (1 0) Jo ® Opg @

OE’ ((1] (1)) ¢ Par (6), on en dédu]t pvjfj/ c R puisque p’lljhfj c R’ dJOl\l Uj/ _ Uj

puisque v; < vy La preuve lorsque J = () ou 8 est la méme. O

Théoréme 2.4. — Soit J € P, et (K - 0;) le sous Op-module de o°(x*) en-
gendré par oy sous l'action de K. On a :

(8) (K-o;)= & p"""g,.
TEPy
Démonstration. — Comme o(x*®) est irréductible, (K - o) est un réseau stable

de o(x*). De la structure de la représentation @(x*) ([6, Thm.2.4]) et de la pro-
position 2.3 on déduit (sachant que ¢%(x*) et les o sont définis sur W (F,) C O,
comme le lecteur peut le vérifier aisément) :

(9) (K-0))=(Por)e(Ppon)

JcI rg

pour des entiers njy > 1. Soit o'(x*) & ga1(6°(x)) ot a est Ientrelacement
du lemme 2.2. C’est un réseau stable de o(x*) et on a donc par la proposition 2.3
(sachant que 0°(x*), 0%(x) et I'entrelacement « sont définis sur W(F,) C O) :

'
= Do
JEP,

pour des entiers n; tels que ng = 0 et ng = f. Comme 0,®0,E = a™ (08, /@0, E)
(utiliser le (ii) du lemme 2.1 et la compatibilité a 7" de «), de la structure de la



SUR UN PROBLEME DE COMPATIBILITE LOCAL-GLOBAL MODULO p 13

représentation ot (x*) ®o, kr = 0°(x) ®o, ke ([6, Thm.2.4]) et de la proposition
2.3 on déduit :

(10) (K-pvos)=(EPpror) o (™o

J2J I3

pour des entiers my » > 1. 81 J' 2 J, (10) puis (9) fournissent nyy—ny; = nyp > 1.
Ainsi la fonction J — ny est strictement croissante pour l'inclusion. Comme
ng = 0 et ng = f, par le (iii) du lemme 2.1 on voit que I'on a forcément n; = |J|.
Par (10) et (9), on a donc :

(11) (K o)) = (@ UJ,) @ ( @pu/\JIUJ,) @ (@an,J/UJ,)

JICJ J'2J J¢g
J'BJ

pour des entiers n; ;7 > 1 que 'on va maintenant déterminer.

Fixons J' € P,. Il existe & homothétie prés un unique réseau stable o¥,(y*) de
o(x*®) (défini sur W(F,) C Op) tel que sock (6% (x*) R0, kr) ~ 05 Qe ke (lorsque
J' =8, ce réseau n’est autre que o'(x*)). Cela découle du fait que oy ®o, kg
intervient avec multiplicité 1 dans 7(x*®) et des propriétés du triangle cde (voir
(28, §15.4], ce fait m’a été signalé par Paskunas). Par la proposition 2.3, on a
a5 (x*) = B Jrep, D" 0gn pour des wyn» € Z (rappelons que le réseau est défini
sur W(F,)) et on peut supposer wy = 0 de sorte que wy» > 0 par (11) appliqué
a (K - p“" o) (sinon, on aurait p~toy C (K - p“ o) C % (x*)). Soit J € P,
et I(J',J) C 0% (x*) ®o, kg la sous-K-représentation de co-socle (p“’o ;) o,
kg (cette représentation est bien définie puisque (x*), donc oY% (x*) ®o, kg,
n’a pas de multiplicité > 1 dans ses facteurs irréductibles). Puisque I(J',J) a
socle (p“7'0y) R, ki et co-socle (p“/o;) o, kg, il existe une suite (J,)o<n<n
d’éléments distincts de P, telle que Jy = J', Jy = J et telle que pour tout n une
extension non-scindée :

0 —s (pwJ”UJn) ®og kp — x — (panHanH) Qo kp — 0

apparait en sous-quotient de I(J’,.J). Par [6, Cor.5.6(i)], cela entraine ou bien
I C Jpi1 et |Jpe1\Jn| = 1, oubien J,11 C Jy, et |\ Jng1| = 1. Comme 0y®0o, kg
engendre (p“7' o) ®o, kg dans 6% (x*) o, kg, par (11) appliqué a (K - oy) on
doit avoir wy = |J'|. Comme (p“’n+10;, ) ®o, kg engendre (p“/ro ;) Qo, ki
dans ¢9%,(x*) ®o, kg, par (11) appliqué a (p“n+10y,.,) Qo, ke on doit avoir
Wy, = wy, siJ, C Jppouwy, , =wy —1siJ,p1 C J,. Comme il doit y
avoir exactement |J'\J N J'| valeurs de n pour lesquelles J,,.; C J,, (puisque les
Jn « vont » de J a J et qu’ils sont tous distincts), on voit que 'on a au final
wy =wy—|J\INJ| =|J|—|J|+|JNJ| =|JNJ|. Comme (p''o;) R0, kg
engendre (p’'lo ;1) @0, kg dans 09, (x*) ®o,, kg, par (11) appliqué a (K -pl’/"lo ;)
pour J' & J, J' 2 J on obtient [J' N J| + nyy = |J'] soit nyp = |J|—|J NJ|.
Ceci acheve la preuve. m
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Remarque 2.5. — La preuve du théoreme 2.4 fournit en particulier :
Ug(XS) = @ p“m‘]/'UJ'
J' Py

ot 09%(x*) est l'unique réseau stable de o(x*) tel que sock(c5(x*) Qo, kr) =~

05 Qop kE-

Soit Qp ¥ {val(z),» € EX} C Q. On note V,, I'ensemble des uplets (v;)jep,
vérifiant les conditions :

(1) UJEQEetv@:()

(ii) si J C J',alors 0 < vy —vy < [J\J]|.
On a toujours 0 < v; < |J|. A tout uplet v = (v;); de V,, on associe le O g-réseau

de o(x*) suivant :
S déf v
a0 (X°) = @ prog
JEPy

oup”oy © o s pour un quelconque élément x de E* de valuation v;. Si J € P,
par la remarque 2.5 on a en particulier U?\ Jn J’\)J/(XS) = 0%(x*). Par exemple
0

a0y, (X)) = 05 (x*) = 0°(x°) et afj;, (x*) = 03(x*) = o' (x*) = qa~ ' (0°(X))-
Remarque 2.6. — En utilisant la remarque 2.5, on peut vérifier que %(x*)
admet la description alternative o0(y*) = N, ;" (p”J inj; ) avec inj; et 1y comme
dans l'introduction.

0

Corollaire 2.7. — (i) Pour toutv € V,, les Og-réseaux o,

K dans o(x*).
(ii) Tout Op-réseau de o(x*®) stable par K est homothétique a o
un seul v € V.

(x®) sont stables par

0
v

(x*) pour un et

Démonstration. — (i) Par (8), on a :
<K . pv']O'J> _ @ pvJ_U‘],HJ,I_lJmJ/‘pvJ/UJ/
TPy

et il suffit donc de montrer v; — vy + |J'| — |J N J'| > 0. Puisque JNJ' C J, on
a par le (i) du lemme 2.1 et la condition (ii) sur les vy :
viny < vy < vgag [\ N T
et des inégalités similaires en échangeant J et J'. On en déduit :
INJ| =T <vy—vy <|J|—=|JNJ|

d’ou en particulier 'inégalité recherchée. Passons a (ii). Soit R C o(x®) un réseau
stable. Par la proposition 2.3, on a R = @ cp, p*/o; pour des v; € Qg et,
a homothétie pres, on peut supposer vy = 0. Puisque R est stable par K, on
doit avoir (K - p*7o;) C @ yep p’ oy pour tout J € Py. Par le théoreme 2.4,
on obtient vy + |J'| — |J N J'| > vy. En échangeant J et J’, on a de méme



SUR UN PROBLEME DE COMPATIBILITE LOCAL-GLOBAL MODULO p 15

vy + |J| = |J N J| > vy;. Maintenant supposons J C J ie. JNJ = J. La
premiere inégalité donne vy — vy < [J'\J| et la deuxieme 0 < vy — v,. O

3. Réseaux de la théorie globale et réseaux de Dieudonné

On définit certains réseaux sur o(x*) (§2) appelés réseaux de Dieudonné et
on conjecture que les réseaux induits par les espaces de formes quaternioniques
entieres sont des réseaux de Dieudonné donnés par la théorie de Hodge p-adique
entiere.

On conserve les notations du §2. On rappelle que tout Og-réseau stable de

o(x*®) est homothétique & o2(x*) pour un unique v € V, (corollaire 2.7).

Définition 3.1. — On dit qu'un Og-réseau stable o2(x*) de o(x*) est un réseau
de Dieudonné siv = (vy), est tel que vy = vy+vy —vjap pour tous J, J € P,.

Par exemple, les réseaux stables 04 (x*) de la remarque 2.5 sont tous des réseaux
de Dieudonné puisquon a vy = [JNJ'| =375 [JN{j} = > ;e viy- On peut
facilement fabriquer des réseaux de Dieudonné comme suit : soit f rationnels

(vo, -+ ,vp_1) dans Qg tels que 0 < v; < 1 et posons v, o > ey Vi pour J € Py,
alors o0(x*) pour v = (vy); est un réseau de Dieudonné. Si {j} € P, pour
tout j € {0,---,f — 1}, se donner un réseau de Dieudonné dans o(x*) est en

fait équivalent a se donner les f rationnels v; « vgj) (qui sont bien tels que
0 S Uj S 1)

De tels uplets (vg, - - - ,vy_1) s’obtiennent naturellement a partir de modules de
Dieudonné avec donnée de descente, comme on ’explique maintenant.

Défination 3.2. — On appelle Og-module de Dieudonné un Op @z, Op-module
libre de rang fini M muni d’un endomorphisme injectif ¢ : M — M tel que :

(i) sia €O, be O, me M, p((a®b)m) = (¢(a) @ b)p(m)

(1) pM C (M)

Les Og-modules de Dieudonné forment une catégorie additive en un sens
évident. Le résultat principal sur ces structures, bien connu et dii a Dieudonné,
est que la catégorie des groupes p-divisibles GG sur k7 munis d’une injection de
Z,-algebres O — Endy, (G) est anti-équivalente a la catégorie des O g-modules
de Dieudonné.

On a un isomorphisme :
01 ®z, Op = Op X -+ x Og, a @b ((a)b,e(p~"(a)b, -, (¢ (a))b)
(rappelons que ¢ : L — E a été fixé au §2) qui permet d’écrire tout Op-

module de Dieudonné M sous la forme M = M® x M! x --- x M1 on M &
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(0,---,1,--- ,0)M avec 1 en position j. L’injection ¢ envoie alors M7 dans M7™!
(avec la convention usuelle « (f —1) +1 =0 »). De plus la condition (ii) de la
définition 3.2 est équivalente & pM?™! C ¢(M?) pour tout j.

Supposons M muni d’une action Oy, ®z, O p-linéaire de Gal(L[*' /=p]/L) qui
commute & ¢ (une telle action est parfois appelée donnée de descente). Cela re-
vient, pour chaque j, & munir M7 d’une action O p-linéaire de Gal(L[ *' y/=p|/L),
ces actions commutant & . Puisque, par (4), ce groupe de Galois est de car-
dinal premier & p, toute action de Gal(L[*'</—p]/L) sur un Op-module libre
de rang fini est une somme de caracteres. En particulier, pour chaque j,
Gal(L[*</=p]/L) agit sur M7 par une somme de caractéres qui ne dépendent
pas de j (car on peut passer de M7 & M7+ par ).

Définition 3.3. — On appelle Og-module de Dieudonné de type x =n &1 (x
comme au §2) tout O g-module de Dieudonné qui est libre de rang 2 sur O, ®z,0p
muni d'une action Oy, ®z, O-linéaire de Gal(L[ *'/=p|/L) commutant a ¢ et
telle que, sur un (ou de manicre équivalente tout) M7, laction est donnée par
noxr®n ox.

Soit M un Opz-module de Dieudonné de type x. On peut écrire M7 = O Ee% &)
Oge], pour tout j ol 'action de Gal(L] ' =p|/L) sur e] (resp. ei],') se fait par
le caractere n o s (resp. 7' o 5¢;). Comme n # 7/, les vecteurs ej et e, sont
uniquement déterminés a multiplication pres par un élément de O. L’action
de Gal(L[»'/=p]/L) commutant avec ¢, on a donc p(el) = x;el™ pour j €
{0,---, f—=1} ou z; € Op est tel que val(z;) est bien défini. De plus la condition
pMI*t C (M) implique pOge)™ C Opxjel™. On voit donc que 'on a 0 <
val(z;) <1 pour tout j. On associe & M le uplet de rationnels :

déf
(12) (v;); = (val(z;));.
Par le début de ce paragraphe, on peut associer au uplet (v;); un réseau de
Dieudonné sur o(x*) que l'on note 0’2()(8). En remplagant n par 7', on obtient de

méme un réseau de Dieudonné o)) () sur o(x).

Lemme 3.4. — Soit M un Og-module de Dieudonné de type x. Supposons
2 2
@(/\oL@ZpoE M) = p/\OL®poE M, alors on a :

s =1,
a(od (")) = p==0 ol (x)

ot « est Uentrelacement du lemme 2.2.

Démonstration. — Avec les notations précédentes, soit z’; € Op tel que gp(ef%) =

i1 déf o . . Lo X
x;-ei;r et v; = val(z}). La condition de I’énoncé est équivalente a ;2.0 = pOp

i.e. v;+v} = 1 pour tout j. Comme 0;Q0, E = o~ (0g,®0, E) et ga~(0°(x)) =
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g (B ep,08.y) = @JeyXpU'aJ (voir preuve du théoreme 2.4), on a :

o (o) = @ p st

JEPy
— @ ijg(](v,;-—l)UJ
JEPy
— @ p—ngJUJUJ
JEPy
= pfzf;ol vy @ ijerng
JEPy
d'oit p=5=0 "0~ (05 (X)) = o9(x°). a
Remarque 3.5. — Les z; et x; ne sont définis qu’a multiplication pres par un

élément de O mais les produits I1;z; et IT;2; eux sont bien définis car il s’agit
des valeurs propres de ¢/ sur M.

On fixe maintenant F' un corps totalement réel extension finie de Q et Op son
anneau d’entiers. Si v est une place finie quelconque de F', on note F,, le complété
local en v, @, une uniformisante de O, et ¢, = p/* le cardinal du corps résiduel

kp,.

v

Soit D un corps de quaternions de centre F' ramifié aux places infinies. On
note 3 'ensemble (fini) des places finies ot D est ramifié. On fixe Op un ordre
maximal de D et pour chaque place v ¢ ¥ un isomorphisme de O, -algebres
Op RKop OFD ~ MQ(OFU).

Soit A une Z,-algebre, ¢ : F' “\(Af)* — A* un caractére localement constant
et U C (D ®p AL)* un sous-groupe ouvert compact tel que Ylpa@iyx = 1. On
F
note S)(U, A) le A-module des fonctions :
f i D\(D @p Ap)JU — A
telles que f(zg) = ¢¥(x)f(g) siz € (A?)X, g€ (DRp A?)X. On note :
déf .
SP(A) = lim S (U, A)
U

la limite inductive étant prise sur les sous-groupes ouverts compacts U précédents.
Le A-module S)(A) est naturellement muni d’une action A-linéaire lisse de (D®p

AL par (90)(¢) € £(d9), 9.9 € (D ©p ALY,

La théorie de Jacquet-Langlands dit que Sf (Q,) est une représentation semi-

simple de (D ®p A{?)X sur Q,, somme directe de caracteres et de représentations
irréductibles de dimension infinie 7 = ®/ 7, apparaissant avec multiplicité 1 ou
v parcourt les places finies de F' et ol m, est une représentation lisse admissible
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irréductible de (D®p F,)* sur @p de caractere central ¢, (®' est le produit tenso-
riel restreint et ¢ =[], ¢,). En particulier 7, est une représentation irréductible
de GL3(F,) de dimension infinie si v ¢ ¥ et est une représentation irréductible
de (D ®p F,)* de dimension finie si v € 3.

Soit m = ®!,m, une composante irréductible de dimension infinie de Sg (Q,) et

choisissons une extension finie suffisamment grosse £ de Q, telle que 7 se réalise

dans SJ(E). Si v ¢ ¥ est une place finie premiere a p ot o2 (0m) # 0, on note

a, € Of la valeur propre de l'opérateur de Hecke GLy(Op,) (wy (1)> GL2(OF,)

0
agissant sur 7o >°"). Par les travaux de divers mathématiciens (voir [31]), il

existe une unique représentation continue absolument irréductible :
p:Gal(Q/F) — GLy(FE)

telle que det(p) = e, p est non-ramifiée aux places v comme ci-dessus et, si v est
une telle place et Fr, un Frobenius arithmétique en v, trace(p(Fr,)) = ¢, (w,) 'a,
(et det(p(Fr,)) = v¥,(w,) " q,). De maniere équivalente, on a trace(p(Fr,')) =
q; ta, et det(p(Fr; 1)) = ¢, ', (w,), ou encore, en notant p¥(1) le dual de Cartier
de p, det(p¥(1)) = e et trace(p¥(1)(Fr,)) = a,. On note p, la restriction de
p & un sous-groupe de décomposition en une place finie v. On suppose dans la
suite que p est absolument irréductible modulo p, ce qui assure que p possede un
unique O pg-réseau stable par Galois (& homothétie pres).

Le sous-Op-module S7(0g) de S})(E) est stable par (D ®p AL)*. Puisque
D*\(D ®p AL)*/U est un ensemble fini, le Opg-module SP(U,0p) est un
Op-réseau dans S;)(U, E) et SJ(Op) est donc un sous-Op-module générateur
de S{Z (E). Puisque Sf (Og) est inclus dans le Op-module des fonctions sur
D*\(D ®p AL)* & valeurs dans O, il ne contient pas de E-droite. On voit
donc que S)(Op) est un Op-réseau stable de S;’(FE). En particulier, chaque
représentation m = ®/ 7, est munie d'un O pg-réseau invariant 0 induit.

Supposons maintenant que D est non-ramifié en une place v divisant p. Fixons
un plongement GLy(F),)-équivariant &, : m, — 7 et notons 7y, le Op-réseau
stable de 7, induit par 7°. Une des questions fondamentales du programme de
Langlands p-adique (dans ce contexte restreint du moins) est de comprendre le
complété :

(1&1 Wg,g,, ®OE OE/pn) ®OE E

avec son action induite de GLy(F),) (qui, en fait, ne dépend pas du choix de &,),
tout en le reliant si possible a la théorie de Hodge p-adique de la représentation
galoisienne p. La réponse n’est connue pour l'instant que lorsque F, = Q, ([14],
[15]) et ne permet pas une généralisation a F, # Q,. Notre objectif ici est bien
plus modeste. Supposons ¢, > 2 et notons :

(13) o, C T,
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le GLy(Op,)-type alors défini dans ’appendice de [5]. C’est une représentation
lisse irréductible de dimension finie de GL2(Op,) sur E qui apparait avec multipli-
cité 1 dans 7, et qui en général a beaucoup de facteurs de Jordan-Holder modulo

p et donc en général possede beaucoup de classes d’homothéties de Opg-réseaux
stables par GL2(OF,).

Question 3.6. — Quel est le Op-réseau o)) induit par 70, (ou par SJ(O)
via le plongement &,) sur o, ?

Supposons F' non-ramifié en v. On va s’intéresser a cette question dans le cas
le plus simple : celui ou 7, est une série principale modérément ramifiée. Il s’agit
donc, a torsion pres par un caractere modérément ramifié de F)*, soit d'une série
principale non-ramifiée, soit de la représentation de Steinberg, soit d’une série

principale modérément ramifiée qui n’est pas non-ramifiée.

(i) Si c’est une série principale non-ramifiée (a torsion pres), le type o, dans
m, en (13) a dimension 1, et admet donc a homothétie prés un unique O g-réseau
(stable) que I'on note 0%(p,) (cette notation prend plus de sens ci-dessous).

(ii) Si c’est la représentation de Steinberg (& torsion pres), alors o, en (13)
est (a torsion pres) 'inflation de GLo(kp,) & GLy(OF,) de la représentation de
Steinberg de GLy(kF,), qui est absolument irréductible modulo p. Il n’y a donc
qu'un seul O g-réseau stable a homothétie pres sur o, que 'on note encore a2(p, ).

(iii) Si c’est une série principale modérément ramifiée qui n’est pas non-ramifiée
(a torsion pres), alors o, en (13) est isomorphe a o(x?) pour un caractere modéré-
ment ramifié y, = 7, ® 1, avec 1, # 71, comme au §2. On a n,n, = 1/),,|lem .
Par ailleurs, on sait par la compatibilité local-global de [23] que la restriction &
Gal(Q,/F,) de I'unique O g-réseau galoisien sur le dual de Cartier p¥(1) de p est le
module de Tate d'un groupe p-divisible sur 'anneau des entiers de F,[ #=/—p] et
que le module de Dieudonné contravariant M, de la fibre spéciale de ce groupe p-
divisible est un O g-module de Dieudonné de type x, . De plus I'égalité det(p) = e
entraine facilement ¢( /\%FU ©2, 05 M, =p /\éFV 82,08 M,,. Par le lemme 3.4 et ce
qui le précede, on peut donc associer a M, un Og-réseau de Dieudonné sur o,
que 'on note 0(p, ), bien défini & homothétie pres, a savoir le réseau :

(14) oy, (3) = B (Wyesm5)0,

TEPy
(avec les notations du §2) ot ¢(ef, ) = xjes et action de Gal(F, [ »~/=pl/F,)
sur e} se fait par 7, (composé avec I'isomorphisme (4) pour L = F),). La notation
0%(p,) devient ainsi claire puisque ce réseau est défini & partir du réseau sur la
représentation p-adique p,,.

Congecture 3.7. — Soit ™ une composante irréductible de Sf(E) de dimension
infinie telle que p est absolument irréductible modulo p. Soit v une place divisant
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p ou D et F' sont non-ramifiés et ou q, > 2. Si m, est une série principale
modérément ramifiée, alors les Og-réseaur o° ¢, sur o, sont tous homothétiques

ad(py).

La signification de la conjecture est qu’aux places v|p ou 7, est modérément
ramifiée, alors le réseau sur le type o, induit par la cohomologie entiere, c’est-a-
dire par la théorie globale, est déterminé par le réseau induit sur la représentation
galoisienne p-adique p,. En particulier, il ne devrait dépendre ni de D ni de &,.
En fait, comme on vient de le voir, la conjecture est non-triviale seulement si m,
est une série principale modérément ramifiée qui n’est pas non-ramifiée a torsion
pres. Seul un « petit morceau » de la représentation p-adique p, est alors utilisé
pour décrire le réseau conjectural induit, mais il serait déja impossible, pour
F, # Q,, de reconstituer ce réseau sur o, a partir seulement de la représentation
de Weil-Deligne associée a p,. En ce sens la conjecture 3.7 s’inscrit donc vraiment
dans le « programme de Langlands p-adique ».

Remarque 3.8. — On pourrait facilement formuler la conjecture 3.7 sans 1'hy-
pothese F,, non-ramifié puisque, coté GLsg, tout se passe sur le groupe GLy(kp,)
et, coté Galois, la filtration de Hodge n’intervient pas.

Proposition 3.9. — La conjecture 3.7 est vraie si F = Q.

Démonstration. — On suppose que 7, est une série principale modérément ra-
mifiée qui n’est pas non-ramifiée a torsion pres sinon il n’y a rien a montrer.
Dans ce cas le module de Dieudonné contravariant M, ci-dessus est donné par
M, = Oge,, ® Oge, avec ¢(e,,) = we,, et p(ey) = 2'e,y pour x,2" € Op tels
que val(x) +val(z’) = 1. On a par ailleurs en utilisant [23] et avec les conventions
qui précedent :

. 1GL2(Qp) ~ GL2(Qp) ~
mp = indp @ Ayl | @ 7 = indp g B[ © 7,
(induites paraboliques lisses non-tordues) ou | - | est le caractere o — p= vl

. . (0 1\
olzy = Mo Mol = 1y Tp(p) = =, 7p(p) = 2'. La matrice (p 0) préserve

le réseau 7° g, bour tout plongement ¢, et aussi le sous-espace 7@{1 = azf)l =
ind’ 1, @ 1, donc induit un automorphisme de (o), 6, )11, Soit ¢, fy € indX 1, @ 1p
comme au §2, un calcul facile dans ind B%& ?F 7| | @7, donne :

( ) . /v](gp) fo ou encore (2 é) fo=1,(p)p = z¢

ce qui entraine 0275 ~ gy @ xog (voir §2) qui est par définition le réseau 02 (pp)

(cf. (14)). O

D’autres cas non-triviaux de la conjecture 3.7 seront démontrés au §9 (théoreme
9.3).
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4. Poids de Diamond et types modérés

Pour une représentation de dimension 2 générique fixée de Gal(Q, /L) sur kg,
on détermine le nombre et la position des poids de Diamond associés dans la
représentation o(x*) = 0°(x*) o, kr (§2).

On conserve les notations du §2 et on dit qu'un caractere x : I — OF est
modéré §'il s’agit d’un caractere comme en (5). On suppose que kg contient une

extension quadratique de kz. On note Wy le caractere composé k] H, 0F < 0%
ol wy la réduction de wy; dans kj. On note encore Wy et wy les caracteres de
Gal(Q,/L) ou de Gal(Q,/L"™) obtenus en composant Uy et w; avec le caracteére
s en (4). Enfin, on note wyy : Gal(Q,/L™) — kj un caractére tel que wg}fl = wy.

On définit une application bijective ¢ de 'ensemble des parties J de {0, - -, f—
1} dans lui-méme en posant j € §(J) si et seulement si j + 1 € J (autrement dit
d(J) est le translaté d’un cran a gauche de J). On appelle poids une représentation
irréductible de GLy(Op), ou de GLy(kz), sur kg. Si o est un poids, alors o/t est
de dimension 1 et on note [07] le représentant multiplicatif du caractére donnant
I’action de I sur ol1.

Si sg,---,Sp—1 sont f entiers dans {0,---,p — 1}, on note (sg,---,s7-1) le
poids :

(Sym® k3) @y (SYm® K2)? @p -+ D (Sym—1 k)7
o’ j
& qr

ou par définition (Z z) agit sur (Sym® k%) via <

(,Uf.

) puis le plongement

On fixe p : Gal(Q,/L) — GLy(kg) une représentation continue générique (voir
[6, Def.11.7]), c’est-a-dire une représentation de la forme (i) ou (ii) ci-dessous :

o wZ]f-:—ol(TjH)pj .
() Plaaym = | “f . @ favec D <y < p-3et (1)) ¢

{(07 70)7(1)_37"' 7p_3)}

I3 (rj+1)p?
wgf;,m )p 0

a 20 (r+1)p

12

(i) Plca,/zm 0 ®60avec 1 < rg < p-—

2et0<r; <p—-3,7>0

pour un caractere 6 de D'inertie qui s’étend & Gal(Q,/L). Si p =2 il n’y a pas de
représentations génériques, et si p = 3 il n’y a pas de représentations génériques
réductibles. La présence de I’hypothese de généricité dans un énoncé suppose donc
implicitement p > 2. A une telle représentation générique p est associé dans [7] un
ensemble D(p) de poids dits poids de Diamond (voir [6, §11] pour la description
que l'on utilisera).
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Soit (xo,- -+ ,xs_1) f variables (formelles) et X = (Ao(xo),- -+, Ap—1(xf_1)) ol
Ai(x;) € Z=+ ;. On convient que x5 = g et Af(zf) = Ao(xo) dans ce qui suit. On
pose :

a 1 i .
e(\) 5( P s — )\i(xi))) siA_1(z71) € Z+ 25y
i=0
.1 f-1
e(N) < §<pf -1+ Zp’(xl — )\Z(asz))> sinon.
i=0

On note PRD(zp, - -+ ,z¢_1) I'ensemble des X tels que :

(i) Ni(z) e {xges+ L,y +2,p—3—x;,p—2—x4,p— 1 —2;}

(i) si Ai(z;) € {xy, x+1,2;+2} alors i1 (zi41) € {Tiv1, Tiv1+2,p—2— 211}

(iii) st N(x;)) € {p—1—2xy,p — 2 — xy,p — 3 — x;} alors N\jp1(z41) €
—1—2ip1,p—3 — i1, Tip1 + 1},

On note PID(zg,- - ,zy_1) I'ensemble des X tels que :

(i) sit #0, N(x;) € {zg, i+ 1,2, +2,p—3 —x5,p— 2 —x;,p— 1 — x;} (resp.
Mo(zo) € {xo,x0— L,xz0+1,p—2—20,p— 1 — 29, p — 20})

(i) sii # 0,1 < f—1cet \(z;) € {miymi + 1,2, +2} (resp. 0 < f —1 et
/\0(1’0) S {J]O - 1, Lo, To + ].}) alors AZ‘+1(ZE2‘+1) S {J]i+1,$i+1 + 2,p —2— C(]Z‘+1}

(i) sii #0,i < f—1et Nj(a;)) e{p—1—24,p—2—ax;,p— 3 —x;} (resp.
0< f—1et Ag(xg) €{p—2—1z0,p—1—1g,p— x0}) alors \ip1(zi41) €
P-3—zip1,p—1 -1, 2501 + 1}

(iv) si Apoi(zpor) €{p—1—2p1,p—2 =24 1,p— 3 — 41}, alors A\o(z0) €
{p—1—wz0,00 — 1,20+ 1}

(v) st Api(xpo1) € {xpor, w51 + 1,xp1 + 2}, alors Ag(zg) € {zo,p — 2 —
To,p — To}-

Autrement dit, PID(xg, -+ ,x_1) est défini comme PRD(zg,--- ,zs_1) mais
ou le terme A\g(xg) a un comportement différent. Ces définitions tres combinatoires
vont trouver leur raison d’étre dans la proposition 4.1 ci-dessous.

Si p est comme en (i), soit D(zo,- - ,z¢_1) I'ensemble de uplets A associé a p
défini dans 'appendice A. On pose :

(15) LS {i|INED(wy, - ,x_1) avec \i(x;) € {p— 3 — my, 2 + 1)}

et on note PD(zp, - ,z5-1) C PRD(xg,-- ,x5_1) le sous-ensemble des A tels
que \;(z;) € {p—3—=;,x; +2} implique ¢ € J5. On a p scindée si et seulement si
J5z={0,---, f — 1} si et seulement si PD(zg, - ,25-1) = PRD(zo, -+ ,24_1).

Si p est comme en (i), on pose :

?(ﬁ) = {()\0(7’0), e ,)\f,l(rf,l)) & dete()\)(ro,---,rf,l)e’ A € T‘D(.’Eo, e ,.ﬁEf,l)}
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et si p est comme en (ii) on pose :
P(P) = {(o(ro),- -+, Ap-r(ryo1)) ® det" M09 X € PID(g, -+, wp1)}-

On peut vérifier que deux A distincts donnent toujours deux éléments distincts de
P(p), on a donc une bijection entre PD(xg, - ,z5_1) (resp. PID(xg, -+ ,x5-1))
et P(p).

Proposition 4.1. — L’ensemble des caractéres modérés x : I — OF tels que
a(x?®) contient en sous-quotient un poids de D(p) est exactement l’ensemble des
caractéres [o11] pour o € P(p).

Démonstration. — Notons que dans les deux ensembles, les caracteres y sont tels

que x # x°. On peut donc dans les deux cas remplacer x par 'unique o tel que

X = [¢]. Vu la structure des constituants de a(x*) ([6, §2]), il suffit de montrer

que si I'on applique des séquences arbitraires p—2—-,p—1—-,--- ,p—1—-,-+1 aux

uplets de RD(zo, -+ ,z5-1), de ID(zg, -+ ,z4_1) oude D(xg, - ,xf_1) qui per-

mettent de définir D(p) suivant que p est scindée, irréductible ou réductible non-
)7

scindée (voir [6, §11]), on trouve exactement les uplets de PRD(xg, -+ ,z¢_1) ou
de PID(xo, -+ ,x5-1) ou de PD(xzg,--- ,zy_1). C'est un petit calcul élémentaire
puisque les uplets de RD(zg, -+ ,x5_1) ou de D(xg,--- ,x_1) sont des succes-
sions de séquences p —2 — xj,p — 3 — Tjq1, ., D — 3 — Tjyi—1,Tj+ + 1 et idem
pour les uplets de ID(xy, -+ ,zy_1) en remplacant p — 3 — xo par p — 1 — zg et
zo+ 1 par zg — 1. ]

Si x, P, sont comme au §2, on rappelle que o°(x*) = ®Je?x oy et que les
facteurs de Jordan-Hélder de o(x®) sont en bijection avec les éléments de P,. On
note @ le facteur de Jordan-Holder correspondant a J € P,. La notation vient

du fait que 7 ; s’identifie a I'image de 05 ®¢, kg dans un quotient convenable de
(x®) (voir §2 et [6, Lem.2.7]).

Proposition 4.2. — Soit x : I — O un caractére modéré tel que x* # x et
soit p : Gal(Q,/L) — GLy(kg) une représentation continue générique. Si o(x*)
contient au moins un poids de D(p) comme sous-quotient, alors il existe un unique
couple (J™0, Jmax) € P x P, (dépendant de x et p) vérifiant J™™ C J™*= te]
que les facteurs de Jordan-Hélder de a(x®) qui sont des poids de Diamond pour
P sont exactement les o5 pour J™ C J C Jmax (et tous ces J sont dans fPX).
De plus |J™*\ J™"| est un entier pair si p est réductible scindée, impair si p est
irréductible et on a J™¥\J™™ C §(J5) si p est réductible non-scindée.

Démonstration. — Supposons d’abord § = 1. Par la proposition 4.1, on a y =
(0] pour un unique o € P(p) correspondant & un unique A € PD(xg, -+, x5 1)
ou PID(zg,--- ,xy_1) suivant p réductible ou irréductible (en fait on a o =
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(€y.0,7 " 5 Cy.f—1) @ T (det) avec les notations du §2). Si p est réductible on pose :
min  déf :
J = ({5 ] Aj(ay) € {p— 1 —j,2; + 2} ou A
(16) f (Nj(zj) =zj+1etj¢ )}
dé

Jra = 5({G | N(xy) ¢ {p—3— 25} et
j € JgsiNj(x;) =p—2—a;})
et si p est irréductible :

Jmin & 6({j|j#0et Xj(z;) € {p—1—zj,2;+2} ou

(17) / j=0et A(z0) € {p — o, w0+ 1}})
T L5 ({5 ] #0 et \(w;) & {p— 3 — 27,2} ou
J=0et A\(zo) & {p—2— 20,70 — 1}})

Il est évident sur leur définition que I'on a toujours J™n C Jmax gt Jmax\ jmin C
d(J5) si p est réductible. Supposons p réductible. Si \;(z;) € {z;,z; + 1,p —
3—xzj,p—2—ux;} alors ¢, ; = \j(rj) # p— 1 car p est générique. De méme si
Ni(z;) € {zj+1,2;4+2,p—2—x;,p—1—x;} alors ¢, ; = A\j(r;) # 0. Cela entraine
facilement que tout J C 8 tel que J™® C J C J™3 est dans Py. Montrons que,
si J & Jm= alors 7; ¢ D(p). Soit j — 1 € J\J™. Comme j — 1 ¢ J™ on a
soit \j(z;) € {p—3—x;,x;} soit \j(z;) =p—2—=z;et j ¢ J; Comme j—1€ J,
on a soit p — 1 — \;j(r;) soit A\;(r;) —1 qui apparait dans le poids 7 (cela découle
de la structure des constituants de a(x*)). Si \j(z;) € {p —3 — z;,x;}, on voit
que ni p — 1 — A;(r;) ni Aj(r;) — 1 ne peuvent étre dans un poids de D(p) (sauf
peut-étre si r; € { ’%1, ’%3, ’%5} mais une analyse plus poussée montre que cela
ne peut quand meéme conduire a 5; € D(p)). Si A\j(z;) =p — 2 — x;, on voit que
p—1—X;(r;) =rj+1let \j(r;)—1 = p—3—r;, et aucun des deux ne peut étre dans
un poids de D(p) puisque j ¢ J; (la valeur particuliere r; = 7%3 ne pouvant de
méme conduire & un poids de D(p)). Montrons que, si J C J™" alors 7; ¢ D(p).
Soit j—1 € J™r, j—1¢ J. Comme j—1 € J™" ona\(z;) € {p—1—xj,x;+2}
ou\j(z;) =x;+1etj¢ J; Comme j—1¢ J,onasoit p—2—\;(r;) soit \;(r;)
qui apparait dans le poids ;. Dans tous les cas, on voit comme précédemment
qu’il ne peut s’agir d'un poids de D(p). Donc, si 7(x*) possede au moins un poids
@7 qui est dans D(p), on doit avoir J™" C J C J™3 On laisse au lecteur le soin
de vérifier qu’alors tout J entre J™" et J™™ vérifie 7; € D(p). Enfin, si p est
scindée, on a :

[ ENT™ ] = (8\{j | Aj()) € {p — 3 — @y, 25,0 — 1 — wj, 25 + 2}}]

cest-a-dire [Jm\ J20| = {5 | \j(z;) = p— 2 —x; ou \j(z;) = z; + 1}| qui est
pair car il y a par définition autant de p — 2 — x; que de z; + 1 dans un uplet
de PRD(xg, -+ ,xs-1). Ceci acheve la preuve dans le cas p réductible et § = 1.
La preuve pour p irréductible et § = 1 est analogue et laissée au lecteur. Enfin,
si 0 # 1, il suffit de tordre la preuve précédente par 6. n

L’énoncé 4.2 était déja connu de Diamond (dans le cas p semi-simple au moins).
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Proposition 4.3. — Soit p: Gal(Q,/L) — GLy(kg) une représentation conti-
nue géenérique.

(i) Supposons p scindée (resp. irréductible). Alors pour chaque couple (J™®, Jmax)
de parties de § telles que J™™ C Jmax et | Jmax\ Jmin| est pair (resp. |J™2\ J™0|
est impair), il eziste exactement deux caractéres modérés distincts x : I — OF
tels que les constituants de a(x®) qui sont dans D(p) sont exactement les Ty pour
Jmin g J g Jmax.

(11) Supposons p réductible non-scindée. Alors pour chaque couple (J™®, Jmax)
de parties de § telles que J™™ C Jmax et Jmax\ Join C §(.J;), il existe un unique
caractére modéré x : I — OF tels que les constituants de G(x*) qui sont dans
D(p) sont exactement les &5 pour J™» C J C Jmax,

Démonstration. — On ne donne la preuve que pour p réductible, laissant le cas
p irréductible au lecteur.

(i) Supposons p scindée. Fixons J™ C J™* et reprenons les notations de la
preuve de la proposition 4.2. Si J™" = J®= il y a deux A € PRD(zq, -+ ,25_1)
distincts vérifiant (16) : Tun ot \j(z;) = p— 1 —x; si j € 6 H(J™P) et
Aj(5) =p—3—a;sij¢ o (J™), Vautre oit \j(w;) = x;+2sij € 671 (™) et
Nj(x;) = ;817 ¢ 6~ 1(J™™). Supposons J™® C J™a* [ensemble ¢! (Jmax\ Jmin)
correspond aux indices out A\j(x;) € {p —2 —x;,z; + 1} (voir preuve de la propo-
sition 4.2). Comme les p — 2 — x; et les x; + 1 se suivent alternativement dans
A, on voit qu’il y a exactement deux fagons de les distribuer de la sorte sur les
indices de §—1(J™*\ J™") (on utilise ici que |J™#*\ J™"| est pair). Les p— 1 — z;
se distribuent alors uniquement sur les indices de §~!(J™") de telle sorte qu’ils
soient entre un p — 2 — x;, et un x;, + 1, ji < jo, et les x; + 2 sur les indices de
d-1(J™m) de telle sorte qu'ils soient entre un z;, +1 et un p — 2 — z;,, j1 < Jo.
Puis on « finit de remplir » en distribuant sur les indices restants les p — 3 — z;
de telle sorte qu’ils soient entre un p — 2 — x;, et un x;, + 1, 71 < jo, et les x; de
telle sorte qu'’ils soient entre un x;, +1 et un p—2—x;,, j1 < j2. Au final, on voit
qu'il y a donc deux A € PRD(zg,--- ,xy_1) distincts vérifiant (16). Ces deux A
correspondent & deux poids distincts o € P(p) tels que x = [0]"* est comme dans
la proposition 4.2.

(i) Supposons 7 réductible non-scindée et fixons J™n C  J™3X tels que
Jmax\ jmin- - §(.J5). La combinatoire qui suit étant laborieuse, on va seule-
ment donner la formule de I'unique A € PD(xg,- - ,z;_1) associé au couple
(Jmin | Jmax) - (je. vérifiant (16)) et laisser les détails (trés combinatoires mais
sans vraie difficulté) de la preuve de son unicité au lecteur motivé. Supposons
d’abord J™in = Jjmax QOn éerit :

5™ Uy = 11,

ou Js est de la forme {js,js + 1,- -+, js + s} avec ou bien J; ={0,--- , f — 1} =
61 (J™n)UJ5, ou bien js—1 € Jg et js+1s+1 ¢ J; (notons qu’on raisonne comme
d’habitude modulo f dans {0,---,f —1}). Si J; C J5 on pose \;(z;) = x; si
JE Jsy j g a T et N\j(z;) =25 +2sij € J,NaH(J™m™). SiJy € Jp, soit
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j° l'unique entier de J; \ J; tel que j € J; et j > j° implique j € J;. On pose
Njo(xj0) = 0 + 1 puis :

N(zj)) = p—1—z; si j<j° et jeJnsl(Jmn)
Ni(z;) = p—3—xz; si j<j% et jeJ\ot(Jmn)
Ni(z) = x;+2 sioj>7% et jeJ N HJmm)

N(z;) = T st j>7" et jeJg\oH(Jmm).

Enfin, si j ¢ 671 (J™")U.J;, on pose A\j(z;) =p—2—x;si j+1 € Jgavec J; € J;
et \;(x;) = x; pour tous les autre j ¢ 51 (J™") U J,.

Supposons maintenant J™* C J™. Soit (AP (x;)); le uplet précédent associé
A (Jmin jmin) et J+ « §L(Jmax\ Jmin) Notons que j € J* implique j € J; et
)\gni“(xj) € {p—3—=x;,2;}. On décompose § ' (J™")U.J,; = II,J; comme ci-dessus.
Supposons J; C Jp. Si J,NJT = {ig < iy < -+ <y}, on pose Ny, (Ti,,,) =
Liy (s + 1, Ait(s)71<xit(s)fl) =p—2 _.xit(s)—ﬂ Ait(s)72 (xit(s)72) = Liysy_a + 1, ete. Si
J € Jo\ J*, on pose Aj(x;) = A"(z;) si le plus petit i, € J, N JT tel que
J < iy vérifie N, (4,) = p — 2 — x4, et Nj(z;) = NP™(p — 3 — ;) sinon. Enfin,
si |J; N JT| est impair et j +1 € Jg, j ¢ Js, on pose \j(x;) = p — 2 — x;.
Supposons J; € J5. Soit j° € J; \ J; I'unique entier tel que N§™(zj0) = 250 + 1.
Sij € Js, j > j° on définit \j(z;) exactement comme dans le cas J; C J; (en
ne considérant que les entiers de J; strictement plus grands que j°). On pose
Ajo(wj0) = N (j0) = jo + 1 si le plus petit i € J, N J* tel que j° < i vérifie
Ni(z;)) =p—2—ux; et \jo(xj0) = p—1— 20 sinon. On définit alors par récurrence
pour h > 0 une suite décroissante ;" d’entiers dans J, (tous strictement plus
petits que j°) de la fagon suivante : si h est impair, =" est le plus grand entier
de J,N J* tel que j7" < 7" et si h > 0 est pair, j7" est le plus grand entier
de (J,NJT) I (J,\ J5) tel que j" < 57" On pose A\j-n(zj-n) =p — 2 — x-n
si h est impair et \j-n(zj-n) = x;-n + 1 si b > 0 est pair. Si j € J;, j < j°
et 7 & {j7" h > 0}, soit h > 0 le plus grand entier tel que j < ;=" on pose
Aj(x;) = NP (p — 3 — x;) si h est impair et Aj(x;) = AP (x;) si h est pair. Si
j+1leJs, jé¢ Js, onpose \j(z;) =p—2—x; sile plus grand h > 0 tel que
j < j " est pair. Enfin, pour tous les autres j ¢ 6~ '(J™") U .J; pour lesquels
Aj(z;) n'est pas déja deﬁnl on pose \;(z;) = z;. ]

Remarque 4.4. — (i) Tous les J de la proposition 4.3 qui sont entre J™® et
J™M* sont automatiquement dans P,.

(i) Soit p générique semi-simple, (J™®, JmaX) deux parties de § telles que J™" C
J™ et Ao, A1 les deux uplets de PRD(zg, -+ ,x5—1) ou PID(zg, - ,x5_1) as-
sociés & p et (J™n Jm) par le (i) de la proposition 4.3. On vérifie facile-
ment que Uon a A\;(z;) = M_i(p — 3 — ;) si p est scindée et \;(xp,x;) =
M—i(p—1—xo,p — 3 — ;) si p est irréductible (i € {0,1}).

(iii) Les propositions 4.2 et 4.3 permettent une nouvelle preuve (bien que basée
sur les mémes formules) de [6, Prop.14.7] donnant la dimension des invariants
sous I; de la K-représentation Dy(p) de [6, §13]. De maniere équivalente par les
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propriétés de Dy(p), cela revient a calculer le nombre de caractéres modérés y
tels que @(x®) contient au moins un poids de D(p) comme sous-quotient (voir
preuve de [6, Cor.13.6]). Par les propositions ci-dessus, cela revient a compter
les paires (J™n JmaX) convenables (et & multiplier par 2 si p est semi-simple).
Par exemple, si p est réductible non-scindée, |J5| =d et i € {0,--- ,d},ily a (f)
parties JmaX\ Jmn de §(.J;) de cardinal i et 2/~ parties J™" d’un ensemble & f —i
éléments, de sorte que les paires (J™", JM) comme au (ii) de la proposition 4.3
sont au nombre de Y0 ()27~ = 27437 (1)29-1) = 277937 qui est bien la
formule de [6, Prop.14.7].

5. Groupes p-divisible et réseaux de Dieudonné

Lorsque p > 2, on calcule les modules fortement divisibles de tous les groupes
p-divisibles sur I'anneau des entiers de L] P’/ Zpl avec donnée de descente de

type o(x*).

On suppose p > 2 et on conserve les notations des §2, §3 et §4. On suppose
de plus | Homg, (L[ **'7/=p], E)| = [L[ "' /=p] : Q,]. On pose e ' pf —leton
définit .S comme le complété p-adique de 'enveloppe aux puissances divisées de
Oplu] par rapport a l'idéal (u®+p)Og[u] compatibles avec les puissances divisées
sur 1idéal pOg[u). On note Fil'S le complété p-adique de l'idéal engendré par
W pour i > 1 et Fil’S celui de I'idéal engendré par @ pour 7 > p. On
munit S d'un Frobenius Og-linéaire p-adiquement continu ¢ défini par ¢(u') =
uP'. 1l est tel que p(Fil'S) C pS.

On rappelle ([1, 24]) quun groupe p-divisible G sur Op[v/—p] muni d’une
injection de O dans son anneau d’endomorphismes peut se décrire comme un
O g-module fortement divisible :

(M =M% x M/ Fil'M = Fil'M° x - - Fil'M/ 1, )

ott M7 est un S-module libre de rang fini, Fil'M/ C M7 un sous-S-module conte-
nant (Fil'S)M tel que M7 /Fil'M7 est sans p-torsion et o : M — M une applica-
tion semi-linéaire par rapport au Frobenius sur S envoyant M’ dans M?*! (avec
« (f=1)+1=0»), telle que p(Fil'M7) C pMI** et o(Fil'M?) engendre pM/+

. dét
sur S pour tout j. On pose p; = %|F111M.

Définition 5.1. — On appelle O g-module fortement divisible de type x = n®n’
(x comme au §2) tout Og-module fortement divisible tel que chaque M est libre
de rang 2 sur S et est muni d'une action Og-linéaire de Gal(L[/—p]/L) telle
que : o ‘

(i) g(u'm) = (@(g)" "u)'g(m), g € Gal(L[y/=p]/L), m € W

(ii) laction de Gal(L[</—p]/L) préserve Fil' M7 et commute a
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(iii) sur chaque M il existe une S-base sur laquelle l'action de Gal(L[/—p]/L)
est donnée par no »xp @ n' o ;.

Pour plus de détails sur ces modules fortement divisibles avec donnée de des-
cente modérément ramifiée, on renvoie a [18, §3.2] et a [25].

On rappelle que ¢, = Z{:_Ol cipt € {1,--+ ;e — 1} est I'unique entier tel que
n= @;"n’. Comme w§ =1, on a aussi 7' = uNJ;*CXn. On pose :

T
0\

[N
(=)

(18) =D ey

~
Il
o

ou [i — j] i jsii>jet [i — 7] © #4i— jsinon (donc ¢ =¢y).

Proposition 5.2. — Soit M un Og-module fortement divisible de type x tel

que gp(/\z M) engendre p/\é M sur S pour tout j et motons S © S/FilPs
—~1 . é X . . . . . . .

et Fil MW ¥ Fil'Mi/(FilPS)MI. Il emiste (e,e),) € M x M pour tout

j€{0,---, f—1} tel que :

(i) W = Se] @ Se}, V¥ j
(i1) Gal(L[/—p]/L) agit sur €] (resp. é\%,) par no sy (resp. n' o sxp) Y j

(111) il existe a; € O pour tout j et a, o € OF tels que l'une des trois situa-
tions sutvantes est vraie :

(FIM = 5@ +autd) e S +p),
cas I, : 301(’6\% + ajuc?g%/) — g%Jrl

[ pi((w +pey,) = &

( Fil W = S(uf+ p)e), g(é\f], + ajue_cgcﬁéf%)
ws Ty : 4 gl +pd) = @

L 901(/6\%/ + ajue_cgg)/é%) = é\f;rl

0 < val(a;) <1

et P S ; () ~j > ~ _D
Fil M = S(ajel+ux'el,)® S(—Le fuxe)
cas Il : ) Y ! 9 !
- ) o4
p1(ae) +uxe)) = e

; ()~ ;
I e—cy’ 5\ o9+l
o1 ( oy TuT er)=¢e,
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avec w1 modifié comme suit si j = f —1 :

—1)_ 1
cas I, : P+ ap I}L f ) = g
.
or((ue +p)ey ) = de)
cas I, : (4 +p)€7’;_1) (f-1) - ozé?)
©1 (/6\3;/_1 + (lf_lue_cx /6\7];_1) = Oé//ég/
M= af—1
7 pr(ap 1@~ +u 7];/ ) = ag,
cas ’ __Pp /\f—l e— cgcf_l)/\f—l _ 10
o1 ( oGy Tu e ) = aey.
Démonstration. — Fixons d’abord une S-base (),¢,) de M" satisfaisant (ii).

La décomposition de M°/ (FillS )M en sous-espaces isotypiques pour I'action de
Gal(Q,/L) est donnée par :

e—c¥—1
X
. . . (0)
M = Fl'SM @ P (0pu’e) ® Opu/t>2))
Jj=0
c§(0>—1
. . (0)
& P (0p/e), & Opu/ ).
j=0

Puisque Fil'M? est stable par Gal(Q,/L), Fil'M°/(Fil'S)M° a aussi une décom-
position analogue en sous-espaces isotypiques pour l’action de Gal(@p/ L). En
utilisant de plus que v’z € Fil'MP si et seulement si 2 € Fil'MP et que o( Az M)
engendre p /\g M! sur S, on en déduit facilement qu’il existe (ag,ap) € O% tel
que :

efc(o)fl c(o)fl
X X
Fil'M° = (Fi'S)M’ e @ 0pv'f & ) 0pu’f))
=0 =0
ou f0 € {aoe; @ ux & e n@a e et fo € {age) S uc~ X)€O ,@ague%@@g}
et fg, fg, vérifient dans /\S MO
(19) Sf /\f C S(u® 4 p)ey) Ne),.

L’inclusion (19) laisse comme possibilités :

= © = ©
cas I, : f)=7¢) @ agu™ €2, et fo = paoe D utx € avec ag € Op
~ 0 = ©
. £0 0 —cx ' 50 /
cas Ly : an —pagé, @ 1f:)>< ey et Afn/ = ¢, © agu Cx( ?’7 avec a; € O
cas I f}) = ao€) ©ux'€), et f) =—2€ Gue) avec 0<val(ag)<L.
-0 e—c V=0 _ e—cl¥ A9~
Comme —pagéy, G u~x €) = —ag(u’ + p)ey, +u> (€) ® agu™ e),), on voit que

le cas I,, ci-dessus correspond bien a Fil MO comme dans le cas In de I'énoncé,
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et de méme pour le cas I,;. Ayant fixé une S-base (€2,€2,) de M® comme en (ii),

Ens Exy
on voit donc qu’il y a tr01s possibilités pour Fil'!MP : les trois cas I, Ly et IT de

I’énoncé. Changeant de notations, posons :
déf (0)
cas I+ (3, f0) = (&) @ agux &), (u° +p)e)

/)
déf ()
cas 177, : (]237)’ f/zy)’) = (( +p) 'q’ 77 EB Qo U X /6\0)

. . , . o~ deE T
ol afy est maintenant noté ao dans le cas I,. Si f > 1, soit &) = @i(fy) et

ey e (pl(f ), alors (e;,€,,) est une S-base de M satisfaisant (ii) et, par le méme

ralsonnement que précédemment, on a de méme trois cas I, I,y ou II pour Fil' M*.
Partant de (Agf?] ) comme en (ii), on voit donc que l'on peut choisir des bases
(e, en) de MY pour 0 < j < f — 1 satisfaisant (ii) et telles que I’énoncé (iii) est
vérifié si j < f — 1. Pour j = f — 1, on a seulement a priori :

el(fI7) = (e + AU @ Ey T Gn1)
-1 e—cl -~
(57 = b+ NN 4 G
ol ay, o € Op, A, N| € Op et §,1,Gy1 € (Fil'S)Mm°. On peut remplacer la S-
base (€, €),) par la S-base (€) FAue e €yt n1, ,7,+/\’ e e +Gyy.1) (satisfaisant
toujours (ii)) et modifier successivement tous les (€}, €] ') comme précédemment
en conséquence. En itérant cet algorithme, on obtlent au cran n :

() = an(@+ AN &+ Gyn)

Sol(f,;cl_l) = ( +X - CX +g17 n)
et un calcul explicite montre que les suites (ay,), et (a,)n (resp. (A\n)n et (N)n,
resp. (Gyn)n €t (Gy.n)n) convergent p-adiquement dans OF, (resp. dans O, resp.
dans (Fil' S)M?) vers des éléments « et o/ (resp. vers 0 et 0, resp. vers 0 et 0). [J

En général, les a; et o, o’ de la proposition 5.2 ne sont pas uniquement détermi-
nés. Soit M comme dans la proposition 5.2 et posons :

(20) Jgmin 44 {f=1—7|MW est de typel,}
gmax X gmin 7 {f—1—7|M est de type II}.
Proposition 5.3. — Soit M un Og-module fortement divisible de type x comme

dans la proposition 5.2 et (J™», J™aX) comme en (20).

(i) Pour tout j, val(a;) est uniquement déterminé.

(11) Si | ™\ J™| est pair, alors o et o sont uniquement déterminés.

(1) Si |J™\ J™| est impair, on peut supposer « = 1 et o/ est alors uniquement
déterminé.

Démonstration. — Notons I,, (resp. L, resp. II) 'ensemble des j € {0,---, f—1}
tels que M7 est de type I, (vesp. Iy, resp. IT). Soit (f7, f;,);, (b;);, 08,0 (au lieu
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de (€],¢],);, (aj);,a,a’) une autre description de M comme dans la proposition

5.2. Un examen de l'algorithme dans la deuxieme partie de la preuve de loc.
cit. montre facilifneAr'lt que l'on a f) = a;é) et fy = ole), pour des o, oi; € 05
(attention, les (f, f;,) j ici ne désignent pas la méme chose que les (f7, f;,)j ap-
paraissant dans cet algorithme). Les relations de commutations avec ¢; montrent
alors que 'on a pour tout j < f —1:

.. a
sijel, alors b; = A, Qi =a; et A =«
j /

i —q. 4 = o —
sijely alors bj=a;5r, a=aq; et A, =q

Sl s

. . %%
sijell alors b; = aja—;, a1 =) et A =q

et, pour j = f—1:

sif—-1€l, alors bs = af_lz;j, Bag=aap .y et [Fag=dd;,
sif—1€l, alors by q=a; 1>~

s
Xp_q

Bag =aay 1 et fog=aa}

sif—1€elIl alors by = af,lz;j, Pag=aa_; et [ag=das .

Comme ay, o € Op, on voit que val(b;) = val(a;) pour tout j ce qui démontre
(i). Si |Jmax\ J™in| est pair, on a Say = aag et F'ay = a’af ce qui entraine
B =aet B =a et démontre (ii). Si |J™*\ J™"| est impair, on a Bay = aay et
B'afy, = o’ap. En choisissant ag et o tels que ag = aqy, on voit que 'on peut se
ramener a =1 et /' = aa’ d’on on déduit (iii). O

Corollaire 5.4. — Soit M un Og-module fortement divisible de type x comme

dans la proposition 5.2, G le groupe p-divisible correspondant et M son O g-module

de Dieudonné contravariant. Alors M est un Og-module de Dieudonné de type

X tel que cp(/\%r)L@Z oy M) = p/\éL®Z o, M et, si (v;); est le uplet de rationnels
P P

associé a M en (12), on a :

v; =1 si. M est de type I,
v; =0 si. M est de type I,
v; =1—val(a;) si M est de type I1.

Démonstration. — Le Og-module de Dieudonné M n’est autre que M ®g O ou
la fleche S — Op est la surjection de Og-algebres qui envoie u et ses puissances
(divisées) sur 0. On déduit alors trivialement la premiere assertion, puis la valeur
de v; par la proposition 5.2. O

6. Le cas résiduellement réductible non-scindé

On montre que la représentation de Gal(Q,/L) sur les points de p-torsion
d’un groupe p-divisible avec donnée de descente de type o(x®) comme dans la
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proposition 5.2 est réductible non-scindée si elle est générique et si un des a; est
une unité.

On suppose p > 2 et on conserve les notations du §5. Si M est un Og-module
fortement divisible de type x, on note p le dual de Cartier de la représentation

de Gal(Q, / L) associée au module de Tate du groupe p-divisible correspondant

a M et p = ,0 ®op ke On note egalement ¥ g ®oy ke, MY M Qop ke,

T llmage dans M de z € M et Fil' M l'image dans M de Fil'M. L’ application
@1 : FiI'M — M induit une application encore notée ¢, : Fil'M — M. On
rappelle que 'on a :

(21) p = Homp ,, (M, Acris @z, F,)Y (1)

ou l'on renvoie a [24, §3] pour plus de détails sur le membre de droite. Rappelons
juste que 'action de Gal(Q,/L) sur f € Homgy (M, Asis ®z,F,) est définie par
(gf)(m) © g(f(@ 'm)) ot m € M et g est I'image de g dans Gal(L[y/—p]/L). Si
M est un Og-module fortement divisible de type y comme dans la proposition
5.2, on note I, (vesp. Ly, IL, 1Y, 1)) ensemble des j € {0,---, f — 1} tels que M/
est de type I, (resp. Ly, II, I, avec a; € OF, I,y avec a; € OF). On note 7 (resp.
77’) 'image de n (resp. n’ ) par la surjection O — kj. Enfin, I'égalité suivante
sera utile (0 <d<j<f—1):

(22) D —ptU™D = —e(cypj + porpriog + o+ DT O prae1—g).

Lemme 6.1. — Soit M un Og-module fortement divisible de type x comme dans
la proposition 5.2 et supposons que M contient un sous-p1-module filtré (avec fil-
tration induite) de rang 1 facteur direct comme S-module et stable par Gal(Q,/L)
(au sens de [25]).

(i) Ce sous-module est de la forme Hf;é ?’ej oun; €{n,n'} et:

—~ (i—-1)

e, = eJ + A juPs eff si mj=mn
- n :
e, = e + AjuP(e~ o el siomy=1f

pour un \; € kg.
(ii) Soit hj € {0,--- ,e} le plus petit entier tel que uh@%j e Fil'M, on a :

h; € {0,e} sietseulement si Nj+1 = 1;
(23) hjy = e— c§3’ si et seulement st n; =mnet Ny =10
h; = c§§) si et seulement si  n; =1n" et nj1 =.

Démonstration. — Soit M % ®og kg et M (resp. ﬁi],) la composante 7-

isotypique (resp. 7-isotypique) de M.Ona:

ﬁ; = (®iz0 kpyi(u)e)) ® (Dizo kpyi(u)u cxj)é )
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R ~—j _) &) :
et une égalité analogue pour M;, avec u¢~% A la place de u™" (v;(u) est la i-

. : . . G-1_j

itme puissance divisée de u¢). Comme 1 (y;(u)el ") = gpl(%(u‘e)ucxJ e H=o0

sii > 1 (car p > 2), un examen de l'opérateur ¢; sur ﬁjil N Fil'M & partir des
—j1

différents cas de la proposition 5.2 montre que, dans tous les cas, on a gpl(M] N

Fil'}) = ke @ kpurs e, M, NFil'M) = kpel, @

kpupe= J&l. On en dedu1t (i). Le (ii) est alors immédiat a partir de (22) pour

d =1 et de la stabilité par 'action de Gal(Q,/L). O

. De méme, on trouve ¢ (M

Remarque 6.2. — Le lemme 6.1 est en fait un cas particulier de [25, §3].

Lemme 6.3. — On conserve les notations et hypotheses du lemme 6.1 et on
suppose de plus que la représentation p associée a M en (21) est générique.
(i) On a les inégalités suivantes :

2 < ¢ 55 < p—1 si hj=0 et nj=n
0 < ¢y5—j < p—3 si hj=0¢et n=0
2 < cpp—j < p—1 si hj=e et n;=10
0 < ¢ -5 < p—3 si hj=e et n;=n
I < ¢y < p—=2 st hje{cyj,e—cy;}

(ii) On a uhﬂ'éflj € Fil'M et ¢y (u hiel ;) =¢1(u hiel ;) pour tout j.
iii) Les m; satisfont la récurrence :
ii) Les n; satisfont la ré

e = mosi G €L\ U@L
N1 = n st Jjely
(24) Ni+1 = 1 st JeL;
N1 = 1 st jelletn=n
Nit1 = 1n St jelletn =7
Démonstration. — (i) On calcule explicitement la restriction a l'inertie de la

représentation (réductible) p dans le cas ou le sous-objet du lemme 6.1 est tel
que 19 = n, laissant le cas strictement analogue 7y = 1’ au lecteur. Soit 0 < j; <
Jo < +vo < Jor1 < jor < f —1 les indices j tels que n;41 # n; (notons quil y
en a forcément un nombre pair) et N € M le sous-¢;-module filtré de rang 1 du
lemme 6.1. Par [25, Ex.3.7] appliqué a d = f on obtient :

HomFill,<p1 (N7 ACTiS ®Zp FP)\/ (1) |Gal(@/L’“) - ﬁw;
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Posons h & 2 Zj:é p’~Ih;, en utilisant (23) et (22) on déduit :

@ a=( 5 ()

J¢{ds,1<s<2t}
—1—j2s— —J2s
_ E (pf J2s Yy flgey T pf J2 Cx,f—jzs)

ce qui entraine h € Zs( car, par (23), %] € {0,1}sij ¢ {js,1 <s<2t}.Ona

donc :
_ N ﬁw? *
P|Ga1(@/Lm) = 0 ﬁ’w;hw
ch+2hw_1 % o
( f 0 1 QNw; w
déf

Smt J = H1<S<t{j25 1:J2s—1 + 1, - -+, jas}, un calcul utilisant (25) donne ¢, +

Zj:o ZJ O(TJ +1)p/ ot :

g = Cupeg = 2427 st j ¢ J

(26) rij = p—3—cyp+28 s o€ J\{j,1<s<2)
Tj-j = P 2= Cyrg st j € {jos, 1 <5<t}
N si j € {jas-1,1 <5<t}

(on convient que 7y = 79 et ¢y 5 = ¢y,0). Comme 0 < ¢, s_; < p — 1 pour tout j
t % € {0,1} pour tout 5 ¢ {js, 1 < s < 2t}, la condition de généricité de p (§4)
entraine 1 <c¢, s ; <p—2sije{js, 1 <s<2t},2<c¢ - <p—1sih; =0
etj¢ Jousihj=eetje J\{j,1 <s<2t}et0<c¢, s <p—3sihj=e
et j¢ Jousih; =0etje J\{js,1<s <2t} Cela correspond exactement a
I'énoncé (i).

(ii) On vérifie les cas n; = n laissant les cas analogues 1, = 7 au lecteur. Si
U1 4 o =

e(cy,p—j +1) + A et de ue S Fil'M (ibid.). Si j € II, alors h; = e — ¢

) Te— (j) = (ecx,f*j) +e et de ¢y y—; > 0 par
()

(i). Sij € L alors hj = e —cy” ou hy = () ce dernier cas n’arrivant que lorsque

j € Ly, alors h; = e (voir proposition 5.2) et l'assertion découle de pey
et 'assertion découle de pc(

¢y.f—; = 0. Par (i), cela est impossible et on a h; = e — CX On conclut comme

avant. Si j € I, \ I} alors h; = 0 ou h; = e — c§<), ce dernier cas n’arrivant

que lorsque ¢, s—; = 0. Par (i), cela est impossible et on a h; = 0. Comme alors

1) D R
e;, = ylexs—s— D+ u‘e,), € utlexs— =D+ R,

: G
Cy.fj > 1 par (i), on a uP™

dot pe VS Y — 0 et 01 (1) = o ()

ol ¢1(u e;) =0cet pi(e]) = pi(e)). |
(iii) Pour n; = n cela découle de (23) et des valeurs de h; (suivant le type de M?)
trouvées au (ii). Le cas n; = 7' est analogue. O
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Remarque 6.4. — Sip = 3, il n’y a pas de p générique réductible, et donc le
lemme 6.3 est vide dans ce cas. Néanmoins, si 'on relache la contrainte (r;) #
(0,---,0) dans I'hypothese de généricité de p (notons que p—3 = 01ici!), le lemme
6.3 est encore valable tel quel. En effet, la seule différence dans la preuve se situe
pour la partie (i), ou il faut maintenant considérer les deux possibilités (r;_;+1) €
{(=1,---,=1),(p,--- ,p)} (les seules pouvant conduire au cas nouveau autorisé
pour p). Mais les égalités (26) (toujours valables) montrent que, pour chacune de
ces possibilités, on doit avoir {js,1 < s <2t} =0, et donc J =0 et ry; +1=
Cy.f—j — 1+ 2% pour tout j. Or (¢, ;—; — 1+ 2%]) e{(-1,---,=1),(p,--,p)}
si et seulement si soit ¢, s_; = h; = 0 pour tout j soit ¢, s—; =p—1let h; =e
pour tout j. Comme x # x°, ces possibilités sont exclues.

Proposition 6.5. — Soit M un Og-module fortement divisible de type x comme
dans la proposition 5.2. Supposons que p est générique et que, dans la description
de Fil'M, il existe j tel que a; € Of. Alors p est réductible et M contient un
sous-p1-module filtré de rang 1 comme au lemme 6.1.

Démonstration. — Soit L’ I'unique extension quadratique non-ramifiée de L dans
Q,. Fixons ¢/ : L' — E qui se restreint sur le plongement ¢ fixé au §2 et,
comme au §2, identifions 'ensemble {0,---,2f — 1} a l'ensemble des plonge-

ments L' < E en envoyant j sur ¢/ o ¢ 7. Le Og-module fortement divisible M
de type x donne naissance par changement de base a un Og-module fortement
divisible M/ ~ M"% x - .- x M'* 1 de type x’ o noNormey, ,/x, @1 o Normey k.,
avec, pour 0 < j < f—1, M” et M/*7 de méme « type » que M?. D’un point de
vue pratique, pour 0 < j < f—1, (M7, Fil'M", ;) et (M7 Fil'M7™7 ;) sont
comme (M7, Fil'w7, (1) mais en remplagant partout u par u'*%. La représentation
de Gal(Q,/L’) associée & M est la restriction de la représentation de Gal(Q,/L)
associée & M. Comme p|qu g, 1) est réductible (méme si p ne l'est pas), la
méthode de 1'adhérence schématique ([22, §2]) combinée avec I’équivalence de
catégorie de [1] comme généralisée dans [25, §1] montre que M o ®op, ke
contient un sous-¢;-module filtré de rang 1 facteur direct stable par Gal(Q,/L').
Sip > 3, la Gal(Q,/L)-représentation p est générique si et seulement si sa restric-
tion ﬁ|Gal(@ /1) est générique et on peut alors appliquer les résultats du lemme 6.3
aM. Si p =3, ﬁ|Gal(@ /1) est peut-¢étre pas générique mais on vérifie facilement
qu'elle est dans le cas (r;) = (0,---,0) (voir §4) et la remarque 6.4 montre que
I’on peut encore appliquer les résultats du lemme 6.3 a M. Par les lemmes 6.1 et
6.3, on a donc trois suites (1})o<j<ar—1, (é?];_)ogjggf_l et (h))o<j<ap—1 qui vérifient
les propriétés de ces lemmes. Soit j le plus grand entier dans {0, -+, f — 1} tel
que j € X ULY (un tel j existe par hypothese). Comme j € IX U LY, 7/}, est
alors fixé indépendamment de 7} par la récurrence (24). Comme tout 7 tel que
j+1<i< f—1estdans (I, \ 1)U (L, \ 1)) ou dans II, par cette méme
récurrence on voit que 7; = 7, , pour tout i € {j +1,---, f} (avec ny; = 7).
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En particulier, pour i = f on a 0} = n,, = n;. En remplagant partout ult? par

u dans I'expression de 'éf],v et en posant 7); « n; pour 0 < j < f —1, on obtient
J

une suite ('ev%j)ogjg -1 de vecteurs de M dont il est clair qu’elle est comme dans

le lemme 6.1. En particulier, p est réductible. O
Proposition 6.6. — On conserve les notations et hypotheses de la proposition
6.5. Soit J5 comme en (15), alors on a :

(27) Jz={f —7j|val(a;) > 0}.

En particulier, p est non-scindée.

Démonstration. — On remarque d’abord que J; = J;v(1) car les représentations p
et p”(1) sont isomorphes a torsion pres. On va déterminer J5v (1), ce qui permettra
de travailler avec le foncteur contravariant de 'appendice A plutot qu’avec son
dual de Cartier. Par le (i) de la proposition A.2 et un calcul explicite, M provient
du ¢-module de type Y (cf. définition A1) D = D x --- x D71 ot D/ =
kp((u)e] © kE((u))ef;/, Gal(Loo[v/=p]/Loo) agit sur e (resp. ef;/) par le caractere
7oy (vesp. T osp)etsij# f—1:

oel ) = el —aqux ¢ .
E ;’]—1§ i ’ " si jel,
(2 27?/ = 917/
p(el™) = ¢ o
I , s el
(e h o= ue), —a us=x el Bt
j-1y P i
pleg ) = uxe, si jell
(e = ue= e
n n

Pour j = f — 1, on a une description analogue de ®/~2 faisant intervenir en plus
a et o’ que l'on laisse au lecteur. Rappelons que, par le (ii) de la proposition A.2,
D permet de retrouver 2" (V) gai@; /p0)- Soit ¢ © e) et §/ I )ef],, le groupe
Gal(Q,/Ls) agit sur chacun de ces vecteurs par le caractere 7. En écrivant les
matrices de ¢ ci-dessus dans la nouvelle base (¢/,/);, on se rend compte qu’elles
ne font intervenir que des puissances de u® sur lesquelles la donnée de descente
agit trivialement. En remplacant u® par u, I'isomorphisme (37) de 'appendice A
nous dit que le p-module [];(kz((u))e’ @ kg((u))f’) obtenu suivant (sans donnée

de descente) permet de retrouver (p*(1) @ M)|gag,/r..)

o) = wued —a,;f .
o) = uewrifl *oJeh
p(e?1) = ¢ .
p(FY) = wersti(fi — ey S JEL
pe™h) = § o
Sp(fj_l) — UCX’ffj—i_lej S1 J € II
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(o j # f—1 et avec des équations analogues pour j = f—1 tenant compte de « et
o). Par la proposition 6.5, M contient un sous-objet N comme dans le lemme 6.1.
On suppose que N vérifie no = 1 et on laisse le cas g =’ (strictement analogue)
au lecteur. On va calculer le module de Fontaine-Laffaille de 5" (1) ®ﬁw}‘w‘1, qui
est bien une représentation de Fontaine-Laffaille car générique et telle que :

iy o ch+2hu)_1 %
7 @ g = (T 7).

Cela permettra de déterminer Jﬁ\/(l)@)ﬁw?wfl = Jovay. Un calcul utilisant (25)
I=1 i
donne whw™ = w%ﬂzo " avec (on utilise les notations de la preuve du lemme

6.3 et on convient que wy = wy €t ¢y = Cyp) :

wp_; = p—2+% sioj ¢ J
hy . 4
(28) Wiy = P=2=cCyp T sl g€ J.\ {Js: 1 < s <2t}
Wi—j = P= 2= Cxfj st j € {fs,1<s<t}
wp; = p—1 sioj o€ {jes—1,1 <s <t}

= . .
Tordre par w}uf =P ¢6té Galois revient & multiplier o(e?71) et o(f71) par uvr-i

coté p-modules. En utilisant (28), on peut donc calculer le p-module donnant la
représentation (p¥(1) ® ﬁw?w*1)|Ga1(Qﬁp /L) En exprimant ce p-module dans les
bases (Le/=! L§771) sin; = net (77, 1f71) sin; = 1/, un calcul explicite montre
qu’il provient comme dans la preuve de la proposition A.3 de I'unique module de
Fontaine-Laffaille M = M% x --- x M/~ avec M7 = kge’! @ kg f’ comme suit :

oler) = el Tt -
Pexp-i (f7) = f']Jrl ‘ siojel,\ I¥etn =n
90<€]) = 6]+1 — a,jf]Jrl ‘ ‘ )

/ ' si cIX et s =
Py, - (f7) = fﬁr:_l J n ny=mn
() — ¢l o

' ' j i jelyetn =

%x,fffrl(fj) = 'f]Jr1 — ajelt! JElyetn =n
o(e’) - fitl o

' ' si jelletn =
Pex,r—i <fj) ( :) el tl . J Uk n
Op—2—c, ¢+ et = ¢ . .
(p?f]) o - f]+1 S1 ] c In/ \:[7>7</ et 77] = f"II
RN ) o _
(pﬁfj) . — f‘j+1 — aj€j+1 S1 J S I7>7</ et T]j = ’]’Il
ﬁfﬁx)’“( g fi+! ! S jel,etn =1
Pp—1—cy 1 (¢) = fﬁ_l

o) _ sio jelletn, =1
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(on a supposé j < f —1, le cas j = f — 1 est analogue en tenant compte de « et
o). En suivant I'image de ¢, on voit que M contient le sous-objet de Fontaine-

Laffaille [T/, ke’ suivant (j > 0) :

(¢ st oma=n et j-1¢ LU
el — aj_lfj si Nji—1 =1 et j —1€ I;;
5 I? si mj_1=mn et j—1ell
- st oga=n et j-1¢ 15Ul
fi—aj1e? st mi_i=n" et j—1lely
\ e’ sio mio1=1n et j—1ell

(la définition de €° est analogue en tenant compte éventuellement de a et ). Avec
les notations de 'appendice A (voir (38)), on vérifie que p; = 0 si et seulement
si val(a;—1) > 0. Par (39), on a bien que J5v(1) est comme dans I’énoncé. O

7. Les théorémes locaux

On détermine la réduction modulo p des réseaux de Dieudonné provenant
d’un groupe p-divisible avec donnée de descente de type o(x®) (§5) tel que la
représentation p de Gal(Q,/L) associée en (21) est générique. En particulier on
montre que cette réduction a exactement pour socle les poids de Diamond de p
qui apparaissent dans le semi-simplifié modulo p de o(x*).

Comme au §2, on fixe x =n®n': I — OF, un caractere modéré tel que x* # x
et on conserve toutes les notations des paragraphes précédents, en particulier
celles du paragraphe §6 et des preuves qu’il contient. On rappelle que, pour
J € P, 7, désigne 'unique facteur de Jordan-Holder de 7(x*) = 0°(x*) ®o, ki
correspondant a J (voir §4).

Théoréme 7.1. — Soit M un Og-module fortement divisible de type x comme
dans la proposition 5.2 tel que la représentation P associée & M en (21) est
générique.

(i) La représentation p est scindée (resp. irréductible, resp. réductible non-
scindée) si et seulement si val(a;) > 0 pour tout j et |II| est pair (resp.
val(a;) > 0 pour tout j et |II| est impair, resp. val(a;) = 0 pour au moins un j).
(ii) Les facteurs de Jordan-Hélder de G(x*®) qui sont des poids de Diamond pour
p sont exactement les @ pour J™™ C J C J™* gyec (J™1, JM) comme en (20)
(en particulier tous ces J sont dans P, ).

Démonstration. — On va démontrer (i) et (ii) en méme temps. Notons que, pour
(ii), par la proposition 4.2 il suffit de montrer que J™" et J™** en (20) s’obtiennent
a partir de p par les formules (16) et (17).

Premier cas : on suppose d’abord que tous les a; € Op apparaissant dans I i'm
(cf. proposition 5.2) sont de valuation > 0, et donc nuls dans M.
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Premier sous-cas : |11 est pair.

On définit par la récurrence (24) deux suites (1;)o<j<r—1 €t (17j)o<j<y—1 d’éléments
de {n,n'} telles que 7y o n et 1 o n' (noter que I =1, = ). Comme [II| est
pair, on a 7(y—1)+1 = 7o, 77Ef—1)+1 = 1), et sur les formules de la proposition 5.2

(réduites modulo p) on voit que_ﬂ est la somme directe des deux ;-modules
filtrés de rang 1 stables par Gal(Q,/L) :

f-1 f-1
= T35+ Ssi
M=]]5e, e]]5e,.
=0 =0
La méme preuve que pour le (i) du lemme 6.3 donne (avec les mémes notations) :

I rj+1)p? -
Alona i = (=" e1) equv

et p est donc scindée. Si on explicite les égalités (26) donnant les r;, on trouve
sachant qu’ici {js, 1 < s <2t} =11 :

(T = Cy f—j — 2 si jel, et mn=n

ri—;j = p—1—c sy si jel, e n=17

(29) ri—j = Cx.f=i S% ] ely et n= 77,
rf_j = p—3—cy—; si jely et n=n

Tr—j =  Cyf—j—1 si jell et n=n

( rfoj = p—2—c—; si jell et n=n.

Soit A € PRD(xg, - ,x¢—1) I'unique uplet tel que :
(N (74)) ® det Do) = (¢ ) @77 (det).

La comparaison entre les formules (16) et les formules (20) montre immédiatement
que 'on trouve exactement les mémes ensembles.
Deuziéme sous-cas : |II] est impair.
On reprend les notations de la preuve de la proposition 6.5. En particulier, M
« se restreint » sur L' en un module M’ ~ M x - -+ x M* 7 tel que, dans M/, le
nombre de cas II devient pair. On peut ainsi appliquer le méme calcul que dans
le premier sous-cas. On obtient :
P10 4 1 F=10n 41

mGal(@/Lﬂr) ~ (w2zfj=0 (rj+1)p? @w;’; >0 (Tﬁ-l)lﬂ) ®ﬁ/w;
oll wyy est défini comme wy mais avec ¢ au lieu de ¢, * est un entier convenable,
ry—; est défini comme en (29) si j # 0 (en définissant la suite (7;)o<j<27—1 par la
récurrence (24) avec 1y = 1) et ou :

ro — P—Cxo si 0e ITI
ro = p—2—cyo si 0€ly
ro = p—1—-cy,o si 0ell

La généricité de p implique qu’elle doit étre irréductible et on vérifie comme dans
le premier sous-cas que (20) donne bien les mémes J™" et J™** que (17).
Deuzxieme cas : on suppose qu’au moins un des a; € O apparaissant dans F i'm
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est de valuation nulle. L’assertion (i) dans ce cas est contenue dans les propositions
6.5 et 6.6. Par la proposition 6.5, M contient en facteur direct un sous-¢;-module
filtré Hf;& gg%j. On a comme dans la preuve du (i) du lemme 6.3 (et en supposant
1o = n comme dans cette preuve, le cas o = 1’ étant analogue) :

] Shem N
p’Gal(@/Lnr) ~ f 0 ) QMw; 'w

et si on explicite les égalités (26), on trouve :

/ Tf_j = CX:f_j — 2 S% ] e 177 \ 1;7( et 7]] — 7]/
rf—j = D— - Cx,f—j 81 ] € 177 et n; =n
Tf—j = Cx.f—j S% JE€ Ly et M=
Tij = p—3—cyy—; si J€Ely \I;, et m =1
rioj = Cp—j— 1 st JELCUIL et ny=n

\ rr—j = p_2_cx,f—j sl jGI;,UH et n; :77/.

Onnote A € PRD(zg, - -+, x5_1) 'unique uplet tel que (A, (r;))@deteMrorr-1) —
(¢y,;) ® 7' (det). Par la proposition 6.6, 'ensemble J; associé a p en (15) est
aussi donné par (27). La comparaison entre les formules (20) et les formules (16)
montre alors immédiatement que ’on trouve encore les mémes ensembles. O

Un corollaire évident du (ii) du théoreme 7.1 est ’énoncé suivant.

Corollaire 7.2. — Soit M un Og-module fortement divisible de type x comme
dans la proposition 5.2 tel que la représentation p associée a M en (21) est
générique. Alors a(x®) contient toujours au moins un poids de Diamond associé

ap.

Remarque 7.3. — (i) Le corollaire 7.2 était déja connu pour p semi-simple mais
sans hypothese de généricité (voir [18, Prop.3.5.4]).

(ii) Les cas particuliers du théoréme 7.1 formés des M tels que II = ) (et donc
Jmin = Jmax) sont essentiellement déja traités dans [18].

Lemme 7.4. — Soit (J™", J™2) deuz parties de 8 telles que J™™ C J™a*, Poyr
tout J € P, tel que J™™ C J C J™ et tel que 5 = (o, ,57-1) @ det” avec
0 < s; <p—2, il existe une unique représentation o;(J™*, J™*) de GLg(kr)
sur kg dont le socle est Gy et dont les constituants sont les &y pour J\J™" C

J'C JI\J™ et J € P, .

Démonstration. — Par [6, Prop.13.1], il existe une unique représentation o77**
de GLy(kp) sur kg dont le socle est @, dont les autres constituants sont distincts
de 7, et qui est maximale pour ces propriétés. Soit J' € P, tel que J\J™" C
J' C J I 8\J™* alors par [6, Lem.3.2] G, est un constituant irréductible de
Penveloppe injective injgy,,) 0. (car, en notant oy = (sp,---, 8} ;) ® det”,
on passe de (sg,- -+ ,87-1) & (85, ,8%_;) par une succession de séquences p —
2—s,--,p—2—s%1,--- ;5. £1). Comme 0 < s; < p— 2 pour tout j, [6,
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Cor.3.12] montre qu'’il existe une unique représentation I(c;,7 ;) de GLo(kp)
sur kg de socle ; et de co-socle ¢ dont tous les constituants sont distincts.
Cette représentation est donc aussi 'unique sous-représentation de o** de co-
socle ;. Par [6, Cor.4.11] les constituants de cette représentation sont les @ »
pour JNJ C J”"C JUJ et J” € P,. En particulier ces J” vérifient encore
J\Jmn C J" C JII8\J™*. La réunion des sous-représentations I(7;,7 ;) dans
o7 pour tous les J' comme dans I’énoncé donne la représentation cherchée,
unique par construction. O

Théoréme 7.5. — Soit M un Og-module fortement divisible de type x comme
dans la proposition 5.2, G le groupe p-divisible correspondant, M le O g-module de
Dieudonné de type x associé a G (voir corollaire 5.4) et o)(x®) le Op-réseau de
Dieudonné sur o(x*) associé a M au §3. Supposons la représentation p associée
aM en (21) générique. Alors on a avec les notations du lemme 7.4 :

0_2<Xs) ®OE k?E _ @ EJ(Jmin, Jmax)

JminC jC jmax

ot JMn C Jmx sont les éléments de Py, définis en (20). En particulier :

sock (0, (x°) ®o, kp) = EB Ty
J[g,€D(p)

Démonstration. — Notons que I'hypothese de généricité implique p > 2. La
deuxieme assertion découle de la premiere, du théoreme 7.1 et de la définition

de 7 ;(J™n Jmax) Montrons la premitre assertion. Par le théoréme 2.4 on a dans

op(x®) pour tout J' € P, avec les v; comme dans le corollaire 5.4 :

(K pier Yigy) — EB R A D WPEN G R BIER T (ijeJ“ Vi )
JIEPy
— @ pszJ/\J/nJ// vj+zjeJ//\J/ﬁJ//(lf1}j) (ijEJ” ’UjO.JH)
J”E:PX

ou l'on convient qu'une somme est nulle lorsque son ensemble d’indices est vide.
Notons que l'image de (K - p>ic” %) dans op(x*) ®oy kp est 'unique sous-
représentation de 02()(3) ®o, kr de co-socle 7 ;. Si on pose :

w g g (gf Z V; —+ Z (1 — ’Uj),

jeJ\J'nJ" jeJM\J'nJ"

les J” tels que @ apparait dans cette sous-représentation de US(XS) Roy ki
sont exactement ceux tels que wy j» = 0. Mais on voit avec les valeurs des
v; du corollaire 5.4 que wy v = 0 si et seulement si J'\J' N J" C J™° et
JN\NJ N J" C §\J™*. De maniere équivalente, wy ;o = 0 si et seulement si J”
s’obtient & partir de J’ en rajoutant des éléments de J™" et en enlevant des
éléments de 8\ J™**. Pour J € P, posons :

LT Py | (JUT™™N\(J NS\J™) = J},

j)x,J =
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on a une partition P, = I jmincjcmaxPy ; et par ce qui précede wy v = 0
implique que J' et J” sont dans le méme P, ;. De plus chaque P, ; (pour J™* C
J C J™™) contient un unique J' tel que wy_y» = 0 implique J” = J', a savoir J' =
J (qui est toujours dans P ). On voit donc finalement que o)) (x*) ®o, kg est une
somme directe indexée par les J entre J™" et J™* de représentations de K sur
kg (se factorisant par GLa(ky)) de socle isomorphe a 7 et dont les constituants
sont les @ pour J’ parcourant P, ;. Comme P, ; s’identifie trivialement aux J’
de P, tels que J\J™» C J' C JII8\J™*, le résultat découle du lemme 7.4, en
remarquant que o; € D(p) vérifie bien 'hypothese du lemme 7.4 par généricité
de p. O]

8. Un probleme de compatibilité local-global modulo p I

On énonce un probleme de compatibilité local-global dans le programme de
Langlands modulo p pour GLy qui précise les conjectures de [7] : les « dia-
grammes » associés a une représentation galoisienne générique en [6] et [4] appa-
raissent-ils sur les espaces S (kg) du §37?

On reprend les notations du §3 et on suppose que D et I sont non-ramifiés
aux places divisant p. On note E une extension finie quelconque de Q, telle que
| Homg, (F,, E)| = [F},,Q,] pour tout v[p. On fixe une représentation continue
irréductible totalement impaire :

p:Gal(Q/F) — GLy(kg)

telle que p,, « ﬁ\Gal(@ /F,) st générique au sens du §4 pour toute place v de F

divisant p (cela implique en particulier p > 2). Onnote ¢ = [[, ¢, : F* \(A?)X —
k7 T'unique caractere tel que det(p) = 1w via la réciprocité du corps de classes
telle que normalisée dans 'introduction.

Soit U = [[,U, C (D ®p A{;)X un sous-groupe ouvert compact tel que

1/)|Um( Al = 1 et S un ensemble fini de places finies de F' contenant X2, les places
divisant p, les places ou p est ramifiée et les places ou U, n’est pas maximal.
Pour v ¢ S, on note a, © Y(Fr,) " ttrace(p, (Fr,)) = g, trace(p,(Fr; ")) € kg (voir
§3, Fr, est un Frobenius arithmétique en v). On note T7] (U, kg) la sous-algebre

commutative de Endy, (55 (U, kE)) engendrée par les opérateurs de Hecke :

T, GLy(OR,) (% (1)) GLy(0p,)

pour v & S, mgv I'idéal de Tj(U, kg) engendré par les opérateurs T, — a, pour
v ¢ S et on pose :

SP(U, kg)m3 ] € {f € SP(U,kp) | Tf =0V T € ms}.

17
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Par [7, Lem.4.6], le sous-espace S (U, k:E)[nu;v] ne dépend pas de S comme ci-
dessus, et on le note S} (U, kg)[mzv]. Enfin on note :

SP (ki) [mp] € lim ST (U, k) [mp].
U

Rappelons la conjecture suivante ([7, Conj.4.7]) :

Conjecture 8.1 ([7]). — Supposons S (kg)[mzv] # 0. Avec les notations

précédentes, il existe un isomorphisme (D ®p Aﬁ)x—éqm’vam’ant :

Sy (k)[mp] = @m,)(p")
ou, dans le produit tensoriel restreint de droite, w2(p") si v { p est la
représentation lisse admissible de (D ®@p F,)* associée a p, en [7, §4] (basée sur
les travaur de Vignéras et Emerton) et ou w2 (p¥) si v|p est une représentation
lisse admissible de (D®@pF,)* ~ GLy(F,) dont le GLy(Op, )-socle est @y, cn@,)00-

En fait, la conjecture de [7, Conj.4.7] est énoncée sans I'hypothese de généricité
sur p, pour v|p mais est du coup légerement moins précise puisqu’elle demande
que le socle de 72 () soit constitué des poids de D(p,) avec éventuellement des
multiplicités > 1.

N

A ce jour, a la connaissance de 'auteur, aucun cas de la conjecture 8.1 n’est
completement connu lorsque 1'un des F, pour v|p n’est pas Q,, méme en auto-
risant d’éventuelles multiplicités > 1. Soit D(p,,) « {®vpov, 0, € D(p,)}. Dans

P— . ’ . . D
[18], Gee montre que, si p|Ga1(@/F(rﬁ)) est irréductible et si S (kg)[mpv] # 0, le

GLy(Op ®z Zy)-socle de SJ (U, kg)[mzv] (pour U suffisamment petit) est formé
des poids « réguliers non-ordinaires » de D(p,) (avec des multiplicités inconnues
> 1), des poids « réguliers ordinaires » de D(p,) (ibid.) sous certaines conditions
supplémentaires sur p, et éventuellement de poids « non-réguliers ».

Notons que, si 77(p") ne dépend par définition que de p pour v { p, cela n’est

absolument pas clair pour v|p (du moins lorsque F' # Q). Nous allons d’abord
« pousser un cran plus loin » la conjecture 8.1 pour les places v|p en utilisant des
constructions de [6], puis donner au §9 quelques résultats tres partiels en faveur
de cette conjecture « renforcée ».

Fixons une place v de F' divisant p et, suivant les notations de [6], soit Dy(p,)
la plus grande représentation (pour l'inclusion) de GLo(kp,) sur kg dont le socle
est Do, en(z,)00 et telle que les 0, € D(p,) n'apparaissent pas ailleurs que dans
le socle (comme facteurs de Jordan-Hoélder). Le fait qu’une telle représentation
existe est montré dans [6, Prop.13.1], de méme le fait qu’elle se décompose sous
la forme :

Do(pl/) = ®Uu€®(py)DO,Uu (ﬁll)
oll S0CGLy (kp,) Do, (P,) = 0.
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Lemme 8.2. — SoitU C U’ C (D®FA£)X deuz sous-groupes ouverts compacts
tels que ¢’UH(A£)X =1 et tels que U est normal dans U'. Soit R C R deux

représentations de U'/U sur des kg-espaces vectoriels de dimension finie telles
que :
(i) R' contient socyy R
(it) R' est contenue dans Sy} (U, kg)[mpv]
(iii) R/R' et socyy Sy (U, kp)[mgv] n'ont pas de composante irréductible en
commun.
Si U est assez petit, la restriction a R’ induit un isomorphisme :

(30) HOHlU//U (R, Sg(U, k’E)[mpV]) - HOIHU//U (R,, Sg(U, kE)[mp\/])

en particulier R est contenue dans S} (U, kg)[mgv].

Démonstration. — Soit V & 5'5 (U, kg) et fixons un ensemble fini de place S

comme précédemment tel que V[mgv} = V[myv]. Pour toute U’/U-représentation
de dimension finie R, on fait agir les opérateurs de Hecke sur Homy (R, V') par
leur action sur V. Si U est assez petit, il est alors standard que toute suite exacte
0 —- R — R— R"— 0de U'/U-représentations de dimension finie donne lieu a
une suite exacte compatible a ’action des opérateurs de Hecke :

(31) 0 — Homy,y(R", V)mgv — Homy/ (R, V>m§v —
Homy (R, V)mgv — 0.
Soit R’ C R comme dans ’énoncé. On a par (iii) :
Homy iy (R/R',Vmyv]) = Homy/yy (R/R', V) [m2] =0,
d’ou aussi :
(32) Homy iy (R/ R/, V)m%v =0
car W[mgv] = 0 si et seulement si ngv = 0. Appliquant (31) a la suite exacte :
0— R — R— R/R — 0,
on a avec (32) un isomorphisme compatible a Hecke :
Homy (R, V>m§v — Homy (R, V)m“;v

d’ou lisomorphisme de 1’énoncé en prenant des deux cotés les vecteurs propres
sous Hecke. Par (ii), il existe f € Homy /i (R, V)[m%qv] qui est une injection. Soit
g € Homy (R, V)[m*gv] I'unique élément s’envoyant sur f. Si g n’est pas injectif,
alors ker(g) N socyry R # 0. Comme ker(g) N socyy R C ker(g) N R’ par (i),
on a donc 0 # ker(g) N R’ = ker(f) ce qui est impossible. L’injection g donne
l'inclusion (30) cherchée. O
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Proposition 8.3. — Si la conjecture 8.1 est vraie, alors pour tout v|p il existe
une injection GLy(OFp,)-équivariante unique & scalaire pres :

Do(p,) = 7, (p").
En particulier, on a une injection (D @p ALY x GLy(Op ®7 F,)-équivariante :

( ®:/)(p szD(pv)) ® ( ®Vlza DO(ﬁu)) — Sg(k:E)[mﬁV]'

Démonstration. — Soient U = [[, U, C U = [], U} deux sous-groupes ou-
verts compacts de (D ®p AQ)X tels que w’Um(Ag)x =1, U, = U sivtnp,
U, € ker(GLy(OF,) — GLa(kp,)) et U/ & GL2(Op,) si v|p. En particulier U
est normal dans U’ et U'/U ~ GLy(Op ®z F,). Si I'on suppose vrai I’énoncé 8.1,
on a en particulier un isomorphisme U’/U-équivariant :

9 (U, kp)lmy] = @, (p")"
et notons que l'espace de gauche, donc celui de droite, est de dimension fi-
nie sur kg. En prenant quelques U, suffisamment petits pour v { p, les U’/U-
représentations de dimension finie :
R = ( ®;/p ﬂ-uD(ﬁv)Uy) ® (@UED(ﬁp)U)
R = ( ®;’pr ﬂ-ll/)(ﬁv)Uu) ® ( ®V‘p DO(ﬁV))?

vérifient bien les hypotheses (i), (ii) et (iii) du lemme 8.2. Par ce lemme, on
obtient une injection U’/U-équivariante :

R= (@, 7 (7)) ® (@up Do) = (@ m(07)™) @ (@1 ) (7)™).

En considérant I'action de GLy(OF,) pour une seule place v|p, on voit qu’il doit
exister une injection GLy(Op, )-équivariante Dy(p,) — 72 (p"), unique a scalaire
pres par la conjecture 8.1 et les propriétés de Dy(p, ). Ceci acheve la preuve. [

Pour v|p soit 11, C GL2(Op,) le sous-groupe des matrices unipotentes supérieu-

res modulo p. Si la conjecture 8.1 est vraie, alors par la proposition 8.3 727 (p")

pour v|p contient la GLy(OF, )-représentation Dy(p,) de manieére unique, mais il
n’est absolument pas clair en général si, a I'intérieur de m’(p") (ou de SJ)(kg)),

: . 1 , . _
I’action de la matrice (2 ) préserve le sous-kg-espace vectoriel Dy(p, ).

0

La conjecture suivante précise un peu la conjecture 8.1 aux places divisant p.

Congecture 8.4. — On conserve les notations précédentes. A Uintérieur de
Sy (kg) pour tout v|p, Uaction de la matrice (2 (1)) € GLy(F),) préserve le sous-

kg-espace vectoriel Do(p,).
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Si les conjectures 8.1 et 8.4 sont vraies, alors en particulier 72(p") contient
une des représentations de GLy(F),) associées a p, dans [6].

Si x € kj et v|p, notons y, le caractére non-ramifiée de Gal(Q,/F,) envoyant
un Frobenius arithmétique Fr,, sur 2~!. Notons F,2 I'unique extension quadratique
non-ramifiée de F, dans QTD et fixons des plongements ¢, : F, — FE pour tout
v|p, ce qui permet de définir pour chaque v le caractere wy, : Gal(@p/ F,)) — kj,
comme au §4. Supposons également que kg contient le corps résiduel kr , pour
chaque v|p. Comme det(p,) = ¥, w, on peut écrire p, sous l'une des deux formes
suivantes (cf. §4) :

E; o(rvj+1)
N5 Poaw % ) @ 0, avec a, € kj, 0 < r,; <
¥ O E )
/J’a;l

p—3et (Ty,j)ﬁé{(o,"‘,0),(29—3,"',19_3)}

P10 1)
(ii) p, = (mdg:(g:;?i)wgfj:o( AR ﬂ—1> ®0, avec 1 <rg, <p—2et0<

r,; <p—3,7>0

__ o S
ol 0, : Gal(Q,/F,) — kj est tel que 62 = @Z)wauz’zo "I (wyy, est défini comme
wy, a partir d'un plongement quelconque kr, — kg étendant le plongement

i, : kg, — kg induit par ¢,). Si (g (1)) préserve Dy(p, )~ et si p, est semi-

v

simple, il est défini dans [4] une application kg-linéaire bijective :

P o P

o €D(p,) 0,€D(p,)

. . I
qui envoie un vecteur de base v, de 0, sur :

50 Y now) (5 ) w

A€ky

ou s, est l'unique entier entre 0 et ¢, — 1 tel que 0 # S(v,) € a’ﬁl’” pour un
o), (unique) dans D(p,) (voir [4, §4] pour plus de détails). De plus 'applica-
tion induite o, +— o/, est une permutation sur les poids de D(p,) que 'on peut
décomposer en cycles ¢, 1, -+, ¢, (la numérotation est arbitraire). On note

d,; > 1 la longueur du cycle ¢, ;. Pour tout i et tout o, € ¢,;, on a donc un

. . T I : . I L
isomorphisme S%i : ¢, — 0, qui, comme dimy, 0" = 1, est la multipli-

cation par un élément x,, € kj qui ne dépend pas de o, dans ¢,;. On peut
de plus montrer que, pour chaque couple de poids o, = ()\;(r,;)) ® det” et

o, = (Nj(rv ) ® det* de ¢,; (voir §4 pour la notation) tels que la permutation
ci-dessus envoie o, sur o), le nombre des j tels que I'un seulement de \;j(x;) et
Aj(x;) est dans {p — 3 — x;,p — 2 — x;,p — 1 — ;} ne dépend que de ¢,; et pas

des poids o, o/, (cf. [4, §5 et §6]). On note h,; cet entier. Lorsque p, est scindée
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et 0, = (\j(r,;)) @ det” € ¢,;, on pose enfin :
EV,’i

qui ne dépend encore que de c,;.

4 nombre des j tels que N(zj)e{p—3—uz;,p—2—x;}

Question 8.5. — On conserve les notations précédentes et on suppose vraies
les conjectures 8.1 et 8.4. Soit v|p tel que p, est semi-simple.
(i) Si p, est réductible scindée, est-il vrai que l'on a :

du,ihu,i f— X 1,72@1,2' m .
Ilj,i = (—]_) 2fv 23101 TV:Jal(lf ’ ) fv Hy(p)du,z?

(i1) Si p, est irréductible, est-il vrai que U'on a :

dy i du,ihu,i

T, = (=1 R s A (D Dyl TVaj)eu(p)du,i?

Notons que les valeurs des z,; ci-dessus sont les « valeurs spéciales » de [4,
Th.6.4] apres torsion par 6,.

9. Un probleme de compatibilité local-global modulo p II

On relie le probleme de compatibilité local-global exposé au §8 (conjecture 8.4)
a la conjecture 3.7 et on donne quelques résultats tres partiels en direction de ces

deux conjectures en utilisant les résultats locaux du §7 et les résultats globaux
de [18].

On fixe p comme au §8 et on conserve toutes les notations de ce paragraphe.
On suppose S (kg)[mzv] # 0.

Théoréme 9.1. — Si les conjectures 8.1 et 3.7 sont vraies, alors pour tout v|p,
Dy(p,) 1 est stable par (1?9 é) dans w2 (p"), autrement dit SJ) (kg)[mzv] contient

pour chaque v|p une des représentations de GLo(F,) associées a p, dans [6].

Démonstration. — Fixons v une place divisant p. Rappelons que 72 (5") contient
Dy(p,) par la proposition 8.3. Soit donc x € Dy(p,) un vecteur non-nul fixé par
I, , que 'on peut supposer vecteur propre sous 'action de I, ou I, C GL2(Op,)
est le sous-groupe d’Iwahori des matrices triangulaires supérieures modulo p.
On note X, = 7, ® 7, : I, — kj le caractere propre associé, et on remarque
que la généricité de 7, implique ¥, # X° (voir [6]). Pour U C (D ®p AL)*
sous-groupe ouvert compact tel que 1| Unal)x = 1 et S ensemble fini de places

F

finies de F' suffisamment grand, la méme preuve que [7, Lem.4.6] montre que
les localisés SJ)(U, OE)mgv et Sy (U, kE)mgv ne dépendent pas de S (voir §8) et

on les note respectivement Sf(U, OE)mﬁv et Sf(U, k:E)m?v. Pour U assez petit,
on rappelle que 'application Sf(U, OE)mﬁv — Sf(U, k:E)%v est surjective. Soit
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déf

SP(Op)my, € lim SP(U, 0p)w ., et SP(kp)ms, = lim SP(U, kp)w, ot la limite

U
inductive est prlse sur les U de la forme U”[;, ou U est un sous-groupe ouvert
compact de (D ®p ALY)* (A" désignant les adeles finis hors la place v), on a
par ce qui précede une surjection :

S2(05)ms — 8P (ke)m-

Soit x, =1, ®n, : I, — O oun, = [7,],n, = [7,], comme I,/I , est de cardinal
premier a p, on a encore une surjection :

Homy, (Xo. S5 (Op)my) — Homy, (X, S5 (ke)ms) # 0.

NZ

Il existe donc un vecteur non-nul w dans SD (O E) _v Sur lequel I, agit par y,

et que 'on peut prendre tel que, dans 55( ), w € whv = (®mr) ® T

ol m = ®,m, est une composante irréductible de dimension infinie de S} (E).
La représentation m, est alors une série principale modérément ramifiée dont le
GL2(Op, )-type en (13) est o(x?) (voir §3). La conjecture 3.7 avec le théoreme
7.5 et la propriété de maximalité de Dy(p,) montrent que I'image w de w dans
Sf(kg)[mzv] se trouve nécessairement dans le sous-espace ( ®),, 72 (p")) ®
Dy(p,)1, donc est de la forme y @ x avec y € ®rp, T 7D

2(pY) (car il n’y a a scalaire

Ilu

prés que x dans Dy(p, ) sur lequel I, agit par Y,). Comme o (y3) = m,"" est

é) w € SP(Op)m

va encore se réduire sur un élément de ( sy T (p")) ® Do(p,)"», et donc que

(2 (1)) x € w2 (p") est encore dans Dy(p, ). .

stable par la matrice (2 é) € GLy(F,), on voit que (}09

On aura besoin du lemme suivant, ot I'on reprend les notations du §2 :

Lemme 9.2. — Soit x = n®n' avec n # n' un caractére modéré comme en
(5), (Jmm Jmaxy deuz éléments de P, tels que J™™ C JM* et Jmax\ J0n et yn
singleton, et 0 € Qg tel que 0 < & < 1. Alors il existe a homothétie prés un
unique Og-réseau stable R = @ jep, p*’ o5 sur o(x®) (cf. proposition 2.3) tel que :
(Z) SOCGL,(OL) R ®o, kp = G jmin @ T jmax
(ii) vg = 0 et vg = |J™| + .
De plus, ce réseau est un réseau de Dieudonné (définition 3.1).

Démonstration. — Supposons d’abord que R = @ cp, p*’0; existe satisfaisant
(i) et (ii). Par le corollaire 2.7 et la condition vy = 0, on a (vs)sep, € V,. Par le
théoreme 2.4 on a pour tout J, J' € P,

(GLy(0y) - p™ay) = @B pM1 "W v (prog )
JEPy
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et rappelons que l'image de (GLy(Op) - p*/0;) dans R ®e, kg est 'unique sous-
représentation de R®g,, kg de co-socle 7 ;. De plus, & est un facteur de Jordan-
Holder de cette sous-représentation si et seulement si :

(33) T = |TOT | + vy — vy = 0.

En particulier, pour tout J € P,, on a toujours (33) pour J' = J™" ou J' = Jmax
par (ii). Soit jo € 8 tel que J™* = J™1{j,}, on a aussi v jmin < Vymax < U gmin + 1
(cf. §2).

Etape 1:

Si U ymin = v ymax, alors par (33) :

TR — [T 00T g — g = [T — [T 40 = 0

ce qui implique que @ min est un sous-quotient de la sous-représentation de co-
socle T max dans R ®e, kg. C'est impossible car cela contredit (i). De méme, si
/I_]Jmax - UJmin “l— 1’ aIOI'S paI' (33) .

| T — [ MO T 0 pmin — Vgmax = 1 — 1+ 0=0

ce qui implique que 7 ymax est un sous-quotient de la sous-représentation de co-
socle @ ymin dans R ®¢, kg et contredit encore (i). On a donc vymin < vVymax <
U jmin =+ 1.
Etape 2
Soit J € P, tel que J C J™". Si (33) est vrai pour J' = J™™ on a vy — vmax =
|J| — |Jmax| = | J| — [J™] — 1. Mais vy — vjmax > v; — vymin — 1 (étape 1) d’olt
| J| = [J™®] > v; —vymin cest-a-dire |J™"| —|.J| < vjmin — vy, ce qui est impossible
puisque J C J™" et (vs)sep, € Vy (cf. §2). Donc on a forcément (33) pour
J = J"0 e vy — v = |J| — [J™0) ce qui implique v jmin = |J™"| (prendre
J =0) puis vy = |J|.
Etape 3
Soit J € P, tel que jo ¢ J, alors JNJ™* = JNJ™® donc v nmax = [JNJ™| par
I'étape 2. Si on a (33) avec J' = J™ alors v; — vymax = vy max — |J™¥| ¢’est-a-
dire vy — v jnymax = Vgmax — | JP| = v jmax — | J™| — 1. Or le membre de gauche est
positif ou nul (car J D J N J™) alors que celui de droite est strictement négatif
par I'étape 1. On en déduit donc (33) avec J™® i.e. v;—v mn = |J N J™B|—|Jmin|
soit vy = |J N J™1| par I'étape 2.
Etape 4.
Soit J € P, tel que J™™* C J. Si (33) est vrai pour J' = J™ on a vy — vjmn =
|J N Jmin| — | jmin| = | jmin| — | jmin| = (), Mais v; > vjmax puisque J 2 J™** d’ou
par 'étape 1 :

0< vy —Vymax <Vj — Vymin =0

qui est impossible. On en déduit v; — vymax = |[J N J™*| — [J™*| = ( d’ou
vy = vmax si J D J™*. En particulier, on a vg = vjmax = |J™"| 4+ § par (ii).
Etape 5

Soit J € P, tel que jo € J et supposons que l'on a (33) avec J' = J™*. On en
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déduit vy = |J N J™2| par I'étape 2. Par 'étape 4, on a :

(34) 'UJH(Jmax\(Jmeax)) — UJmax.

On doit avoir par ailleurs puisque (vs)jep, € Vy :

(39) Vi1 gma\ (Jgmax)) < v+ [ ST\ QT
Or :
vy + ’Jmax\(ejﬂ Jmax)‘ — ’Jﬂ Jmin‘ + |JmaX\<J N Jmax)‘

(’Jmin‘ o ’Jmin\<Jﬂ Jmin)‘) 4 ‘Jmax\(Jﬂ Jmax)|

— (’Jmll’l‘ _ ’JmaX\(J m Jmax)‘) + |JmaX\<J m Jmax)‘
’Jmll’l‘

Aol v yp(gmaxy (jogmaxy) < |J™] par (35). Par (34), on en déduit vymax < [J™"| ce

qui est impossible par les étapes 1 et 2. Donc on a forcément (33) avec J' = J™*,

On en déduit vy = vymax + |J N J™¥| — [ J™| est-a-dire vy = [J N J™| 4+ —1

avec 'étape 4.

On déduit de toutes ces étapes que I'unique Og-réseau possible satisfaisant (i) et

(ii) est :
= (@) s (@)
JEPy

JePy
Jjo¢J jo€J

et, en reprenant la preuve précédente, il est facile de montrer que ce réseau vérifie
bien (i) et (ii). On laisse au lecteur la vérification (immédiate) du fait qu’il s’agit
bien d'un réseau de Dieudonné. O

Théoréme 9.3. — Soit v|p et x, = n, @ 1., avec n, # 1, un caractére modéré
comme en (5). Supposons que :

(1) pour tout j € {0,--- , f, —1}, onal<¢,, ; <p—2

(ii) la semi-simplifiée modulo p de o(x?) sur kg contient au plus deuz poids de
(7).

Alors la congecture 3.7 est vraie pour toute composante irréductible w dans Sqf(E)
telle que m, contient o(x’) et telle que la représentation p associée (cf. §3)
déforme p.

Démonstration. — L’hypothese (i) implique que les constituants irréductibles
(S0, ,8f,-1)®@det” de T(x;) sont tels que 0 < s; < p—2 (i.e. sont « faiblement
réguliers » au sens de [18]). Soit 7 comme dans ’énoncé et fixons un plongement
GLs(F,)-équivariant £, : m, < 7 comme au §3. Rappelons qu’on a défini au §3 un
Op-réseau 7, sur m, provenant de S7(Op). Via I'unique plongement GLy(Op, )-
équivariant o(x5) — m,, 7, induit un Op-réseau o°(x;)e, sur o(x;) et on en
déduit une injection GLy(Op, )-équivariante 0°(x})e, ®o, ke — Sy (kg)[mzv].
Tout constituant irréductible o, de socar, (o, )(0°(X5)e, ®o, ki) est donc tel que
Homg,(0y,)(0v, Sy (kg)[mzv]) # 0. La méme preuve que [18, Lem.5.1] (basée sur
une idée de Schein [26]), mais en utilisant le corollaire 7.2 de cet article au lieu
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de [18, Prop.3.5.4] pour les cas p, non-semi-simple, montre que 'on doit avoir
nécessairement o, € D(p,) (notons que cette preuve utilise que o, est « faible-
ment régulier » par (i)). Par (ii), il y a un ou deux tels o, dans @(x’). Nous
traitons séparément ces deux cas.

Supposons d’abord qu’il n’y en a qu’un, alors :

SOCGLQ(OFU)(UO(Xi)EV ®og kg) = o,.

Mais le réseau oy(p,) = op (x;) de o(x;) défini en (14) vérifie aussi par le
théoreme 7.5 :

SOCGLQ(OFV)(Ug(pV) Xog kE) = Oy

puisque o, est le seul constituant dans D(p,). Or, il n'y a & homothétie pres
qu'un seul tel réseau sur o(x?), & savoir le réseau 09(x?%) ot J correspond a la
position de o, dans @(x?) (cf. §2 et la remarque 2.5). On en déduit que les réseaux
a’(x3)e, et a2(p,) sont nécessairement homothétiques.

Supposons maintenant que deux constituants exactement de @(x?) sont dans
D(p,). Soit p : Gal(Q/F) — GLa(F) la représentation associée a m au §3, par
hypothese p a un unique Og-réseau stable qui déforme p. De plus par [23] la
restriction & Gal(Q,/F,) du dual de Cartier de ce réseau est le module de Tate
d’un groupe p-divisible sur I’'anneau des entiers de O, [ »*/—p] dont le module
fortement divisible M, associé ([1]) est un O g-module fortement divisible de type
X, comme dans la proposition 5.2. Par le théoréme 7.5 et la définition de J™in
et J™* en (20), on voit qu’il y a un unique jo € {0,--- , f, — 1} tel que MJ° est
de type II. En particulier avec les notations comme en (14) on a par le corollaire
5.4

fo—1

o (0) = (] =1)ed,
j=0

avec val(z;) € {0,1} si j # jo et 0 < val(z;,) < 1. Soit z & H;”:?)l x; et

s val(z;,) alors val(z) = |J™| + & par (20) et le corollaire 5.4. Ecrivons :

o (x}))e, = EB poy

comme dans le corollaire 2.7 avec (vy)sep, € V. La méme preuve que celle de
la proposition 3.9 utilisant [23] montre que l'on doit avoir vs = val(x) donc
vs = |J™"| + 8. Or, si socgry(op,)(0°(X)e, ®o, ki) est irréductible, c’est-a-
dire si 0%(x%)e, est homothétique & un des réseaux o5(x%), on a forcément vsg
entier (voir remarque 2.5), ce qui n’est pas le cas ici car 0 < 0 < 1. Donc
%(x%)e, o, kg a exactement pour socle ses deux constituants qui sont dans
D(p,). Par le théoréme 7.5, il en est de méme de 0%(p, ) ®o, kg. Par le lemme 9.2
(que l'on peut appliquer par le (ii) du théoréme 7.1 et égalité v = |J™"|+§) un
tel réseau est unique a homothétie prés. Les réseaux o”(x5)e, et ol(p,) doivent
donc encore étre homothétiques. O
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Remarque 9.4. — Si x, comme dans le théoreme 9.3 vérifie seulement 1'hy-
pothese (ii) mais si I'on suppose vraie la conjecture 8.1, alors la méme preuve
que celle du théoreme 9.3 montre encore que le réseau induit sur o(x3) est le
réseau 0Y(p,) défini en (14). En effet, par la conjecture 8.1, on a automatique-
ment que tout constituant irréductible o, de socgr,(op,)(0°(X5)e, ®o, ki) est
nécessairement dans D(p,) (cf. début de la preuve).

Corollaire 9.5. — Supposons vraie la conjecture 8.1. Soit v|p tel que, pour
tout caractére X, de I, apparaissant sur Do(p,)"v, la semi-simplifiée mo-
dulo p de o(x%) sur kg contient un ou deux poids de D(p,) (ot x, est le
relevé de Teichmiiller de X, ), alors la représentation w2 (p") contient une des
représentations de GLy(F),) associées a p, dans [6].

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate des théoremes 9.1 et 9.3 et
de la remarque 9.4. O]

L’hypothese sur D(p,) dans le corollaire 9.5 est vérifiée dans les cas du corollaire
ci-dessous.

Corollaire 9.6. — Supposons vraie la conjecture 8.1. Soit v|p tel que l'on a
soit |D(p,)| < 2, soit f, = 2 et p, irréductible, alors w2 (p") contient une des
représentations de GLy(F),) associées a p, dans [6].

Remarque 9.7. — (i) Lorsque |D(p,)| = 1, il existe une preuve bien plus rapide
du corollaire 9.6 qui n’utilise pas le théoreme 9.3 et qui consiste a remarquer que,
si 0, est I'unique poids de D(p,), alors Dy(p, ) est dans ce cas isomorphe &
(injG1y(p, ) ov) " (en général, il est seulement inclus dedans). Tl est alors automa-
(1) dans 72 (p") puisqu’alors Dy(p,)* =
7, (p")"t (cela découle de Do(p,)" C nl(p¥)" C (injgr, ey, ) o)™ ). Je re-
mercie Pasktinas pour m’avoir signalé ce fait.

(ii) Rappelons que les représentations de GLy(F,) associées a p, dans [6] restent
encore largement mystérieuses (voir [20]). Méme si l'on suppose que la conjecture
8.4 est vraie et que les réponses aux questions (i) et (ii) de 8.5 sont oui, on semble
encore loin de comprendre la représentation adélique Sj(kg)[mgv].

tique que Dy(p, )1~ est stable par (2

Appendice A

Un peu de théorie de Hodge p-adique entiere

On rappelle brievement et on étend un peu quelques résultats de [3, §3].
Puis on détermine explicitement 1’ensemble des poids de Diamond pour les
représentations génériques réductibles non-scindées (détermination qui était
conjecturale dans [6]).



SUR UN PROBLEME DE COMPATIBILITE LOCAL-GLOBAL MODULO p 53

On suppose p > 2 et on fixe une extension finie non-ramifiée L de QQ, dans @
comme au §2, dont on reprend les notations, une extension finie £ de QQ, comme
au §5 (en fait, on a seulement besoin ici de | Homg, (L[/—p|, E)| = [L[y/—p], Q)
olt e = p/ — 1) et un plongement ¢ : L — E comme au §2. On fixe également un
systéme compatible p, de racines p"-iemes de —p dans Q, pour n € Zsq et on
note Lo, C @, le sous-corps engendré par L et les p,,.

Appelons g-module tout kz((u)) ®r, kg-module libre de rang fini ® muni d’'un
endomorphisme kg-linéaire ¢ : © — D tel que p((s ® 1)m) = (s* @ 1)p(m)
(s € kr((w)), m € ®, on dit que ¢ est kr((u))-semi-linéaire) et tel que I'image de
¢ engendre le kr((u)) ®r, kp-module D.

Soit R la limite projective - - - ZT,/pZ % Zp/pr £ ... ot @ est I’élévation
a la puissance p. C’est un anneau integre parfait de caractéristique p muni d’un
Frobenius ¢ (I’élévation a la puissance p) et d’une action de Gal(Q,/L) (via

I’action sur Z,) commutant & ¢. On note p (pn)neZ>0 € R ou p,, est 'image de
pn dans Z,/pZ,.

En munissant Frac(R) de la structure de kp((u))-espace vectoriel qui consiste
a envoyer u sur p, on peut associer a tout ¢-module ® le kg-espace vectoriel
Hom,, (D, Frac(R))* des applications kr,((u))-linéaires f de ©® dans Frac(R) com-
mutant a ¢, 'action de kg sur f se faisant via la multiplication sur . Il s’agit
d’un kg-espace vectoriel de dimension finie égale au rang de © sur kr((u)) ®r, kg.

En posant (gf)(m) © g(f(m)) si g € Gal(Q,/L) et m € D, Fontaine a montré
qu’on obtenait ainsi une anti-équivalence de catégories entre les ¢p-modules et les
représentations linéaires continues de Gal(Q,/Ls,) sur des kp-espaces vectoriels
de dimension finie (voir par exemple [3]).

On fixe une racine e-ieme 7 de —p dans Q, et on pose pour n € Zx :

r

T def P
n
Hz 0 Pr— if

our >1et qg>0sont les uniques entiers tels que n = fqg —r avec 1 < r < f.
Alors les (Wn)nezzo engendrent L., [7] sur L et forment un systeme compatible

de racines p"-iemes de m dans Q, tel que 7¢ = p,, pour tout n (la vérification,

’1 2 . .y, . ef
élémentaire, est laissée en exercice au lecteur) Soit T = (7Tn)n62>0 € RouT, est

I'image de 7, dans Z,/pZ,. On a donc dans R :
(36) ¢ =p.

Munissant Frac(R) d’une deuxieme structure de kr((u))-espace vectoriel qui con-
siste a envoyer w sur 7, on peut aussi associer a tout p-module © le kg-espace
vectoriel Hom,, (D, Frac(R))? des applications kr((u))-linéaires commutant & ¢ et
obtenir cette fois une anti-équivalence de catégories entre les p-modules et les
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représentations linéaires continues de Gal(Q,/Lo[7]) sur des kp-espaces vecto-
riels de dimension finie. Soit ®’ le p-module obtenu par extension des scalaires :

) Qky ((u)),u—ue kr((w)),
il est clair par (36) que 'on a un isomorphisme compatible & Gal(Q,/ Lo [7]) :

Hom,, (D, Frac(R))'|gu@; /1o ) — Homy (D', Frac(R))%.

Le morphisme composé :
Gal(Q,/ L) — Gal(Q,/L) — Gal(L[x]/L)
se factorise par Gal(Ly[7]/Loo) et induit un isomorphisme de groupes :
Gal(Loo[7]/Loo) = Gal(L[r]/L).

Le caractere s¢; : Gal(Q,/L) — k) du §1 induit en restriction & Gal(Q,/L)
un caractere qui se factorise par Gal(Loo[7]/Lso) et que I'on note encore s;. En
particulier on a g(r) = s;(g)r dans R pour g € Gal(Q,/Ls). Munissant le ¢-
module D’ de D'action kr, ®p, kg-linéaire de Gal(Q,/Ls) définie par g(m @ u’) «
m ® (s(g)u)’ (ot m € D) et Hom, (D', Frac(R))? de laction kp-linéaire de
Gal(Q,/Ls) définie par (gf)(m’) & g(f(g7tm’)) (ot m’ € D'), on retrouve un
isomorphisme compatible & Gal(Q,/Lx.) :

(37) Hom,, (D, Frac(R))' — Hom, (D', Frac(R))*.

On a besoin pour la preuve de la proposition 6.6 de certains autres p-modules
avec action de Gal(Luo[7]/Ls) que 'on introduit maintenant.

On fixe n,n" : kf — O deux caracteres multiplicatifs distincts comme au
§2 et on note 7, 7' leurs images par la surjection Oy, — kj. En décomposant
ki ®p, kp ~ kp X -+ X kg, a®b — (1(a)b,z(¢"(a))b, -+ ,1(¢* " (a))b) ou T :
ki — kg est induit par ¢ : L — E, tout ¢-module ® s’écrit ® = D% x --- x D!
ol ©7 est un kg((u))-espace vectoriel de dimension finie et ¢ : D7 — DIt est
kg-linéaire tel que p(u'm) = uP'p(m) (i € Z, m € D7).

Définition A.1. — On appelle p-module de type X & 717 tout p-module
D tel que chaque D’ est de dimension 2 sur kg((u)) et est muni d’une action
kg-linéaire de Gal(Ly|m|/Loo) telle que :

(i) g(u'm) = (wy(g)" "u)'g(m), g € Gal(L[n]/Les), m € D

(i) Uaction de Gal(Ly|m|/Loo) commute a ¢

(iii) sur chaque ©7 il existe une kp((u))-base sur laquelle laction de

Gal(Loo[m]/Lso) est donnée par 1 &7 .

A tout p-module de type Y on associe comme ci-dessus Hom,, (D, Frac(R))? que
def

'on munit d'une action kg-linéaire de Gal(Q,/Ls) par (gf)(m) = g(f(g 'm))

oum €D et g est 'image de g dans Gal(Leo[7]/Leo).
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Si M est un O g-module fortement divisible de type x & n®mn' (définition 5.1)

et ML M®o, ke (86), on considere la représentation Hompy ) (M, Ais Rz, Fp)

de Gal(Q,/L) (voir (21)). On peut se demander si sa restriction & Gal(Q,/Lu)
provient d’'un p-module de type X par le foncteur ci-dessus et, si oui, lequel.

Soit M un &y [[u]] ®F, kg-module libre de rang fini muni d'un endomorphisme
kg-linéaire et kp((u))-semi-linéaire ¢ : M — M tel que le kz[[u]] ®F, kp-module
engendré par I'image de ¢ contient u®9. On peut écrire comme d’habitude 9 =
IO x -+ x ML ot MY est un kg[[u]]-module libre de rang fini et o1 ¢ induit des

applications (nécessairement) injectives ¢ : 9 — ML Pour j € {0,--- , f—1},
on pose :
ol déf 5
B M= 8 @ kpffag) IV
ot S est vu comme kg[[u]]-algebre via kg[[u]] — S, u — u? (d’out la notation ®,,)

etouj—1=f—1sij=0.On définit :

Fil'M © {2z € M | (®¢)(z) € Fil'S @ MV}
oit Fil'S est cette fois vu comme kg[[u]]-module via kg[[u]] — S, u +— u. On
définit enfin ¢, : FilM — M comme le composé :

Fil'M 2 Fil'S @y g DV 25 @ gy WV = M

On peut ainsi associer un triplet (ﬁ, Fil' M, 1) a tout M comme ci-dessus.

Proposition A.2. — Soit M un Og-module fortement divisible de type x

comme au §5 et M = v ®oy kg comme au §06.

(1) 1l existe un unique ki [[u]] ®r, kp-module libre MM comme ci-dessus tel que le
triplet associé soit isomorphe a (M, Fil' M, ¢1).

(ii) Soit © om Q)] kr((w)) et munissons ® de l'endomorphisme ¢ kr((u))-
semi-linéaire induit par celui de M. Alors D est un p-module de type X et on a
un isomorphisme kg-linéaire compatible a l'action de Gal(Q,/Ls) :

H0m¢(@, FraC(R))2 ~ HomF1117(pl (m, ACI‘iS ®Zp ]Fp) |Gal(@/Lm)

Démonstration. — Le (i) découle de [3, Th.3.3.2]. L'unicité de 9 en (i) implique
qu’il est naturellement muni d'une action de Gal(Loo[7|/Ls) provenant de 'ac-
tion de Gal(L[r]/L) sur M et il est clair que cela fait de ® un g-module de type
X. Par [2, Lem.2.3.3] et une variante évidente de [2, Prop.4.2.1] (voir preuve de
[3, Th.3.3.2]), en munissant R de la structure de kp[[u]]-module qui consiste a
envoyer u sur m, on a des isomorphismes de kg-espaces vectoriels :

Hom,, (D, Frac(R))? < Hom, (M, R) = Homg ,, (M, Aeis ®2, F,)
induits par R — Frac(R) et R — Ais ®z, Fp, (voir [3, §3.3] pour cette derniere

floche). Comme toutes ces applications sont Gal(Q,/Lu,)-équivariantes, la com-
mutativité & Gal(Q,/L) est immédiate. O
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On reprend maintenant les notations du §4 et on convient ci-dessous que f = 0.

Soit p: Gal(Q,/L) — GLy(kg) telle que :

e s wfzfzéwnpﬂ' 2 - w%f:_é(%ﬂ)p’j §
Gal(Qp/L) 0 1 O 1
&f

avec 0 < T < p — 37 (Tj) §é {(07 aO)v(p - 37 P — 3)} et Sj dé Tr—j-
Les conditions sur les r; impliquent facilement qu’il existe un objet M de la
catégorie de Fontaine-Laffaille ([16]) muni d’une action linéaire de kg tel que
P ~ Hompy o, (M, Acris ®z, F) (avec des notations évidentes). En particulier M
est un ky ®p, kp-module libre de rang 2. Comme dans le cas des ¢-modules de type
X, on peut écrire M = M° x --- x M7= avec M7 = kge? @ kpf?, Fil°M7 = M7,
Fil' M7 = Fil T M7 = kg f7, Fil¥ T2 MI =0 et :
(38) { ele) = Qe

Po;01(f7) = B (7T + pjae’™)
ouje{0,---,f—1}, a;,0; € kg, u; € kg. Notons que 'on a bien s;+1 < p—1.
Les aj, B;, ;t; ne sont pas uniquement déterminés mais la nullité ou non de y;
pour tout j est indépendante du choix de la base (€7, f7); comme ci-dessus. Si
RD(zg,- -+ ,xp_1) désigne I'ensemble des « poids de Diamond formels » corres-
pondant au cas scindé (voir [6, §11]), on associe a p l'ensemble D(zg, -+, xf_1)
de tous les uplets A = (Ao(z0), -+, Ap—1(zy-1)) € RD(zg,--- ,x5-1) tels que
Nj(z;) € {p—2—=xj,p—3 —x;} implique py_; = 0. Notons que, si J; est comme
en (15), on a :

(39) 0(Jp) ={f —j | nj =0}

ou 0 est le « décalage a gauche » (§4).

Proposition A.3. — On a (avec les notations du §4) :
D) = {(Ao(ro), -+, Ay ry—1)) @ det o= X € D(xg, -+, xp4)}
ot D(p) est l'ensemble des poids de Diamond associés a p ([7]).

Démonstration. — Pour tout J C § on peut écrire p|g,q, ) sous la forme :
> ey (ri41)pd .
Plaa; ~ (Wi * ® — X (1P
PlGal@,/Lm) = 0 Zjes (ri41p “r ou
“s

p—3—r; si j¢J e j—1¢J
p—2—r; si j¢J e j—1e€lJ
i ri+1 siojedJ e j—1¢J

T; si o jedJ e j—1€l
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. - . o . — j L+1)p?
Disons qu'un J C 8 est p-cristallin si 'extension * dans p| . q;, Lm)®w%3¢"(rj+ )p

se releve en une extension cristalline :

[Les ‘Pj(ef)rﬁl * ,
0 [Tjes @ (e5)7"

ol ¢/ (gf) est le caractere (cristallin) de Lubin-Tate de Gal(Q,/L™) qui, via la
réciprocité locale, est 1o/ sur OF (en particulier il releve w?j). Par définition (cf.
7], [18]), D(7) est I'ensemble des poids (Ao(7o), - -+ , Ap_1 (1)) @det?M o rr-1)
pour A € RD(xo, - ,x¢-1) tel que {j | A\j(x;) € {xj,z;+1}} est p-cristallin. Soit
L, C Q, le sous-corps précédent engendré par L et un systeme compatible de ra-

: .\ . . 1 >0 (r+1)p?
cines p"-iemes de —p. Puisque toute extension dans ExtGal(@ / L)(l, Wy = )

provient d’un objet de Fontaine-Laffaille, par [2, Cor.4.2.2 et Lem.5.1] la fleche
de restriction :

1 I 20 (ry 1y 1
(41) ExtGal(@/L)(l,wf I=o ) — ExtGal(@/Lm)(l,w
est une injection.
Pour tout J C 8 posons ¢(.J) « {f=j.jeJ}tets] « rs_; avec r’; comme en (40).
Considérons les modules de Fontaine-Laffaille de la forme M, = M’ x- - - x M/} ™!
avec M"Y = kpe!, @ kpf), Fil° M7 = M7 Fili P2 M7 = 0 et -

Y0 (ri+1)pI
7 )

Fil'M)7 = FilsH MY = kged, si j¢u(J)
{Fillng = FISTMY = kgfl s jeuJ)

( 905;+1(€?]) = Oéj+1€?7+l st j & uJ)
gp(e&) = ozjjqe?:]+1 si jeu])

J o) = Giaf7 st jgud) et 1)
o(f) = G5 el si G Eud) et jH+1eu))
po1(f]) = Ginfy™ st jeud) et jH1¢ )

L es1(f7) = Bina (77 +pimel™) si jeud) et j+1eul)

ot aj,3; € kpy, p; € kg. Soit £} le sous-kg-espace vectoriel de :
déf 1 Y10 (r+1)p?
E = EXtGal(@/L)(1=Wf g )

. . N =g (1)
des extensions isomorphes & Hompy: o, (M, Aeris @z, Fp) @ w f 25075

comme ci-dessus. Il est de dimension |¢(J)| = |J|.
Pour tout J C §, notons M les modules de Fontaine-Laffaille comme en (38)
tels que j ¢ «(J) implique p; = 0. Soit E; le sous-kg-espace vectoriel de E des

—S ! 4+1)pd
extensions isomorphes a Hompy- o (M, Auis ®z, Fp) ® Wy 2y (1P .11 est de

dimension |J|. Par définition de D(xg,--- ,zs_1) et de D(p), on voit facilement
qu’il suffit de montrer que, pour tout J, les deux sous-espaces E; et E/; de F
sont les mémes, et par (41) il suffit de le vérifier aprés restriction & Gal(Q,/Loo).
Par le résultat de Fontaine rappelé au début de cet appendice, se donner une

pour M),
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représentation de Gal(Q,/L.,) sur un kg-espace vectoriel de dimension 2 est
équivalent par le foncteur © — Hom, (D, Frac(R))! & se donner un ¢-module
D=2 x .- x D ot DI est un kp((u))-espace vectoriel de dimension 2 et
o 1 D — DIt est kp-lindaire tel que p(um) = uPp(m). Un calcul explicite
utilisant [2, Th.4.1.1] (plus exactement la partie (2) de la preuve de loc.cit.)
montre que les p-modules D', = D/, 0% .oix D) 771 provenant des restrictions &
Gal(@p/ L) des représentations Hompll . (M 75 Aaris @z, Fp) sont exactement les

¢-modules D = kp((u))e); @ kg((u))f), avec :

j+1

p(eh) = Yiutte) sioj+1¢uJ)
p(e)) = %He?,“ si j41€u))
o(fy) = y+1f7 st j+1¢uJ)
o(f) = Gputo T T s 1 e ()

. -5 !4 1)pd . .
ou v;,0; € kj, et v; € k. Apres torsion par w; s (1P , ce qui correspond a
multiplier @(35) et QO(TJJ) par vt gi j 41 ¢ 1(J), et en remplacant ff, par

uf) st j+1 ¢ «(J), on obtient les ¢-modules suivants :

{ @(%) = %+1€?]+1 -
P(f) = Spu P +ynel
ouv;=0sij¢uJ])et:
p—2—s;- s% jgé/,(J) et j+1¢L(J)
o p—l/— sj st jgéL(J) et J-FlGL(J)
J s siojeud) et jH+1¢uJ)
i+ 1 siojeud) et j+1eu(J).

Comme s rf _j et j€u(J) (resp. j+ 1 € 1(J)) si et seulement si f —j € J
(resp. f — 1 —j € J), en utilisant les formules (40) pour % ainsi que 7;_; = sj,
on obtient finalement les ¢-modules :

{90(33) = 7]+13;]+1 .
o(f;) = 5a+1usj“+1f7+ +y]+leg+

ou v;,0; € kp, v; € kpetv; =0s1j ¢ (J). Or, par le méme calcul (en plus
simple) que précédemment utilisant [2, Th.4.1.1], ces ¢-modules correspondent
exactement aux représentations de Gal(Q, /L) obtenues par restriction & partir
des représentations Hompy- o, (M, Aeis @z, Fp). Ceci montre E; = E' et acheve
la preuve. O

Remarque A.4. — Diamond m’informe que le résultat de la proposition A.3
peut aussi facilement se déduire de [8] (voir [9]).
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Appendice B

Appendice par Lassina Dembélé

Soit F' un corps totalement réel et p > 3 un premier inerte dans F. Soit D un
corps de quaternion sur F' totalement défini et ramifié en un ensemble de places
finies X telles que (p) ¢ ¥ et v € ¥ n’est pas congru a 1 modulo p. Soit n un idéal
entier tel que v {n, v € LU {(p)}. Soit g € SP(U(n,p);F,) une forme nouvelle
telle que la représentation galoisienne associée :

P, : Cal(@,/F) — CLy(F,)

est globalement irréductible et générique en p. (On réfere a larticle et au reste de
'appendice pour les diverses définitions et notations.) Alors ’ensemble des poids
de Diamond D(p,) a comme cardinal 24 avec 0 < d < f, ou f désigne le degré
d’inertie en (p). De plus, on a d = f si et seulement si p, est semi-simple en p.

La conjecture suivante est mentionnée dans l'introduction de I'article.

Congecture B.1. — Soient F', D, n et g comme ci-dessus, et soit m, ["idéal
de l'algébre de Hecke TP engendré par tous les opérateurs T(p) — ay(g) tels que

9|T(p) = ap(g)g avec p & (XU {p: p|np}). On pose :
SPUn,p);F,)g) € {h e SPWUnp);F,) | Th=0,¥T € m,}

que nous allons aussi abréger par SP[g ors on a :
I b SPlg]). Al
(i) Sid < f, dimg-SP(U(n,p); F,)[g] = 27437,
(ii) Sid= f, dimg SP(U(n, p);Fp)[g] = 3/ £ 1, avec + si p, est scindée en p
et — si elle est wrréductible en p.

Dans cet appendice, nous vérifions quelques cas de cette conjecture par or-
dinateur. Pour ce faire, nous avons calculé des systemes de valeurs propres de
Hecke de formes automorphes algébriques mod 5 sur des corps de quaternions
définis sur les corps totalement réels F' = Q({o)™, Q(¢7)T et Q((i6)™. Signalons
que nous n’avons pas cherché a énoncer une conjecture générale puisque nous ne
nous limitons qu’a la vérifier avec les conditions restreintes ci-dessus (p inerte,
v € ¥ non-congru a 1 modulo p, n premier a 3 et niveau Up(n)), mais un énoncé
plus général devrait étre vrai. Précisons aussi que le cas d = 0 de la conjecture
B.1 peut se déduire de la Remarque 9.7 et de la Conjecture 8.1 sur les poids de
Diamond dans 'article.

B.1. Exemples. — Pour chacun des corps F' ci-dessus et pour quelques corps
de quaternions D sur F', nous avons calculé tous les systemes de valeurs propres
de Hecke a coefficients dans F5;, pour divers niveaux n. Nous avons effectué ces
calculs en utilisant la méme méthode que dans [12] auquel nous référons pour
plus de détails.
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X ={ps},n=(1)
Np p ap(g1) ap(g2)
3 P3 2 0
] Py 63 o’
17 p§17) b7 a3
17 p§27) 87 ot
17 pgi) Ql13 %8
19 p%) 59 Q18
19 p%) 97 Q%
19 pg) 82 04
dimgz, SP[g] 4 8
D(p,) 0(2,33),(4,22) 0(2,1,1),(0,2,2)

TABLE 1. Exemples de systémes de valeurs propres de Hecke sur Q(¢o)™
a coefficients dans Fgs (ici o est un générateur de F; ).

Pour chaque systeme de valeurs propres g nous avons, par la méme occa-
sion, calculé I’ensemble des poids de Diamond D(p,) ainsi que la dimension
dimg, S”[g]. Les poids de Diamond D(p,) sont obtenus en déterminant 'en-
semble des [F-représentations irréductibles (o, V) de GLy(Or/(p)) pour lesquels
le systéme g apparait dans SP(Uy(n); V) (voir §B.2 pour les notations). De facon
analogue, on obtient dimg, SP[g] en énumérant tous les caracteres de 1'Twahori x
en p pour lesquels le systéme g apparait dans SP(U(n, p), x; F,). (A titre illustra-
tif, nous avons donné deux exemples de tels systemes dans la Table 1; le lecteur
s’apercevra en regardant les poids que le premier n’est pas générique.)

Dans les Tables 2, 3 et 4, nous avons réparti selon le cardinal de D(p,) tous les
systemes de valeurs propres qui satisfont a la condition :

7 =08 (ro, -+ 7y1) €D(F,) >0 <y <p2

(nécessaire pour la généricité de p, en p). On observe que dimg SP[g] est en
accord avec la Conjecture B.1.

B.2. Méthode de calcul des formes automorphes mod p sur F'. — Dans
ce paragraphe, nous expliquons comment nous avons effectué les calculs pour les
systemes de valeurs propres de Hecke des formes automorphes algébriques mod

p.
Nous conservons les mémes notations que dans l'article. Ainsi D est un corps de

quaternions sur F' qui est ramifié en toutes les places a I'infini et éventuellement
en un ensemble fini quelconque de places finies Y. Nous choisissons un ordre
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Y= {p3}7 n= (1)
#Systemes propres de Hecke  [D(p,)| dimg_ S”[g]
48 1 8
12 2 12
Y= {p3}7 n= (2)
#Systemes propres de Hecke  [D(p,)| dimg_ S”[g]
300 1 8
96 2 12

TABLE 2. dimF5 SPlg] pour systemes de valeurs propres de Hecke sur
Q(¢o)t a coefficients dans Fss.

Y= {pr}, n=(2)
#Systemes propres de Hecke  [D(p,)| dimg_ S”[g]
292 1 8
48 2 12
12 4 18

TABLE 3. dimg_ SP[g] pour systemes de valeurs propres de Hecke sur
Q(¢7)™ A coefficients dans Fys.

Y=0,n=(1)
#Systemes propres de Hecke [D(p,)] dimg S”[g]
636 1 16
64 2 24
8 4 36
Y= Q’ n= (pQ)
#Systemes propres de Hecke [D(p,)] dimg S”[g]
852 1 16
208 2 24
36 4 36

TABLE 4. dimF5 sb [g] pour systemes de valeurs propres de Hecke sur
Q(¢16)™ A coefficients dans Fsa, (po est le premier au-dessus de 2).
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maximal Op dans D. Pour chaque place finie v de F', on désigne par F, et O,
les complétés de F' et de O en v respectivement. On pose D, = D ® F, et
Op, = Op ® O,; et pour chaque place finie v ¢ ¥, on fixe un isomorphisme
Op, = M5(0,) que l'on étend a D, = My(F,). Les adeles finis de D et Op sont
notés par Det O p respectivement ; cela détermine un isomorphisme :
05~ [J 05, x [[ GL2(0
veEY vgn

par lequel nous allons identifier ces deux groupes par la suite.

Nous fixons un idéal entier n dans O tel que v 1 n pour tout v € ¥ et nous
définissons les sous groupes compacts ouverts de D* suivants :

Up(n) « {7 €0 :y= <Z<) :) mod n}

é = 1 =
Ul(p) o {7€OD:WE<O 1) modp}

déf

Uln,p) = Up(n)NUL(p).

Soit (o, V) une F,-représentation irréductible de GLy(Or/(p)). Pour vérifier la
conjecture B.1, nous avons besoin de calculer les espaces des formes automorphes
algébriques :

SP(U(n,p);F )def{f D*\D*/U(n,p) — F }
SD(Uo(n) )def{f DX\DX/UO( )=V flu=f, VUEOD<)}

ou OB(M agit par la surjection OB@) — GLy(Opr/(p)) et ou l'on pose flu(z) =
f(zu)u~t. Pour ce faire nous allons les décomposer en sous-espaces plus facile a
calculer.

Soit C1(Op) un ensemble de représentants de toutes les classes a droite de Op ;
on rappelle qu’il existe alors une bijection naturelle entre C1(Op) et le double-
quotient D*\D*/O%. Soit S un ensemble fini de premiers dans Op disjoint de X
qui génere le groupe des classes étroites C17(F) et tel que, pour tout q € S, on a
(q,np) = 1. Par le théoreme de I'approximation forte, on choisit les représentants
a € Cl(Op) tels que le support de nr(a) est contenu dans S. (On désigne par

r: D — F la norme réduite.) Pour chaque a € Cl(Op), on désigne par Op 4
I'ordre (maximal) a gauche de a. Il existe alors des surjections @X — GL2(Op/n)

dont les images dans GLy(Op/n) sont conjuguées par lesquelles les 0% D.a 2gissent
de fagon transitive et compatible sur P'(Op/n).

L’espace des formes automorphes algébriques de niveau Uy(n) et de poids V'
sur 'ordre Op 4 est défini par :

SP Uy (n); {f: P Op/n) =V | fly=[f,VyeO),}.

def
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Pour chaque (a, b) € C1(Op)? et chaque premier p dans Op, on pose :
08 (p: a, b) ¥ o o1, )
(b; @, b) pa\qUEa nr(a)nr(b)~! Pro
ou on laisse og’a agir par multiplication a gauche. On définit I'application
linéaire :
Too(p) 1 S7(Uo(n); V) — SP(Up(n); V)
u€O®(S) (p; a, b)
Par [11], on sait alors qu'il y a un isomorphisme de modules de Hecke :
SP(Wo(m):V) =~ € SPUs(n); V),
acCl(Op)

ou l'action de 'opérateur de Hecke T'(p) a droite est donnée par la famille d’appli-
cations linéaires (T, p(p)) avec (a, b) parcourant Cl(Op)?. On désigne par TP la
F,-sous-algebre de EndE(SD (Up(n); V) engendrée par les opérateurs T'(p) pour
tous les premiers p n’appartenant pas a X U {p : p | np}. La décomposition ci-
dessus et une adaption de I algorithme présenté dans [11] permettent de calculer

plus facilement I'espace SP & gP (Up(n); V) et son algebre de Hecke TP.

Pour calculer le premier espace, posons G & (O r/(p)* x(Op/(p))* et définis-
sons :

Hi(p) « {(a, b) € (0p/(p))*: ad+bc = lavecc, d € Op/(p)} .
On rappelle que 3 (p) =~ PY(OFr/(p)) x (0/(p))* et que Uy(p)/UL(p) ~ G. Le
groupe O} agit transitivement sur 9{1 (p) x (Op/(p))* par :

v () € (i, det(v,)u),

olt 7, est 'image de v dans GL2(Or/(p)). Le stabilisateur de ((1,0), 1) est U{ (p).
On en déduit les bijections :

05/U(n,p) ~ P (Op /up) x Uy(p)/U} (p) ~ P"(Op/np) x G.

On définit alors I'espace des formes automorphes algébriques sur l'ordre Op 4 de
niveau U(n, p) par :

SPe(U(n,p

Il est alors facile de voir que :

SPWUm,p)iF,) =~ P S (UMW, p)F,)

GECI(OD)

def

{f: 05 \P(Op/np) x G —TF,}.

comme modules de Hecke lorsque 1'on définit I'action de T'(p) a droite comme
précédemment.
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Maintenant, on observe que le groupe G agit sur P'(Or/np) x G par multi-
plication sur le second facteur. Cela induit une action sur SP*(U(n,p);F,) que
I'on peut donc décomposer suivant les caracteres de G. Soit y : G — EX un
tel caractere, c’est-a-dire un caractere de I'Iwahori en p. (On rappelle que cela
équivaut  se donner une paire de caracteres 7, ' : (Op/(p))* — F,” dans le
langage de l'article). On peut alors définir 'espace SP¢(U(n, p), x; F,) des formes
automorphes algébriques sur 'ordre Op , de niveau U(n,p) et de caractere de
I'Twahori y en p comme étant I'ensemble des fonctions f € SP9(U(n,p);F,)
telles que :

f(uz) = x(u) f(x), pour tousz € P*(Op/n) x Getu € G.

Ainsi, on obtient :

SPAUm,p)iFy) = P S (U p), i Fy).

X

En définissant 'espace SP(U(n), x;F,) des formes automorphes algébriques sur
D* de niveau U(n, p) et de caractere de I'lwahori y en p par :

SPUmp),F) = @ SP(Un.p),x:F,),
CLECI(OD)

on obtient alors la décomposition :
SP(U(n,p);Fy) = P P (U, p), x; Fy).
X

Comme précédemment, cette décomposition permet de calculer plus facilement

gp 4 gp (U(n,p);F,) et I'algebre de Hecke T correspondante (définie comme
ci-dessus).

B.3. Espaces des formes anciennes et des formes nouvelles. — Pour
vérifier la Conjecture B.1, nous avons besoin de calculer les espaces de formes
nouvelles. Dans ce paragraphe, nous expliquons comment cela est effectué.

Soit q | n un idéal premier, et posons m = nq~!. Par le théoréme de I'approxi-
mation faible, on choisit u € F tel que vq(u) = —1 et vy(u) = 0 pour p | n et
p # q. Pour définir les applications de dégénérescence en ¢, I'on a besoin d’une
traduction en termes globaux de leur description adélique (donnée par exemple
dans [31]). Pour cela, rappelons que :

Xg(m) = D\D*/U(m)~ [] 05.\P'(Or/n)
acCl(Op)
XPm) = D\D*/Uy(m)~ [[ 0F,\P'(Or/m).

QECI(OD)
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La surjection naturelle m; : P (Or/n) — P!(Op/m) induit de fagon évidente une
application :

Xy (n) — Xg'(m)
x — m(x).

La premiere application de dégénérescence est tout simplement le pullback par
T -

a1(q) : SP(Uy(m); V) — SP(Uy(n); V).

Pour définir la seconde, soient z € OF \P'(Op/n), et (a,b) € (Op/n)* un
représentant de x. Une interprétation de la définition adélique de la seconde
application de dégénérescence en termes globaux implique qu’il existe un unique
b € Cl(Op) et un unique v € O (p; b, a) tels quen posant (c,d) = 7 - (a,b)
on a min{uvg(c),v4e(d)} = 1. On désigne alors par y la classe de (cu,du) dans
05 s \P'(Op/m). Cela donne une autre application :

M Xg'(n) — Xg'(m)
T .
La seconde application de dégénérescence est le pullback par ms :
as(q) : SP(Uy(m); V) — SP(Uy(n); V).
La combinaison de ces deux applications donne :
tg: SP(Up(m); V) —  SP(Up(n); V)
(f1, f2) = (@) fi + aa(a) fo

On définit alors 'espace des formes anciennes par :

P Ua(m); V)™ E Y im(g).

qln

Pour des raisons pratiques, et comme nous ne disposons pas d’'un produit sca-
laire en général, nous travaillons plutot avec le dual de SP(Uy(n); V) pour le
calcul de 'espace des formes nouvelles. Soit :

SP(Uo(n); V) <€ Homg(SP (Uo(n); V), Fy),
muni de I'action naturelle & droite de T? définie par :
(1)) = e(fIT), ¢ € SP(Us(n); VS, f € SP(Uo(n); V).
L’accouplement naturel :
()2 SP(Uo(n);V)*H x SP(Up(n); V) — F,

défini par (¢, f) = ¢(f) satisfait alors a lidentité (¢T, f) = (o, f|T). En se
rappelant que TP C EndE(SD (Up(n); V), Papplication tranposée T' +— T nous
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permet alors de voir SP(Up(n); V)* comme un TP-module & gauche. On obtient
ainsi la transposée :

tg: SP(Uo(n); V)* — SP(Up(m); V)*2,
qui nous permet de définir :

SP(Up(n); V)2 € (Y ker(ct).
qn

Comme nous nous intéressons seulement a la partie semi-simple de TP, le résultat
suivant de Stein [30, Proposition 3.14] est encore valable.

Proposition B.2. — Soit M C SP(Uy(n); V)™ un sous-TP-module irréducti-
ble et I = Annpo(M). Alors, pour chaque p, le polynome caractéristique de T'(p)
agissant sur SP(Uy(n); V)[I] est le méme que celui de T(p) agissant sur M.

Cette proposition nous permet de ramener le calcul de 'action de Hecke sur
SP(Ug(n); V)eW & celle sur son dual, ce qui est plus facile en pratique.
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