SUR UN “CORPS DE CARACTERISTIQUE 1”(D’APRES ZHU)

PAUL LESCOT

RESUME. Nous exposons la théorie de Zhu concernant un analogue formel du
corps Fp, pour “p=17.

1. INTRODUCTION ET DEFINITIONS

L’objet de cet exposé est de justifier certaines des affirmations contenues dans
le preprint ([5]) de Zhu. L’analogie formelle entre le groupe symétrique ¥, et
le “groupe linéaire de rang n sur un corps de caractéristique 1”est bien connue
des spécialistes de théorie des représentations. Zhu est parvenu a définir un ob-
jet algébrique F; possédant“la plupart”’des propriétés des corps, et tel qu’en un
sens précis, on ait GL,(F)) ~ %,, . Nous allons développer I’algebre linéaire et la
géométrie algébrique sur F} en restant aussi pres que possible des définitions clas-
siques. Il s’avere que la catégorie des Fi—modules de type fini est beaucoup plus
complexe que celle des espaces vectoriels de dimension finie sur un corps : elle est
en effet équivalente & la catégorie des treillis finis non vides.

Nous nous proposons de dégager dans une prochaine publication un terrain com-
mun entre ces résultats et ceux de Deitmar ([3]) et Soulé ([4]).

Une premiere version de ce texte avait fait 'objet d’'un exposé au Groupe de
Travail Interuniversitaire d’Algebre, le 15 Janvier 2001 ; je remercie Jacques Alev,
Dominique Castella, Francois Dumas et Laurent Rigal pour leurs commentaires a
cette occasion.

Définition 1.1. On notera F; l'ensemble {0,1} muni des lois de composition in-
ternes + et . données par :
040=0,

0+1=140=1+1=1,

00=01=10=0,
et
1.1=1.

Remarque 1.2. 11 est visible que F} satisfait a tous les axiomes des corps commu-
tatifs, excepté a celui qui affirme l’existence de symétriques pour 1'addition.

Définition 1.3. On appelle Fj-module la donnée d’un monoide commutatif M
d’élément neutre 0 et d’une Fj-loi externe sur M (c’est-a-dire d’une application
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de F} x M dans M), ayant les propriétés usuelles, i.e. :

(1) V(A p,z) € -y x Fy x M (A+p)z = Ax + ux
(2) VN z,y) EFy x M X M XNz +y)= z+ )y ,
(3) Vee M lz=x
(4) VeeM 0z =0 .

Définition 1.4. Un ensemble ordonné pointé (F, <,0) est dit décent s’il possede
un (et nécessairement un seul) plus petit élément 0, et si en outre deux éléments
quelconques de E possedent une borne supérieure.

Théoréme 1.5. La catégorie des F1—modules s’identifie canoniquement a la catégorie
des ensembles ordonnés décents.

Démonstration. Soit M un Fy-module; pour (a,b) € M?, définissons :
a<b=a+b="b.
Alors, pour tout a € M :
(5)
a+a = la+1la
= (14 1a
= la
a,
soit a < a. En outre, de a < b et b < a, il suit :
atb=betbta=a,

dota=b+a=a+b=5b.
De plus, sia < bet b <c, il vient :

at+c = a+(b+c)
= (a+b)+c
= b+c
= ¢,

soit a < ¢. < est donc une relation d’ordre sur M ; de plus, pour chaque a € M :

(6) 0O+a=a ,

soit 0 < a; (M, <) posseéde donc un plus petit élément : 0.
Soient a € M et b € M ; il est facile de voir que :
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a+((l+b) = (a+a)+b
= a+b (dapres (5)) ,

soit a < a+b; de méme b < a + b.
De plus,de a < cet b<csuivent a+c=cet b+c=c, d’ou:

(a+bd)+c = a+(b+c)
= a+c
= C y
soit a + b < ¢; a et b possedent donc une borne supérieure : a Vb = a+b. On a
bien montré que (E, <,0) était un ensemble ordonné décent.

Réciproquement, soit (F,<,0) un ensemble ordonné décent ; il est facile de voir
que I'addition et la multiplication définies par

Y(a,b) € E* a+b=aVb ,

Vaoe E 0a=0,
et

VaoeF la=a
font de £ un Fj—module.

Il reste a déterminer les morphismes de Fi—modules. Soit ¢ : M — N un tel
morphisme ; on a nécessairement :

©(0ar) = ©(00r) = 0p(0pr) = On

et, pour (m,m’) € M? :

p(mVarm') = p(m+m') = p(m) + p(m’) = p(m) Vi p(m’) .
En tant qu’application entre ensembles ordonnés décents, ¢ doit donc préserver
Popération de borne supérieure (en particulier, étre croissante) et le plus petit
élément. Réciproquement, on vérifie aisément qu’une application entre ensembles
ordonnés décents ayant ces deux propriétés constitue un morphisme pour les struc-
tures sous—jacentes de Fj—modules. O

Théoréme 1.6. Modulo l'identification établie par le Théoréme 1.5, la catégorie
des Fy—modules finis s’identifie a celle des treillis finis non vides.

Démonstration. Soit T un Fj—module fini; par une récurrence immédiate sur le
cardinal |S| de S on voit que toute partie (méme vide) S de T posséde une borne
supérieure ; en particulier, pour (a,b) € T? ,

anNb=V{ceT |c<aet c<b}

est bien défini : T est un treillis, et T # @ car 0 € T.

Réciproquement, soit 1" un treillis fini non vide; il suffit de faire voir que T
possede un plus petit élément ; mais, en tant qu’ensemble ordonné fini non vide, T
possede un élément minimal m, et on a, pour tout x € T :

mAz <m
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d’ou
mAT=m
et
m=mAzx < ;
m est donc bien le plus petit élément de T ([l

2. ALGEBRE LINEAIRE SUR F}

Théoréme 2.1. Soit A un ensemble, et munissons l’ensemble Py(A) de sa struc-
ture habituelle de treillis (C' < B si et seulement si C C B); alors linjection

VE A — Pr(A)
x— {z}
fait de P¢(A) le Fy-module libre engendré par A. En particulier, la catégorie des

F1-modules libres de type fini (i.e.finis) s’identifie canoniquement a celle des algébres
de Boole finies.

Démonstration. Il s’agit de faire voir que, pour tout F}—module M et toute appli-
cation ¢ : A — M, il existe un unique morphisme

p:PiA) - M
tel que ¢ = p o j. Pour tout C € Py(A), on doit avoir :

p(C) = p(Upectir})
= p(U,ec i(®))
= Vaeo r(i(z))

soit :

7) p(0)=\ o) .
zeC
d’ott 'unicité de p.
Réciproquement, il est visible que p défini par (7) est un morphisme de F;—
modules et répond & la question.
Lorsque A est fini, Py(A) = P(A) est une algebre de Boole, d’out la derniere
assertion. O

Plus généraux que les modules libres sont les modules projectifs , au sens général
de la théorie des catégories : le Fi—module M est projectif si, quels que soient les
Fj—-modules N; et Ny et les morphismes ¢ : M — Ny et v : Ny — Ny avec 1
surjectif, il existe un morphisme p : M — N; tel que ¥ o p = p. Tout Fj—module
libre est évidemment projectif.

Définition 2.2. Soit (F, <) un ensemble ordonné ; posons
OFE)={ACE|VzeAly<z=yc Al};

alors (O(E), C) est un treillis de plus petit élément @), donc un Fi—module (en fait,
O(E) est un sous-treillis (distributif) de P(F)).
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Théoréme 2.3. Les propriétés suivantes d’un treillis fini non vide M sont
équivalentes :

e M, considéré comme Fy—module, est projectif.
M est distributif.
Il existe un ensemble ordonné fini E tel que M soit isomorphe ¢ O(E).
M, considéré comme Fy-module, est isomorphe a un sous—module d’un
Fy—module libre.

Remarque 2.4. L’équivalence (2) <= (3) n’est autre que le cas particulier du
Théoreme de Représentation de Birkhoff relatif aux treillis finis : cf. par exemple
[1], p.59, Theorem 3, ou [2], p.171, Theorem 8.17.

Démonstration. (1) = (2) :
Soient Ny = P(M), Ny = M et
v: PM) - M
A \/zGAir .

Il est visible que 9 est un morphisme surjectif de Fi—modules, donc il existe un
morphisme p : M — P (M) tel que 1pop = Idys. Mais alors, pour tout (a, b, c) € M3 :
plan(®Ve)) < pla)NpbVe)
= pla) N (p(b) Up(c))
(p(a) N p(b)) U (p(a) N p(c))
d’ou :
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donc
anN(dVe)=(aAb)V(aNc),
c’est-a-dire que A est distributive par rapport a V. Mais, comme il est bien connu

([1], Theorem 9, p.11; [2], Lemma 6.3, p.130), la distributivité de V par rapport a
A s’ensuit. En effet, 'on peut écrire, pour (a,b,c) € M? :

(avb)A(ave) = ((avd)Aa)V ((aVd)Ac) (dapres le résultat ci-dessus)
aV(cNa)V (cAb) (idem )

(aV(cAa))V(cAb)

= aV(bAc).

(2) = (3):
Soit E I’ensemble des éléments m # 0 de M irréductibles pour V , i.e. tels que :

Y(z,y) E M? sVy=m=2=m ou y=m
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De la finitude de M résulte que chaque élément de M est la borne supérieure
d’une famille (éventuellement vide) d’éléments de E'; dans le cas contraire, 'en-
semble M, des éléments de M n’ayant pas cette propriété serait non vide, et aurait
donc un élément minimal (pour < |57,) a. Par hypotheése on aurait a 0 et a ¢ E,
donc il existerait x et y tels que :

a=xzVy,r#aety#a.

Mais alors x < a et y < a, donc x ¢ My et y ¢ My, d’ol

:c:\/b

bEE,
et
y=\ 1,
beE,
avec B, C E et I, C E. 1l s’ensuivrait :
a = xVy

\V bov \/ o

bEE,  bEE,

\V b¢ M,

beE,UE,

une contradiction.
On a donc :

YmeM m= \/ T,
z€G o,

Gm={a€E|a<m};
il est visible que G, € O(FE). Soit alors
v: M— O(E)
m— G ;

j’affirme que ¢ est un morphisme bijectif de F}—modules. L’injectivité de ¢ résulte
de ce que
YmeM m= \/ T,
wep(m)
la propriété (0) = () est évidente, et m < m’ entraine G,,, C G, s, soit
©(m) C o(m'); il ne reste qu’a faire voir que :
p(m)Up(m) =p(mvm).

L’inclusion p(m) U @(m') C ¢(m Vv m') éant évidente, il nous suffit d’établir

que :

Ve e G, x€p(m)Up(m).
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Mais on a

m\/mlz \/a\/\/a

a€Gm a€G
-V .
aEGmUGm/
Soit alors z € G, ; il vient :
’
x = zA(mVm)
= xA( \/ a)
a€Gn UG
m
= \/ (xNa) .
GEGmUGm/

Donc
dae G, UG, T=xNa .
Mais alors # < a, otz < msia € G, et < m sia € G,, ; en conclusion,
z € p(m) ouz € p(m), et en effet 2 € p(m) U p(m).
Il reste maintenant & démontrer que p(M) = O(F). Soit T € O(E), et soit
m = \/,cpt € M ; alors, pour chaque t € T', t < m, donc t € p(m) :

T C o(m) .
Réciproquement, soit v € p(m); on a v < m, d’ou :

v = vAm
= vA (\/ t)
teT
= \/ (vA?)
teT
donc
(E'to GT) ’U:’U/\to 5
soit
v <tp 3
d’out (car T € O(E)) :
vel .
Il s’ensuit que p(m) C T, d’ou
T =p(m) ;

@ est donc bel et bien surjectif.
B) = (4):
C’est évident vu existence de I'injection canonique

O(E) — P(E) =Ps(E) .
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(4) = (1) :

On peut supposer que M est un sous—F;-module de Py (E), pour un certain en-
semble £; en remplagant éventuellement £ par Ey = J,,c,; m, on peut également
supposer que E est fini, et que E € M. Soit, pour A € P(E) :

S(A)={Be M|AC B}.

Il est clair que S(A) # 0 (car E € S(A)); soit 0(A) = peg(a) B- 0(A) contient
A; du fait que M est un Fy—module fini , donc un treillis d’apres le Théoreme 1.6,
résulte que 0(A) € M ; en particulier, 0(6(A)) = 0(A), i.e. 6> = 6. 1l est en outre
clair que 6(0) = 0.

Soient A et B deux éléments de P(FE); alors

ACO(A) C O(A)ua(B) ,

et de méme

BcCH(B)CcHA)ubB),
soit :
AUBCH(A)UH(B) .
Mais 0(A) U é(B) € M, d’ou :
0(AUB) CH(A)uUé(B) .

Réciproquement, si C € M et AUBCC,onaACCetBCC,doub(A) CcC
et 6(B) C C, soit §(A)UH(B) C C, d’on

0(A)UO(B) C (AU B) ,

et
0(AUB) =06(A)uUb(B)
Nous avons donc construit un morphisme 6 : P(E) — M tel que
0|y = Idyy , Cest-a-dire une rétraction de P(E) sur M. La projectivité de M s’en-
suit alors par un raisonnement classique d’algebre universelle : soient

o : M — Ny et yp: Ny - Ny surjectif deux morphismes de Fj—modules; alors
pob:P(E) — Ny est un morphisme de Fij—modules. P(E) = P;(E) étant libre
(Théoreme 2.1), donc projectif, il existe un morphisme A : P(E) — N; tel que
Yo X =pof. Mais alors, en posant p = A : M — Ny, on a :

Yop =voli|lyu
=WoN|m
= (pob)|um
=¢oflm
=poldy
=9 ;
on a bien établi la projectivité de M. ([l

Théoréme 2.5. GL,(F)) ~X%,.
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Démonstration. GL, (F;) désigne par définition le groupe des automorphismes d’un
Fi—module libre (M) de rang n. D’apres le Théoréme 2.1, on peut supposer que
M =P(A) avec |A| = n; un automorphisme o de M doit préserver ) et la relation
d’inclusion, donc aussi les éléments minimaux de M \ {} pour l'inclusion, soit les
parties a un élément :

Vac A 3f(a) € A a({a}) = {f(a)} -

« étant injectif, 'application f est injective, donc bijective, et on a, pour tout
BeM:

a(B) o |J{=})

zEB

= Ja({a})

reB

= J U@y}

reB
= {f(z)|lz € B}
= f[B],

soit :

(8) a(B) = f[B]

Réciproquement, toute permutation f de A définit par la formule (8) un automor-
phisme o de M, d’ou :
GL,(F1) ~%(A)~%, .

3. GEOMETRIE ALGEBRIQUE SUR F}

Définition 3.1. On appelle Fj—algébre (commutative, unitaire) la donnée d’un F;—
module A, contenant Fy, et d’une multiplication sur A, associative, commutative,
d’élément neutre 1, et bilinéaire par rapport aux opérations de Fj—module.

Définition 3.2. On appelle congruence sur la Fj—algebre A une relation d’équivalence
~ sur A telle que

01
et
a~betad ~bV = a+d ~b+0b et ad ~bb .

Les congruences jouent dans notre théorie le méme role que les équivalences
modulo un idéal en algebre commutative ; en particulier, pour toute congruence ~
sur A, ensemble quotient A/~ est muni d’une structure canonique de Fy—algebre.

Définition 3.3. On définit sur ’ensemble des congruences sur la Fj—algebre A une
relation d’ordre > par :

~ >~ = Y(a,b) € A2 a~ob=an~1b.
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Il est facile de voir que, si ~1>~s, alors il existe un morphisme surjectif canonique
A/Ng — .A/Nl .
En particulier,

Théoréme 3.4. Si lalgébre quotient A/~ est isomorphe & F1, la congruence ~
est maximale.

Il est facile de voir que la Fy—algebre libre Fi[z]| s’identifie & ensemble des
sommes formelles (éventuellement vides) de puissances de z (en posant 2° = 1).
Plus généralement :

Théoréme 3.5. La Fy—algébre libre sur A = {x1, ...,x,} s’identifie a ’ensemble des
combinaisons libres de mondmes x7*...x% (a; € N) muni des opérations évidentes.
Plus précisément, soit
Fi[A] = P;(N?)
Uensemble des parties finies de N4, avec la structure naturelle de treillis, et la
multiplication définie, pour (R, S) € Py(N4)2, par
RS={a+bla€eR, beS}

(I"addition dans N4 étant définie composante par composante). Pour a € A, posons
da = 1yqy ; alors linjection canonique

i: A— TPy (NA)

a {0}

fait de F1[A] la Fy—algébre libre sur A.
Démonstration. L’associativité et la commutativité de la multiplication sont évidentes,

tout comme ’existence d’un élément neutre U = {0} ; quant a la distributivité, elle
suit de :

R(S+T) = {a+b|la€eR,beS+T}
= {a+blacR,beSUT}
= {a+blaeR,beSoubeT}
= RSURT
= RS+ RT.

Soit maintenant ¢ : A — E une application de A dans la Fj—algebre E. Il nous
reste a montrer qu’existe un unique morphisme 1) : Pf(NA) — E tel que Yoi = .
Si v est tel, on doit avoir , pour tout F' € Pp(N4) :
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() = o Jf})

zeF

=V o{a})

zeF

= VoY w(a)da})

xz€F a€A

=V o(IT{63")

rEF acA

=V I ¢te.h@

z€F a€A

=\ I wti(a)™®

z€F a€A

=V I el

z€F a€A

3 | ECE

r€F a€A
Réciproquement, il est tres facile de voir que I'application ¢ définie par (9) convient.
|

Définition 3.6. Pour B C A et R € F1[A], soit
Fg(R)={re R | r(B) C{0}}.
Théoréme 3.7. Pour chaque B C A, la relation ~p sur F1[A] définie par : R ~ S
si et seulement si Fg(R) = Fg(S) =0 ou Fg(R) # 0 # Fg(S) est une congruence
sur F1[A], et
Fl[A]/NB ~ F1 .

Démonstration. De
Fp(R+S) = Fp(R)U Fg(9) ,

Fp(RS) = Fp(R)F(S) ,

FB (0) = @ ’

et

Fp(1)={0}=U
suivent aisément les propriétés qui définissent une congruence. De plus, il est clair
que R~p 0si Fg(R) =10, et que R~p 1si Fg(R) # (; on a donc

Fi[A]/~p ={0,1} ,

d’ou :

Fi[A]/~p ~ Fy.
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En particulier, pour chaque B C A, la congruence ~p sur Fj[A] est maximale
(Théoreme 3.4), et Fy[A]/~p ~ Fi. Réciproquement, toute congruence (maximale)
~ sur F}[A] telle que Fy[A]/~ ~ F) est de la forme ~p pour un B C A (il suffit de
prendre

B={zec Ajlxz ~0} ={z € Alx » 1}).

Il parait plausible que soit correcte la

Conjecture 3.8. Tout quotient de Fi[A] par une congruence mazimale est iso-
morphe a F}.

D’apres la discussion précédente, il revient au méme de dire que toute congruence
maximale sur Fj[A] est de la forme ~p pour un B C A. Afin d’appréhender la
signification de cet énoncé, considérons-en I'analogue (€x) sur un corps commutatif
K

(€x)Chaque quotient maximal de K[z, ...,2,] est isomorphe & K, et ces quo-
tients sont en bijection canonique avec les points de K™.

Cet énoncé contient a la fois l'assertion que K est algébriquement clos, et le
Nullstellensatz . Il semble donc naturel de reformuler la Conjecture 3.8 en la

Conjecture 3.9. Fy est algébriquement clos et Spec(Fy) se compose de 2™ points
fermés.

Les Fj—algebres monogénes forment déja une famille tres riche. Soient en effet,
pour n > 2, C,, Pensemble des congruences ~ sur Fj[z] telles que A = F[z]/~ soit
de cardinal n, et soit ¢, = |C,|. Des expériences numériques incitent a croire en la

Conjecture 3.10. Pour chaque n > 2, on a

3 13
cn:§n2—?n+9.

Nous allons vérifier cette hypothese pour 2 < n < 5, et déterminer ce faisant
les types d’isomorphisme de Fj—algebres de cardinal n. Soit donc A = Fi[x]/~ de
cardinal n, et soit a I'image de x € Fy[z] dans A par la projection canonique.

Pour n =2 on a A = Fj, d’ou

(2.1)

ou

(2.2)
a=1;

réciproquement, chacune de ces possibilités définit une congruence convenable, d’ou
Co = 2.

Pour n = 3, on a nécessairement a ¢ {0,1}, d’ou A = {0, a, 1}.Deux cas appa-

raissent alors :
1) a+1=a, soit 0 < 1 < a. Il suit alors a® +a = a?, d’ott a? # 1,0, soit
a’ = a, et :
(3.1)
a+l=a
ad=a
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29) a+1=1,s0it 0 <a < 1. Alors a? + a = a, d’ot1 a®> = 0 ou a? = a, soit
(3.2)
a+1=1
)
a+1=1
Ut

On vérifie facilement que les algebres respectivement définies par (3.1), (3.2) et
(3.3) sont bien de cardinal 3. Il existe donc exactement trois congruences ~ sur
Fy[z] telles que Fi[x]/~ soit de cardinal 3 :

(3.3) |

Cg — 3.
Pour n = 4, distinguons deux cas :
19) a? € {0,1,a}. Alors a + 1 ¢ {0,1,a}, sans quoi {0,1,a} serait une sous—
Fy—algebre de A contenant a, et on aurait A = {0, 1, a}, une contradiction.

Onadonc A=1{0,1,a,1+a},et 0<1<1+a,0<a<1+a, et trois cas
peuvent apparaitre :

(4.1)
a?=0 ,

(4.2)
a?=1,

(4.3)
a® = a.

20) a? ¢ {0,1,a}, dot A = {0,1,a,a?}. Trois possibilités sont alors & distin-
guer :

29a) a+1=1;alors a®> +a=a(a+1) = a, dou a® + a? = a(a® + a) = da?, et
0<a®<a?<a<1,etencore deux éventualités :

(4.4)
a+1=1
a=d ("’
a+1=1
ad=0f"

298) a+1 = a. Alors a®> + a = a(a + 1) = aa = a?, d’ott a® + a®> = a® et
0<l<a<a?®<a® donca’®=ad3:

(4.6)
{a—l—lza }

et
(4.5)

2%)7)
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(4.7)
a?=a+1.
Réciproquement (4.1),..., (4.7) définissent chacun une algebre de cardinal 4, d’ou
bien :
Cyq = 7.
Pour n = 5, distinguons & nouveau deux cas :
19) a+1 € {0,1,a}. Alors a® ¢ {0,1,a}, sans quoi {0,1,a} serait une sous—
Fy—algebre de A contenant a, et on aurait A = {0, 1, a}, une contradiction
Deux cas peuvent alors se présenter :
19)c)
a+1=1.
Mais alors a? +a = a(a+1) = a.1 = a, et a® +a? = a®(a+ 1) = a®.1 = d?,
d’ot1 0 < a® < a® < a < 1; en effet, on a nécessairement a® # a? et a® # 0,
sans quoi {0, 1, a,a?} serait une sous—algebre stricte de A contenant a. Il en
résulte que A = {0,a?,a?, a, 1} ; du fait que a* +a® = a®*(a+1) = a®.1 = a®
suit a* < a3 d’otl deux éventualités :
(5.1)
a+1=1
at=0["
et :
(5.2)
a+1l=1
d=dd(
19)8) a+1=a.
Alors a® +a = a?, a® +a® = a? , et il suit d’arguments similaires & ceux
utilisés en 1%)a) que 0 < 1 < a < a? < a®. Mais alors a* = a® et :
(5.3)
a+l=a
at=a3(
29 a+1¢{0,1,a}.

Il s’ensuit que a® ¢ {0,1,a,a + 1}, sans quoi {0,1,a,a + 1} serait une
sous—algebre stricte de A contenant a. On a donc A = {0,1,a,a + 1,a?},
et neuf possibilités sont alors a distinguer :

2Ma) a> +1 =1et a®2+a = a; alors a® + a®> = a(a® +a) = a®, et a®> +a =
a(a?+1) =a,dot1 0 < a® <a? <1let0<a®<a?<aetencore deux
éventualités :
(5.4)
a?+1=1
ad+a=a ,
=0

et :
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(5.5)
a?+1=1
a+a=a

a®=a?

293) a? +1=1et a®> +a = a®.
Mais alors a +1 = a+ (a2 +1) = (a®> +a) +1 = a?>+1 = 1, une
contradiction.
20y) a®+1=1leta’?+a=a+1.
Mais alors a®+a = a et a®+a? = a®>+a = a+1dona® ¢ {0,1,a+1,a?},

eta®=a:
(5.6)
a+1=1
a>+a=a+1
ad=a

20Y6) a®+1=a’et a®> +a=a.
Alors 1 < a? < a, d’olt @ + 1 = a, une contradiction.
20%) a? +1=a? et a® +a = a®.
Alors il suit : 0 < 1 < a? et 0 < a < a?, dott a® > a + 1; de plus
a®+a?=a’ doa®>a? et a® =a?:

(5.7)
a?+1=ad>
a’+a=a®

a®=a?

20¢) a®’+1=a%eta®>+a=a+1.
Alors a3 +a=a®et a®+a? =a’+a=a+1, dou a® ¢ {0,1,a?}, et

a®=aoua®=a+1, soit :

(5.8)
a’>+1=ad>
a>+a=a+1} ,ou:

a®=a

(5.9)

a>+1=ad>
a?+a=a+1
ad=a+1

29 a®’ +1=a+1leta?+a=a. Alorsa®+a=a?+a=aeta®+a?=a’
dot a® ¢ {1,a,a+ 1}, et a®> =0 ou a® = a? :
(5.10)
a+l=a+1
ad+a=a ,

a>=0



16 PAUL LESCOT

ou :
(5.11)
a?+1l=a+1
a+a=a
ad = a2

290) > +1=a+1et a®+a=a>
Alors a® +a=a*>+a=a?et a® +a® = a3, dona® ¢ {0,1,a,a + 1}, et

a® = a?, soit :

(5.12)
ad+l=a+1
a2—|—a=a2
a® = a?

20)) a®’+1=a+leta®>+a=a+1.
Alors a®> +a =a>4+a =a+1leta®>+a®> =a’+a =a+1 dot
a® ¢ {0,a,a’}, et a®>=1oua®=a+1:

(5.13)
a?+1l=a+1
a+a=a+1
ad=1
ou :
(5.14)
a+1=a+1
a>+a=a+1
ad=a+1

Réciproquement (5.1),..., (5.14) définissent chacun une algebre de cardinal 5, et on

a bien :
Cy = 14 .
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