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SUR LA CORRESPONDANCE DE SIMPSON p-ADIQUE.
I : ETUDE LOCALE

AHMED ABBES ET MICHEL GROS

A la mémoire d’Osamu Hyodo

REsuME. Nous développons une nouvelle approche pour la correspondance de Simpson p-adique,
intimement liée a l’approche originelle de Faltings, mais aussi inspirée du travail d’Ogus et Vo-
logodsky sur un analogue en caractéristique p > 0. Ce premier article est consacré aux aspects
locaux de la théorie.

We develop a new approach for the p-adic Simpson correspondence, closely related to the
original approach of Faltings, but also inspired by the work of Ogus and Vologodsky on an
analogue in characteristic p > 0. This first article is devoted to the local aspects of the theory.
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1.1. En 1965, généralisant et précisant un résultat antérieur de Weil, Narasimhan et Seshadri [31]
établissaient une correspondance bijective entre l’ensemble des classes d’équivalence de représen-
tations unitaires irréductibles du groupe fondamental d’une surface de Riemann compacte X de
genre > 2, et ’ensemble des classes d’isomorphisme de fibrés vectoriels stables de degré 0 sur X.
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La correspondance fut ensuite étendue pour toute variété complexe projective et lisse par Donald-
son. L’analogue pour les représentations linéaires quelconques est di a Simpson ; pour obtenir une
correspondance du méme type que celle de Narasimhan et Seshadri, nous avons besoin d’ajouter
au fibré vectoriel une structure supplémentaire. C’est la notion de fibré de Higgs qui fut d’abord
introduite par Hitchin pour les courbes algébriques : si X est un schéma, & un &x-module et .o
une Ox-algébre, un o7 -module de Higgs a coefficients dans & est un couple (A ,60) formé d’un
o/-module .# et d’un morphisme o7-linéaire 0: # — # Q¢ & tel que § A0 = 0. Lorsque X
est une variété complexe projective et lisse, qui est le cas considéré par Simpson, on s’intéresse
exclusivement aux Ox-modules de Higgs a coefficients dans Qﬁ( Jc3 on les appellera simplement
modules de Higgs. Mais nous aurons besoin dans la suite de considérer des modules de Higgs plus
généraux.

1.2. Le résultat principal de Simpson [36, 37, 38, 39] établit des équivalences de catégories entre la
catégorie des représentations linéaires (a valeurs complexes) du groupe fondamental d’une variété
complexe projective et lisse X (ou, ce qui revient au méme, la catégorie des systémes locaux sur
X), celle des fibrés a connexion intégrables et celle des fibrés de Higgs semi-stables de classes de
Chern nulles. Ceci se traduit, quand on fixe le rang r, par I’existence de trois espaces de modules
grossiers classifiant de tels objets.

(1.2.1) Mg(r) Mar(r)
N

o o

N yd
Mpoei(r)

Ces variétés algébriques ont méme ensemble de points fermés, mais les structures algébriques dif-
férent, ce qui montre la nature nécessairement non-algébrique de la construction. Il est d’usage
d’appeler correspondance de Simpson les deux correspondances représentées par les cotés du tri-
angle de sommet Mpei(r); on passe de I'une a lautre par la correspondance de Riemann-Hilbert
(représentée par le troisiéme coté du triangle). Quand il faut préciser, nous appellons premiére
(resp. seconde) correspondance de Simpson, la correspondance représentée par le coté (1) (resp.
(@) du triangle.

1.3. La correspondance de Simpson présente une forte analogie avec la théorie de Hodge, qui se
manifeste a plusieurs niveaux. Le premier niveau consiste & interpréter, pour une variété complexe
projective et lisse X munie d'un point z, le groupe de cohomologie singuliére H* (X2, C) comme
le groupe des caractéres du groupe fondamental 71 (X, ) & valeurs dans C. Le théoréme de Hodge
donne alors une décomposition canonique

(1.3.1) H'(X*,C) ~ H'(X, Ox) & HO(X, Q% ¢).
En d’autres termes, une classe de cohomologie correspond bijectivement a un couple (e,w) ol
e € H'(X, Ox) et w est une 1-forme différentielle holomorphe sur X . La correspondance de Simpson
donne un analogue pour les classes de conjugaison des représentations m (X, z) — GL,(C).

Le second niveau d’analogie se voit dans la fonctorialité de la correspondance de Simpson par

image directe. En effet, pour un systéme local V' sur X2, correspondant a un fibré de Higgs (.#, 0),
Simpson construit, pour tout entier n > 0, un isomorphisme naturel

(1.3.2) H"(X™, V) ~ H*(X, 4 ®0y Q%))

ol M gy QB(/C est le complexe Ox-linéaire défini par 6, appelé complexe de Dolbeault. C’est un
substitut (et méme un analogue lorsque 6 = 0) du théoréme de décomposition de Hodge.
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1.4. Un cas particulier, historiquement et conceptuellement important, dans lequel la correspon-
dance entre représentations linéaires du groupe fondamental et fibrés de Higgs peut étre décrite
assez explicitement est celui des variations de structure de Hodge provenant d’une famille de va-
riétés projectives et lisses. Plus précisément, soit f: Y — X un morphisme projectif et lisse entre
variétés complexes projectives et lisses. Pour tout entier m > 0, on sait que le systéme local
R™ f.(C) correspond a la cohomologie de de Rham relative R™ f,€5, /X munie de la connexion
de Gauss-Manin V. Cette derniére est munie de la filtration de Hodge dont les gradués associés
sont canoniquement isomorphes a la cohomologie de Hodge R™ " f, Q% /X (avec 0 < ¢ < m). La
connexion de Gauss-Manin induit sur les gradués des morphismes Ox-linéaires

Rm—if* %’/X N Rm_i+1f*9§;/§( ®ﬁx Q%{/(Cy

qui coincident avec les cup-produits avec la classe de Kodaira-Spencer de f, considérée comme
section

p € H'(X,R' f.(Der(Y/X)) ® O ).
Le fibré de Higgs associé & R™ f,.(C) est alors égal au fibré vectoriel
Bo<i<mBR™ ' [0 x,

muni du champ de Higgs 6 défini par p. La correspondance de Simpson peut étre considérée comme
une généralisation de cette construction & tous les systémes locaux.

1.5. Faltings a dégagé récemment un analogue p-adique de la premiére correspondance de Simp-
son. Son approche généralise des résultats antérieurs de Tate, Sen et Fontaine, et repose sur sa
théorie des extensions presque-étales [16]. Elle s’inscrit dans le prolongement de ses travaux en
théorie de Hodge p-adique, en particulier, ceux qui établissent I'existence de décompositions de
Hodge-Tate [15]. Nous développons dans cet article une nouvelle approche de cette correspondance
de Simpson p-adique, intimement liée a celle de Faltings, et inspirée du travail d’Ogus et Vologod-
sky [33] sur un analogue en caractéristique p de la seconde correspondance de Simpson. Le besoin
de reprendre et de développer la construction de Faltings s’est fait sentir au regard, d’une part
du nombre de résultats esquissés dans un article assez court et extrémement dense [17], et d’autre
part des conditions assez restrictives qui limitent aujourd’hui son champ d’applications. En effet,
les images directes supérieures du faisceau constant par un morphisme propre et lisse au-dessus
d’une base de dimension > 2, rentrent rarement dans le cadre de la construction de Faltings, ce qui
ne permet pas de développer un analogue p-adique de 1.4. Notre approche le permet. Plus préci-
sément, la correspondance que nous développons généralise simultanément celle de Faltings et une
construction de Hyodo pour les systémes locaux de Hodge-Tate [24], fournissant ainsi un analogue
p-adique de 1.4. Signalons aussi que Tsuji a développé une autre approche pour la correspondance
de Simpson p-adique [43]. Par ailleurs, Deninger et Werner [14] ont développé un analogue partiel
de la théorie de Narasimhan et Seshadri pour les courbes p-adiques, qui correspond aux fibrés de
Higgs & champ nul dans la correspondance de Simpson p-adique.

1.6. Soient K un corps de valuation discréte complet de caractéristique 0, & corps résiduel parfait
k de caractéristique p > 0, K une cloture algébrique de K. On note 0k 'anneau de valuation de
K, 0% la cloture intégrale de Ok dans K, O¢ le séparé complété p-adique de U7 et C le corps des
fractions de Oc. On désigne par G = Gal(K/K) le groupe de Galois de K sur K et par Z,(1) le
module de Tate du groupe multiplicatif sur Ok, i.e., le Z[G g]-module

Zp(1) = {El ppr (OF)-

n>0
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Pour tout Z,[Gk]-module M et tout entier n, on pose M(n) = M ®z, Z,(1)®".

1.7. Faltings construit un foncteur pleinement fidéle de la catégorie des représentations p-adiques
du groupe fondamental géométrique d’une courbe propre, lisse et géométriquement connexe X sur
K (relativement & un point géométrique T de X') dans la catégorie des (Ox,. )-fibrés de Higgs a coef-
ficients dans Q% / (—=1). Ce foncteur est en fait naturellement défini sur une catégorie strictement
plus large que celle des représentations p-adiques de 7 (X5, @), appelée catégorie des représen-
tations généralisées de m1 (X3, T), et est alors une équivalence de catégories entre cette nouvelle
catégorie et celle des (Ox,.)-fibrés de Higgs a coefficients dans QY / (—1). Faltings montre que les
modules de Higgs associés aux “vraies” représentations p-adiques de (X7, Z) sont semi-stables
de pente nulle, et formule I'espoir que tous les modules de Higgs semi-stables de pente nulle s’ob-
tiennent ainsi. Cet énoncé correspondrait a la partie difficile du résultat de Simpson dans le cas
complexe.

1.8. La pierre angulaire de la construction de Faltings, valable en toute dimension, traite d’une
classe de représentations généralisées qualifiées de petites, au-dessus d’un schéma affine ayant une
présentation assez simple au-dessus de O (qualifié aussi de petit). La correspondance dans le cas
général se déduit du cas petit par recollement et descente. Cette derniére étape n’a été développée
par Faltings que pour les courbes.

Nous suivrons les mémes lignes. Dans la premiére partie de ce travail, nous traitons une classe de
représentations généralisées au-dessus d’un petit schéma affine, que nous appelons représentations
de Dolbeault. Celle-ci contient les représentations petites et les représentations généralisées prove-
nant de représentations de Hodge-Tate définies par Hyodo [24]. On notera qu’une représentation de
Hodge-Tate induit rarement une petite représentation généralisée. La seconde partie de ce travail
sera consacrée au recollement et a la descente [2]; le lecteur trouvera dans son introduction une
présentation détaillée de ces deux aspects. Notons toutefois d’emblée que notre approche semble se
préter mieux & la descente que celle de Faltings, et donne donc un fort espoir de pouvoir étendre
la construction en dimensions supérieures au-dela des représentations de Dolbeault.

Le présent article est entiérement consacré a 1’étude locale des représentations de Dolbeault.
Nous I’abordons par l'intermédiaire des représentations petites auxquelles nous consacrons une
partie importante du travail.

1.9. La correspondance de Simpson p-adique est & la théorie de Hodge p-adique ce que la corres-
pondance de Simpson complexe est a la théorie de Hodge classique (1.3). On dispose par exemple
pour les représentations de Dolbeault d’un analogue de Iisomorphisme (1.3.2). Le précurseur pour
ce résultat, qui est aussi le premier germe dans la construction de Faltings, est le fait bien connu
que la cohomologie d’une représentation discréte du groupe profini Z,, se calcule par un complexe
de Koszul (cf. 6.1 et 6.2).

1.10. L’exemple type de schéma affine petit de Faltings est un schéma affine X = Spec(R) étale
au-dessus du tore ngﬁx = Spec(O K[Tlil, e ,Tdﬂ]) dont les fibres géométriques au-dessus de
Spec(Ok) sont intégres et non vides. Suivant [16], nous considérons dans cet article une situation
logarithmique plus générale, qui s’avére nécessaire méme pour définir la correspondance de Simpson
p-adique pour une courbe propre et lisse sur Ok . En effet, dans la seconde étape de descente, nous
sommes amenés a considérer des revétements finis de sa fibre générique, ce qui nous raméne au
cas d’un schéma semi-stable sur 0. Toutefois, pour simplifier la présentation, nous nous limitons
dans cette introduction au cas lisse ci-dessus (cf. 4.2 pour le cas logarithmique lisse). On notera ¢;
limage de T; dans R (1 <1 < d).
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1.11. Le groupe fondamental A de Spec(Rz) (relativement a un point géométrique générique %)
a des quotients isomorphes a Z,(1)%. Le choix, pour tout 1 < i < d, d'un systéme compatible

(tl(-n))neN de racines d’ordre p™ de t; dans le corps résiduel de %, détermine un tel quotient A
La principale vertu des petites représentations généralisées de A est leur bon comportement par
descente & A,,. C’est une conséquence du profond théoréme de pureté de Faltings (cf. 4.14; [16] §
2b). Plus précisément, le groupe A se décrit explicitement de la fagon suivante. Soient F' le corps
des fractions de R, F® une cloture algébrique de F' contenant K, F 1'union des extensions finies
L de F contenues dans F'“ telles que la cloture intégrale de R dans L soit étale au-dessus de
Spec(Rr) et R la cloture intégrale de R dans F. Le groupe A est alors le groupe de Galois de

R sur Ry = R ®g¢, O%. Notons, pour tout Z,-module A, A son séparé complété p-adique. Dans
ce contexte, les représentations généralisées de A sont les R représentations continues de A (c’est
a dire, les représentations semi-linéaires continues de A & valeurs dans des ﬁ-modules) dont le
ﬁ—module sous-jacent est projectif de type fini. Une telle représentation M est dite petite si M est

un R—module libre de type ﬁm ayant une base formée d’éléments A invariants modulo p?>*M pour
un nombre rationnel o > o . On définit de méme la notion de R1 -représentation petite de A
Alors le foncteur

~

(1.11.1) M Meg R

de la catégorie des ]/%:—représentations petites de A, dans celle des R-représentations petites de
A est une équivalence de catégories (cf. 11.12).

1.12. Si (M, ) est une petite I/%I—représentation de A, on peut considérer le logarithme de ¢ qui
est un homomorphisme de Ay dans Endz(M). Fixant une Zy-base ¢ de Zy(1), ce dernier s’écrit
uniquement sous la forme

d
(1.12.1) logop=» 6;®x; ®¢ ™,

i=1

ol ¢! est la base duale de Z,(—1), x; est le caractére de A & valeurs dans Z,(1) qui donne son

action sur le systéme (tgn))neN et 6; est un endomorphisme 1/%\1-1inéaire de M. Il est immeédiat de
voir que

d
(1.12.2) 0=> 0;®dlog(t;) ® ¢

i=1

est un R\l—champ de Higgs sur M & coeflicients dans Q}%/ﬁK(—l). La correspondance (M, ) +—

(M,0) ainsi définie est en fait une équivalence de catégories entre la catégorie des petites ]/%\1—
représentations de A, et celle des petits Ri-modules de Higgs a coefficients dans Q}% / ﬁK(fl)

(c’est a dire, la catégorie des Ri-modules de Higgs a coefficients dans Qj, / o, (—1) dont le Ri-

module sous-jacent est projectif de type fini et dont le champ de Higgs est nul modulo p?® pour un
entier o > —) Combinée avec I’énoncé précédent de descente (1.11.1), on obtient une équivalence

entre la catégorie des petites R—représentations de A et celle des petits R\l—modules de Higgs
a coefficients dans Q} / ﬁK(_l)' L’inconvénient de cette construction est sa dépendance en les

(tE"))neN (1 <4 < d), qui exclut toute globalisation. Pour remédier a ce défaut, Faltings propose
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une autre définition, équivalente, mais dépendante d’un autre choix qui se globalise facilement.
Notre approche, qui fait I'objet de la suite de cette introduction, est inspirée de cette construction.

~

1.13. Rappelons que Fontaine a introduit une W(k)-extension p-adique canonique @%(R) de R

par un R-module libre de rang un, de sorte qu’on a une suite exacte

~

(1.13.1) 0—>£§—>%(§) ﬁ>§—>0,

ou ¢ est une ﬁ—base du noyau de 'augmentation canonique 6 (cf. 7.4). La formation de cette ex-
tension est fonctorielle en la paire (R, R); en particulier, le groupe de Galois de R sur R agit
naturellement sur %(ﬁ) Posons S = Spec(0¢), X = Spec(ﬁ), 5(S) = Spec(#s(0c)) et
(X)) = Spec(%(ﬁ)). On se donne dans la suite une (S)-déformation lisse X de X xg S,

c’est & dire, un 2% (S)-schéma lisse X qui s’insére dans un diagramme cartésien

(1.13.2) XxgS—=X

|

S —— (S)

C’est la donnée supplémentaire qui remplace les (tE"))neN (1 < i < d); dailleurs, ces derniers
fournissent une telle déformation, notée dans la suite Xj.

Soit U un ouvert de X. On note U Douvert de <% (X) défini par U. On désigne par Z5(U)
I’ensemble des fléches pointillées qui complétent le diagramme

(1.13.3) U

de fagon a le laisser commutatif. Le foncteur U — Z5(U) est un torseur pour la topologie de

~ o~

Zariski de X sous le R-module T = Homﬁ(Q}z Jox R R,£R). Tl est donc représentable par un
X-schéma affine

(1.13.4) L; = Spec(Z5).

Le complété faible 9}2 de Z5 (cf. 9.1) nous sert de pont entre les représentation généralisées et
les modules de Higgs, suivant le schéma classique des correspondances introduites par Fontaine
(ou encore plus classique de la correspondance de Riemann Hilbert analytique complexe). 11 lui est
donc naturellement associée une notion d’admissibilité ; c’est la notion de représentation généralisée
de Dolbeault. En effet, A agit naturellement sur 2 et donc sur @;%. D’autre part, la dérivation

universelle de Z¢ sur R induit par continuité une R-dérivation dgi de .@;, qui est en fait un
X

R-champ de Higgs a coefficients dans & _1(2}{ O On peut donc définir les deux foncteurs suivants.
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Pour toute R-représentation M de A, on note H (M) le 1/%\1—modu1e de Higgs a coeflicients dans
5_19}%/@( défini par

(1.13.5) Hg(M) = (M @z 2L)%.

Pour tout R;-module de Higgs (IV,0) a coefficients dans §'9%,p,, on désigne par Vg(N) la

R-représentation de A définie par
J— T etot:O
(1.13.6) Vg (N) = (N Oz @;2) ,

ol bt =0Rid+1d® d@L est le R\l—champ de Higgs total sur N ®§\1 9;%.
X
Pour pouvoir exploiter pleinement ces foncteurs, nous établissons des résultats d’acyclicité de
@; ®z, Q, pour la cohomologie de Dolbeault (9.8) et pour la cohomologie continue de A (9.9),
généralisant légérement des résultats antérieurs de Tsuji [43].

1.14. Une R-représentation continue M de A est dite de Dolbeault si elle satisfait aux conditions
suivantes (cf. 10.7) :

(i) M est un R-module projectif de type fini, muni de la topologie p-adique ;
ii) Hg (M) est un R;-module projectif de type fini;

X
(iii) le morphisme canonique

T T
(1.14.1) Hy(M)®z 2 - M ®s D5

est un isomorphisme.
On définit de méme la notion duale de R;-module de Higgs soluble a coeflicients dans 5_19}1/61( (cf.
10.10). II est immédiat de voir que les foncteurs V ¢ et Hy induisent des équivalences de catégories

quasi-inverses 1'une de I’autre, entre la catégorie des R-représentations de Dolbeault de A et celle
des Rji-modules de Higgs solubles a coefficients dans f‘lQ}z/ﬁK (cf. 10.13). Nous montrons (11.22)

que les petites R-représentations de A sont de Dolbeault, que les petits ]/%Z—modules de Higgs sont
solubles, et que V¢ et Hg induisent des équivalences de catégories quasi-inverses I'une de l'autre
entre les catégories de ces objets. On retrouve en fait la correspondance définie dans 1.12, & une
renormalisation prés (cf. 11.21).

1.15. On définit les notions de E[%]—représentation de Dolbeault de A et de E[%]—module de Higgs
soluble a coefficients dans 5’19}{/ﬁk en calquant les définitions dans les cas entiers (cf. 12.1 et

12.2). Nous montrons que les foncteurs V¢ et Hg induisent des équivalences de catégories quasi-
inverses I'une de I'autre, entre la catégorie des E[%]—représentations de Dolbeault de A et celle des
fl\l[%]—modules de Higgs solubles a coefficients dans 5_19}%/@( (cf. 12.13). Ce résultat est beaucoup
plus difficile que son analogue entier (1.14). En effet, il n’est méme pas évident a priori que pour
un Rl[%]—module de Higgs soluble (N, ) a coeflicients dans 5_19}%/@(, la représentation Vg (V)
de A est continue pour la topologie p-adique. Pour ce faire, nous procédons par descente pour se
ramener a des petits objets, anticipant sur un des thémes de la seconde partie de cet article.
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1.16. Les fonctions “affines” sur le torseur L (1.13.4) forment une extension canonique de R-
représentations continues de A

(1.16.1) O—>§—>%} =710k 0, @r R — 0,

qui détermine entiérement le torseur (cf. 8.7). En effet, 'injection .Z g — Z% induit un isomor-

phisme A-équivariant de R-algébres

(1.16.2) lim SymZ(Fg) = 7

n>0
ot le systéme inductif & gauche est défini pour z1,...,r, € F5 par
(1.16.3) 1 ® - Qx| ~ [1®21 Q@ Q@ xp].

D’autre part, Faltings a défini une extension canonique de R-représentations de I’

(1.16.4) 0— p‘lﬁ =& = Qko, OR ﬁ(—l) — 0,

ol p est un élément de 07 de valuation > p%l (cf. 5.21), qui joue un role important dans son

approche de la théorie de Hodge p-adique. Nous montrons dans 8.21 qu’il existe un morphisme

R-linéaire et A-équivariant

(1.16.5) pF e = &
qui s’insére dans un diagramme commutatif
(1.16.6) 0——>p P IR—>p 71 Fg —>p 71E 0L o @ R—>0
] -
0 p'R & 0%, ©r R(-1) 0

olt ¢ provient d’un isomorphisme canonique R(1) = pﬁﬁﬁ (7.7.1). Le morphisme (1.16.5) est
canonique si 'on prend pour X la déformation Xy (1.13). Il est important de noter que dans le
cadre logarithmique qui sera considéré dans cet article, I’extension de Faltings change légérement

de forme puisque le facteur p~! R est remplacé par (mp) 'R, ou 7 est une uniformisante de K.

1.17. Partant de l'extension & de Faltings (1.16.4), Hyodo [24] définit une R-algébre . par une
limite inductive analogue a (1.16.2). On notera que p étant inversible dans ., il revient au méme de
partir de £®z,Q,, ce qui correspond a la définition originelle de Hyodo. Pour une Q,-représentation
continue V de T et tout entier ¢, Hyodo définit le R[%]—module D!(V) par
(1.17.1) DY(V) = (V ®q, L))"
La représentation V est dite de Hodge-Tate si elle satisfait aux conditions suivantes :

(i) V est un Qp-espace vectoriel de dimension finie, muni de la topologie p-adique.

(ii) Le morphisme canonique

(1.17.2) DiezD (V) ®p; (=) =V @, S

est un isomorphisme.
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Le morphisme (1.16.5) explique alors le lien entre notre approche et celle de Hyodo. Il montre
que Y5 est un modele entier .. Nous en déduisons dans 13.7 que si V' est une Q,-représentation

de Hodge-Tate de T', alors V ®z, R est une E[%]—représentation de Dolbeault de A, et on a un
isomorphisme é\l—linéaire canonique et fonctoriel

(1.17.3) Hg (V ®2, R) S @D (V) @ Ri(-1),
le champ de Higgs sur H )?O(V ®z, ﬁ) étant induit par les morphismes R-linéaires
(1.17.4) D'(V) = D" Y(V) ®r U/,
déduits de la dérivation universelle de . sur ﬁ[%]
En fait, Hyodo a déja considéré les complexes R-linéaires
(1.17.5) D(V) = DY (V) ®r Qp/p,, = D' HV) @R QR0 — -

induits par le complexe de de Rham de . sur R[%], qui prolongent les morphismes (1.17.4). Il a
montré que si f: Y — X est un morphisme propre et lisse, pour tout entier m > 0, le faisceau
R™ fr«(Qp) est de Hodge-Tate de poids compris entre 0 et m; pour tout 0 < ¢ < m, on a un

isomorphisme canonique
(1.17.6) D' (R™ £u(Qp) 5 (R™ £ Q5 x) O B

et le complexe (1.17.5) est induit par la classe de Kodaira-Spencer de f. Il s’ensuit en particulier
que la correspondance de Simpson p-adique jouit de la méme propriété que (1.4).

Nous reprendrons et généraliserons la stratégie de Hyodo dans la seconde partie de ce travail
comme suit. Il est facile de définir les images directes supérieures par f des modules de Higgs
sur Y, a la Katz-Oda. Nous montrerons alors que la correspondance de Simpson p-adique pour
les représentations de Dolbeault est compatible aux images directes supérieures. Nous établissons
dans cet article un cas particulier de ce résultat, a savoir le cas absolu (12.22) : la cohomologie du

groupe A & coeflicients dans une E[%]-représentation de Dolbeault M s’identifie & la cohomologie
du complexe de Dolbeault du I/%\l[%]—module de Higgs associ¢ Hg (M). C’est 'analogue de I'iso-
morphisme (1.3.2). Le cas des représentations petites a été établi précédemment par Faltings ([17]
§3) et Tsuji ([43] 6.1).

1.18. Cet article est organisé comme suit. La section 2 contient les principales notations et conven-
tions générales. On trouvera en particulier dans 2.16 les définitions relatives aux modules de Higgs.
Nous rappelons dans la section 3 quelques notions de géométrie logarithmique qui joueront un role
important dans la suite du travail, afin de fixer les notations et de donner des repéres aux lecteurs
non familiers avec cette théorie. Dans la section 4, nous introduisons le cadre logarithmique (4.2),
la tour d’anneaux R,,, R et R (4.7), et les groupes de Galois A, A, et ¥ (4.9) utilisés tout le
long de larticle. Nous rappelons aussi I’énoncé du théoréme de pureté de Faltings (4.14) et nous
en déduisons quelques corollaires. La section 5 est consacrée a l’eitension de Faltings : la variante

au-dessus de 1/%—0\0 est donnée dans (5.16.2), et celle au-dessus de R dans (5.21.2). Pour la commo-
dité du lecteur, nous reprenons dans la section 6, avec un peu de détails, le calcul de cohomologie
galoisienne di & Faltings. Nous introduisons dans la section 7 les épaississements infinitésimaux
p-adiques de Fontaine, et nous les munissions de structures logarithmiques suivant Tsuji (7.15).
La partie la plus originale de cet article commence & partir de la section 8, par 'introduction du
torseur L ¢ = Spec(Z5) des relevements du revétement universel de Spec(R ®¢, Oc) (8.5.3). Le
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théoréme 8.20 établit un important lien entre ce torseur et ’extension de Faltings. On note ¢ la

R-algébre du groupe affine sous-jacent au torseur L - La section 9 est consacrée a I’étude des co-
homologies de de Rham et galoisienne du complété faible €' de € (9.8 et 9.9). D/e\ms la section 10,
nous définissons les foncteurs Hy (10.5.2) et V¢ (10.8.2) reliant la catégorie des R-représentations
de A a celle des ff\l—modules de Higgs a coefficients dans 5_15}2 O Nous y introduisons aussi
les notions entiéres de représentation de Dolbeault (10.7) et de module de Higgs soluble (10.10).
La section 11 est consacrée a 1’étude des petites représentations entiéres de A (11.1) et des petits
I/%\l—modules de Higgs a coefficients dans & _162}% 0k (11.2). Elle suit de prés I'approche de Faltings

[17]. Nous introduisons et étudions les variantes rationnelles des quatre notions précédentes dans
la section 12. Nous démontons en particulier le théoréme 12.12 établissant une équivalence entre la

catégorie des E[%]—représentations de Dolbeault de A et la catégorie des fi\l[%]—modules de Higgs
solubles a coefficients dans & _152}{ = La derniére section fait le lien avec la théorie de Hyodo
pour les représentations de Hodge Tate de A.
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eus avec eux sur des questions relatives a ce travail, et A. Ogus pour les discussions éclairantes
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remercie le Centre Emile Borel & Institut Henri Poincaré, I'Institut des Hautes Etudes Scientifiques
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donné sur ce sujet a I'Université de Tokyo durant I’automne 2010 dont les questions et remarques
ont été précieuses pour mettre au point ce travail.

2. NOTATIONS ET CONVENTIONS

Tous les anneaux considérés dans cet article possédent un élément unité; les homomorphismes
d’anneauzx sont toujours supposés transformer ’élément unité en l’'élément unité; un sous-anneau
d’un anneau A est supposé contenir l’élément unité de A. Nous considérons surtout des anneaux
commutatifs, et lorsque nous parlons d’anneau sans préciser, il est sous-entendu qu’il s’agit d’un
anneau commutatif.

2.1. Dans cet article, p désigne un nombre premier, K un corps de valuation discréte complet de
caractéristique 0, & corps résiduel parfait k de caractéristique p, K une cléture algébrique de K. On
note O l'anneau de valuation de K, O la cloture intégrale de O dans K, mz I'idéal maximal
de 0%, k le corps résiduel de U5 et v la valuation de K normalisée par v(p) = 1. On désigne par
O¢ le séparé complété p-adique de O, par C son corps de fractions et par m¢c son idéal maximal.

On choisit un systéme compatible (5,)n>0 de racines n-iémes de p dans 0. Pour tout nombre

rationnel € > 0, on pose p* = (5,)" ou n est entier > 0 tel que en soit entier.
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On désigne par G = Gal(K/K) le groupe de Galois de K sur K et par 2(1) et Z,(1) les
Z|Gk]-modules

(2.1.1) Z(1) = l(iTnjﬂ'n(ﬁf)v
(21.2) Zp(l) = {Enﬂp"'(ﬁ?)v

n>0

ou fin(0%) désigne le sous-groupe des racines n-iémes de I'unité dans 0. Pour tout Z,[G k|-
module M et tout entier n, on pose M(n) = M Qg Z,(1)®".

2.2. Pour tout anneau A, on note Mod(A) la catégorie des A-modules. Pour tout groupe abélien
M, on note M son séparé complété p-adique.

2.3. On munit Z, de la topologie p-adique, ainsi que toutes les Z,-algébres adiques (i.e., les
Z,-algébres complétes et séparées pour la topologie p-adique). Soient A une Z,-algébre adique,
it A— A[%] I’homomorphisme canonique. On appelle topologie p-adique sur A[%] I'unique topologie
compatible avec sa structure de groupe additif pour laquelle les sous-groupes i(p™A), pour n € N,
forment un systéme fondamental de voisinages de 0 ([11] chap. III §1.2, prop. 1). Soient M un
A[%]—module de type fini, M° un sous-A-module de type fini de M qui 'engendre sur A[%]. On
appelle topologie p-adique sur M 1'unique topologie compatible avec sa structure de groupe additif
pour laquelle les sous-groupes p"M°, pour n € N, forment un systéme fondamental de voisinages
de 0. Cette topologie ne dépend pas du choix de M°. En effet, si M’ est un autre sous- A-module de
type fini de M qui 'engendre sur A[%], alors il existe m > 0 tel que p™M° C M’ et p™ M’ C M°.
1l est clair que M est un A[%]—module topologique.

2.4. Soient G un groupe topologique, A un anneau topologique muni d’une action continue de G
par des homomorphismes d’anneaux. Une A-représentation de G est la donnée d’'un A-module M
et d’'une action A-semi-linéaire de G sur M, i.e., telle que pour tous g € G, a € A et m € M, on
ait

(2.4.1) glam) = g(a)g(m).

On dit que la A-représentation est continue si M est un A-module topologique et si action de G
est continue. Soient M, N deux A-représentations (resp. deux A-représentations continues) de G.
Un morphisme de M dans N est la donnée d’un morphisme A-linéaire et G-équivariant (resp. A-
linéaire, continu et G-équivariant) de M dans N. Les A-représentations de G forment une catégorie,
et les A-représentations continues de G forment une sous-catégorie; on les note respectivement
Rep 4 (G) et Rep™(G). Si M et N sont deux A-représentations de G, les A-modules M ®4 N et
Hom 4 (M, N) sont naturellement des A-représentations de G.

2.5. Soient G un groupe profini, A un anneau que 'on munit de la topologie discréte et de 'ac-

tion triviale de G. Les objets de Rep%™ (G) sont appelés des A-G-modules topologiques. Un A-G-

module topologique dont la topologie est discréte est appelé A-G-module discret. On désigne par
cont

Repdi¢(@) la sous catégorie pleine de Rep$™*(G) formée des A-G-modules discrets. Soit M un

A-G-module topologique. On note C¢,. (G, M) le complexe de cochaines continues de G dans M :
Co (G, M) est 'ensemble de toutes les applications continues de G™ dans M, et la différentielle

cont
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d: Ct

cont

(2.5.1) d(f)(g1s---sgnt1) = g1- f(92,--,9n+1)

n
YS90, GiGig1s - Gnt)
1=1

) — , est définie par la formule
G, M) — CLHH G, M défini la formul

cont

+(_1)n+1f(gl7 e 7971)

Les groupes de cohomologie HI (G, M) de C?. (G, M) sont appelés les groupes de cohomologie

continue de G a coeflicients dans M. Lorsque la topologie de M est discréte, on omet 'indice “cont”
des notations. On a alors un isomorphisme canonique fonctoriel dans D¥(Mod(A))

(2.5.2) RI(G,M) = C*(G,M).
Lemme 2.6. Soient A un anneau, G un groupe profini, M un A-G-module discret, N un A-module
plat. Alors le morphisme canonique
(2.6.1) HY(G,M)®s N - HI(G,M ®4 N)
est un isomorphisme pour tout g > 0.

En effet, comme N est A-plat, pour tout sous-groupe H de G, le morphisme canonique

M @, N = (Mo,yN)H

est un isomorphisme. D’autre part, pour tout ¢ > 0, on a un isomorphisme canonique

HY(G, M) = lim HY(G/H, M),
—

ou H parcourt I’ensemble des sous-groupes ouverts distingués de G ; et de méme pour M ®4 N.
On peut donc se réduire au cas ou G est fini. Soit

= PPy —= =P —=2Z—=0

une résolution du Z[G]-module Z par des Z[G]-modules libres de type fini. Alors H*(G, M) s’iden-
tifie & la cohomologie du complexe de cochaines Homg (P, M). La proposition résulte du fait que
pour tout ¢ > 0, le morphisme canonique

Homg(Pi, M) ®a4 N — HOII?[G(I:)i7 M ®y N)
est un isomorphisme puisque P; est libre de type fini sur Z[G].

2.7. Soit G un groupe profini. Un G-ensemble est un espace topologique discret muni d’une action
continue de G. Les G-ensembles forment naturellement une catégorie. Un G-groupe M est un
groupe de cette catégorie. On lui associe son sous-groupe des G-invariants H°(G, M) = MY et
son premier ensemble de cohomologie H!(G, M) ; on renvoie & (|34] I §5) pour la définition et les
principales propriétés de cet ensemble pointé.

2.8. Soient G un groupe profini, A un anneau muni de la topologie discréte et d’une action continue
de G, M un A-module libre de rang r > 1, muni de la topologie discréte, (eq, ..., e,) une base de
M sur A. On note Mat,(A) la A-algébre des matrices carrées de taille r & coefficients dans A et
GL,(A) le groupe des éléments inversibles de Mat,.(A). On observera que GL, (A) est naturellement
un G-groupe. La donnée d’une A-représentation continue p de G sur M est équivalente & la donnée
pour tout g € G d’un élément U, de GL,(A) tel que 'application g — U, soit continue et que pour
tout g, h € G, on ait

(2.8.1) Ugh = Uy - 9Up.
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La matrice U, exprime alors les coordonnées des vecteurs eq, ..., e, dans la base g(e1),...,g(e,).
Un changement de la base (e;)1<i<, change le cocycle g — U, en un cocycle cohomologue. L’ap-
plication qui a p associe la classe [p] du cocycle g — U, dans H'(G, GL,(A)) est une bijection de
I’ensemble des classes d’isomorphismes de A-représentations continues de G sur M, dans I’ensemble
H'(G,GL,(4)). La A-représentation de G sur M qui fixe les (e;)1<i<, correspond & I'élément dis-
tingué de H' (G, GL,.(A)).

Soient a € A% tel que a soit nilpotent dans A, p une A-représentation de G sur M telle
que p(g)(e;) —e; € aM pour tous g € G et 1 < i < r. Alors le cocycle g — U, défini ci-
dessus prend ses valeurs dans le sous-groupe id, + aMat,(A) de GL,(A). Si on change la base
(ei)1<i<r €n une base (€})1<i<, telle que e} —e; € aM pour tout 1 < i < r, le cocycle g — U,
se transforme en un cocycle cohomologue dans id, + aMat,.(A). L’application qui & p associe la
classe [p] du cocycle g — U, dans H' (G, id, +aMat,.(A)) est une bijection de I'ensemble des classes
d’isomorphismes de A-représentations continues de G sur M qui fixent e; modulo aM pour tout
1 <4 < r, par des isomorphismes qui fixent e; modulo aM pour tout 1 < ¢ < r, dans I’ensemble
HY(G,id, + aMat,.(A)).

2.9. Soient G' un groupe profini, A un anneau muni d’une action de G, a € A%, m,n,q,r des
entiers > 1 tels que ¢ > n > m et m +n > ¢. Supposons que l'action de G sur A soit continue
pour la topologie a-adique et que la multiplication par o’ dans A induise un isomorphisme

(2.9.1) AJaT"A S a"AJalA.
La seconde condition est remplie par exemple si a n’est pas un diviseur dans A. Considérons la
suite exacte canonique de G-groupes
(2.9.2) 1—id, +a"Mat,.(A/a?A) — id, + a™Mat,(A/a?A) — id, + a™Mat,(A/a™A) — 1.
Alors id, + a™Mat,(A/a?A) est contenu dans le centre de id, + a™Mat,(A/a?A). D’autre part,
d’apreés (2.9.1), on a un isomorphisme canonique de G-groupes abéliens
(2.9.3) Mat,.(A/a9""A) = id, + a"Mat,.(A/a?A).
D’apres ([34] I prop. 43), on a une suite exacte canonique d’ensembles pointés
(2.9.4) H'(G,Mat,.(A/a?""A)) — HY(G,id, + a™Mat,.(A/a?A)) —

HY(G,id, + a™Mat, (A/a" A)) -% H2(G, Mat, (4/a? " A)).

2.10. Conservons les hypothéses de (2.9), soient de plus N un (A/a?A)-module libre de rang r,
fis--., fr une base de N, p, p’ deux représentations continues de G sur N (muni de la topologie
discrete) telles que p(g)(fi) — fi € a™N et p'(g)(fi) — fi € a™N pour tous g € Get 1 <i <r.
Notons g — V; et g = V les cocycles de G a valeurs dans id, + a™Mat,(A/a?A) associés & N et
N', respectivement, par le choix de la base (f;)1<i<q. En vertu de (2.9.4) et ([34] I prop. 42), les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) 11 existe un automorphisme A-linéaire

(2.10.1) u: N/a"N = N/a"N

tel que wo p(g) = p/(g) o u pour tout g € G et que u(f;) — f; € a™N pour tout 1 <i <.
(ii) Il existe un cocycle g — W, de G & valeurs dans Mat,(A/a? " A) et une matrice U €
id, + a™Mat,(A/a?A) tels que pour tout g € G, on ait (2.9.3)

(2.10.2) V) =U""(id, + a"W,)V,oU.
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Nous dirons alors que p’ est déduit de p par torsion par le cocycle g — W,. Deux cocycles coho-
mologues définissent des représentations isomorphes par un isomorphisme compatible a (2.10.1).
Nous dirons alors aussi que p’ est déduit de p par torsion par la classe ¢ € H! (G, Mat,.(4/a?""A))
du cocycle g — W,,.

Soient n/,m/,q" des entiers > 1 telsquen >n' >m/, m>m' >qg—net ¢ =qg—n+n’.
Supposons que la multiplication par a™ dans A induise un isomorphisme

(2.10.3) Afa? A g™ AJa? A.
On a alors un diagramme commutatif

(2.10.4) Mat, (A/a?""A) ——id, + a™Mat, (A/a?A) —— id, + a"Mat,.(A/a™A)

] la lﬂ

Mat,(A/a? =" A) —id, + ™ Mat,(A/a? A) — id,. + a™ Mat, (A/a™ A)

ot les lignes correspondent aux suites exactes (2.9.2) et a et 8 sont induits par les homomorphismes
de réduction A/a%A — Aja? A et A/a"A — AJa™ A. Par suite, si p se déduit de p par torsion
par une classe ¢ € H' (G, Mat,(A/a9 ™ A)), la représentation induite par p’ sur N/a? N se déduit
de celle induite par p sur N/ a? N par torsion par la classe

(2.10.5) a"" ¢ € HY(G, Mat, (A/a? ~™ A)).

2.11. Conservons les hypothéses de (2.9), soient de plus M un (A/a™A)-module libre de rang r,
e1,...,e. une base de M, p une représentation continue de G sur M (muni de la topologie discréte)
telle que p(g)(e;) —e; € a™M pour tous g € G et tous 1 <4 < r. On note g — Uy, le cocycle de
G a valeurs dans id, + a™Mat,.(A/a™A) associé & M par le choix de la base (e;)1<i<a, et [M] sa
classe dans H'(G,id, + a™Mat,.(A/a"A)). En vertu de (2.9.4) et ([34] I prop. 41), la classe

(2.11.1) (M) € H*(G,Mat,.(A/a? " A))

est I'obstruction a relever M en une (A/a?A)-représentation continue de G dont le (4/a%A)-module
sous-jacent est libre de type fini.

Soient n’ un entier tel que n > n’ > m, ¢ = q—n +n’ et que la multiplication par a” dans A
induise un isomorphisme

(2.11.2) AJa? " A a7 Afa? A.
On note
(211.3) 9': HY(G.id, + a™Mat, (A/a" A)) — H*(G, Enda(M/a? =" M))

Papplication bord définie comme dans (2.9.4). Par fonctorialité, on a
(2.11.4) & ([M/a™ M)) = a™ ™ O([M)).

2.12. Pour toute catégorie abélienne o7, on note 27N la catégorie des systémes projectifs de o7
indexés par I’ensemble ordonné N. Alors &/ est une catégorie abélienne, dont les noyaux et les
conoyaux se calculent composante par composante. Si &7 a suffisamment d’injectifs, il en est de
méme de /™ ([26] 1.1) ; un objet (A, d,)nen de &N est injectif si et seulement si pour tout n € N,
A, est injectif et d,,: A,+1 — A, est inversible & gauche.

Soit h: o/ — 28 un foncteur exact & gauche entre catégories abéliennes. On note h": &N — 2N
son prolongement naturel. Supposons que &7 ait suffisamment d’injectifs. Alors R‘AN = (R'h)N
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pour tout ¢ > 0 ([26] 1.2). Supposons de plus que les limites projectives indexées par N soient
représentables dans Z. On désigne alors par

(2.12.1) lim h: o/ — &
—

n

le foncteur qui associe a (A, d,)nen la limite projective

(2.12.2) lim (h(An), h(dn)),
et par
(2.12.3) R (lim h)

n

son foncteur dérivé a droite. Si h transforme les injectifs en injectifs, il en est de méme de Y. Si
de plus le foncteur dérivé a droite R* (lim) du foncteur
—

(2.12.4) lim: B — %
S

existe, on a alors un isomorphisme canonique

+(1: ~ RH(T + 73N
(2.12.5) R (1#1 h) 3R (l(gl)o(R )N

2.13. Soient G un groupe topologique, A un anneau. Les catégories Mod(A) et Rep‘XSC(G) ad-
mettent suffisamment d’injectifs. Les limites projectives dans Mod(A) sont représentables, le fonc-
teur

(2.13.1) lim: Mod(A)N — Mod(A)

n

admet un foncteur dérivé a droite, et on a R'(lim) = 0 pour tout i > 2 (cf. [26] 1.4). Si (Np)nen
—

est un systéme projectif de A-modules vérifiant la condition de Mittag-Leffler, on a ([26] 1.15)
(2.13.2) R'limN,, = 0.
—

On désigne par
(2.13.3) [(G, —): (Rep®(G))N — Mod(A)

le foncteur lim I'(G, —) (2.12.1) et par RTT'(G, —) son foncteur dérivé a droite. Pour tout systéme
—

n

projectif (M, )nen de Repd™(G) et pour tout entier i > 0, on a, d’apres (2.12.5), une suite exacte
(2.13.4) 0 — R'im H~Y(G, M,,) — H(G, (M,)nen) — lim H (G, M,,) — 0.
— —

Supposons que (M, )nen vérifie la condition de Mittag-Leffler et notons M sa limite projective
en tant que A-G-module topologique. D’aprés ([26] 2.2), on a un isomorphisme canonique dans

D+ (Mod(A))
(2.13.5) e

cont

(GvM) :> R+F(G’ (Mn)neN)'
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2.14. Soient A un anneau, L un A-module, u: L — A une forme linéaire, A(L) I'algébre extérieure
de L. Pour tout « € A(L), on note dy(z) le produit intérieur de x et w ([8] III § 11.7 exemple page
161). D’aprés (loc. cit. page 162), on a

(2.14.1) dy(zr A Aag) =Y (1) u()z A Aziog A A Ay
i=1

pour z1,...,%, € L. L’application d,,: A(L) — A(L) est une anti-dérivation de degré —1 et de carré
nul ([8] IIT § 11.8 exemple page 165). L’algébre A(L) munie de I'anti-dérivation d,, s’appelle algébre
(ou complexe) de Koszul de u. On la note K& (u); on a donc K2 (u) = A"L et les différentielles de
K (u) sont de degré —1 (cf. [9] § 9.1).

Pour tout complexe de A-modules C, on définit le complexe de chaines ([9] § 5.1)

(2.14.2) K2 (u,C) = K& (u) @4 C
et le complexe de cochaines
(2.14.3) K* (u, C) = Homgr 4 (K2 (u), C).

D’aprés ([9] § 9.1 cor. 2 de prop. 1), si Ann(C) est annulateur de C, alors u(L) + Ann(C') annule
H (K4 (1, C) ot H, (K (1, C)).

Supposons que L soit somme directe de Ly, ..., L, et notons u;: L; — A la restriction de u a
L;. Alors Iisomorphisme canonique ([8] III § 7.7 prop. 10)

(2.14.4) IR1<i<r A (Li) = A(L)

est un isomorphisme de complexes ®1<;<, K (u;) = K (u), ot le symbole 9@ désigne le produit
tensoriel gauche (cf. [8] III § 4.7 remarques page 49).

Comme d,, est une anti-dérivation, le produit dans lalgébre A(L) induit un morphisme de
complexes

(2.14.5) K2 (u) @4 K& (u) — K% (A).

Supposant L projectif de rang n et composant avec le morphisme canonique K% (A4) — A"L[—n],
on en déduit un morphisme de complexes

(2.14.6) K2 (u) — Homgr 4 (K2 (u), A" L[—n]),

qui est bijectif ([8] IIT § 7.8 page 87). Pour tout complexe de A-modules C, on en déduit un
isomorphisme de complexes ([9] § 9.1 page 149)

(2.14.7) K2 (u, C) = K (u,C @4 A"L[—n]).

Par passage a I’homologie, on a donc, pour tout entier ¢, un isomorphisme

(2.14.8) H; (K2 (u, 0)) = H /(K% (u,C ®4 A"L)).

2.15. Soient A un anneau, L un A-module, S(L) I'algébre symétrique de L, u: S(L)®4 L — S(L)

la forme linéaire telle que u(s® ) = sz pour s € S(L) et x € L. Par I'isomorphisme canonique (8]
III § 7.5 prop. 8)

(2.15.1) AS(L) ®4 L) =5 S(L) @4 A(L),
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la différentielle de KE(L)(u) est transportée en Papplication d: S(L) ® 4 A(L) — S(L) ®4 A(L)
définie pour x1,...,ZTn, Y1, .., Ym de L par

(2.15.2) A1 2n) @ (YL A+ AYm))

= (71)i+1yi1'1 Ty X (y1 N ANYict NYigrr Ao N ym)
i=1

Pour tout complexe de S(L)-modules C, on pose
(2.15.3) KiH @) = KiP(u,0),
(2.15.4) Ksp)(C) = Kgu(w,C),
(le morphisme u étant canonique, peut étre omis de la notation).

Soient L’ un A-module, u’: S(L') ® 4 L' — S(L’) la forme linéaire telle que u/(s’ @ 2') = s'a’
pour s’ € S(L') et 2’ € L’. L’isomorphisme (2.14.4) induit un isomorphisme

(2.15.5) (S(L) @4 A(L))IRA(S(L) 24 ML) S S(Le L'Y®4 A(LS L),
ot le produit tensoriel extérieur gauche est pris relativement au diagramme co-cartésien canonique
A S(L)

.

S(L') ——=S(La L)
11 résulte de (2.15.2) que (2.15.5) est un isomorphisme de complexes

(2.15.6) K$D (1), K3 (o) 3 KEEE) (w o o).

On en déduit, pour tout complexe de S(L & L’)-modules C, des isomorphismes de complexes
(2.15.7) K3 oy 3 kEP(KSE (o)),

(2.15.8) Ko (C) = K3 (K, (C)).

Définition 2.16. Soient X un schéma, & un Ox-module, &/ une Ox-algébre.
(i) On appelle & -module de Higgs a coeflicients dans & un couple (., 0) formé d’un «/-module
A et d’'un morphisme &7-linéaire

(2.16.1) 0: M — M B¢, &

tel que 8 A 6 = 0. On dit alors que 6 est un &7 -champ de Higgs sur .4 & coeflicients dans &.
(i) Si (A1,01) et (Mo, 603) sont deux o/-modules de Higgs, un morphisme de (.#,60;) dans
(M, 605) est un morphisme o7-linéaire u: A4y — M- tel que (u®idg) o 6 = 05 o w.

Les «/-modules de Higgs a coefficients dans & forment une catégorie que 1’'on note MHg (7).
On peut compléter la terminologie et faire les remarques suivantes.

2.16.2. Soit (#,0) un «/-module de Higgs a coefficients dans &. Pour tout ¢ > 1, on pose
(2.16.3) Oi: M Q¢ N'E = M Do, NTTIE

le morphisme .o7-linéaire défini pour toutes sections locales m de . et w de A'€ par 6;(m ® w) =
f(m) Aw. On a 6;41 0 6; = 0. On appelle complexe de Dolbeault de (#,0) et Pon note K*(.#,0)
le complexe de cochaines de «7-modules

(2.16.4) MY Mo, 8D Mo, N6 ...
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ou . est placé en degré 0 et les différentielles sont de degré 1.

2.16.5. Soient (.#,0) un «/-module de Higgs a coefficients dans & tel que .# soit un «/-module
projectif de type fini. Considérons, pour un entier ¢ > 1, le morphisme composé

(2.16.6) Nt 2 Nl @6, ) —> Nl ®6,, SE

ot le second morphisme est le morphisme canonique ([25] V 4.5). On appelle i-iéme invariant
caractéristique de 6 et Pon note A;(6) la trace du morphisme (2.16.6) vue comme section de
(2.16.7) (X, ®¢y S'E).

2.16.8. Soient (A,61),(Mo,05) deux o/-modules de Higgs a coefficients dans &. On appelle
champ de Higgs total sur 41 Q. > le morphisme o7-linéaire

(2.16.9) Oior: M Qug Mo — M1 Ry Mo Koy &
défini par
(2.16.10) Oror = 01 @ id_p, +1d z, Ry 5.

On dit que (A Qo7 Ms,0401) est le produit tensoriel de (M1, 01) et (Ma,05).

2.16.11. Supposons & localement libre de type fini sur Ox et posons .F = H#ome, (&, Ox). Pour
tout .«7-module .#, le morphisme canonique

(2.16.12) Endy (M) Qe E — Home (M, N 6, &)

étant un isomorphisme, la donnée d’'un o/-champ de Higgs 0 sur .# est équivalente a la donnée
d’une structure de S(.%)-module sur .# compatible avec sa structure de &x-module. D’autre part,
en vertu de ([8] § 11.5 prop. 7), le Ox-module #ome, (A(F), Ox) s’identifie & P’algébre duale
graduée de A(%), et on a un isomorphisme canonique d’algébres graduées

(2.16.13) NE) = Home, (NF),Ox).
On vérifie que celui-ci induit un isomorphisme de complexes de .&7-modules
(2.16.14) K*(A,0) > Kz (A).

2.17. Soit X une variété projective lisse complexe. Un fibré harmonique sur X est la donnée d’un
triplet (M, D, (, }), ot M est un fibré vectoriel complexe de classe € sur X, D est une connexion
intégrable sur M et (, ) est une métrique hermitienne sur M, satisfaisant & une condition décrite
plus bas ([29] §1). On peut écrire de maniére unique D = V+q, ot V est une connexion hermitienne
et o est une forme différentielle de degré 1, a valeurs dans End g, (M), auto-adjointe par rapport
a (, ). On décompose V et « selon leurs types

(2.17.1) V=0+0, a=0+0,
ot d et O sont de type (1,0) et (0,1), respectivement, et 6 est une forme différentielle de type (1,0)
a valeurs dans End g, (M). La condition requise est que 'opérateur D" = 0 + 6 est intégrable, i.e.,
D'"? = 0. Cette condition équivaut a dire que 52 =0,00 =0¢et §AH = 0. Ainsi 'opérateur 0
définit sur M une structure de fibré vectoriel holomorphe, et 6 est alors un champ de Higgs sur M
a coefficients dans Q% sc- Le complexe de Dolbeault de (M, 0)

(2.17.2) 0— A%y 25 Aty 25

s’obtient en prolongeant D’ aux formes différentielles de classe ¥*°. Il induit par restriction aux
formes différentielles holomorphes le complexe K(M, 6); d’ou la terminologie.
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3. LEXIQUE DE GEOMETRIE LOGARITHMIQUE

Nous rappelons quelques notions de géométrie logarithmique qui joueront un roéle important dans
la suite de cet article, dans le but de fixer les notations et de donner des repéres aux lecteurs non
familiers avec cette théorie. Nous renvoyons a [27, 28, 21, 32] pour les développements systématiques
de la théorie.

3.1. On sous-entend par monoide un monoide commutatif et unitaire. Si M est un monoide, on
désigne par M®P le groupe associé, par M* le groupe des unités de M, par M* I’ensemble des
orbites M/M* (qui est aussi le quotient de M par M* dans la catégorie des monoides) et par
ing: M — MeP ’homomorphisme canonique. On pose M™ = i,,(M) et

(3.1.1) M = {x € M®P|z™ € ip(M) pour un entier n > 1}.

On dit qu'un monoide M est intégre si ’homomorphisme canonique ip;: M — MEP est injectif,
que M est fin s’il est intégre et de type fini, que M est saturé s’il est intégre et est égal & M5 et
que M est torique s’il est fin et saturé et si M®P est libre sur Z.

Si M est intégre, M* est intégre, et pour que M soit saturé, il faut et il suffit que M* soit saturé.

On dit qu’un morphisme de monoides u: M — N est strict si le morphisme induit u#: M¥ — Nt
est un isomorphisme.

3.2. Soit u: M — N un morphisme de monoides intégres. On dit que u est exact si le diagramme

(3.2.1) M——=N

.

Mep L~ Nep

est cartésien. On dit que u est intégre si pour tout monoide intégre M’ et tout homomorphisme
v: M — M’ la somme amalgamée M’ @); N est intégre. On dit que u est saturé s’il est intégre
et si pour tout monoide saturé M’ et tout homomorphisme v: M — M’, la somme amalgamée
M’ @ N est saturée.

3.3. Si M est un monoide et A un anneau commutatif, on désigne par A[M] la A-algébre du
monoide définie par M et par e: M — A[M] ’homomorphisme canonique, ou A[M] est considéré
comme un monoide multiplicatif. Pour tout & € M, on notera e* au lieu de e(x).

Pour tout entier n > 1, on désigne (abusivement) par w,: M — M I'homomorphisme de
Frobenius d’ordre n de M (i.e., 'élévation & la puissance n dans M en notation multiplicative).

3.4. Soit T un topos. On désigne par Monr la catégorie des monoides (commutatifs et unitaires)
de T et par Abr la catégorie des groupes abéliens de T'. Le foncteur d’injection canonique de Abp
dans Monp admet un adjoint & droite

(341) MOHT — AbT, M M.

11 est immeédiat de voir que pour tout U € Ob(T'), le morphisme d’adjonction .#>*(U) — .4 (U)
induit un isomorphisme .#Z*(U) ~ .#(U)*. On dit qu'un monoide .Z de T est affité (sharp en
anglais) si #* = 1r. Le foncteur d’injection canonique de la sous-catégorie pleine des monoides
affatés de T dans Mony admet un adjoint & gauche

(3.4.2) Mo M= MM
Le foncteur d’injection canonique de Aby dans Mony admet un adjoint & gauche
(343) Monr — AbT7 M — MO
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On dit quun monoide .# de T est intégre si le morphisme d’adjonction .# — #*P est un
monomorphisme. On désigne par Monr iy, la sous-catégorie pleine de Moony formée des monoides
intégres de T'. Le foncteur d’injection canonique de Monry iy, dans Mony admet un adjoint &
gauche

(3.4.4) Mony — Monrg iy, A — A™.

3.5. Soient ¢ un site, € le topos des faisceaux d’ensembles sur € (relativement a un univers fixé).
Pour tout préfaisceau de monoides 2 sur ¢, on désigne par &8P (resp. 21) le préfaisceau de
monoides sur ¢ qui & U € Ob(%) associe le monoide 22 (U)&P (resp. Z(U)™) et par 2 le faisceau
de monoides associé & &. On a alors un isomorphisme canonique fonctoriel

(3.5.1) (PEP)a = (e

Comme le foncteur & — P2 est exact, il transforme les préfaisceaux de monoides intégres sur €
en des monoides intégres de ¥. On a un isomorphisme canonique fonctoriel

(3.5.2) (P 5 (o),

Par suite, pour qu'un monoide . de € soit integre, il faut et il suffit que pour tout U € Ob(%),
le monoide .#(U) soit intégre.

3.6. Soit T un topos. On dit qu'un morphisme de monoides intégres u: .# — A de T est exact
si le diagramme canonique

(3.6.1) M —> N

|

MEP ——> &P

est cartésien. Il revient au méme de demander que pour tout U € Ob(T), 'homomorphisme
w(U): A (U) — A (U) soit exact. En effet, si le diagramme (3.6.1) est cartésien, il en est de
méme des diagrammes obtenus en 1’évaluant en tout U € Ob(T). Par suite, le diagramme

(3.6.2) MU —= ¥ (U)

L

M (U)&P _u N (U)&P

est cartésien car le morphisme canonique Z (U)8P — .#2P(U) est injectif (et il en est de méme
pour /). L’implication réciproque résulte de (3.5.1) et du fait que le foncteur & — P est exact.

Soient .# un monoide intégre de T, n un entier > 1. On dit que .# est n-saturé si 'endomor-
phisme d’élévation & la puissance n dans ., défini par = — z", est exact. On dit que .# est saturé
s’il est n-saturé pour tout entier n > 1. Il revient au méme de demander que pour tout U € Ob(T),
le monoide . (U) est saturé. On désigne par Mony g, la sous-catégorie pleine de Mony formée
des monoides saturés de T'. Le foncteur d’injection canonique de Monr s,¢ dans Monr admet un
adjoint a gauche

(3.6.3) Mony — Monry g, A — M3
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3.7. Soient ¥ un site, % le topos des faisceaux d’ensembles sur ¢ (relativement & un univers
fixé). Pour tout préfaisceau de monoides & sur €, on désigne par 25 le préfaisceau de monoides
saturés défini, pour U € Ob(%¥), par U — (U )***. Alors le foncteur “faisceau de monoides associé”,
P — P* transforme les préfaisceaux de monoides saturés sur ¢ en des monoides saturés de ‘g,
et on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(3.7.1) (atye 5 (gpaysat,
Par suite, pour qu’un monoide .# de % soit saturé, il faut et il suffit que pour tout U € Ob(%),

le monoide .# (U) soit saturé.

3.8. Soient f: T’ — T un morphisme de topos, .# un monoide de T
(i) Si A est intégre (resp. saturé), il en est de méme de f*(.#).
(ii) On a des isomorphismes canoniques fonctoriels

(381) FlA S ),
(3.8.2) ™ S ™).
Si de plus . est intégre, on a un isomorphisme canonique
(3.8.3) [ S fH (™).

(iii) Si w: .# — A est un morphisme exact de monoides intégres de T, alors f*(u): f*(.#) —
f*(AN) est exact.

3.9. Soit T" un topos.

(i) Si M est un monoide intégre (resp. saturé), le faisceau de monoides constant My de valeur
M sur T est intégre (resp. saturé).

(ii) Supposons que T ait suffisamment de points. Pour qu'un monoide .# de T soit intégre (resp.
saturé), il faut et il suffit que pour tout point p de T', le monoide .#, soit intégre (resp. saturé).
Pour qu’un morphisme de monoides intégres u: .# — A de T soit exact, il faut et il suffit que
pour tout point p de T, 'homomorphisme u,: .#, — .4, soit exact.

(iii) Soit .# un monoide intégre de T. Alors .#* est intégre, et pour que .# soit saturé, il faut
et il suffit que .#* soit saturé.

3.10. Une structure pré-logarithmique sur un schéma X est une paire (£, 8), ot & est un faisceau
de monoides abéliens sur le site étale de X et 5 est un homomorphisme de & dans le monoide
multiplicatif &x. Une structure pré-logarithmique (£, ) est dite logarithmique si § induit un
isomorphisme B71(0%) = O%. Les structures pré-logarithmiques sur X forment naturellement
une catégorie qui contient la sous-catégorie pleine des structures logarithmiques sur X. L’injec-
tion canonique de la catégorie des structures logarithmiques sur X dans celle des structures pré-
logarithmiques sur X admet un adjoint & gauche. Il associe & une structure pré-logarithmique
(£, B) la structure logarithmique (.7, @), o .4 est défini par le diagramme co-cartésien

(3.10.1) BL(O%) —= T
(73 M

On dit que (A, ) est la structure logarithmique associée a (2, f3).
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3.11. Soient f: X — Y un morphisme de schémas. Nous utilisons pour les faisceaux de monoides
la notation f~! pour désigner I'image inverse au sens des faisceaux de monoides et nous réservons
la notation f* pour l'image inverse au sens des structures logarithmiques définie comme suit.
L’image inverse par f d’une structure logarithmique (.#, «) sur Y est la structure logarithmique
(f*(A),B) sur X associée a la structure pré-logarithmique définie par ’lhomomorphisme composé
fYA) — f~HOy) — Ox. 1l résulte aussitot de la définition que ’homomorphisme canonique

(3.11.1) AR = ()

est un isomorphisme.

3.12. Un schéma pré-logarithmique (resp. logarithmique) est un triplet (X, #x,ax) formé d’'un
schéma X et d’une structure pré-logarithmique (resp. logarithmique) (.#x,ax) sur X. Lorsqu’il
n’y a aucun risque d’ambiguité, on se permettra d’omettre ax et méme .#x des notations. Un mor-
phisme de schémas pré-logarithmiques (resp. logarithmiques) (X, #Zx,ax) — (Y, #y,ay) est la
donnée d’une paire (f, f b) formée d’un morphisme de schémas f: X — Y et d’'un homomorphisme
f2: f~Yy) — Mx tels que le diagramme

(3.12.1) f1(aty) S te) f=H(oy)
f"J/ i
.//X ox ﬁX

soit commutatif.

On dit qu’un schéma logarithmique (X, #x,ax) est intégre (resp. saturé) si M x est intégre
(resp. saturé). On dit qu'un morphisme de schémas logarithmiques f: (X, #x,ax) = (Y, Ay, ay)
est strict si (M x,ax) est Vimage inverse de (#y,ay) par f, ou de fagon équivalente, si I’homo-
morphisme canonique f *1(///5) — M )ﬁ( est un isomorphisme.

3.13. Soient (X, .#x) un schéma logarithmique, M un monoide, Mx le faisceau (étale) constant
de monoides de valeur M sur X. On désigne par B[M] le schéma Spec(Z[M]) muni de la structure
logarithmique induite par la structure pré-logarithmique M — Z[M]. Les données suivantes sont
équivalentes :

(i) un homomorphisme ~v: M — T'(X, #x);

(ii) un homomorphisme 7: Mx — #x ;

(iii) un morphisme de schémas logarithmiques v*: (X, .#x) — B[M].
De plus, les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) A x est associé & la structure pré-logarithmique qu’il induit sur Mx ;

(b) Le morphisme (X, #x) — B[M] est strict.
On dit alors que (M, ) est une carte pour (X, .#x). On dit que la carte (M, ) est cohérente (resp.
inteégre, resp. fine, resp. saturée, resp. torique) si le monoide M est de type fini (resp. intégre, resp.
fin, resp. saturé, resp. torique).

3.14. Soit f: (X, #x) — (Y, #y) un morphisme de schémas logarithmiques. Une carte pour f
est un triplet ((M,7v),(N,d),0: N — M) formé d’une carte (M,7) pour (X, #x), d'une carte
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(N, 6) pour (Y, .#y) et d'un homomorphisme 6: N — M tels que le diagramme

(3.14.1) N —2= (Y, ty)

i |r

M — = T(X, )

soit commutatif, ou ce qui revient au méme que le diagramme de morphismes de schémas logarith-
miques

(3.14.2) (X, Mx) —— B[M]

U

(..tty) —"— BIN]
soit commutatif. On dit que la carte ((M,~), (N,d),0: N — M) est cohérente si M et N sont de
type fini.

3.15. Soit (X, #x) un schéma logarithmique. On dit que (X, #x) est cohérent si chaque point
géométrique T de X admet un voisinage étale U dans X tel que (U, #x|U) admette une carte
cohérente. On dit que (X, .#x) est fin s'il est cohérent et intégre.

Pour que (X, #x) soit fin (resp. fin et saturé), il faut et il suffit que tout point géométrique T
de X admette un voisinage étale U dans X tel que (U, #x|U) admette une carte fine (resp. fine
et saturée).

On dit que (X, #x) est torique si chaque point géométrique T de X admet un voisinage étale
U dans X tel que (U, #x|U) admette une carte torique.

3.16. Soit f: (X, #x) — (Y, .#y) un morphisme de schémas pré-logarithmiques. On pose

5161 ol B Qy/y @ (Ox @z M)
(3.16.1) (Xt (V) = 7 )

ol Qﬁ( /v est le Ox-module des 1-différentielles relatives de X sur Y et .% est le sous-0x-module
engendré localement par les sections de la forme

(1) (d(ax(a)),0) = (0,ax(a) ® a) pour toute section locale a de #x ;

(ii) (0,1®a) pour toute section locale a de 'image de ’homomorphisme f*: f~(.dy) — M x.
On note aussi

(3.16.2) d: Ox = QUx_ae)/(voaty)

le morphisme induit par la dérivation universelle d: Ox — Q}( /vy et on désigne par
(3.16.3) dlog: Mx = Qx_ gy (v.av)

I’homomorphisme défini pour une section locale a de .#x par

(3.16.4) dlog(a) =1® a.

Alors le triplet (Q%X ) (Y %Y),d,dlog) est universel pour les dérivations logarithmiques. On
appelle Q%X ) )Yty le Ox-module des 1-différentielles logarithmiques de (X, #x) sur (Y, Ay )
(ou de f). 1l satisfait aux mémes propriétés de fonctorialité que le module Qﬁ( v
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Si A (vesp. #Y) désigne la structure logarithmique sur X (resp. Y) associée & .#x (resp.

My ), alors f induit un morphisme f*: (X, #¢) — (Y, #%), et on a un isomorphisme canonique
1 ~ Ol

(3.16.5) Q) vty = X ) (v oty

Si f est un morphisme de schémas logarithmiques cohérents, alors Q%X ) ) (Yodty) €SEUD Ox-
module quasi-cohérent. Si, de plus, le morphisme de schémas sous-jacent a f est localement de
présentation finie, alors Q%X X)) (Y oty ) est un Ox-module de présentation finie.

Si f est un morphisme strict de schémas logarithmiques, le morphisme canonique

1 1

(3.16.6) Qxry = Qx ot/ (vt
est un isomorphisme.
3.17. Un morphisme de schémas logarithmiques f: (X, #x) — (Y, .#y) est une immersion fermée

(resp. immersion fermée exacte) si le morphisme de schémas sous-jacents X — Y est une immersion
fermée et si le morphisme f*(.#y) — .#x est un épimorphisme (resp. un isomorphisme).

3.18. Considérons un diagramme commutatif de morphismes de schémas logarithmiques

(3.18.1) (Z', g > (X, M)

jl 7 lf

(Z,M7) —2— (Y, My)

ot Z' est un sous-schéma fermé de Z défini par un idéal .# de Oz de carré nul et j est une immer-
sion fermée exacte. On désigne par P(j,u') Pensemble des (Y, .#y)-morphismes u: (Z, #z) —
(X, Ax) tels que v/ = wo j. Alors Ps(j,u’) est un pseudo-torseur sous

(3182) Homﬁz,('LLI*Q:(LX7/”X)/(Y7‘//{‘/),j).

Plus précisément ([27] 3.9), si P;(j,u’) est non vide, tout élément u € P(j,u’) détermine unique-
ment un isomorphisme

(3.18.3) Py - Pf(], u/) :> Homﬁz, (u/*Q%X,/ﬂX)/(Y,A//{Y)7 j)

tel que pour tout v € Py(j,u’), toute section locale a de Ox et toute section locale b de .#x, on
ait

(3.18.4) ou(v)(u"* (da)) v*(a) —u*(a),
(3.18.5) ou(v)(u™ (dlogb)) 8—1,
ou 3 est 'unique section locale de 07 C .# telle que j*(8) =1 et v*(b) = - u*(b).

3.19. Soit f: X — Y un morphisme de schémas logarithmiques. On dit que f est formellement
lisse (resp. formellement étale) si pour tout schéma logarithmique Y dont le schéma sous-jacent est
affine, toute immersion fermée exacte d’idéal nilpotent j: Yy — Y, et tout morphisme Y’ — Y,
I'application

(3.19.1) Homy (Y', X) — Hom(Y{, X)

déduite de j, est surjective (resp. bijective). On dit que f est lisse (resp. étale) s'il est formelle-
ment lisse (resp. formellement étale), si les schémas logarithmiques X et Y sont cohérents et si le
morphisme de schémas sous-jacent a f est localement de présentation finie.
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3.20. Soient f: (X, #x) — (Y, #y) un morphisme de schémas logarithmiques fins, (N,d) une
carte fine pour (Y, .#y ). D’aprés ([27] 3.5), pour que f soit lisse (resp. étale), il faut et il suffit que
localement pour la topologie étale sur X, f admette une carte ((M,~),(N,d),0: N — M) (3.14)
satisfaisant aux conditions suivantes :
(i) le noyau et le sous-groupe de torsion du conoyau (resp. le noyau et le conoyau) de I’homo-
morphisme 08P : N8P — MEP sont finis d’ordres inversibles dans X ;
(ii) le morphisme induit X — Y x ;) B[M] (3.14.2) est étale dans le sens classique.

3.21. Soit f: (X, #x) — (Y, #y) un morphisme de schémas logarithmiques intégres. On dit que f
est integre (resp. saturé) si pour tout point géométrique T de X, 'homomorphisme .#y, ¢z — #xz
est intégre (resp. saturé), ou ce qui revient au méme, si ’homomorphisme ///)ﬂ, @ M )ti(? est
intégre (resp. saturé).

3.22. Soit f: X — Y un morphisme de schémas logarithmiques intégres (resp. fins). Pour que f
soit intégre, il faut et il suffit que pour tout schéma logarithmique intégre (resp. fin) Z et tout
morphisme Z — Y, le produit fibré dans la catégorie des schémas logarithmiques Z xy X soit
intégre (resp. fin) ([27] 4.3.1).

3.23. Soit f: X — Y un morphisme de schémas logarithmiques fins et saturés. Pour que f soit
saturé, il faut et il suffit que pour tout schéma logarithmique fin et saturé Z et tout morphisme
Z — Y, le produit fibré dans la catégorie des schémas logarithmiques Z xy X soit fin et saturé
([41] II 2.13 page 24).

4. LE THEOREME DE PURETE DE FALTINGS

4.1. On pose S = Spec(Ck) et on note 7 (resp. s) son point générique (resp. fermé) et 7 le point
géométrique générique correspondant & K. On munit S de la structure logarithmique .#g définie
par son point fermé, autrement dit, .#s = j.(0,) N Os, ot j: 7 — S est I'injection canonique. On
fixe une uniformisante © de Ok et on désigne par ¢: N — I'(S, .#s) ’homomorphisme défini par
1(1) = 7, qui est une carte pour (S, .#s).

4.2. Dans la suite de cet article, on considére un schéma logarithmique torique (X,.#x), un
morphisme f: (X, #x) — (S, #s), une carte torique (P,7) pour (X, #x) et un homomorphisme
f: N — P tels que les conditions suivantes soient remplies :

(C1) Le schéma X = Spec(R) est affine.

(Cq) Le schéma X ®¢, K est connexe et le schéma X ®¢, k est connexe et non-vide.

(C3) Le diagramme

*

(4.2.1) (X, .#x) —— B[P]

fi le*
(S,..5) —— BIN|
est commutatif, de sorte que ((P,7), (N,¢),0) est une carte pour f (3.14).
(C4) L’homomorphisme 6 est saturé (3.2).

(Cs) L’homomorphisme 68P: Z — P&P est injectif, le sous-groupe de torsion de coker(68P) est
d’ordre premier & p et le morphisme de schémas usuels

déduit de (4.2.1) est étale.
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(Cg¢) Posons A =6(1) € P,
(4.2.3) L = Homy(P*? 7Z),
(4.2.4) H(P) = Hom(P,N).
On notera que H(P) est un monoide fin, saturé et affiité et que 'homomorphisme cano-

nique H(P)®" — Hom((P#)8P,Z) est un isomorphisme ([32] 2.2.1). On suppose qu'’il existe
hi,...,h,. € H(P), qui sont Z-linéairement indépendants dans L, tels que

(4.2.5) ker(\) NH(P) = {Z aihi| (ay,...,a,) € N'},

ou 'on considére A\ comme un homomorphisme L — Z.

Les propriétés suivantes résultent des hypothéses ci-dessus.

(P1) Le morphisme f est lisse et saturé, en particulier, X est plat sur S ([27] 4.5) et X Qg k
est réduit ([41] chap. IT 4.2).

(P2) Leschéma X est normal ([28] 8.2 et 4.1; cf. aussi [40] 1.5.1). Il est donc intégre car X ® g, K
est connexe.

(P3) Le schéma X ®g, O est normal (cela résulte de (P1) comme dans (P3)). Il est donc
intégre car X ®¢, K est connexe.

On rappelle que P®P est un Z-module libre de type fini. On notera qu’on a

(4.2.6) S x g B[P] = Spec(Ok[P]/(m — %)),
o A = 0(1) (cf. 3.3 pour les notations). Posons
(4.2.7) Ly = Homgz(P® /\Z, 7).

On identifie Ly au noyau de 'homomorphisme L — Z donné par y — (y, \) (4.2.3). On note d le
rang de Ly, qui est aussi la dimension relative de X sur S.

On désigne par X° le sous-schéma ouvert maximal de X o la structure logarithmique .Zx est
triviale. On a X° = X x g;p) B[P#P]. Donc X° est un sous-schéma ouvert affine de X, ; notons R°
son anneau.

Lemme 4.3. Le schéma (usuel) X xgn est lisse surn, X° xXgn est ouvert complémentaire dans
X xgn d’un diviseur & croisements normauz D et M x|(X Xgn) est la structure logarithmique sur
X xgn définie par D.

Soit F' la face de P engendrée par A, c’est a dire I’ensemble des éléments x € P tels qu’il existe
y € Petn € Ntels que z+y = n\ (|32] 1.4.2). On note F~! P la localisation de P le long de F (|32]
1.4.4). Il résulte aussitot des propriétés universelles des localisations de monoides et d’anneaux que
’homomorphisme canonique Z[P] — Z[F~! P] induit un isomorphisme

(4.3.1) Z[P)x = Z[F'P).

Soient P/F (resp. A) le conoyau dans la catégorie des monoides de U'injection canonique F — P
(resp. de 'homomorphisme §: N — P) (cf. [32] 1.1.5). On a des isomorphismes canoniques

(4.3.2) A S P/F S (FIP)E.
L’homomorphisme canonique

(4.3.3) Hom(P/F,N) — ker(A\) N H(P)
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est donc un isomorphisme. En tant que somme amalgamée de I’homomorphisme saturé 6 et de
N — 0, A est saturé (3.2). Par suite, P/F est saturé (4.3.2). Donc en vertu de ([32] 2.2.1), on a un
isomorphisme canonique

(4.3.4) P/F % Hom(Hom(P/F,N),N).

La condition 4.2(Cg) implique alors que P/F est un monoide libre de type fini. Par suite, il existe
un homomorphisme P/F — F~!P qui reléve 'isomorphisme canonique P/F = (F~1P)* (4.3.2),
de sorte que 'homomorphisme induit P/F — Z[F~'P] est une carte pour B[F~!'P] (]40] 1.3.1).
On en déduit par (4.3.1) une carte

(4.3.5) (X xsn,#x|(X xsn)) — B[P/F].

D’autre part, le schéma logarithmique (X, .#x) est régulier en vertu de 4.2(P1) et ([28] 8.2). Il
résulte alors de (23] 0.16.3.7 et 0.17.1.7) et de la définition ([28] 2.1) que le schéma X xg 1 est
régulier et donc lisse sur 77, que X° xg n est 'ouvert complémentaire dans X xg n d’un diviseur
a croisements normaux D et que #x|(X Xgn) est la structure logarithmique sur X x g n définie
par D.

4.4. Pour tout entier n > 1, on pose

(4.4.1) Ok, = Okl[¢]/(§" —m),

qui est un anneau de valuation discréte. On note K, le corps des fractions de Ok, et m, la classe
de ¢ dans Ok, , qui est une uniformisante de Ok, . On pose S, = Spec(Ck, ) que 'on munit de la
structure logarithmique .#s, définie par son point fermé. On désigne par 7,,: (Sp, #s,) — (S, #s)
le morphisme canonique et par t,,: N — I'(S,,, #s, ) ’homomorphisme défini par ¢,(1) = 7,. On
notera que ¢, est une carte pour (S,, .#s, ) et que le diagramme

*

(4.4.2) (Su,s,) —> BN|

Tnl lw:
N

(S, #s) —— B|N]
est cartésien (cf. 3.3 pour les notations).
Pour tous entiers m,n > 1, on a wy,, = @y, © @y,. On en déduit un morphisme canonique
(4.4.3) Tm,n' (Swmn, As,,, ) — (Sn, Ms,)

tel que Ty = Ty © Ty, Pour tous entiers r,m,n > 1, on a Trm,n = Tm,n © Tr,mn. Donc les schémas
logarithmiques (S, #s, ) pour n > 1 forment un systéme projectif cofiltrant indexé par ’ensemble
Z>1 ordonné par la relation de divisibilité.

4.5. Pour tout entier n > 1, on pose

(4.5.1) (X, Mx,) = (X, Mx) Xp[p)|w: B[P,

et on note p,: (X, #x,) — (X, #x) la projection canonique (cf. 3.3 pour les notations). Alors
le morphisme p,, est fini, le schéma X, est affine d’anneau

(4.5.2) An = R ®gp),w, Z[P],

et la projection canonique (X, .#x,) — B[P] est stricte. Comme le diagramme (4.4.2) est carté-
sien, il existe un unique morphisme

(4.5.3) frnt (X, Mx,) = (Sn, Ms,,),
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qui s’insére dans le diagramme commutatif

(4.5.4) (Xn, Ax,) B[P]

Pn i iw: @,

(X, x) B[P]

On désigne par X, le sous-schéma ouvert maximal de X,, ot la structure logarithmique .#x,
est triviale. On a X, = X,, xgp) B[P®P] et f,(X) = Spec(Ky).
Pour tous entiers m,n > 1, on a w,,, = @Wm © @,. On en déduit un morphisme canonique

(4.5.5) Pt (Xinn, Mx,,,,) = (Xn, Ax,)

tel que pmn = Pn © Ppm,n. Pour tous entiers r,m,n > 1, on a prmn = Pmn © Prmn- Donc les
schémas logarithmiques (X,,, #x,,) forment un systéme projectif cofiltrant indexé par I’ensemble
Z>1 ordonné par la relation de divisibilité.

Proposition 4.6. Soit n un entier > 1.

i) Le morphisme de schémas usuels X,, — S, Xpgm B[P] déduit de (4.5.4) est étale, et le

N]

morphisme de schémas logarithmiques f, est lisse et saturé.

ii) Le schéma X,, est normal, Cohen-Macaulay et plat sur S, et le schéma X, Qp,, O est

Y kn YK

normal.

iii) Le morphisme X, ®¢, K, = X Qg K déduit de p,, est plat. Si, de plus, X est régulier,
pn est plat.

iv) Si n est une puissance de p, le schéma X,, s, Oz est intégre.

kn YK
(v) Les carrés du diagramme commutatif canonique

(4.6.1) X, =— X, —— B[P®P]
pnl l iw;
X <— X° —— B[P

sont cartésiens. En particulier, X; est un torseur pour la topologie étale de X° sous le groupe

L ®z pn(K).
(i) En effet, les carrés du diagramme commutatif de morphismes de schémas usuels
(4.6.2) X, — Sy X B[P] — B[P
T
X —— 8 x ) B[P] — BI[P]

déduit de (4.5.4) sont cartésiens.
(ii) Cela résulte de (i) et ([27] 4.5, [28] 8.2 et 4.1; cf. aussi [40] 1.5.1).
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(iii) Cela résulte de (|23] 0.17.3.5) car X ®g¢, K est régulier en vertu de 4.3, X,, est Cohen-
Macaulay d’aprés (ii) et p,, est fini.
(iv) D’apres (4.6.2), on a un diagramme cartésien de &'z-morphismes

(4.6.3) X ®oy, O — Spec(O%|P)/(mn — €))

X ®ox O — Spec(Og|P]/(r — %))

ol «y, est induit par ’homomorphisme w, de P et 3, par p,. Il résulte des hypothéses et de
(ii) que X ®¢, O est intégre et normal, de fibre spéciale X ®4, k non-vide. Soit z un point
de X ®¢, k. Comme n est une puissance de p, le morphisme a, ey - k est un homéomorphisme
universel. Donc 3, () contient un seul point qu’on note x,,. D’autre part, X,, étant plat sur S,,,
tout point générique de X,, est un point générique de X, ® ¢, K, ; donc son image par p, est le
point générique de X en vertu de (iii). Par suite, I'image de tout point générique de X,, ®g, O
par 3, est le point générique de X ®¢p, 0. Comme (3, est fermé, on en déduit que z, est une
spécialisation de tous les points génériques de X,, ®g, 0. Comme X, ®g, O% est normal
d’aprés (ii), il est intégre.
(v) Montrons que le diagramme canonique

(4.6.4) pP—">p

L

pep 2" pep

est co-cartésien. En effet ([32] 1.1.4), la somme amalgamée P8P @p o, P est le quotient de PP @ P
par la relation de congruence E définie par I'ensemble des paires ((y,x), (y',z’)) d’éléments de
P8P @ P telles qu’il existe 2,2’ € P telsquey+z =y +2 € P et x+nz =2’ +n2’ € P. Il suffit
donc de montrer que E est la relation de congruence définie par I’homomorphisme

(4.6.5) P& ¢ P — PP (y,z) = x —ny.

Si ((y,x), (y',2")) € E alors z — ny = 2’ — ny’. Inversement, supposons z = 2’ + n(y — y') € PEP.
Comme P est intégre, il existe z,2’ € P tels que y + 2z = 3y’ + 2’ € P8 ; on a donc = + nz =
2’ +nz' € P, ce qui prouve 'assertion. Par suite, le diagramme

(4.6.6) B|P®] — > B[P]

* *
wn i i wn

B[P&] — B[P]

induit par (4.6.4) est cartésien. Donc les carrés du diagramme (4.6.1) sont cartésiens. La seconde
assertion résulte de la premiére et du fait que le noyau de l'isogénie étale w : n[PP] — n[P8P]

correspond au Z[G k]-module L ®z pu, (K).

4.7. On note F' le corps des fractions de R. Soient F'* une cloture algébrique de F' contenant K,
F T'union des extensions finies L de F', contenues dans F'“, telles que la cloture intégrale de I dans
L soit étale au-dessus de X°. On désigne par R la cléture intégrale de R dans F' et on pose

(4.7.1) Ry = R®g, Og.
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D’aprés 4.2(P3), Panneau R; est intégre et normal et ’homomorphisme canonique R; — R est
injectif.

Pour tous entiers m,n > 1, le morphisme py, ,: Xy — X, est fini et surjectif. Par suite, en
vertu de ([23] 8.3.8(1)), il existe un X-morphisme
(4.7.2) Spec(F*) — 1<£n Xn,

n>1

otl la limite projective est indexée par I’ensemble Z>; ordonné par la relation de divisibilité. On
se donne un tel morphisme qu’on suppose fixé dans toute la suite de cet article. L’ensemble des
entiers n!, pour n > 0, étant cofinal dans Z>; pour la relation de divisibilité, il revient au méme
de se donner un morphisme

(4.7.3) Spec(F?) — lim X,

—

n>0
ou la limite projective est indexée par ’ensemble N ordonné par la relation d’ordre habituelle.
D’aprés 4.6(v), le morphisme (4.7.2) se factorise a travers un X-morphisme

(4.7.4) Spec(R) — 1(111 Xn.

n>1

On en déduit un systéme inductif de R-homomorphismes u, : A, — R, indexé par I’ensemble Z>1
ordonné par la relation de divisibilité. On note B,, 'image de u,, et on pose
(4.7.5) By =lim B,
—
n>1
que l'on identifie 4 une sous-R-algébre de R. On note H, le corps des fractions de Bo.
D’autre part, le morphisme (4.7.2) induit un morphisme

(4.7.6) Spec(O%) — h£1 Sh-

n>1

On peut donc étendre les u,, en un systéme inductif de Rj-homomorphismes v,,: 4, ®g, O — R,
indexé par I'ensemble Z>; ordonné par la relation de divisibilité. On note R,, 'image de v,, et on
pose

(4.7.7) Ry =1lim R,

que ’on identifie & une sous-R;-algébre de R. On note Fi le corps des fractions de R.,. On pose
(4.7.8) Rpoo = hi>n Ry»,

n>0
ou la limite projective est indexée par I’ensemble N ordonné par la relation d’ordre habituelle. On
identifie Ry~ & une sous-R;-algébre de R, et on note Fj~ le corps des fractions de Rpe.

Proposition 4.8. (i) Pour tout n > 1, Spec(B,,) est une composante conneze de X,, et Spec(R,,)
est une composante connezre de X, Qg Of.

(i) Pour tout n >0, Spec(Bpn) = Xpn et Spec(Rpn) = Xpn ®6x . Ox-

(iii) Les anneauzr By, R, (n > 1), Bso, Reo €t Ry sont normaux.

(iv) Les extensions Fy et Fpo de F sont galoisiennes et on a des homomorphismes injectifs
canoniques (4.2.7)

(4.8.1) Gal(Fy/F @k K) — Ly®Z(1),

(4.8.2) Gal(Fp /F @ K) = Lx®Zy(1),
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le second étant un isomorphisme. De plus, le diagramme

(4.8.3) Gal(Fu/F @ K) — Ly ® Z(1)

| |

Gal(Fpe /F @ K) — L\ ® Zy(1)
ot les fleches verticales sont les morphismes canoniques est commutatif.
Pour tout entier n > 1, le morphisme (4.7.2) induit un point géométrique
(4.8.4) Spec(F?*) = Xy @k, K

au-dessus d'un point générique %, de X2 @, K. Notons s, I'image de %, dans X2 (qui est un
point générique).

(i) Comme X, et X,,®g, O sont normaux d’aprés 4.6(ii), Spec(B,,) est la composante connexe
de X,, contenant k., et Spec(R,) est la composante connexe de X, Ry, Of contenant k.

(ii) En effet, le schéma Xpn 0k, O est intégre en vertu de 4.6(iv).

(iii) Il résulte de (i) et 4.6(ii) que By, et R, sont normaux pour tout n > 1. Par suite, By, Roo
et Ry sont normaux.

(iv) Pour tout entier n > 1, notons H,, le corps résiduel de X,, en k,, et F, le corps résiduel
de X,, ®k, K en k,. Donc F, est le corps des fractions de R,. Il résulte de 4.6(v) que H,, est
une extension galoisienne de F', de groupe de Galois Gal(H,,/F) canoniquement isomorphe & un
sous-groupe de L ®z p1,(0%) ; plus précisément, Gal(H,,/F) est le sous-groupe de décomposition
de k. D’aprés 4.6(iv), si n est une puissance de p, on a

(4.8.5) Gal(H, /F) = L @z pn(0%).
Comme F,, = H,,®, K, F, est une extension galoisienne de F et on a un isomorphisme canonique
(4.8.6) Gal(F,/F @k K) ~ Gal(H,,/F @k K,).

Le diagramme

(4.8.7) Gal(H, /F) L ® in(O)

| 5

Gal(F 9k K, /F) —~— Gal(K,/K) —— j1,(0%)

ou les fleches non libellées sont les morphismes canoniques est commutatif. On en déduit que
Gal(F,/F ®k K) est canoniquement isomorphe & un sous-groupe de Ly ®z ., (O%). Si n est une
puissance de p, on a

(4.8.8) Gal(F,/F @ K) = Ly @7 jin(O).

La proposition s’ensuit.

4.9. On pose I' = Gal(R/R), T'o = Gal(Roo/R), Ipe = Gal(Rp~/R), A = Gal(R/R;), As =
Gal(Reo/R1), Ape = Gal(Rp /R1), ¥ = Gal(R/Rw) et Yo = Gal(Roo /Ry ).
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T
(4.9.1) R R, Ry Reo R
T T \AM/

Ox — O

D’apreés 4.8(iv), Ay est canoniquement isomorphe & un sous-groupe de Ly ®z Z(l), Apos est
canoniquement isomorphe & Ly ®z Z,(1), et X est un groupe profini d’ordre premier a p.

4.10. Soit M un Z-A.-module discret de torsion p-primaire. Comme la p-dimension cohomolo-
gique de X est nulle ([34] I cor. 2 de prop. 14), pour tout ¢ > 0, le morphisme canonique

(4.10.1) HY(Apee, M™) — HY(As, M)
est un isomorphisme. Par suite, la p-dimension cohomologique de A, est égale a celle de Ay,

c’est a dire, au rang d de Ly ([34] I prop. 21).

Remarque 4.11. Pour tout Z,-module M complet et séparé pour la topologie p-adique, les
homomorphismes canoniques

(4.11.1) Homgz, (Apee, M) — Homz(Ape~, M) — Homz (A, M)

sont bijectifs. En effet, comme la multiplication par p dans ¥, est un isomorphisme, pour tout
homomorphisme 9: ¥y — M, on a () C Np>ep™M = 0.

Supposons de plus que M soit un A-module, ot A est une Z,-algébre compléte et séparée pour
la topologie p-adique. Comme A, est un Z,-module libre de type fini, il résulte de (4.11.1) que
le morphisme canonique

(4.11.2) M ®4y HomZ(AOO,A) —>HomZ(AOO,M)
est bijectif.

Lemme 4.12. Les anneaux R\l, ]?’;, E; et ﬁ sont plats sur Oc et les homomorphismes cano-
niques Ry — ﬁ,;c, E;o — Eo\o et Eo\o — ﬁ sont injectifs.
Comme Ry, Ry et Ry sont normaux d’aprés 4.8(iii), on a, pour tout n > 0,
p"Ri = (p"Rp=) N Ry, p"Rpo = (p"Roo) N Rpe et p"Roo = (p"R) N Ruo

—

On en déduit que les homomorphismes canoniques R\l — }?p::, Rpoo — }/%O\o et }/%; — R sont
injectifs. D’autre part, on a, pour tout n > 0,

(4.12.1) Ri/p"Ry ~ Ry /p" Ry,

et de méme pour RC>O et R ([10] chap. III §2.11 prop. 14 et cor. 1). Soient x € ]/%\1 tel que px =0,
T la classe de = dans Rl/p"Rl (n > 1). Comme R; est plat sur Zp, il résulte de (4.12.1) que
TEPT lRl/p"Rl On en déduit que € Nyp>op™ R1 = {0} puisque R1 est séparé pour la topologie
p-adique. Par suite, p n’est pas diviseur de zéro dans Rl, et donc R1 est plat sur O¢ en vertu de

([1] 1.9.12). Le méme argument montre que Reo, R = et R sont plats sur O¢.

Proposition 4.13. L’anneau R1 est intégre et normal.
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On note d’abord que Ry est une Oc-algebre topologiquement de présentation finie ([1] 1.10.4),

et par suite que l/%\l[%] est une algebre affinoide sur C'.
Montrons que 1/%\1 [%] est normal. On identifie ]/%\1 au séparé complété p-adique de B = R®g, Oc et
on note p: B — Ry I'homomorphisme canonique. Soient q un idéal maximal de ]/%\1[%], p=¢ 1(q).

En vertu de ([1] 1.12.18), 'homomorphisme canonique B, — (]/%:)q induit un isomorphisme entre

les séparés complétés de ces anneaux locaux pour les topologies définies par leurs idéaux maximaux
1

respectifs. Le schéma Spec(B[;]) muni de la structure logarithmique image inverse de .#x est lisse

sur Spec(C) muni de la structure logarithmique triviale. Par suite, B [1%] est normal en vertu de
([28] 4.1 et 8.2). Comme B [%] est un anneau excellent, on déduit de ce qui précéde que les séparés
complétés de Ry [%] en chacun de ses idéaux maximaux sont normaux ([23] 7.8.3(v)). Comme f%\l[%]
est un anneau excellent ([5] 3.3.3), ses localisés en chacun de ses idéaux maximaux sont normaux

([23] 7.8.3(v)). Par suite, 1/%\1[%] est normal ([23] 7.8.3(iv)).

Pour tout h € R\l[%], posons
(4.13.1) |h|sup = sup  |h(z)],

seMax(Fi (1))

ou Max(j%\l[%]) est le spectre maximal de j%\l[%], ou ce qui revient au méme, ensemble des points
rigides de Spf(R;) (1] 3.3.2). C’est une semi-norme multiplicative sur ]/%\1[%] ([6] 6.2.1/1). Posons
(113:2) B = {h € R3] | iy < 1)
Comme ]/%\1 est Oc-plat (4.12) et que é\l[%] est réduit, on a é\l C Bgup et Bgyp est la fermeture
intégrale de Ry dans Ry[2] ([6] 6.3.4/1 et 6.2.2/3). Comme R @, k est reduit d’aprés 4.2(P1),
Ry = Bgyp en vertu de ([6] 6.4.3/4; cf. aussi [7] 1.1). Donc R est intégralement clos dans ]/%\1[%] et

est par suite normal. Comme R @, k est connexe, R; est connexe et donc intégre.

Théoréme 4.14 (Faltings, [16] § 2b). Pour toute extension finie L de H., contenue dans F, la
cloture intégrale de By dans L est presque-étale sur Boo (4.7.5).

Corollaire 4.15. L’extension F de F., est la méunion d’un systéme inductif filtrant de sous-

extensions finies L de Foo telles que la cloture intégrale de Ry dans L soit presque-étale sur R
(4.7.7).

Soient L une extension finie de H,, contenue dans F, L’ 'image de 'homomorphisme canonique
Fo®pu_ L — F, D (resp. D') la cloture intégrale de R dans L (resp. L'). On sait (4.14) que D est
presque-étale sur Bo. Donc D @p_ Roo est presque-étale sur R, d’aprés ([42] 2.6.4). Par suite,
D’ est presque-étale sur Ro, en vertu de ([42] 2.6.11 et 2.6.4), d’ou la proposition.

Corollaire 4.16. Pour tout sous-anneau A de R, le morphisme canonique

(4.16.1) Q4 ®ro R—Qp

est un presque-isomorphisme.

Cela résulte de 4.15 et ([15] T 2.4(1)).

Corollaire 4.17. Soit M un R-module muni d’une action R-semi-linéaire continue de ¥ pour la
topologie discréte de M. Alors H* (X, M) est presque nul pour tout i > 1, et le morphisme canonique
M?* @r_ R — M est un presque-isomorphisme.
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Soient L une extension galoisienne finie de F,, contenue dans F, D la cloture intégrale de R
dans L, G = Gal(L/Fx), X1, = Gal(F/L). Supposons que D soit presque-étale sur R,. Alors D
est un presque G-torseur sur Roo ([42] 2.10.9). On en déduit par ([42] 2.10.5 et 2.10.8) que, pour
tout i > 1, HY(G, MZL) est presque nul, et le morphisme canonique M> ®r., D — M?>r est un
presque-isomorphisme. La proposition s’ensuit par passage & la limite inductive en vertu de 4.15.

Corollaire 4.18. Soit M un R-module muni d’une action R-semi-linéaire continue de /A pour la
topologie discrete de M. Alors le morphisme canonique H' (Ao, M*) — HI (A, M) est un presque-
isomorphisme pour tout i > 0.

Cela résulte de 4.17 et de la suite spectrale

(4.18.1) EY = H(Ay, H (2, M)) = H™ (A, M).

Corollaire 4.19. Soient (M,),en un systéme projectif de R-représentations de ¥ (2.4), M sa
limite projective. On suppose que, pour tout n > 0, M, est annulé par une puissance de p, que
Uaction de ¥ sur M, est continue pour la topologie discréte et que le morphisme My 1 — M, est
surjectif. Alors H: (3, M) est presque nul pour tout entier i > 1.

cont

En effet, d’aprés (2.13.4) et (2.13.5), on a
(4.19.1) 0 — R'lim H" (%, M,,) — H!
—

cont

(2, M) — lim HY(Z, M,,) — 0.
- o

Pour tout ¢ > 1, lim HY(3, M,,) et R'lim HY(X, M,,) sont presque nuls en vertu de 4.17 et (]20]
— —

2.4.2(ii)). Pour tout n > 0, notons C,, le noyau du morphisme surjectif M,, .1 — M, de sorte que
I'on a une suite exacte

tn

(4.19.2) MZ,, —> ME ——=HY(%,C,) .

Alors coker(1),,) est presque nul d’aprés 4.17. On en déduit que Rlim M2 est presque nul en vertu
«—

de ([20] 2.4.2(iii) et 2.4.3), d’ou la proposition.

Corollaire 4.20. Pour tout a € O, I’homomorphisme canonique
(4.20.1) Roo/aRs — (R/aR)™

est un presque-isomorphisme.

Soient L une extension galoisienne finie de Fi, contenue dans F, D la cloture intégrale de
Ry dans L, G = Gal(L/Fy), Trg 'endomorphisme R-linéaire de D (ou de D/aD) induit
par Y .co. Comme on a D = RN L et Rw = D N Fy d’aprés 4.8(iii), les homomorphismes
Roo/aRs — D/aD — R/aR sont injectifs. Supposons que D soit presque-étale sur Ro.. Alors D
est un presque G-torseur sur R, en vertu de ([42] 2.10.9). Par suite, le quotient

(D/aD)“
Tre(D/aD)
est presque nul d’aprés ([42] 2.10.8). Comme Trg(D) C R, 'homomorphisme Ro/aRs —
(D/aD)% est un presque-isomorphisme. La proposition s’en déduit par passage & la limite in-
ductive en vertu de 4.15.

— =2

Corollaire 4.21. L’homomorphisme canonique Ro, — R est un presque-isomorphisme.
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En effet, 'homomorphisme en question est la limite projective des homomorphismes (r > 0)
(4.21.1) Roo/p"Roo — (R/P"R)*.

Cela se vérifie aisément ou se déduit de (2.13.5). La proposition résulte donc de 4.20 et ([20]
2.4.2(i)).

Corollaire 4.22. Pour tout élément non nul a de O et tout entier i > 0, le morphisme canonique
(4.22.1) H(As, Roo/aRoo) — H (A, R/aR)
est un presque-isomorphisme.

Cela résulte de 4.18 et 4.20.
Corollaire 4.23. Pour tout entier i > 0, le morphisme canonique
(4.23.1) HY (Ao, Bog) = Higy (A, R)
est un presque-isomorphisme.

Pour tout entier » > 0, notons

(4.23.2) tr: H(Aso, Roo /P Roo) = HY(A, R/p"R)

I’homomorphisme canonique et A, (resp. C,) son noyau (resp. conoyau). On sait que les Oz
modules A, et C, sont presque nuls d’aprés 4.22. Donc les 07-modules

lim A,, lim C,, R'm 4,, R'lim C,
— — — —

r>0 r>0 r>0 r>0
sont presque nuls en vertu de ([20] 2.4.2(ii)). On en déduit que les morphismes

lim v, et RMim 1,
— —

>0 >0

sont des presque-isomorphismes, ce qui implique la proposition compte tenu de (2.13.4) et (2.13.5).

5. L’EXTENSION DE FALTINGS

5.1. Soient Ky le corps des fractions de 'anneau W(k) des vecteurs de Witt & coefficients dans
k, Pk /K, la differente de 'extension K/Ky. D’aprés ([18] théo. 1°), il existe une et une unique
application 07-linéaire et G k-équivariante

(5.1.1) ¢: K ®z, Zp(1) = Qo
telle que pour tous ¢ € Zy(1), a € O et r € N, si (, € ppr (O ) est 'image canonique de ¢, on ait

(5.1.2) p(p~"a® () = a-dlog(¢r).

Elle est surjective de noyau p~!0%(1), o p est un élément de O de valuation p%l +v(Zk /K, )-
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5.2. Le morphisme (4.7.6) induit un &x-homomorphisme

(5.2.1) hgl Ok, — U%,
n>1

ot la limite inductive est indexée par ’ensemble Z>; ordonné par la relation de divisibilité. Pour
tout n > 1, on identifie dans la suite Ok, & une sous-O-algébre de 0% ; en particulier, on considére
T, comme un élément de O (4.4). On a 7 =7 et @]}, = m, pour tous m,n > 1.

Pour tout entier n > 1, il existe un élément de Q}ﬁ?/ﬁK, que 'on note dlog(r,), tel que pour
tout entier m > 1, divisible par p, on ait

m

— 1
(5.2.2) dlog(my,) = — dTmn € Qo6 -
En effet, m € 7, Ok, , de sorte que m/mp,, € Ok,,, , et pour tout m’ > 1, on a
!/
m 1_m’'—1 mm 1
(5.2.3) p— Apn = 7Tmnm T i @ mmen, = — AT mm'n € Qﬁf/ﬁK.

On prendra garde que 1’élément dlog(m,) ne dépend pas seulement de 7,, mais aussi de ’homo-
morphisme (5.2.1).
Pour tous entiers m,n > 1, on a
(5.2.4) mpdlog(my,) = dm,,
(5.2.5) dlog(m,) = mdlog(mmn).

Comme les morphismes canoniques QlﬁK" Jox Q%? /oy Sont injectifs ([18] 2.4 lem. 4), pour
tout entier n > 1, annulateur de dlog(m,) dans Qlﬁi/ﬁ est nmO% ([18] 2.1 lem. 1).
=/ Ok

5.3. Pour tout entier n > 1, on note N(™ le monoide au-dessus de N défini par le couple (N, ),
autrement dit, N(") est le monoide N et le morphisme structural N — N est ’homomorphisme
de Frobenius d’ordre n de N. On note a,: N(® — U7 'homomorphisme défini par a,(1) = m,.
On notera N() (resp. a;) simplement N (resp. a). Pour tous entiers m,n > 1, le diagramme

(5.3.1) N — > O

.

N(mn) m) ﬁ?

est commutatif. Les monoides N forment un systéme inductif indexé par ’ensemble Z>1 ordonné
par la relation de divisibilité ; notons N, sa limite inductive

(5.3.2) Ny = lim N(™),
—
n>1
Les homomorphismes a,, définissent par passage a la limite inductive un homomorphisme

(5.3.3) (oot Nog — Og.

Lemme 5.4. Soit n un entier > 1. Alors :
(i) On a des isomorphismes canoniques

oL @ O=/nO+
(5.4.1) ol 0/ 0x & ORIMOR

CRND/@eN) T T (O

(5.4.2) Q%ﬁf,Nm))/(ﬁ?,N) ~ Og/(n0g + m0%).
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(ii) Si p divise n, le noyau du morphisme canonique
1 1
(5.4.3) Q601 = Yopnm) (0N
est engendré par dlog(m) (5.2.2).

(i) On a un diagramme commutatif & carré cartésien

(5.4.4) Spec(Ox) —> Spec( O[]/ (€" — m) —> Spec( O [N™M))
T~ 0
Spec(Ok) Spec(Ok|[N])

ou j, est 'immersion fermée définie par I’équation & — m,,. D’autre part, on a un isomorphisme
canonique

(5.4.5) g ey vy (o) = Vor/or @05 OgNW] & O[N] /nOg[NM™].

L’isomorphisme (5.4.1) s’en déduit aussitot. L’isomorphisme (5.4.2) se démontre par un diagramme
analogue a (5.4.4).
(ii) Soit w € Q}ﬁf/ﬁx tel que son image dans Q%ﬁi N /(G5 N) soit nulle. D’aprés (5.4.1),

K
il existe z € O tel que w = x(dm, — m,) € Qlﬁ?/ﬁk ® Ox/n0Ok. Par suite, zm, € nOx et

w = xdm, € Oxdlog(r). Inversement, on a
(5.4.6) dlog(m) = (n/mp)(dmy, — mp) € Q}ﬁ?/ﬁk & Ok /n0k.
Donc l'image de dlog(m) par le morphisme (5.4.3) est nulle en vertu de (5.4.1).

Proposition 5.5. Le morphisme canonique

1 1

est surjectif et son noyau est engendré par dlog(rw). En particulier, le morphisme ¢ (5.1.1) induit
un morphisme Og-linéaire surjectif

(5.5.2) K @z, Zp(1) = Qo n_)/(0x.3):

de noyau (mp)~tO%(1).

On notera d’abord que la seconde proposition est une conséquence immédiate de la premiére et de
5.1. Montrons la premiére proposition. Par la propriété universelle des modules de 1-différentielles
logarithmiques, le morphisme canonique

. 1 1
(5.5.3) i Qg vy (o) = Ko N /(00,3)

n>1
ott la limite inductive est indexée par I’ensemble Z>; ordonné par la relation de divisibilité, est
un isomorphisme. Il résulte donc de 5.4(ii) que le noyau du morphisme (5.5.1) est engendré par
dlog(w). D’autre part, on a un isomorphisme canonique

: 1 ~ Ol

(5.5.4) Hm Qo vy /(o) = UogNe)/(0xN)-
n>1

D’apreés (5.4.2), pour tout entier n > 1, on a

0 si (n,p) =1,

1 —
(5.5.5) Qo) (o) = { kn ®6y, Og sipn,
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ou ky est le corps résiduel de Ok,. On notera que pour tous entiers m,n > 1, le morphisme
canonique

1 1
(5.5.6) Qo) /(@) 7 o N (o)

s’identifie & m fois le morphisme canonique k, ®g,, O — kmn oy, Ox. On en déduit que
Q- __y = 0 et par suite que le morphisme (5.5.1) est surjectif.
(0% :Neo) /(0% N)

Remarque 5.6. Pour tout entier n > 1, 'image canonique de 1'élément dlog(m,) € Qlﬁ? /0
1 N n Acl
(62N /(5 N)? O 1(") désigne

I'image de 1 par I'isomorphisme canonique N = N("), En effet, on a dans Q%

(5.2.2) dans Q%ﬁf,Nm)/(ﬁK»N) est égale a 1'élement dlog(1(™) € Q
O NP™) /(Ox N)

(5.6.1) dlog(my) — dlog(1™) = L(dﬂ'pn — Tpndlog(1P™)) = 0.
Tpn

On notera que 'égalité dlog(m,) = dlog(1(™) vaut dans Q(lﬁ pour tout entier m > 1

= Nmm) /(O N)
divisible par p (mais en général elle ne vaut pas lorsque m = 1).

Lemme 5.7. Pour toute Og-algébre plate A, les O -modules
(571) Qlﬁ?/ﬁK ®ﬁ? A et Q%ﬁ?7No¢)/(ﬁK7N) ®67 A

n’ont pas de my-torsion non nulle.

Compte tenu de (5.1.1) et (5.5.2), il suffit de montrer que le &z-module A[%}/A n’a pas de
my-torsion non nulle. La my-torsion étant contenue dans la p-torsion, il suffit encore de montrer
que le Oz—module A/pA, n’a pas de mz-torsion non nulle. Un calcul de valuations montre que
U5 /P07 n'a pas de my-torsion non nulle, autrement dit, le morphisme

(5.7.2) O [pOg — @n>10%/p0%, x> (/" 2)n>1

est injectif. Il en est alors de méme du morphisme obtenu par extension des scalaires de 07 a A,
d’ou 'assertion.

5.8. Pour tout entier n > 1, on désigne par P(™ le monoide au-dessus de P défini par le couple
(P, wy,), autrement dit, P() est le monoide P et le morphisme structural P — P est ’homo-
morphisme de Frobenius d’ordre n de P. On note a,: P — R,, Phomomorphisme induit par le
morphisme strict canonique (X,,,.#x,) — B[P] (4.5.1). On notera P (resp. a;) simplement P
(resp. «). Pour tous entiers m,n > 1, le diagramme

(e253

(5.8.1) pn) R,

- ]

Amn,

pimn) — R,

est commutatif. Les monoides P(™ forment un systéme inductif indexé par I’ensemble Z>1 ordonné
par la relation de divisibilité ; notons P, sa limite inductive.

(5.8.2) Py =lim P,
—_

n>1
Les homomorphismes «,, définissent par passage a la limite inductive un homomorphisme
(5.8.3) Qoo : Poo — Reo-

On note encore s : Pso — R le composé de ans et de I'injection canonique Roo — R.



SUR LA CORRESPONDANCE DE SIMPSON p-ADIQUE. I 39

Pour tout t € P, on note t(™ € P(™ son image par 'isomorphisme canonique

(5.8.4) P35 pm,
On a donc, pour tous m,n > 1,
(5.8.5) (¢mmym = ¢ p_.
Proposition 5.9. (i) La suite canonique
(591) O — Q%R,P)/(ﬁK,N) ®R Roo — Q%Roogpoo)/(ﬁ?;N) — Q%Rooypoc)/(ngP) — O
est exacte.
(ii) Pour tout entier m > 0, le morphisme
(5.9.2) Hom(p™ ™ Z/Z,Qp_ pys(rr.py) = Ur.p)/ (o) @ (Roo/P™ Roc)

déduit de (5.9.1) par le diagramme du serpent est un isomorphisme.
(iii) Il existe un isomorphisme Ro.-linéaire canonique

1 ~
(5.9.3) (PEP/AZ) @y, (Roo[];]/Roo) = Qpe P/ (R1,P):

(i) On a un isomorphisme canonique

(5.9.4) Hm Qg poo) g — Afa o)/ (G107

n>1

ot la limite inductive est indexée par I’ensemble Z>; ordonné par la relation de divisibilité. II suffit
donc de montrer que pour tout n > 1, le morphisme canonique

(5.9.5) p,.p)joem) OR1 B = Qg poo) jonn)

est injectif. Rappelons que Spec(R;) = X ®4, OF, que Spec(R,) est une composante connexe de
X, ®oy, O (4.8), que le morphisme canonique X — Spec(Ok[P]/(m — e*)) est étale (4.2.2) et
qu’on a un diagramme cartésien de O'7-morphismes (4.6.3)

(5.9.6) Xy ®6y, O — Spec(Ox|P™)/(m, — ")
| |
X ®gy O ——— Spec(O%[P]/(r — "))
ot A est 'image de A dans P(™ par I'isomorphisme (5.8.4). Considérons le diagramme commu-
tatif & carrés cartésiens
(5:9.7)  Spec(GgP™]/(my — ")) ——> Spec(G [P/ (m — &™) ——> Spec(Ox[P™)])
\ l : leL
Spec(O%[P)/(m — ¢e*)) Spec(0%|[P])
e

Spec(O% Spec(0%[N])

On a un isomorphisme canonique

(5.9.8) Yo 1p,p)/ (o) — (PEP/AZ) @7 OF[P),
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tel que pour tout « € P, 'image de dlog(z) soit la classe de « dans P8P /A\Z. Par suite, le morphisme
1 n 1
Uog(pl.p)/ (o) Doxtp) ORIP™] = Qg po) b (o
induit par @}, s'identifie au morphisme &%[P(™]-linéaire
(5.9.9) (PEP/A\Z) @z O [P™] — (P%P /nAZ) @7 O [P™)]

déduit de la multiplication par n sur P8P.
11 résulte du diagramme (5.9.7) et de ce qui le précéde qu’on a un isomorphisme canonique
(P8P /n)Z) ®z Ry ~

1
LN QR pm) /(0

(5.9.10)

ot A désigne la classe de A dans P& /nAZ. On en déduit un morphisme surjectif canonique
(5.9.11) Q}Rmp(m)/(ﬁ?’m — (P8P /A\Z) @7 Ry,.

D’aprés (5.9.9), le composé des morphismes (5.9.5) et (5.9.11) s’identifie au morphisme de multi-
plication par n sur (P8P/AZ) ®z R, qui est injectif puisque le sous-groupe de torsion de P&P/\Z
est d’ordre premier & p et que R, est plat sur Z, en vertu de 4.6(ii). Par suite, le morphisme (5.9.5)
est injectif.

(ii) 1 suffit de montrer que la multiplication par p™ dans Q% Roo'Poc)/(G5c.N) est un isomorphisme.
Pour tous entiers n,n’ > 1, on a un diagramme commutatif

(5.9.12) (P2 [n\Z) ©7 Ry —> (P2 /nn/ \L) @7 Ry

Vo |

Ql n,nn’ 1
(Rn,PM)/(0.N) (R, P01)) [(O7.N)

ot les fleches verticales sont les morphismes surjectifs déduits de (5.9.10), wy, nns est le morphisme
canonique et la fléche horizontale supérieure est induite par la multiplication par n’ dans P8P et
I’homomorphisme canonique R,, — R,,/. On en déduit que

1 I ol
(5913) un,nn’ (Q(RW,P(”))/(ﬁ?,N)) C n - Q(R /,P(""/))/(WY,N)'

nn

. . . . . 1 . .
Par suite, la multiplication par p™ dans Q( RooPoo)/(650,N) est surjective.

1

Soit w € Q%R(X,,Poo)/(ﬁf,N) tel que p™w = 0. Il existe alors n > 1 tel que w € Q(Rn,P(”))/(ﬁ?vN)

et que p"'w = 0 dans Q% ) Considérons la suite exacte canonique

Rn’P(n))/(ﬁftN

1 hp 1 1
(5:9.14) Qg nm) (o Pox Bn = Qg poyjopm) = r,.po) (o nm)y — 0

Le R,-module Q%RR,P(”))/(ﬁ?,N(")) est libre de type fini en vertu de 4.6(i). Il est donc Z,-plat en
vertu de 4.6(ii). Par suite, w est dans I'image de h,. Il résulte alors de (5.5.5) et (5.5.6) qu’il

existe n’ > 1 tel que l'image de w dans Q%RM/’P(M,))/(@?’N) soit nulle. Donc w est nul dans
Q

1
(Rooypoo)/(ﬁva) ’
(iii) On a un isomorphisme canonique

(5.9.15) hgl Q%Rmp(n))/(Rl,P) = Q%RM,POQ)/(RLP)’

n>1
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otl la limite inductive est indexée par ’ensemble Z>; ordonné par la relation de divisibilité. Pour
tout entier n > 1, il résulte du diagramme (5.9.7) et de ce qui le précéde qu’on a un isomorphisme
canonique
PgP /n P8P R, ~
(5.9.16) M, = PE/nP) Gz Bn ot
AR T, R,

olt X est la classe de A dans P#P/nP#. On note dlog(A™) I'image de A ® 1 dans M,, ce qui se
justifie par I'isomorphisme (5.9.16). Pour tout entier m > 1, la multiplication par m dans PP
et 'homomorphisme canonique R,, — R, induisent un morphisme M,, — M,,,,. Les (M )n>1
forment un systéme inductif pour la relation de divisibilité, et on a un isomorphisme canonique

Rn,P("))/(Rl,P)’

(5.9.17) lim My, = Qg p)/(a, Py

n>1

Soit n un entier > 1. On a dans My,

(5.9.18) dlog(A™) = pdlog(AP™) = %wmdlog(w”)) = 0.

Par suite, pour tout entier m > 1 divisible par p, le composé des morphismes canoniques
(5.9.19) (PEP /nPE) @y Ry — My, — My,

se factorise a travers un morphisme R,-linéaire

(5.9.20) N, = (P8 /A\Z)/n(P® /AZ)) ®z Rp = Myn.

D’autre part, on a un morphisme surjectif canonique

(5.9.21) My — (P8P /AZ) /mn(P8P /A\Z)) @z R

Le composé de (5.9.20) et (5.9.21) est induit par la multiplication par m dans PSP/AZ et par
I’homomorphisme canonique R,, — R,,,. Comme le sous-groupe de torsion de P8P /A\Z est d’ordre
premier & p et que R,, est Zy-plat en vertu de 4.6(ii), la multiplication par m induit un morphisme
injectif

((P8P/XZ)/n(P® /A7) @z R, — ((P8?/AZ)/mn(P® /)\Z)) @z R,,.
Comme R, est intégre et normal d’aprés 4.8(iii), 'homomorphisme canonique R, /mnR, —
Ry /mnRy,, est injectif. On en déduit que le morphisme (5.9.20) est injectif.

Pour tous entiers m,n > 1, la multiplication par m dans P8P /A\Z et 'homomorphisme canonique
R, — Ry, induisent un morphisme N,, — N,,,,. Les (IV,,)p>1 forment un systéme inductif pour
la relation de divisibilité. Par passage a la limite inductive sur les morphismes (5.9.20), d’abord
relativement aux entiers m > 1 multiples de p, puis aux entiers n > 1, on obtient un isomorphisme

(5.9.22) lim N, = Qp Po)/(Re,P):

n>1

Il est clair que le morphisme canonique

(5.9.23) lim N,» — lim N,,,
— —
s>0 n>1

ol la premieére limite inductive est indexée par ’ensemble N ordonné par la relation d’ordre habi-
tuelle, est un isomorphisme. La proposition s’ensuit.

Corollaire 5.10. Les O%-modules Q%RWPW)/(RI)P) et Q%RM,POO)/(RMP) ®g.. R n'ont pas de mz-
torsion non nulle.
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Il suffit de calquer la preuve de 5.7 en tenant compte de (5.9.3) et du fait que Ro, et R sont
Oz-plats ([10] chap. VI §3.6 lem. 1).

. (72 1 1 . .
Corollaire 5.11. Tout élément de Q(RQO,POO)/(R,P) (resp. Q(E,P(x,)/(R,P)) est annulé par une puis-

sance de p.
Comme le morphisme canonique
1 - 1
(51L.1) QR Py /(r.P) PR = Qi p ) ()

est un presque-isomorphisme en vertu de 4.16 et (|27] 1.7), il suffit de montrer I’assertion relative
a4 Ro. Tout élément de Q%Rx P2)/(Ry,P) est annulé par une puissance de p d’aprés (5.9.3), et il en

est de méme de QF, /6 (5.1). L’assertion recherchée résulte alors de la suite exacte
K K
(5-11.2) U jox ©ox Boe = Un )y (r.p) = Uneo P (r1.P) = O

Remarque 5.12. L’isomorphisme (5.9.2) peut se déduire aussi de l'isomorphisme (5.9.3) comme
suit. On notera d’abord qu’on a un isomorphisme canonique

(5.12.1) (P8P /AZ) @z R = Qg py/ (o N)-

Pour tout entier m > 0, la p™-torsion de Roo[%] /Roo est canoniquement isomorphe & R, /p™ Roo.
Comme le sous-groupe de torsion de P8P /AZ est d’ordre premier a p, (5.9.3) induit un isomorphisme
(5.12.2) (P82 /AZ) @z (Roo /p™ Roo) = Hom(p™"Z/Z, U g p._) /(R P))-

11 ressort de la preuve de 5.9 que celui-ci est 'inverse de l'isomorphisme (5.9.2).

Proposition 5.13. (i) Le noyau du morphisme canonique

(5.13.1) V)6 Oz Boo = Ur_ py/(r,P)

est engendré par dlog(m) (5.2.2).
(ii) La suite de morphismes canoniques

(5132) 0 — Q%ﬁf,Noo)/(ﬁxyN) ®ﬁ? Roo — Q%ROOQPOO)/(Ryp) — Q%Rao,Poo)/(RhP) — 0
est exacte et scindée.

(i) On a un isomorphisme canonique

(5.13.3) hgl Q%Rmp("))/(R,P) = Q%Roo,Poo)/(R,P)’

n>1

ot la limite inductive est indexée par 'ensemble Z>; ordonné par la relation de divisibilité. I suffit
donc de montrer que pour tout entier n > 1 tel que p divisie n, le noyau du morphisme canonique

(5.13.4) /e @0 B = Q. pooyy(n,p)

est engendré par dlog(m). Par fonctorialité, ce morphisme se factorise a travers le morphisme
canonique

(5.13.5) Vo1 /(0110 0 B = U, ooy (.-
11 résulte donc de 5.4(ii) que dlog(m) appartient au noyau du morphisme (5.13.4).
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Mountrons inversement que le noyau du morphisme (5.13.4) est contenu dans R, dlog(m). Rap-
pelons que Spec(R1) = X ®g, O, que Spec(R,) est une composante connexe de X, ®g, Of
(4.8) et qu'on a un diagramme cartésien de O-morphismes (4.6.3)

(5.13.6) X, ®@>K" ﬁ? . Spec(ﬁf[P(n)]/(ﬂ_n - e)\(n)))

| |

X ®ox O Spec(O[P]/(r — e*))

ot A est image de A\ dans P(™ par l'isomorphisme (5.8.4). Considérons le diagramme commu-
tatif & carré cartésien

(5.13.7) Spec(O[P™)]/(r, — ™)) —= Spec(O%[P™)]/(xr — eX™)) ——= Spec(Ox[P™)])

I

Spec(Ok[P]/(r — e*) Spec(Ok [P])

On a un isomorphisme canonique
(5188) Qo ip)po)/otpyr) — (P2/MPF) 02 OlPM] @ Qs @or O PT].
On en déduit un isomorphisme

X _ (P8P /nP®) @, R, @ Qlﬁ?/ﬁk Qe Ry
Q(R,,,L,P(m)/(R,P) - (X ® Ty — dﬂn)Rn

(5.13.9)

)

olt A est la classe de A dans P8P /nPgP. On notera pour la preuve de (ii) que pour tout entier
m > 1, le morphisme canonique

(5.13.10) p, P (RP) = R, P (R, P)

est induit par le morphisme de multiplication par m dans P®P, par 'identité de Q}ﬁ? o, €t par
I’homomorphisme canonique R,, — R,-

Soit w € Q}ﬁ?/ﬁx ®g. R, tel que son image par le morphisme (5.13.4) soit nulle. D’apreés
(5.13.9), il existe x € R,, tel que

(5.13.11) w=2(AQm, —dmy,) € (P /nP®) @z Ry ® U6, @65 R

Par suite, A ® m,2 = 0 dans (P8P /nP8) ®z R,,. Comme le sous-groupe de torsion de P8P /\Z est
d’ordre premier a p et que R,, est plat sur Z, en vertu de 4.6(ii), ’homomorphisme

(5.13.12) (AZ/nAZ) ®z R, — (P& /nP®) @z R,

est injectif. On en déduit que 7,2 € nR,. Donc « € (n/m,)R, car R, est plat sur O et p divise
n. Il résulte alors de (5.13.11) que w = —zdn,, € R,dlog(m).
(i) La suite (5.13.2) est exacte en vertu de (i), de 5.5 et de la suite exacte canonique

(5.13.13) Qo /0x @0 Boo = Un pyymp) = U P/ (ResP) — O-

Il reste a construire un scindage de (5.13.2). On a un isomorphisme canonique

(5.13.14) hgl Q%Rmp(n))/(Rl,P) = Q%RM,POQ)/(RLP)’

n>1
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ot la limite inductive est indexée par I’ensemble Z>, ordonné par la relation de divisibilité. Donc
compte tenu de l'isomorphisme (5.13.3), il suffit de construire pour tout entier n > 1 tel que p
divise n, un inverse a droite du morphisme canonique

1 1
(5.13.15) Q(Rmpm))/(R,P) - Q(Rn,P("))/(Rl,P)’

tel que la famille de ces inverses & droite soit un morphisme de systémes inductifs.
11 résulte du diagramme (5.9.7) et de ce qui le précéde qu’on a un isomorphisme

- (P®/nP®) 9, R,
5.13.16 g, por S
( ) (Rn,P()/(R1,P) A@mp Ry,

)

ot X est la classe de \ dans P8P /nP#. Pour tout entier m > 1, le morphisme canonique

1 1
(5.13.17) Qr,.p) ) (RP) ™ KR, P /(R,P)

est induit par le morphisme de multiplication par m dans P®P et par ’homomorphisme cano-
nique R,, = R,,. Compte tenu de (5.13.9) et (5.13.16), le morphisme (5.13.15) est induit par la
projection canonique

(5.13.18) (PEP/nP®) @z Ry ® Q66,0 @65 R — (P /nP) @7 Ry,.

Comme le sous-groupe de torsion de P& /A\Z est d’ordre premier & p et que R,, est plat sur Z, en
vertu de 4.6(ii), le morphisme R,,-linéaire

(5.13.19) R, = P® @, R,

défini par A, admet un inverse a gauche R,-linéaire u: P8P ®7 R,, — R,,. Considérons le morphisme
(5.13.20) Vi PP @z Ry, — (PP /nP®) @z Ry ® Q6 @65 R

défini pour x € P8 ®y R,,, de classe T dans (P8P /nP*eP) ®z R,,, par

(5.13.21) vn(x) =T — dlog(m,) ® u(x),

ou dlog(my) est I'élément de Ql?/K défini dans (5.2.2). Compte tenu de (5.13.9), v, induit un

morphisme R,-linéaire
(5.13.22) wy: PP ®z Rn = Qg poy/(r.P)-

Pour tout ¢t € P8P, on a wy,(nt) = —nu(t)dlog(m,) = —u(t)dlog(r) (5.2.5). Comme p divise n,

limage de dlog(w) dans Q%Rmpm))/(R,P) est nulle d’aprés la preuve de (i); donc w,(nt) = 0.

D’autre part, en vertu de (5.2.4), on a

(5.13.23) w,(A®@m,) =A@ 7, — mpdlog(m,) =A@ m, —dm, = 0.
Par suite, compte tenu de (5.13.16), w,, induit un morphisme R,-linéaire
(5.13.24) Wn: Qg pey/(rrp) — LR, P)/(R,P):

inverse a droite du morphisme canonique (5.13.15). Comme mdlog(mm,y,) = dlog(m,) pour tout
m > 1, les w, forment un morphisme de systémes inductifs pour la relation de divisibilité, ce qui
achéve la preuve.
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5.14. Il existe une unique application
(5.14.1) (, )i Too X Pog = oo (O5) = lim i, (O),
—
n>1
ot la limite inductive est indexée par I’ensemble Zx>; ordonné par la relation de divisibilité, telle
que pour tout g € 'y, et tout z € P (n > 1), on ait (g,7) € p,(O) et
(5.14.2) 9(ase(2)) = (g,2) - aco(x),

0l (o est homomorphisme (5.8.3). En effet, R, est intégre, et on a ao ()™ = a(z) € R, qui est
donc invariant par I',. Pour tout g € I',, 'application x — (g, x) est un morphisme de monoides
de Py dans e (0% ). Pour tout « € Py, application g — (g, ) est un 1-cocycle, autrement dit,
pour tous ¢,¢' € s, 01 a

(5.14.3) (99’ %) = g({g', 2)) - (g, 2).
Soit m un entier > 1. Rappelons qu'on a un isomorphisme canonique P ~ P (5.8.4) et

que A, est canoniquement isomorphe a un sous-groupe de L) ®z Z(l) (4.8.1). On a donc un
homomorphisme canonique Ay — L @z pn(0F). D’aprés 4.6(v), le diagramme

(5.14.4) Ao x P Lo

——

(L ®z Nn(ﬁf)) x P

ou la fleche oblique est induite par ’accouplement canonique L ®7 P8 — Z, est commutatif.

Mn(ﬁf)

5.15. Soit .#, la structure logarithmique sur Spec(R,) associée a la structure pré-logarithmique
définie par (Puo, @) (5.8). Pour tout g € T', notons 7, 'automorphisme de Spec(R ) induit par
g. La structure logarithmique 7, (%) sur Spec(R«) est associée a la structure pré-logarithmique
définie par (Puo, g © 0o ). L’homomorphisme

(5.15.1) Py, = T'(Spec(Rw), M), > {g,2)
induit un morphisme de structures logarithmiques sur Spec(R)

(5.15.2) ag: Ty (M) = Meo.

De méme, en vertu de (5.14.3), I’homomorphisme

(5.15.3) P = T'(Spec(Roo), 7y (M), T+ gl{g™a)) =
induit un morphisme de structures logarithmiques sur Spec(R)

(5.15.4) by: Moo — Ty (M)

On voit aussitot que ay et b, sont des isomorphismes inverses l'un de l'autre (5.14.3), et que
I'application g — (7,-1,a,-1) est une action a gauche de I's, sur (Spec(R), ).

On note & la structure logarithmique sur Spec(R) image inverse de .#.,. Alors l’action précé-
dente se reléve en une action a gauche de I' sur (Spec(R),.%).

Soit A% la structure logarithmique sur Spec(0%) associée & la structure pré-logarithmique
définie par (N, as0) (5.3.3). De méme, la restriction de Papplication (5.14.1) & ', X Ny, définit
une action a gauche de G sur le schéma logarithmique (Spec(0%), A5)-

Soit .# la structure logarithmique sur Spec(R;) associée a la structure pré-logarithmique définie

par (P,«) (5.8). Pour tout g € Gk, notons u, "automorphisme de Spec(R;) induit par g. La
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structure logarithmique u}(.#) sur Spec(R;) est associ¢e a la structure pré-logarithmique définie

par (P, g o «). Comme g o = @, on en déduit un isomorphisme canonique
(5.15.5) cg:uy(M) = M.

L’application g + (ug-1,c,-1) est une action a gauche de Gk sur le schéma logarithmique
(Spec(Rn), A ).

Soit A" la structure logarithmique sur Spec(&%) associée a la structure pré-logarithmique définie
par (N,a) (5.3). On définit de méme une action a gauche de G sur le schéma logarithmique

(Spec(O%), A).

On notera que tous les morphismes du diagramme commutatif

(5.15.6) (Spec(R), £) — (Spec(Roo ), Moo) — (Spec(O5), Aoo)

| |

(Spec(Ry), 4) — (Spec(O%), A)
sont équivariants.

5.16. On note & la E;—représentation de ', définie par
(5.16.1) o = Hom(Qp/Zp, U py/(r.p)) €2, Lp(—1),

ott 'action de I's provient de son action sur Q%Roo P.y/(r,p) (0-15). Compte tenu de 5.5 et 5.9(ii),
appliquant le foncteur Hom(Q,/Z,, —) ®z, Z,(—1) a la suite exacte scindée (5.13.2), on obtient
une suite exacte de R/;—représentations de I'o

(5.16.2) 0= (19) " Roo — Ex = Qn.p) j(0sety @R Roo(—1) = 0,

ou l'on a écrit (Wp)*lﬁo\o au lieu de (mp) 1 0c ®6, f{o\o, ce qui est justifié puisque EO\O est Oc-plat
(4.12). On notera que Q:(lR,P)/(ﬁK,N) est un R-module libre de type fini. Pour alléger les notations,
on pose
(5.16.3) Qrjoe = Unp)j(oxm)
(5.16.4) Riow = NQroe (E>1).
La suite (5.16.2), comme la suite (5.13.2), sont scindées en tant que suites de Reo-modules (sans
actions de I').

On désigne par
(5.16.5) §: Dk, ®r R — iy (Ase, (1) " Roo)(1)

le bord de la suite exacte longue de cohomologie obtenue en appliquant le foncteur I'(Ay, —)(1) &
la suite exacte (5.16.2). On montrera ultérieurement que (R, )%= = R; (6.20).

5.17. Pour tout ¢ € Z,(1), on désigne par dlog(¢) 1’élément de &4 (1) défini par

(5.17.1) dlog(¢)(p™") = dlog(¢n),
ou ¢, est I'image canonique de ¢ dans p,n (OF). 11 est clair que dlog(¢) est I'image de 1 ® ¢ par
Vinjection (mp) "t Roo(1) — &x(1) (5.16.2).

Pour tout ¢t € P, on désigne par dlog(t) 'élément de & (1) défini par
(5.17.2) dlog(t)(p~™) = dlog(t®")),
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ot tP") est I'image de t dans P(*") par I'isomorphisme (5.8.4). Cet élément est bien défini en vertu

de (5.8.5). Il est clair que 'image de dlog(t) dans Q}%/ﬁx ®p Roo est dlog(t).

D’aprés (5.6), pour tout n > 0, dlog(A)(p~™) est I'image canonique de I’élément dlog(m,n) €

Qlﬁ?/ﬁK (5.2.2) dans Qp  p_ /(g p) En particulie~r, dlog(A) € (mp) "' Rao (1) C Ex(1) (5.16.2).
L’application P — &, (1) définie par ¢ — dlog(t) est un homomorphisme; elle induit donc un
homomorphisme que ’on note aussi

(5.17.3) PE — £.0(1), te dlog(D).

Celui-ci s’insére dans un digramme commutatif

(5.17.4) 0 ) pep PP /7N —— >

R

0 — (mp) ' Roo(1) — > Ene(1) —= Qk . @k Rog — 0
ou la fleche verticale de droite provient de 'isomorphisme canonique (5.12.1). Il est utile de noter
aussi
(5.17.5) dlog: P& — Qf 0

I’homomorphisme induit par la dérivation logarithmique dlog: P — (NZ}{ Ok

5.18. Soit t € P. On désigne par
(5.18.1) Xt: Too = Zp(1)
Papplication qui & tout g € I', associe ’élément

o) — i ")
(5.18.2) Xi(g) = lim (g, £7),

n>0

o tP") est 'image de ¢ dans P(®") par I'isomorphisme (5.8.4) et (g,t®")) € p,n(O%) est défini
dans (5.14.1). D’apres (5.14.3), pour tous ¢g,¢9' € ', on a

(5.18.3) Xt(99") = 9(Xe(9'))Xe(9)-

Donc la restriction de X¢ & Ao est un caractére & valeurs dans Z,(1) ; on le note x;: Ase — Zp(1).
On a clairement Yo = 1, et pour tous t,t € P,

(5184) %tt' = %t . )A(/t/.

Par suite, ’application P — Hom(A,Z,(1)) définie par ¢t — x; est un homomorphisme. Elle
induit donc un homomorphisme que ’on note encore

(5.18.5) P — Hom (Ao, Zp(1)), t— xu-
Comme x) = 1, on en déduit un homomorphisme

(5.18.6) PEP /7 — Hom (Ao, Zy(1)).
D’aprés (5.14.4), ce dernier est égal au composé

(5.18.7) PEP/Z)\ — Hom(Ly ®z Zp(1), Zy(1)) — Hom(Ase, Zy(1)),
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ou la premiére fleche est induite par le morphisme canonique (de bidualité) (4.2.7) et la seconde
fleche par le morphisme canonique v: Ay, — Ly ®z Z,(1) (4.8.1). Rappelons que v induit un
isomorphisme Ay~ = Ly ®z Z,(1) et qu’on a un isomorphisme canonique (4.11.1)

Homgz, (Ape, Zp(1)) 5 Homgz(Ax, Zp(1)).

Comme le sous-groupe de torsion de PP /Z\ est d’ordre premier & p, 'homomorphisme (5.18.6)
induit donc un isomorphisme

(5.18.8) (PEPJZN) @z Zyy — Hom (Ao, Zp(1)).

On en déduit, compte tenu de (5.12.1) et (4.11.2), un isomorphisme R;-linéaire
(5.18.9) 5: Q% 6, ®r R1 S Hom(As, Ri(1)).

5.19. Il résulte aussitot des définitions que, pour tous t € P et g € ', on a
(5.19.1) g(dlog(t)) = dlog(t) + dlog(x:(g))-

Comme les deux membres de 1’équation sont des homomorphismes de P dans &(1), 'égalité vaut
pour tout t € P#P. Par suite, le diagramme

(5.19.2) ﬁ}g/@( ®r Ri Hom (A, R (1))

|

Hl o (Aoc, (1) " Roo (1)) = Hl (Ao, Ri(1))

cont

ol & est le morphisme (5.16.5), & est le morphisme (5.18.9) et la fleche horizontale inférieure est
induite par l'injection canonique R1 — (mp)~ 1Roo, est commutatif. En effet, comme €1 R/ €St

engendré sur R par les éléments de la forme dlog(t) pour t € P, il suffit de montrer la commutativité
de ce diagramme pour ces éléments, ce qui résulte de (5.19.1).

5.20. Considérons le diagramme commutatif de morphismes canoniques

(5201) Q%ﬁy,Nm)/(ﬁx,N) ®5?R*u> Q%RW,PDO)/(I’%,P) QR R— Q%Rm7poo)/(R1;P) R R

i |

_— Qlﬁ
(R P )/(R»P) (R’PW)/(RLP)

Vo Noo)j(0re ) PO R

Comme la suite (5.13.2) est exacte et scindée, u est injectif. D’autre part, le noyau de a est
annulé par my en vertu de 4.16 et (3.16.1). Par suite, le noyau de v’ est annulé par my. Comme
Q%ﬁ?,Nm)/(ﬁK,N) ®@>7R n’a pas de my-torsion non nulle d’aprés 5.7, u’ est injectif.

Appliquant le foncteur “module de Tate” T, (—) = Hom(Q,/Z,, —) au diagramme ci-dessus, on

obtient un diagramme commutatif
(5.20.2)

Tp( Qo) j(one 1) @0 B —=To(Qr_ py/r.p) @R B) —=To( U p.y/(ry.p) OB B)

Tp(a)l Tp(b)l

p— 1 'U/
T, (Q! ) @0 B To(p ) py) —— 2> Tyl

1
(ﬁfaNOO)/(ﬁKJ\I (Eapoo)/(RhP))
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Comme la suite (5.13.2) est exacte et scindée, v est surjectif. D’autre part, le noyau et le conoyau
de b sont annulés par mz, et Q% R Po)/(Ry1,P) ORoo R n’a pas de mg-torsion non nulle en vertu de
5.10. Par suite, b est injectif, et donc T, (b) est un isomorphisme. Il s’ensuit que v’ est surjectif et
que Tp(a) est un isomorphisme.

11 résulte de (5.5.2) que le morphisme canonique

(5.20.3) Tp(Q(lﬁ?,Noo)/((fK,N)) (g7 R — TP(Q%ﬁf,NOO)/(@’K,N) ®ﬁ? E)

est un isomorphisme. De méme, il résulte de (5.9.3) que le morphisme canonique

(5.20.4) Tp(QUr,poy(re.p)) @z B = To(QUr po))(re.p) @Ree B)

est un isomorphisme. Par suite, le morphisme canonique

(5.20.5) To(Une poyyrr)) @z B = TR poy/(r,p) ORo B)

est un isomorphisme.

5.21. On note & la R-représentation de I' définie par

(5.21.1) & =Hom(Qp/Zyp, Uz p_) yn.py) @2, Lp(=1),

ott l'action de I' provient de son action sur Qéﬁ,Peo)/(R,P) (5.15). Il résulte de 5.20 et (5.16.2) qu’on

a une suite exacte canonique de ﬁ—représentations de T’

(5.21.2) 0= (mp) 'R — & = O o, ®r R(—1) =0,

dite extension de Faltings. On a un isomorphisme de ﬁ—représentations de T’
(5.21.3) b @RS &,

induisant un isomorphisme des extensions (5.16.2) et (5.21.2). En particulier, la suite (5.21.2) est

scindée en tant que suite de R-modules (sans actions de T).

6. COHOMOLOGIE GALOISIENNE

Proposition 6.1. Soient A une Z,-algébre, M un A-Ap-module topologique, e1, ..., eq une Zy,-
base de Ape. Notons ¢: Apee — Autg (M) la représentation de Apes sur M, Sa(Ap) Ualgébre
symétrique du A-module Ay @z, A et M” le SA(Ape)-module dont le A-module sous-jacent est
M et tel que Uaction de e; sur M soit donnée par p(e;) —idps. Supposons que lune des conditions
suivantes soit remplie :

(1) M est un A-Ap-module discret de torsion p-primaire.

(ii) M est muni de la topologie p-adique et est complet et séparé pour cette topologie.
Alors on a un isomorphisme canonique fonctoriel en M

(6.1.1) Coont (Dpe, M) = K (A, 00) (M7)

cont

dans DT (Mod(A)), ot le complexe de gauche est défini dans (2.5) et celui de droite dans (2.15.4).

Supposons d’abord que M soit un A-Ape~-module discret de torsion p-primaire. Compte tenu
de (2.15.8) et de la suite spectrale de Hochschild-Serre, on peut se réduire au cas ou d = 1. Posons
G = Ap= et e = e; et notons Ind4 (M) le A-module des applications continues de G dans M. On
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fait agir G sur Ind4 (M) par la formule (g- f)(x) = f(zg) pour tout (g, z) € G2. Alors Ind 4 (M)
est un A-G-module discret, et on a une suite de A-G-modules discrets ([42] 1.3.1)

(6.1.2) 0— M 5 Indag(M) 3 Inda (M) — 0,

ot £(z)(g) = g(x) pour x € M, g € G, et a(f)(g) = ef(e"'g) = f(g) pour f € Inda (M), g € G,
est exacte. D’autre part, 'application M — I'(G,Ind 4 ¢(M)) qui envoie x sur la fonction constante
de G dans M de valeur z induit un isomorphisme ([42] 1.5.1)

(6.1.3) M 5 RI(G, Ind g (M)).

L’isomorphisme (6.1.1) se déduit alors de la suite (6.1.2) en appliquant le foncteur RI'(G, —).

Supposons ensuite que M soit muni de la topologie p-adique et soit complet et séparé pour cette
topologie ; posons M, = M/p"M pour r > 0. D’aprés (2.13.5), on a un isomorphisme canonique
dans DT (Mod(A))

(6.1.4) Coont (Apee, M) 5 RTT(Apeo, (M) ren).
D’autre part, il résulte du cas (i) qu’on a un systéme compatible d’isomorphismes dans D™ (Mod(A))
(6.1.5) RI(Apee, M) = K;A(Apm)(MD/pTMD).

Comme pour tout n > 0, le systéme projectif (]K’SLA(A oo)(MD/pTMD))PO vérifie la condition de
» >
Mittag-Leffler, on obtient, compte tenu de (2.12.5) et (2.13.2), un isomorphisme

(6.1.6) Clont (B, M) S 1im K3, (5 (M® /7 M),
>0
La proposition s’ensuit car K, ( Apm)(M ) est complet et séparé pour la topologie p-adique pour
tout entier n.
Remarque 6.2. Conservons les hypothéses de (6.1). D’aprés 2.16.11, le S4(Ape )-module M”

correspond & un A-champ de Higgs 6 sur M a coefficients dans Homg (Ape, A), et on a un isomor-
phisme canonique de complexes

(6.2.1) L (a, (M) K (M,6).

6.3. Soient n un entier > 0, v: Ay — pp» (0F) un homomorphisme surjectif, a € O, A une
U7c-algebre compléte et séparée pour la topologie p-adique et plate sur 0. L’action de Apjee sur
A donnée par v définit un A-A,~-module topologique que 1'on note A(v). Fixons une Z,-base
e1,...,eq de Apso. Le S4(Ape)-module A(v)” défini dans 6.1 est la S4 (A, )-algébre définie par
I’homomorphisme de A-algébres

(6.3.1) Sa(Ape) — A

qui envoie ¢; sur v(e;) — 1 pour 1 <14 < d. Considérons la forme linéaire

(6.3.2) u: Apeo @z, A — A

qui envoie e; ® 1 sur v(e;) — 1 pour 1 < ¢ < d. Il résulte aussitot des définitions (2.14.3) et (2.15.3)
qu’on a un isomorphisme canonique

(6.3.3) K3, (a,00) (A@)/aAW))") = K3y (u, Afad).

En vertu de 6.1, on en déduit un isomorphisme canonique dans D (Mod(A))

(6.3.4) Ot (Dpee, AW) JaA(v)) 5 K (u, AfaA).

cont
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Corollaire 6.4. Conservons les hypothéses de (6.3), soient de plus { un générateur du groupe
tpn (O5), q Uidéal de O engendré par a et ¢ — 1.
(i) Siv=1 (i.e.,, n=0), alors on a un isomorphisme canonique de A-algébres graduées

(6.4.1) HY o (Apee, A(v)/aA(v)) = A(Hom(Ape, A/aA)).

(i) Siv#1 (i.e, n#0), alors H. (Apes, A(v)/aA(v)) est un A/qA-module libre de type fini
pour tout i > 0 et est nul pour tout i > rg(L) =d+ 1.

(iii) Le systéeme projectif (H* (Aps, A(v)/p"A(V)))r>0 vérifie la condition de Mittag-Leffler uni-
formément en v, autrement dit, si on note, pour tous entiers v’ >r >0,

(6.4.2) RY 0 HY (Ao, A) /p7 A(v)) = H* (Ao, A(v) /0" A(v))

le morphisme canonique, alors pour tout entier r > 1, il existe un entier v’ > r, dépendant de d
mais pas de v, tel que pour tout entier "’ > 1’ les images de h¥,, et h¥ . soient égales.

(i) En effet, comme la forme linéaire u est nulle, on déduit de (6.3.4) un isomorphisme de
A-algébres graduées

(6.4.3) HYe(Apee A(v) faA(v)) 5 Homgr s (A(Aye 0, A), A/ad).
Par ailleurs, on a un isomorphisme canonique de A-algébres graduées ([8] § 11.5 prop. 7)
(6.4.4) Homgr 4 (A(Ape ®z, A), A/aA) = A(Hom(Ap~, A/ad)).

Le composé de ces deux isomorphismes répond alors a la question.
(ii) Notons aussi u la forme linéaire Aje ®z, (A/aA) — (A/aA) déduite de u (6.3.2). En vertu

de (6.3.4) et (2.14.8), il suffit de montrer que Hi(K'.q/aA(u)) est un (A/qA)-module libre de type
fini pour tout ¢ > 0 et est nul pour tout i > d+1. La seconde proposition est évidente. On sait aussi
que H; (KA/QA( )) est annulé par q (2.14). Pour 1 < j < d, posons (; = v(e;j). On peut supposer

que (1 = (¢ #1 et que (2.1)

oG- <o(@-1) < <G —1).
Procédons par récurrence sur d. La proposition pour d = 1 est une conséquence immédiate de
la platitude de A sur &%. Supposons d > 2 et 'assertion établie pour d — 1. Notons G le sous-
Zyp-module de Ape engendré par ei,...,eq—1 et u': G ®z, (A/aA) = A/aA la restriction de u a
G @z, (A/aA). D’aprés (2.14.4), on a un isomorphisme canonique

(6.45) K (G — D) @ K& () 5 KL (w),

ol KA/QA(C 1) est le complexe de Koszul défini par la forme linéaire (4 — 1 de A/aA. En vertu
de ([22] 1.1.4.1), pour tout entier 7, on a une suite exacte

(6.4.6) 0 — Ho(K&/**(¢s — 1) ® Hy (K& ** (u')))
— H, (K" (u)) — Hy (K& (¢ — 1) @ Himy (Ko (u'))) — 0.

Par hypothése de récurrence, H; (KA/ aA( ")) est un (A/qA)-module libre de type fini pour tout
i > 0. Comme ({g — 1) € g, on en déduit une suite exacte

(6.4.7) 0 — Hy(K&/ () — Hi(K " (u)) — H;—1 (Ko () — 0.
Par suite, H; (Kf‘/aA (u)) étant annulé par g, il est libre de type fini sur A/qA.

(i) 11 résulte de (i) que le systéme projectif (H*(Apee, A(v)/p"A(v)))r>0 vérifie la condition de
Mittag-Leffler lorsque v = 1. On peut donc se borner aux caractéres v # 1. Posons A, = A/p"A et
notons aussi u la forme linéaire u ®4 id, : Apee ®z, A, = A, (6.3.2). D’aprés (6.3.4) et (2.14.8),
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il suffit de montrer la proposition analogue pour le systéme projectif (H;(KZ" (u))),>1. Procédons
par récurrence sur d. Supposons d’abord d = 1. L’homomorphisme canonique

(6.4.8) Hy (Ko™ (u) — Hy (K2 (u))
est clairement bijectif, et comme v(¢ — 1) < 1, 'homomorphisme canonique
(6.4.9) Ho(Ka"* (1)) — Ho(Kg" ()

est nul. L’assertion est donc satisfaite avec r’ = r 4+ 1. Supposons d > 2 et ’assertion établie pour
d — 1. L’assertion pour d résulte alors facilement de la suite exacte (6.4.7) en prenant a = p” pour
r >0 (cf. la preuve de [22] 0.13.2.1).

Corollaire 6.5. Sous les hypothéses de (6.3), I’homomorphisme canonique
(6.5.1) Hne(Ayre A)) = lim HY (A, A(v) /57 A(v)
r>0
est un isomorphisme.
En effet, d’aprés (2.13.4) et (2.13.5), pour tout ¢ > 0, on a une suite exacte
(6.5.2) 0— R11<iLn H™ Ay, A(v)/p"A(V)) —
>0
Heont (Bpee, A(v)) = lim H'(Apee, A(v) /p" A(v)) — 0,
r>0

dont le terme de gauche est nul en vertu de 6.4(iii) et (2.13.2).

Remarque 6.6. Sous les hypothéses de (6.3), si v # 1, Phomomorphisme canonique
(6.6.1) oDy s A(W)) @4 Afp" A = H* (Ayee, A(V) /5" A(V))
n’est pas en général un isomorphisme.

Corollaire 6.7. Conservons les hypothéses de (6.3), supposons de plus v # 1. Soient ¢ un géné-
rateur du groupe fipn (0% ), a un élément non nul de O, o un nombre rationnel, N un (A/aA)-
module, M un (A/aA)-Ap-module discret. Supposons que les conditions suivantes soient rem-
plies :

(i) inf(v(a),a) >v((—1);

(ii) N est plat sur O%/al0% ;

(i) M est projectif de type fini sur A/aA, et est engendré par un nombre fini d’éléments Apoo-

invariants modulo p® M.

Munissons N de la topologie p-adique et de Uaction triviale de Apos et posons N(v) = N ® 4 A(v)
et b=a(¢ —1)~t. Alors pour touti >0, on a

(C—1)-H(Apss, (M/DM) ®4 N(v)) = 0.

Comme M est un facteur direct d’'un (A/aA)-module libre de type fini, on peut se borner au
cas ot il est libre de type fini sur A/aA. Il admet donc une (A/aA)-base formée d’éléments A poo-
invariants modulo p* M. Posons T = M ® 4 N (v). En vertu de 6.1, on a un isomorphisme canonique
dans DT (Mod(A))

(6.7.1) C*(Apee, T/UT) 3K, (o (T/OT)).

Il existe 1 <4 < d tel que v(e;) soit un générateur de ppn (OF) ; on peut supposer v(e;) = ¢. Notons
@: Apoo — Aut 4 (M) la représentation de Ape sur M. Il existe alors un endomorphisme A-linéaire



SUR LA CORRESPONDANCE DE SIMPSON p-ADIQUE. I 53

U de M tel que ¢(e;) = ida + p*U. Posons ¢ = p*(( — 1) ' € mgz et V = idp + U ® (¢ - idn),
qui est un automorphisme A-linéaire de T', de sorte qu’on a

(6.7.2) wle;) ® (v(e;) -idy) —idy = (¢ — 1)V € Enda(T).
Pour tout entier 1 < j < d, on a
(6.7.3) (plej) @ (v(ej) -idy) —idr) o V1

= Vlo(ple;) ® (ve;) - idy) — idy) € End(T/bT).

En effet, A, étant abélien, les produits de ces endomorphismes par (—1 sont égaux dans End 4 (T'),
ce qui implique la relation (6.7.3) car T' est plat sur &%/a0%. Donc V! est un automorphisme
du S (Ape)-module (T'/bT")", et il induit, pour tout ¢ > 0, un automorphisme S4(Ape)-linéaire
de H‘I(KgA(APOO)((T/bT)D)). Or ce module est annulé par e; (2.14). Par suite, pour tout = €

H‘Z(]KgA(Apm)((T/bT)‘>))7 on a, en vertu de (6.7.2),
(6.7.4) eV Hx)= (- 1Dx=0.

6.8. On désigne par A le conoyau dans la catégorie des monoides de 'homomorphisme 6: N — P
et par ¢: P — A homomorphisme canonique. D’aprés ([32] 1.1.4), A est le quotient de P par
la relation de congruence E formée des éléments (z,y) € P x P pour lesquels il existe a,b € N
tels que = + aA = y + bA. Dire que E est une relation de congruence signifie qu’elle est une
relation d’équivalence et que E est un sous-monoide de P x P. Le groupe associé & A s’identifie
canoniquement & P8P /Z\. Comme P est intégre, A est intégre; on peut donc l'identifier a I'image
de P dans P8P /Z)\.

Lemme 6.9. Conservons les notations de (6.8). Alors :

(i) Le monoide A est saturé.

(ii) Pour tout z € A, lensemble ¢~ *(z) admet un unique élément minimal T pour la relation de
pré-ordre de P définie par sa structure de monoide.

(iil) Pour tout x € A et tout entier n > 0, on a nT = ni.

(i) En effet, A est la somme amalgamée de ’homomorphisme saturé 6 et de N — 0. Il est donc
saturé (3.2).

(i) On notera d’abord que deux éléments quelconques de ¢~!(z) sont nécessairement compa-
rables (6.8). Montrons que Iensemble ¢~'(z) admet un élément minimal Z. Il revient au méme
de dire que pour tout t € P, il existe n € N tel que I’élément ¢ — n\ de P®P n’appartient pas a
P. En effet, si ce n’était pas le cas, pour tout n > 0, I’élément «(t)/n™ de Rk appartient a R,
ol a: P — R est 'homomorphisme défini par la carte (P,7) (4.2). Comme «a(t) # 0 et que R
est noethérien et intégre, on en déduit que 7 est inversible dans R, ce qui contredit I’hypothése
4.2(Cy). Il S’ensuit aussi que —\ n’appartient pas & P. Donc T est nécessairement unique car P est
intégre et PEP est sans torsion.

(iii) Comme —\ n’appartient pas a P, on a 0=0.On peut donc se borner au cas ol n est
un nombre premier. On notera d’abord que g(nx) = ¢(nZ). Si nx # nx, alors il existe m > 1 tel
que nZ > mA. Comme I’homomorphisme 6 est saturé, il existe alors m’ € N tel que T > m/\ et
nm’ > m en vertu de ([41] 4.1 page 11; cf. aussi [32] 4.4.10). Comme m’ > 1, la relation & > m’'A
contredit le caractére minimal de .

6.10. Conservons les notations de (6.8). Pour tout n > 0, on note A") le monoide au-dessus de A
défini par le couple (A, wpn ), autrement dit, A®") est le monoide A et ’homomorphisme structural
A — A®") est le Frobenius d’ordre p™ de A (3.3). On identifie naturellement A”") au conoyau de
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I’homomorphisme 0: N®") — P®") et on note aussi g: P®") — A®") Phomomorphisme canonique.
Posons
Py =lim PP et Apee = lim AP,
T w
On identifie Py & un sous-monoide de Py, (5.8.2). On note aussi q: Ppee — Apo la limite inductive
des homomorphismes canoniques ¢: P®") — A®"),
Pour tout ¢ € Py, 'application
(6.10.1) Vii Doo = iy (O) = 1 e (OF), g (9, 8),

n>0

ou (g,t) est défini dans (5.14.1), induit, compte tenu de (5.14.3), un homomorphisme

(6.10.2) Vet Dpoo = fipee (O).
Pour tout g € Ape, on a par définition
(6.10.3) 9(aos(t)) = ve(g) oo (t)-
Il est clair que "application
(6.10.4) Ppoo — Hom(Apeo, tip= (O%)), t+— 14
est un homomorphisme. Pour tout n > 0, notons A®") I'image de A dans P(*") par I’isomorphisme
(5.8.4). Comme vy =1, (6.10.4) induit un homomorphisme que 'on note aussi
(6.10.5) Apoe = Hom(Apeo, fipes (O5)), T — vy
En fait, celui-ci induit, pour tout n > 0, un homomorphisme
(6.10.6) AP 5 Hom(A e, pipn (OF))-
Posons
(6.10.7) Epe = Hom(Ape, ppe (OF)),
(6.10.8) Epr = Hom(Aps, ppn (O%)).

On identifie Z,» & un sous-groupe de =Zj,e.

Lemme 6.11. Les hypothéses étant celles de (6.10), soient de plus & € Ape, n un entier > 0.
Alors pour que vg(Aps=) C pipn (O ) il faut et il suffit que x € AP") C Ay ; en particulier, pour
que vy =1, il faut et il suffit que x € AV C Apeo.

")

Supposons que x € AP pour un entier m > 0. En vertu de (5.14.4), on a un diagramme

commutatif

(6.11.1) A = A@™T™)

N I

pep N —— 2 5 psp 7\

S

Hom (A e, Zy(1)) — Hom(A e, Zy(1)) —o Hom(A e, piyn i (0))

ot les fleches verticales inférieures proviennent de l'identification de Ap et Ly ®z Z,(1) (4.9), a
est "homomorphisme (6.10.6) et b est le morphisme canonique. Le carré inférieur est cartésien car
le sous-groupe de torsion de P8P /Z\ est d’ordre premier a p, et le carré supérieur est cartésien car
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A est saturé en vertu de 6.9(i). Pour que v,(Ap~) C ppn (O5), il faut et il suffit que a(z) soit dans
I'image de p™b. La proposition s’obtient alors par chasse au diagramme (6.11.1).

Lemme 6.12. I existe une décomposition canonique de Ry en somme directe de Ry-modules de
présentation finie, stables sous 'action de I'peo,

_ )
(6.12.1) Ry~ = P R,

I/EEpoo

telle que laction de Ap~ sur le facteur RI(;Q soit donnée par le caractére v. De plus, pour tout
n >0, ona

(6.12.2) Ry = P RY.
vEEn
On rappelle que pour tout entier n > 0, Spec(Rpn) = Xpn ®6’Kpn Oz en vertu de 4.8(ii), et
qu’on a un diagramme cartésien de O7-morphismes (4.6.3)

(6.12.3) Xpn @0, O — Spec(O[ PP/ (1pn — X))

| |

X @6y O ——— Spec(Og[P]/(7 — e*))

ot A?") désigne I'image de A dans P®") par I'isomorphisme canonique (5.8.4). On peut donc se
réduire au cas ot R = Ok[P]/(7 — ). Soit A le conoyau dans la catégorie des monoides de
I’homomorphisme 6: N — P et soit ¢: P — A ’homomorphisme canonique (cf. 6.8). On a alors

(6.12.4) R=@P ok - o),
TEA

ou 7 est le relévement minimal de x dand P défini dans 6.9(ii) et o: P — R est 'homomorphisme
induit par la carte (P,~) (4.2).
D’aprés (6.12.3), on a, pour tout n > 0,

(6.12.5) Ryn = O PP/ (e — ™),

Reprenons les notations de (6.10) et notons, pour tout z € AP 7 e PC") Tunique élément
minimal de ¢~ () pour la relation de pré-ordre de P(P") définie par sa structure de monoide (cf.
6.9(ii)). On a alors

(6.12.6) Ry = P Ox (@),
zEAP™)
ot apn: PP") — R,. est 'homomorphisme défini dans (5.8).
En vertu de 6.9(iii), les applications A®") — P®") i T sont compatibles. Elles définissent
donc par passage a la limite inductive une application que ’on note aussi
(6.12.7) Ape = Ppo, z— T
On a clairement ¢(Z) = z. Comme A est intégre et que le sous-groupe de torsion de P8P/Z\ est

d’ordre premier a p, les homomorphismes A®") — AP sont injectifs. Par passage a la limite
inductive de la décomposition (6.12.6), on obtient

(6.12.8) Rpe = P O ax(@),

TENA oo
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oll (oo est 'homomorphisme (5.8.3). On notera que chaque élément ao(Z) € Ry est un vecteur
propre pour l'action de I'y (5.14.2) et que I'action de Apee sur aoo(Z) est donnée par le caractére
v, (6.10.3). Pour tout v € E,, on pose alors

(6.12.9) Rl= @ 0z ax@,
TEApoo V=V

de sorte que 'on a

_ )
(6.12.10) Ry~ = @ Ry.

VEE, 00

Comme I'application Apee — Epee,x > 1, est un homomorphisme, on voit que RI(,Q est un sous-
Ry-module de Rpeo. Il résulte de 6.11 et (6.12.6) que pour tout n > 0, on a

_ (v)
(6.12.11) Ry = @ RY.

VEE,n
Comme R~ est de présentation finie sur Ry pour tout n > 0, RZ(,';); est de présentation finie sur Ry
pour tout v € Hje.
Lemme 6.13. Pour tout a € O, ’homomorphisme canonique (4.9)
(6.13.1) Ry JaRpe — (Roo/aRoo)™
est un isomorphisme.

Soient L une extension galoisienne finie de Fj, contenu dans F,, A la cloture intégrale de Ry
dans L, G = Gal(L/Fp). Comme on a Ry = AN Fpeo et A = Roo N L, les homomorphismes
canoniques Rye/aRpe — A/aA — Rs/aRs sont injectifs. D’autre part, 'ordre de G étant
premier & p (donc inversible dans A), 'homomorphisme

(6.13.2) Ry = AY — (A/aA)C
est surjectif. L’assertion s’ensuit.
Lemme 6.14. Pour tout élément non nul a de OF et tout entier i > 0, le morphisme canonique
(6.14.1) H'(Apee, Rpyoo JaRy=) — H(A, R/aR)
est un presque-isomorphisme.
En effet, en vertu de 6.13 et (4.10.1), le morphisme canonique
(6.14.2) H Ay, Rpoo JaRp) — H (Aso, Roo/aRoo)
est un isomorphisme. D’autre part, le morphisme canonique
(6.14.3) H'(As, Roo/aRoo) — H (A, R/aR)
est un presque-isomorphisme d’aprés 4.22.

Théoréme 6.15. Soient a un élément non nul de O, ¢ une racine primitive p-ieme de 1 dans
O7. Alors :
(i) L’homomorphisme canonique de Rq-algébres graduées

(6.15.1) A(Homgz (A, O /a0%)) @6, R — H*(Ax, Roo /aR)
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admet (en tant que morphisme de Ry-modules gradués) un inverse a gauche G -équivariant cano-
nique
(6.15.2) H*(As, Roo/aRx) = N(Homz (A, Ox/al%)) ®ey R,
dont le noyau est annulé par ¢ — 1.

(ii) Le Ry-module H(Ay, Roo/aRs) est presque de présentation finie pour tout i > 0, et est
nul pour tout i > d+ 1.

(iii) Le systéme projectif (H*(Aoc, Roo/P" Roo))r>0 vérifie la condition de Mittag-Leffler.

Compte tenu de 6.13 et (4.10.1), il suffit de montrer la proposition analogue pour Rys et Ajoo.
D’aprés 6.12, on a une décomposition canonique de R, en somme directe de Ry[Ape]-modules

(6.15.3) Rye = @ R ®o, O%(v),
I/EEpoo

ot Apeo agit trivialement sur RZ(,';); et agit sur O (v) = OF par le caractére v. Comme les RI(,Q sont

O%-plats, on a, en vertu de 2.6, une décomposition canonique en somme directe de R;-modules

(6.15.4) H* (Apee, Ry faRys) = @ H* (A, O(v)/alx(v)) @6, RL.

VEE o0

La proposition (i) résulte de (6.15.4), 6.4 (appliqué avec A = O¢) et du fait que Rz(ﬁ,z, = R; (6.12.2).
Montrons la proposition (ii). Soient i,n deux entiers > 0, (, une racine primitive p"-iéme
de I'unité. 11 résulte de (6.15.4), 6.4 et 6.12 que H*(Ape, Ry /aRp) est la somme directe d’un
Ri-module de présentation finie et d’'un R;-module annulé par (, — 1. Il est donc presque de
présentation finie sur R;. La seconde assertion est claire puisque la p-dimension cohomologique de
Ape est égale a d.
La proposition (iii) est une conséquence de (6.15.4) et 6.4(iii).

Corollaire 6.16. Pour tout élément non nul a de O et tout entier i > 0, H (A, R/aR) est
presque de présentation finie sur Ry.

Cela résulte de 4.22 et 6.15(ii).

Corollaire 6.17. Pour tout élément non nul a de O3 et tout entier ¢ > 0, le noyau et le conoyau
du morphisme canonique

(6.17.1) H'(Ap, Ry /aR;) — H (A, R/aR)
sont annulés par mz et pﬁ my respectivement.

En effet, le morphisme canonique
(6.17.2) HY(Aps, Ry JaRye) — HY(A, R/aR)

est un presque-isomorphisme d’aprés 6.14. D’autre part, il résulte de (6.15.4), 6.4 (appliqué avec
A= 0¢), 2.6 et du fait que Rgx)j = Ry (6.12.2) que le morphisme canonique

(6.17.3) H'(Apee, Ry /aRy) — H(Apee, Ryoe JaRyes )
est injectif de conoyau annulé par ¢ — 1, ou ( racine primitive p-iéme de 'unité. La proposition

- _ 1
s'ensuit car v(¢ — 1) = ;=.
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Corollaire 6.18. L’homomorphisme canonique
(6.18.1) HY (Ao, Roo) — lim H*(Ace, Roo /p" Rec)
>0
est un isomorphisme.
En effet, d’apres (2.13.4) et (2.13.5), pour tout ¢ > 0, on a une suite exacte
(6.18:2) 0 — R'lim H'™ (Aug, Roo/p" Roo) = Higpy (Ao, Roc) = lim H' (Ao, Roo /p" Rec) = 0,
r>0 r>0

dont le terme de gauche est nul en vertu de 6.15(iii) et (2.13.2).

Corollaire 6.19. Il existe un unique homomorphisme G g -équivariant de ?ﬂ—algébres graduées

(6.19.1) Vet AN Dk, 1 Ri(—1)) = Hippy (A, Roo)

cont

vérifiant les propriétés suivantes :
(i) La composante de degré 1 du morphisme v est le composé

(6.19.2) Qo ©r Bi(~1) = Hom(Awe, R1) = Hlpy (Ase, B1) — Hlypy (Ace, Rec),

cont

ot la premiére fleche est induite par l’isomorphisme 5 (5.18.9) et la derniere fleche est le
morphisme canonique.

(ii) En tant que morphisme de Z/%\l—modules gradués, le morphisme vo, admet un inverse & gauche
G i -équivariant canonique

(6.19.3) Hipnt (Ao, Roo) = ANQ . @1 Ri(-1)),

dont le noyau est annulé par pﬁ.

L’unicité de ’homomorphisme v, vérifiant la condition (i) est évidente. Montrons son existence.
11 résulte de 6.15(i) et 6.18 que "homomorphisme canonique de R;-algébres graduées

(6.19.4) A(Homz(Ans, Oc)) ®e Ri — HE, (Moo, Roo)

cont

admet (en tant que morphisme de R;-modules gradués) un inverse a gauche G -équivariant cano-
nique

(6.19.5) HY, (Ao, Roo) = A(Homz(Aso, 6c)) ®ep Ri,

dont le noyau est annulé par ¢ — 1 (¢ étant une racine primitive p-iéme de 1 dans 0%). D’autre
part, le morphisme canonique

(6.19.6) Homy, (Ape, Zp) @z, R1 — Homz(Avo, O0) @6 R
est bijectif (4.11.2), et on a un isomorphisme canonique (4.9)

(6.19.7) (P& JZ)) @z Zpp(—1) = Homg, (Ap, Z,p).

On en déduit, compte tenu de (5.12.1), un isomorphisme

(6.19.8) Ok /o, @r Ri(—1) 5 Homz(Aw, Oc) ®o. Ry

On définit ainsi un homomorphisme v, vérifiant la condition (ii) puisque v(¢ —1) = 1% Comme

-1
(6.19.7) est induit par I'isomorphisme (5.18.8) (cf. 5.18), v vérifie aussi la condition (i).
Corollaire 6.20. On a (f%;)Aoo =Ry
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En effet, d’aprés 6.19, ’homomorphisme canonique R — (]/%;)AOC admet un inverse a gauche

(]/Q;)AOQ — ]/%\1 dont le noyau est annulé par pﬁ. Comme ]/%; est Oc-plat (4.12), linverse a
gauche est injectif, d’ou la proposition.

6.21. Pour tout O7-module M, on pose
(6.21.1) M’ = Homg._(mz, M).

Le morphisme canonique M — M?” est un presque-isomorphisme. Pour qu’un morphisme de O%-
modules u: M — N soit un presque-isomorphisme, il faut et il suffit que le morphisme associé
u’: M” — N” soit un isomorphisme ([42] 2.1.5).

Lemme 6.22. Le morphisme canonique
(6.22.1) 3: Ry = (Ry)
est un isomorphisme.

Comme .7?\1 est plat sur O¢ (4.12), j est injectif. Montro/n\s que j est surjectif. Soit u € (]/%\1)b
Pour tout o € Qs¢, posons z, = u(p®). Rappelons que Rl[%] est une algebre affinoide sur C'
et que R; est la boule unité pour la norme | |sup sur R\l[%} (cf. la preuve de 4.13). Les relations
Toip =DTp = PPz, (@, B € Qsp) impliquent alors que
(6.22.2) [p™"@alsup < 1.

Par suite, z = p~ %z, € ]/%\1 et est indépendant de «. Il est clair que j(z) = w.

Remarque 6.23. Le morphisme canonique 0¢ — (ﬁc)b est un isomorphisme. La preuve est une
variante trés simple de celle de 6.22.

Proposition 6.24. [l existe un homomorphisme canonique G g -équivariant de ]/%:-algébres gra-
duées

(6.24.1) T A ()6, Ok Ri(—1)) = Higyy (A, R)
ayant (en tant que morphisme de E-modules gradués) un inverse a gauche G -équivariant cano-

nique

(6.24.2) H:

cont

~

(AR) = Ny, ©r Ri(-1)),
dont le noyau est annulé par pﬁ.

En effet, on a un diagramme commutatif d’homomorphismes G g-équivariant de é\l—algébres
graduées

Woo
<
v

(6.24.3) A5y O Bi(~1) — == 1z, (Ao, Foo)

LU S

(A(ﬁ}%/ﬁK ®R Rl(_l)»b 400) (Hzont(AOO’ E;))b UH (H:ont(Aa R))b
-

b
Weo

u

H*, (A, R)

cont

ot le foncteur () est défini dans (6.21.1), les fleches verticales et u sont les morphismes canoniques,
Voo est I’homomorphisme (6.19.1) et wo, est la section (6.19.3) de vo,. Alors ¢ et u” sont des
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isomorphismes (6.22 et 4.23). D’autre part, il résulte de 6.19 que le noyau de w’_ est annulé par

pﬁ. Une chasse au diagramme (6.24.3) montre alors que ’homomorphisme T = u 0 v, répond &
la question.

Corollaire 6.25. (i) On a (R)® = R, .

(ii) Le sous-module de torsion p-primaire M' de H}

Lt (A R) est égal au noyau du morphisme

(6.25.1) v H (A R) — Hl (A, (7p) ' R)

cont

déduit de l’injection canonique R C (mp) 1 R.
(iii) Le morphisme composé

(6252) ﬁ}%/ﬁk ®R é\l(il) — Héont(Avﬁ) —L> Hiont(Av (Wp)ilﬁ)v

ot la premiére fleche est la composante de degré 1 du morphisme T (6.24.1), est le bord de la suite
exacte longue de cohomologie déduite de la suite exacte (5.21.2).

~

(iv) Pour tout entier i > 0, notons M* le sous-module de torsion p-primaire de Hi (A, R).

Alors il existe un unique isomorphisme G g -équivariant de Ri-algébres graduées

(6.25.3) T A (R, Or Ri(=1)) 5 @iz (Hige (A, R) /M)
tel que le composé
(6254) 5}3/6’1{ Or é\l(_l) - Hiont(Aaﬁ)/Ml - H}:ont(Av (Wp)flﬁl

ot le premier morphisme est la composante de degré 1 de v et le second morphisme est induwit par
L, soit le bord de la suite exacte longue de cohomologie déduite de la suite exacte (5.21.2).

(i) D’aprés 6.24, ’homomorphisme canonique Ry — (ﬁ)A admet un inverse a gauche (ﬁ)A — R
dont le noyau est annulé par pp%l. Comme ﬁ est Oc-plat (4.12), I'inverse a gauche est injectif,
d’ott la proposition.

(i) 11 résulte de 6.24 que M1 est annulé par pv%l. D’autre part, la multiplication par mp dans
ﬁ est le composé de 'injection canonique ﬁ — (ﬂp)_lﬁ et de I'isomorphisme (ﬂp)_lﬁ = ﬁ qui,
pour tout x € ﬁ, associe x & (mp)~lz. Comme v(p) >

(iii) Cela résulte de 6.19(i), (5.19.2) et (5.21.3).
(iv) Cela résulte de (ii), (iii) et 6.24.

p—il, on en déduit que ker(1) = M1

Proposition 6.26. Soient M un R;-Ape-module discret, a un élément non nul de O, o un
nombre rationnel. Supposons que inf(v(a), a) > p%l et que M soit un (Ry/aRy)-module projectif de

type fini engendré par un nombre fini d’éléments Ape -invariants modulo p* M. Posons b = apiﬁ.
Alors pour tout i > 0, le noyau et le conoyau du morphisme canonique

(6.26.1) HY(Apee, M/OM) — HY(A, (M/bM) @r, R)
sont annulés par mz et pﬁmﬁ respectivement.
Comme M est un facteur direct d’'un (R;/aR;)-module libre de type fini, on a, d’aprés 6.13,
(6.26.2) (M/bM) ®p, Roo)™ = (M/bM) ®@p, Rye.
Donc en vertu de (4.10.1), le morphisme canonique

(6.26.3) HY(Apee, (M/bM) @, Rpe) — H (Ao, (M/bM) @R, Reo)
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est un isomorphisme. D’autre part, on a, d’aprés 4.20,

(6.26.4) (M/bM) @g, R)® = (M/bM) ®r, Roo.

Par suite, en vertu de 4.18, le morphisme canonique

(6.26.5) H' (Ao, (M/bM) ®r, Roo) — HY(A, (M/bM) ®r, R)

est un presque-isomorphisme. Il suffit donc de montrer que le morphisme canonique
(6.26.6) HY (Apoe, M/OM) — H (Apee, (M/bM) @p, Ry)

est injectif de conoyau annulé par pﬁ.
D’aprés 6.12, on a une décomposition canonique de (M/bM) ®p, Ry~ en somme directe de
R [Ape]-modules

(6.26.7) (M/bM) @, Ry = @D (M/bM) @p, R @p, Ri(v),

VEE o0
oll Apee agit trivialement sur R](;Q et agit sur R;(v) = Ry par le caractére v. Comme R}(,lx), =R
(6.12.2), la proposition résulte de 6.7 (appliqué & A = Ry/aRy et N = RZ(,Q /aRZ(,';Z pour v # 1).
7. EPAISSISSEMENTS INFINITESIMAUX p-ADIQUES DE FONTAINE
Proposition 7.1. Les homomorphismes de Frobenius absolus de Ry, /pRoo et R/pR sont surjectifs.

Montrons d’abord que ’homomorphisme de Frobenius absolu de R, /pRoo est surjectif. Rappel-
lons que le morphisme canonique X — S x gy B[P] est étale (4.2.2), que Spec(Ry) = X ®g, O
et que pour tout entier n > 0, Spec(R,) est une composante connexe de X, ®g, O (4.8) et
qu’on a un diagramme cartésien de &’z-morphismes (4.6.3)

(711) X, ®ﬁKn ﬁ? - Spec(ﬁf[P(n)]/(ﬂn . e)\(n)))

| |

X ®oy O Spec(O[P/(m — €*))

ol pour tout t € P, on a noté t(™) son image dans P(™) par I’isomorphisme canonique (5.8.4).
On peut donc se réduire au cas ot X = Spec(Ox[P]/(m — €*)). 1l suffit alors de montrer que
I’homomorphisme de Frobenius absolu de la limite inductive de F,-algébres (relativement a la
relation de divisibilité)

(7.1.2) lim (g /pO) [P/ (= )

n>1
est surjectif. Ceci résulte du fait que ’homomorphisme de Frobenius absolu de 0% /p07 est surjectif
et que pour tout t € P, on a e = Pt dans (7.1.2).

Montrons ensuite que ’homomorphisme de Frobenius absolu de R/pR est surjectif. Soient L
une extension finie de F,, contenue dans F, D la cloture intégrale de R dans L. Supposons que
D soit presque-étale sur Ro. Alors D/pD est presque-étale sur R /pRoo ([42] 2.6.3(3)). Comme
I’homomorphisme de Frobenius absolu de R, /pRo est surjectif, ’homomorphisme de Frobenius
absolu de D/pD est presque surjectif en vertu de ([42] 2.6.9). Pour tout = € D, il existe 2,y € D
tel que p*/2x = &P 4py. Alors " = p~V/(?P)z’ € D et on a z = 2P +p'/?y. Par le méme argument,
il existe ¥/, 2z € D tel que y = y'P + p'/?z. Par suite, on a z = (2 4 p'/P)y/)? mod pD. On en
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déduit par passage a la limite inductive, en vertu de 4.15, que 'homomorphisme de Frobenius
absolu de R/pR est surjectif.

7.2. On désigne par Z la limite projective du systéme prgjectif (R/pR)y dont les morphismes de
transition sont les homomorphismes de Frobenius de R/pR.

(7.2.1) % = lim R/pR.

oap
C’est un anneau parfait d’aprés 7.1 (i.e., 'homomorphisme de Frobenius de # est bijectif), et il
est naturellement muni d’une structure de k[I']-module. Pour tout & = (z,,)nen € %, il existe une

unique suite (Z(), ey d’éléments de R telle que pour tout n € N, z,, soit la réduction de Z(™) et
que (Z"tD)P = ("), On identifie dans la suite Z avec I'ensemble des suites (z(™)), ey d’éléments

de R telles que (z("*t1)P = 2™ pour tout n € N. Pour tous éléments x = (2(™) et y = (y™) de
Z, on a
(7_2_2) (33 + y)(n) — lim (m(n+m) +y(7L+7n))p7rL ot (:Ey)(”) _ x(”)y(").

m—>+00
L’application
(7.2.3) 6 W) . -
(3'30, T1,L2,. .. ) — anop”x%n)

ot W(Z) est anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans %, est un homomorphisme I'-
équivariant de W (k)-algebres ([12] prop. 5.1.1). On choisit un élément p = (p@, pM p?) .. ) e %
tel que p(o) = p, et on pose

(7.2.4) &=1[p| —p.
Proposition 7.3 ([40] A.1.1 et A.2.2). La suite

(7.3.1) 0— W& -SW#) SR -—0

est exacte.
7.4. On désigne par &7 (R) le séparé complété de W(Z) pour la topologie définie par ker(f) ; c’est
une W(k)-algébre. Pour tout n > 1, on pose

(7.4.1) Ay(R) = W(Z)/ (ker 0)".

o~ o~

On note encore 6: <,(R) — R I’homomorphisme induit par 6. Il résulte de 7.3 que 7,(R) est
complet et séparé pour la topologie p-adique. Le groupe I' agit naturellement sur .27 (R) et <7, (R).
7.5. Les constructions introduites plus haut s’appliquent en particulier & Ok ; on notera Zg ’an-
neau (7.2.1) défini & partir de O, et ' (0c) et ,(Oc) (n > 1) les W (k)-algébres qui s’en

déduisent (7.4). On a un W(k)-homomorphisme I'-équivariant canonique W(#%s) — W(Z) qui
s'insére dans un diagramme commutatif

(7.5.1) W(%#s) 2

]

W(#) -2
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7.6. On a un homomorphisme canonique Z,(1) — %£*. Pour tout ¢ € Z,(1), on note encore ¢ son
image dans Z*. Comme 6([¢] — 1) = 0, on obtient un homomorphisme de groupes

(7.6.1) Zo(1) = (), ¢ log((C]) = 6]~ 1,
dont I'image est contenue dans ker(0) = o/ (ﬁ)

Lemme 7.7. L’homomorphisme Z,(1) — @4(R) (7.6.1) est Z,-linéaire et T'-équivariant; son

image engendre l’idéal pﬁg% (R) et le morphisme R-linéaire

~

(7.7.1) R(1) = priah(R)
qui ¢ x @, ot T € ﬁ et ¢ € Zy(1), associe x -log([¢]) est un isomorphisme.

La premiére assertion est immédiate puisque Z,(1) et %(ﬁ) sont complets et séparés pour
les topologies p-adiques. Soit ¢ = ({n)n>0 € Zy(1) tel que (3 # 1 (on a (o = 1). Posons ¢’ =
(Cnt+1)n>0 € Z et w = Zf:_ol [C']" € W(Z). Alors w est un générateur de ker(6) (|40] A.2.6), et on

a dans 2% (R)
(7.7.2) [ -1=w({T-1) =wb([{'T-1) =w(C — 1)

Comme v(¢; — 1) = p%l, les deux autres assertions s’ensuivent.

7.8. Soient A un sous-anneau de R, n un entier > 1. On désigne par

(7.8.1) Or: W(Z) @z A — R
le A-homomorphisme induit par 6, et par ﬂfn(ﬁ//\) le séparé complété de W(Z) @z A/ ker(0,)"
pour la topologie p-adique, autrement dit,

= W(Z) @z A

.8.2 A) =1 .
(782) R/ = I S + W) @z A

L’application 8, induit un A-homomorphisme que ’on note
(7.8.3) Inn: Dn(R/N) — R.

On note .#,(R/A) son noyau. Comme 6 est surjectif (7.3), 95 ,, est surjectif et on a 0, (p™R) =
ker(0y) + p"W(Z) ®z A pour tout m > 0. Par suite,

=00 . ker(0p) + p"W(Z) @z A
(7.8.4) In(R/A) = }g ker(6a)" + pmW(Z) @z A’

On a donc fn(ﬁ/A)" =0.

Les formations de %n(ﬁ/ AN), Iy (ﬁ/ A) et ¥4 p, sont clairement fonctorielles en A.

Si 'y est le sous-groupe de I' des automorphismes qui fixent A, alors 0, est I'p-équivariant. En
particulier, I'y agit sur o7, (ﬁ/A) et I, (ﬁ/A) et 0., est I'y-équivariant.

L’homomorphisme canonique W(Z%) — & (ﬁ) induit pour tout n > 1 un homomorphisme

Ao(R) = u(R/A).
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Proposition 7.9 ([19] 1.2.1). Pour tout sous-anneau A de R et tout entiern > 1, (<, (R/A), 9a )

est le A-épaississement infinitésimal p-adique universel de R d’ordre < n — 1 dans le sens de ([19]

1.1).

La proposition revient a dire que (<%,(R/A), 9 ,,) est un objet initial de la catégorie des A-
épaississements infinitésimaux p-adiques de R d’ordre < n, c’est a dire la catégorie dont les objets
sont les couples (A4, u) formés d’une A-algébre compléte et séparée pour la topologie p-adique A
et d’'un homomorphisme surjectif de A-algébres u: A — R tel que (ker(u))"* = 0. Si (4,u) et
(B,v) sont deux tels épaississements, un morphisme de (A4, u) vers (B,v) est un homomorphisme
de A-algébres w: A — B tel que u = v o w.

En effet, on sait (7.8) que 4,(R/A) est un A-épaississement infinitésimal p-adique de R d’ordre
< n — 1. Soit (A,u) un A-épaississement infinitésimal p-adique de R d’ordre < n — 1; posons
I, = ker(u). Montrons d’abord qu’il existe un unique homomorphisme (nécessairement continu
pour les topologies p-adiques)

(7.9.1) a: W(Z) - A

tel que = u o . Pour tout N > n, on a pVA C (Ia + pA)N C pV~"A. Par suite, I4 + pA est
un idéal de définition de la topologie p-adique de A. Soit z = (z(™)),,eny € #. Pour tout m € N,
choisissons un relévement &,, de z(™) dans A. Comme ¢, 11 = &n modulo 14, donc a fortiori
modulo 14 + pA, la suite {f,tm converge vers une limite y(z) dans A indépendante du choix des
relévements &,,,. On voit que I'on doit avoir

(7.9.2) o([z]) = y().

Comme Z est parfait, « est alors nécessairement donné par la formule

(7.9.3) a((2o, X1, v s Tmy-..)) = me’y(x’,’n_m).
m>0

L’existence de « résulte de ce que 'application ainsi définie est bien un homomorphisme qui vérifie
0 = uwoa. Notons ap: W(Z)®zA — Ale morphisme A-algébres déduit de ov. Comme A est complet

et séparé pour la topologie p-adique, s induit un morphisme de A-épaississements <7, (R/A) — A,

qui est clairement unique.

Remarque 7.10. Contrairement a ce qui est sous-entendu dans ([19] 1.2.1), nous ne voyons aucune
raison pour laquelle le séparé complété de W(Z) ®z A pour la topologie définie par ker(fy) +
pW(Z) @z A, serait nécessairement complet et séparé pour la topologie p-adique (et serait donc le

A-épaississement infinitésimal p-adique universel de R).

7.11. Soit z = (™) € Z tel que (¥ € R. On notera que (™ € R C ﬁ pour tout n > 0. Il est
clair que Or([z] ® 1 — 1 ® z(®) = 0. Supposons de plus que z € Z* (ce qui équivaut a dire que
29 € R*). On peut alors définir un élément dlog(x) € &(1) (5.21.1) par la formule

(7.11.1) dlog(x)(p~™) = dlog(z™).

Remarque 7.12. On peut se demander s’il existe un morphisme R-linéaire et I'-équivariant ca-
nonique

(7.12.1) 8: #(R/R) — &(1)
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tel que pour tout z = (z(™) € Z* avec z(*) € R, on ait
(7.12.2) Blz] 1 —1®z®) =2z . dlog(x).
Fontaine montre que c’est le cas lorsque R = O ([19] 1.4.3).

7.13. On pose S = Spec(Oc) que 'on munit de la structure logarithmique M3 image inverse
de s (4.1), et X = Spec(R) que I'on munit de la structure logarithmique .45 image inverse
de Ax (4.2). L'action de T' sur R s’¢tend naturellement en une action a gauche sur le schéma
logarithmique (X, .#~%). De méme, Gk agit naturellement sur (S, .#5).

7.14. Considérons le systéme projectif de monoides multiplicatifs (R),cn, ol les morphismes de
transition sont la puissance p-iéme (i.e., Papplication  — zP). On désigne par @ le monoide défini
par le produit fibré du diagramme d’homomorphismes de monoides

(7.14.1) D(X, Ax)

=

lim
—
N

R

ou la fléche horizontale est la projection sur la 0-iéme composante. On désigne par ¢ ’'homomor-
phisme composé

(7.14.2) Q —lim R — 2 5 W(),

ou la premiére et la deuxiéme fleche sont les morphismes canoniques (7.2.1) et la derniére fléche
est le relévement de Teichmiiller.
L’élément 1 € T'(X, #x) et ’homomorphisme canonique

(7.14.3) Z,(1) —»lim R

N

déterminent uniquement un homomorphisme
(7.14.4) Zp(1) = Q.

On désigne par 2 la structure logarithmique sur Spec(W (%)) associée a la structure pré-
logarithmique définie par (Q, ). Il résulte aussitot de la définition de ’homomorphisme 6 (7.2.3)
que le diagramme

(7.14.5) Q —=T(X, #)

W(%) —

W <—ro

est commutatif. Par suite, # induit un morphisme
(7.14.6) j: (X, M) — (Spec(W(Z)), 2)

L’action de T sur R et son action triviale sur I'(X,.#) induisent une action sur Q. Comme ¢
est I'-équivariant, I’action de I' sur Spec(W(Z)) s’étend naturellement en une action sur le schéma
logarithmique (Spec(W(Z%)), 2).
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7.15. Pour tout t € P, les éléments

(7.15.1) (oo (tP"))) en € lim R et 4(t) € T(X, #x),

ot tP") est 'image de t dans P(P") par I'isomorphisme (5.8.4) et a. est ’homomorphisme (5.8.3),
déterminent un élément ¢ de @ (7.14). On verra que cette notation est compatible avec (5.17.2) et
n’induit aucune confusion. L’application

(7.15.2) P—Q, te—t

ainsi définie est un homomorphisme de monoides. On désigne par g: P — W(Z) le composé de g
(7.14.2) et de ’homomorphisme (7.15.2) et par & la structure logarithmique sur Spec(W(Z)) as-
sociée a la structure pré-logarithmique définie par (P, g). On a donc un homomorphisme canonique

(7.15.3) P — 2.

Il est clair que 6 o ¢ est ’homomorphisme P — R déduit de a (cf. 5.8). Comme 6 est surjectif
(7.3), il induit donc une immersion fermée exacte

(7.15.4) it (X, .#5) — (Spec(W(R)), ).

Pour tout g € T, notons 7, I'automorphisme de Spec(W (%)) induit par I'action de g sur W(Z).

La structure logarithmique 7,(%) sur Spec(W (%)) est associée a la structure pré-logarithmique

définie par (P, g o q). Pour tout t € P, on a dans W(Z%)

(7.15.5) 9(q(®)) = [Xe(9)] - 4(t),

oul’on a (abusivement) noté x;: I' = Z, (1) 'application déduite de (5.18.1) et [\;(g)] le relévement
de Teichmiiller de l'image canonique de X:(g) dans %. Par suite, ’homomorphisme

(7.15.6) P — T'(Spec(W(Z£)), Z), t—[xt(g9)] -t
induit un morphisme de structures logarithmiques sur Spec(W (%))
(7.15.7) ag: 7, (P) = P.

De méme, en vertu de (5.18.3), P’homomorphisme

(7.15.8) P — I(Spec(W(2)), 75 (2)), te [g(Relg™"))] -t
induit un morphisme de structures logarithmiques sur Spec(W (%))
(7.15.9) by: P = 1,(2).

On voit aussitdt que ag et by sont des isomorphismes inverses I'un de I'autre (5.18.3), et que
I'application g + (7,-1,a,-1) est une action a gauche de I' sur (Spec(W(Z%)), &). Le morphisme
i (7.15.4) est T-équivariant.

7.16. Les constructions précédentes s’appliquent en particulier & &%. On note les objets ainsi
définis avec un indice S (Qs, qs, Zs, qs, Ps et ig) (cf. 7.5). Lapplication N — Qg définie dans
(7.15.2) envoie 1 sur I’élément T € Qg déterminé par

(7.16.1) (7Tpn)n€N S {in ﬁf et we F(S, <%S).

N
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On a un homomorphisme canonique — ui s’insére dans un diagramme commutatif
S

(7.16.2) N— P
|
Qs Q

W(Z%s) — W(Z)

ou les fleches verticales supérieures sont les homomorphismes (7.15.2). On en déduit un diagramme
commutatif de morphismes I'-équivariants de schémas logarithmiques

(7.16.3) (X, ) ——= (Spec(W(%)), 2)
(S, .M5) — (Spec(W(Zs)), Zs)

Proposition 7.17 ([40] 1.4.2). Supposons qu’il existe une carte fine et saturée h: M — T'(X, #x)

pour (X, Mx) telle que le morphisme composé

(7.17.1) M —T(X, #x)/T'(X,0%)

soit un isomorphisme. Alors le schéma logarithmique (Spec(W(Z)), 2) est fin et saturé et le mor-

phisme j est une immersion fermée exacte.

Corollaire 7.18. Sous les hypothéses de (7.17), pour tout point géométrique T de X, si on pose

g =1i(%) = j(T), alors ’homomorphisme canonique Py — Ly (7.15.3) est un isomorphisme.
Posons Y = Spec(W(£)). Comme i et j sont des immersions fermées exactes, '’homomorphisme

(7.18.1) Py| Oy 5 — 25/ Oy 5

induit par (7.15.3) est un isomorphisme. Comme 25 est intégre, on en déduit que ’homomorphisme
canonique #y — Zy est un isomorphisme.

8. LE TORSEUR DES RELEVEMENTS DU REVETEMENT UNIVERSEL

~

8.1. D’aprés 7.3, 'homomorphisme 0: <% (R) — R est surjectif de > noyau £ (R). De plus, la
multiplication par ¢ dans <% (R) induit un isomorphisme R = 542172( ). On peut donc con51derer
la W(k)-algébre % (R) comme une extension de la W(k)-algébre R par le module libre ER (cette
notation est choisie pour rappeler que 'image de la base canonique de §R dans 42%2( ) est £); e
de méme pour 24 (0¢).

On note €10 le Og-module inverse de 0. Pour tout &c-module M, on désigne les &c-

modules M Qg (E0c) et M ®¢, (§10¢) encore par EM et €71 M, respectivement. Bien que ces
modules soient canoniquement isomorphes & M, il est utile pour la suite de ne pas les identifier.

Ces conventions de notations n’induisent aucune ambiguité puisque £0¢c @4, R s’identifie a 'idéal
¢ts(R).

Nous considérerons dans la suite de cet article des R1 modules de Higgs a coefﬁc1ents dans
' 1QR/@>K QR R1 (resp. des R—moduleb de Higgs a coefficients dans £~ 1QR/ﬁK QR R) (cf. 2.16).
Nous dirons abusivement qu’ils sont & coeflicients dans £~ 10) R/Ox-
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8.2. Conservons les notations de (7.13). Posons % (S) = Spec(#4(0¢)) et o/5(X) = Spec(a(R))
que 'on munit des structures logarithmiques .#, (5) et M oy, (x) images inverses de Ps et &
respectivement (cf. 7.15 et 7.16). On a alors un diagramme commutatif de morphismes de schémas
logarithmiques

(82.1) (X, ) —— ((X), M x))
(S, Mg) — 5> (A (S), M 1 5))

ot 'on a aussi noté ¢ et ig les immersions fermées exactes qui factorisent ¢ et ig respective-

ment (7.16.3). L’action de I' sur (Spec(W(£)), %) induit une action sur (%(Y%/fldz(y)). De

méme, l'action de Gk sur (Spec(W(Zs)), #s) induit une action sur (#(5),.#,,, ). Tous les
morphismes du diagramme (8.2.1) sont équivariants.

Remarque 8.3. Dans [40, 43|, Tsuji travaille avec la structure logarithmique 2 sur Spec(W(Z))
en faisant '’hypothése de 7.17. Il montre par ailleurs que quitte & remplacer X par un recouvrement
par des ouverts affines, on peut supposer cette hypothése remplie ([40] 1.3.3). D’apres 7.18, sous la
méme hypothése, les structures logarithmiques sur o%4(X) images inverses de 2 et & coincident.
Toutefois, nous aurons besoin de considérer des situations ot I'hypothése n’est pas nécessairement
satisfaite (12.25). C’est la raison pour laquelle nous avons préféré travailler avec 2.

8.4. Une (#(9), M o, 5))-déformation lisse de (X, Mx) X (s.us) (S, #5) est la donnée d’un
morphisme lisse de schémas logarithmiques fins (X, .7 %) = ((S), . (@) et dun (S, Ms)-
isomorphisme

(841) (X, «%X) X (8, s) (?, %g) = (X, jff() X (M2(§)7%d2(§)) (g, .ﬂg)

D’aprés ([27], 3.14), comme [: (X, #x) — (S, .#s) est lisse et saturé et X affine, une telle défor-
mation existe et est unique & isomorphisme prés. Son groupe d’automorphismes est isomorphe a

(8.4.2) Homps,, o0(Qp/0, ®ow Oc,ER @0, Oc).
On rappelle que 'on a posé 5}2/6’;( = Q%R,P)/(ﬁK,N) (5.16.3).

Dans la suite de cette section, nous fixons une telle déformation ()Z' M)

8.5. Soit U un ouvert de X. On note U l'ouvert de 7o(X) défini par U. On désigne par .,?(55 M) (U)
X

I’ensemble des fléches pointillées qui complétent le diagramme

(8.5.1) (U, #%|U)
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de facon a le laisser commutatif. Le foncteur U — ‘iﬂ( e %N)(U ) est un faisceau pour la topologie
? X

de Zariski de X. D’aprés (|27] 3.9; cf. 3.18), .,?(g ) st un torseur sous le ﬁ—module
X

(8.5.2) T = Hom=(Qg/ 0, ®r R.ER).
11 est donc représentable par un X-schéma affine
(8.5.3) L(}z’j[}?) = Spec(@o}’ﬂ)ﬂ).

Pour alléger les notations, on omettra .# s de I'indice dans DZ)?,//\”?), L()?,%)?) et .@(27/{?).

Le R-dual de T est canoniquement isomorphe a & ’152}% 6y ® r R. On désigne par T le X-schéma
en groupes

(8.5.4) T = Spec(¥),

ou ¥ est la ﬁ—algébre graduée

(8.5.5) € = Buz0G, = Sym=(¢ 'y, Or R).
On a une action naturelle

(8.5.6) T xy Ly —Lg.

Le groupe A agit & gauche sur T et L de fagons compatibles avec son action naturelle sur X.
L’action sur T est induite par I'action triviale sur & _19}% oy €t laction sur L est définie de la
facon suivante. Soient g € A, U un ouvert de X, ¢ € L (U),

le morphisme correspondant a . Comme i est A-équivariant et que A agit trivialement sur
(S, .#3), le morphisme composé

(8.5.7) (9(0), My 5 9(0)) L (Ul ) |0) 2 (Xt

prolonge le morphisme canonique (g(U), #~|g9(U)) — (X, M %) On lui fait correspondre alors la
section go o g™t € Lg(g(U)).

Le morphisme (8.5.6) est A-équivariant.
8.6. L’accouplement T’ ®= (5_16}2/01(:83 R) — R s’étend en un accouplement T ®= € — €, ou
les éléments de T agissent comme des R-dérivations de . On définit ainsi un morphisme
(8.6.1) T —I(T,Tpx), u— D,
ou Ty 5 est le fibré tangent de T sur X. Celui-ci identifie T au module des champs de vecteurs
de T sur X invariants par translation. Il induit aussi un isomorphisme
(8.6.2) T @= 0r = Ty /x.

Notons II = @,,>¢Il,, 1’algébre & puissances divisées de 7. On a un accouplement canonique

(8.6.3) M, ®= Coym = Cm,
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qui est parfait si m = 0 ([4] A.10). Soient v € T'= T(X), 7,: T — T la translation par u. Alors
D,, appartient a l'idéal a puissances divisées de II, et on peut définir exp(D,,) comme un opérateur
différentiel d’ordre infini de %. Pour tout = € %, on a la formule de Taylor

(8.6.4) Tio(x) = exp(Dy,)(x).
8.7. Comme l'action de D, (u € T) sur € est invariante par translation, I’action de II sur ¢

induit une action sur Z5. Pour tout n > 0, on désigne par N, (Z5) le sous-R-module de Z5
formé des éléments annulés par @;~,II;. On obtient ainsi une filtration croissante de ¥ telle

que No(Z5) = R et N (Z25)Nn(Z5) C Nign(Z5) pour tous m,n > 0. On a un isomorphisme
canonique de ﬁ—algébres graduées

(8.7.1) Gr)(25) ~ .

L’action de A sur Z¢ préserve la filtration N, et I'isomorphisme (8.7.1) est A-équivariant. Posons

F 5 =Ni(Z5), de sorte que I'on a une suite exacte canonique de R-représentations de A
(8.7.2) 0=2R—> Tz =050, @ R—0.

8.8. Soit ()Nf’,///); ) une autre (%(g),J//MQ(E))-déformation lisse de (X, #x) X(s,.as) (S, Mz).

Alors on a un isomorphisme de (#(5), #,, g )-déformations

(8.8.1) u: (X, M) S (X!, Mz,).

Le morphisme £y — L5, ¥ — 1 o u définit un ﬁ—isomorphisme A-équivariant
(8.8.2) v: D5 = D

Celui-ci induit un isomorphisme ﬁ—linéaire et A-équivariant

(8.8.3) Tz = Tz

qui s’insére dans un diagramme commutatif

(8.8.4) 0 v Tz, 1L, ®p R —>0
0 3 T 10, @R RE—0

8.9. L’isomorphisme (8.6.2) induit par dualité un isomorphisme

(8.9.1) ng/ﬁ 7' 6, ®R G
Notons
(8.9.2) dg: € =0k 0, ORE

la. R-dérivation universelle de ¢. Le morphisme (8.6.1) est défini explicitement de la facon suivante :
pour u € T, si on note u': £ _152}2 16k OR R — R le morphisme R-linéaire déduit de u, alors D,
est la R-dérivation composée

de =~ ' ®i
(8.9.3) ¢ >0k, OrC g
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On peut alors redémontrer directement que 1'opérateur différentiel

(8.9.4) exp(Dy): € =€

est bien défini et que c’est un isomorphisme de R-algébres (8.6.4). En effet, D, envoie %, sur
@n—1; il est donc nilpotent sur N, (%) pour tout n > 0. Donc exp(D,,) est bien défini comme

automorphisme de la E[%]—algébre (5[%] D’autre part, pour tout « € €1, on a
(8.9.5) exp(Dy)(z) =z + u/(z).
On en déduit que exp(Dy)(€) C € et par suite que exp(D,)(¥€) = € (puisque D_, = —D,,).

8.10. Il résulte de (8.9.1) qu’on a un isomorphisme canonique

(8.10.1) Ql@;/ﬁ =% 0, Or D
Notons
(8.10.2) do: D5 = & 'Qhp, Or D3

la R-dérivation universelle de P5. Soient ¥ € L5 (X),

(8103) T)?wt L)?:>T
I'isomorphisme défini par ¢ — ¢ — 1, 7')’% " ¢ > D5 le X-isomorphisme induit. On vérifie immé-
diatement que le diagramme

*
X,

(8.10.4) @ * P+
idRTE

d(gl \Ldg)?
X, ~

g—lﬁg/ﬁk Q€ ———= (71, Or Dx

est commutatif.

8.11. Pour tous 9,v’ € L(X), la différence ¢ — )’ définit une section Oy €T (8.5.2), ou de

fagon équivalente, un morphisme R-linéaire

~

(8.11.1) 0% v & Qrjo, ®r B — R.

La section ¢ € L (X) définit un scindage vy S R de la suite exacte (8.7.2). Le mor-

phisme idgz_ —vg " induit un morphisme R-linéaire

(8.11.2) Uz €0, Or R = Fx,

qui n’est autre que la restriction de ’7';% " a %1, ou T3y 5t l’isomorphisme défini dans (8.10.3). On
a donc

(8.11.3) a;aw’w, =UF gy~ UF g
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8.12. Pour tous g € A et 1) € Lg(X), posons
(8.12.1) Ip=goog e Lg(X),

ott g~ ! agit sur X et g sur LL 5 (cf. (8.5.7) pour une description équivalente de cette section en
terme du faisceau ). On définit ainsi une action & gauche de A sur L(X). On a

(8.12.2) Ugop =9OUg 09 "

On rappelle que 'on passe de I'action de A sur L g a celle sur .% 5 par g* <> g1 (et de méme pour
!

'action sur X). Par suite, pour tout = € 5719}%/@( ®pr R1, U'application g +— T% 0w

(z) est un
cocycle de A a valeurs dans R (8.11.3). L’application ainsi définie
(8.12.3) £10% 6, ®r R — HY(A,R)

est clairement induite par le bord de la suite exacte longue de cohomologie obtenue en appliquant
le foncteur I'(A, —) a la suite exacte (8.7.2).
On désigne par D3 oy Iimage de 0% ap.ay PAT le morphisme (8.6.1) et par

(8.12.4) ©5.4(9) =exp(Dg 4 ay) 09

le composé du R-automorphisme exp(D .ay) de € défini dans (8.9.4) et de I'action naturelle de
g sur € (8.5). Pour tous g,¢' € A, on a

(8.12.5) x99 =95 .,(9) 0wz ,(9).
En effet, comme les deux membres de 1’égalité sont des automorphismes de % et qu’ils coincident
sur R, il suffit de montrer qu’ils sont égaux sur les éléments de & _162}% Joxc C %1. Cela résulte du

fait que pour tout z € 5_16}3/@(7 on a

(8.12.6) e34@@) = vtk (),
’ o / / /
(8.12.7) Uf,w,g/gw(x) = ")?,w,g/w(‘”) +go O')Z—,w,gw(x).
L’homomorphisme
(8.12.8) 5.0 A= Autg (%)

ainsi défini fait de ¥ une R-représentation de A. La proposition suivante donne une définition
équivalente de cette action.

Lemme 8.13. Soient 1) € L5(X),
(8.13.1) Tt L 5T
lisomorphisme défini par ¢' — " — 1. On munit L de Uaction naturelle de A (8.5) et T de

Vaction induite par o5, (8.12.8). Alors 75, est A-équivariant.

L’isomorphisme (8.13.1) est défini par un isomorphisme de R-algébres

(8.13.2) T2 € = D5

Comme ¢ ¢ " étend la représentation naturelle de A sur R, il suffit de montrer que pour tout g € A
et tout = € 5_15}2/@( C %1, on a

(8.13.3) e (0x.,@@) = g(r% ().
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Mais d’aprés 8.11 et (8.12.2), on a
(5.13.0) 7 Gra @) = T et @)
= ug (@) +0% ., @) =ug ., (2)
— glug,,@) = 9(r% @)
Lemme 8.14. Pour tous ¢ € L5 (X) et g € A, le diagramme

50)7111)(9)

(8.14.1) @ 3

B B

~ id®@ex ,(9) ~
5_19}:{/6’1( ®RC€4 X9 5_19}3{/6}( ®R%

est commutatif.

Cela résulte de 8.13 et du fait que le diagramme analogue pour Z; est commutatif.

Définition 8.15. On dit qu'un élément ¢ de £ (X) est optimal si pour tout g € A, le morphisme
Of .oy (8:11) se factorise en

(8.15.1) Q%o ®r R — R(1) = piT€R — €R,

ou la deuxiéme fléche est I'isomorphisme (7.7.1) la derniére fleche est I'injection canonique.

8.16. On désigne par € la R-algébre graduée

(8.16.1) € = Bn>0€y = Sym=(Qg/p, Or R(-1)).

L’isomorphisme canonique (7.7.1)

(8.16.2) E'0ho, Or RS priQy 0 ®r R(-1)

induit un R-homomorphisme

(8.16.3) 1C ¢

tel que j ®z, Q, soit un isomorphisme.
Pour tout ¢ € £5(X), on note encore @5 , Vaction de A sur Q[%] déduite de son action sur

¢ définie dans (8.12.8) via ) ®z, Q. Pour que l'action p ¢, de A sur C[%] préserve €, il faut et il
suffit que v soit optimal. En effet, notons

1

(8.16.4) Fpop: Vnjo, ®r R(—1) 5 p 7T

=

le morphisme R-linéaire déduit de Oy ©F de l'isomorphisme (7.7.1). Alors pour tous g € A et

T e ﬁ}%/ﬁ}{(_l) - Q:la on a
(8.16.5) P () = T4 Cg 0y (2)-

Par suite, pour que P% préserve €, il faut et il suffit que S pay SC factorise a travers R C p~ -1 R
pour tout g € A, ce qui est équivalent au fait que 1 soit optimal.
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8.17. D’apres 4.2(Cj), il existe essentiellement un unique morphisme étale
(8.17.1) (Xo,%)?[]) — (%(?),%Mg(g)) XB[N] B[P]
qui s’insére dans un diagramme commutatif & carrés cartésiens

(8172) (X, %X) X (8,4 s) (?, %g) —— (g, %g) X B[N] B[P}

| |

()?0,///)?0) (%(§>"//ld2(§)) X BIN] B[P] — (’52{2(3)’%%2@))

| la
171 BN

ol le morphisme a est défini par la carte N — I'(#4(5), #,,5)),1 — 7 (7.16.1). On dit que
()Z'O,///;(O) est la (%(g),//{Q{Q(g))—déformation lisse de (X, . #x) X(s,.us) (S, #zg) définie par la
carte (P,7).

Le diagramme

(S, s)
|

B

) > (A(X), M, ) —— BIP]

| |

(S, M)~ (A(5), M, 5)) —— BIN]

(8.17.3)

<
2

ot le morphisme b est défini par la carte P — I'(4(X), M oy (3)): t est commutatif (7.15.2).
11 est clair que le diagramme (sans la fleche pointillée)

ol ¢ est défini par (8.17.3) est commutatif. On peut le compléter par une unique fleche pointillée
(8.17.5) Yo € Lz, (X)
de fagon a le laisser commutatif. On dit que ¢ est la section de L (X) définie par la carte (P, 7).

Proposition 8.18. Conservons les notations de (8.17). Pour toust € P8P et g € A, on a
(8.18.1) 0%, vrun (d108(1)) = —log([xe(9)]),

0U 05, ooy = Yo — %0 € T (8.11), dlog(t) est Iimage canonique de t dans ﬁ%%/ﬁK (5.17.5) et
log([xt]) désigne I’homomorphisme composé

n lo ~ ~
(8.18.2) A —— Ao —>Z,(1) ﬂpﬁgﬁ—wﬁ,
ot la premiére et la derniére fleches sont les morphismes canoniques, x: est [’homomorphisme

(5.18.5) et la troisieme fleche est induite par l'isomorphisme (7.7.1). En particulier, 1o est optimal
(8.15).
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Comme les deux membres de 1’équation (8.18.1) sont des homomorphismes de P8P dans £R, on
peut se borner au cas ou ¢ € P. Les morphismes ¢ et ¢g o g1, oil ¢ est le morphisme défini dans
(8.17.4) et g~ agit sur (o (X), ///%(Y))’ prolongent le méme morphisme

(X, M) = ((S), M oy, 5)) * B B[P).

D’aprés les définitions et la condition 4.2(Cj), la différence ¢g — g0 g~!

correspond au morphisme
O %o bo.0y € 1+ D’autre part, on a g(t) = [xi(g)] - ¢ dans I'(%(X), 4, x) (7.15.6). La premicre
proposition s’ensuit compte tenu de 3.18 et (7.6.1). La seconde proposition est une conséquence

immeédiate de la premiére.

8.19. Soient t1,...,tq € PP tels que leurs images dans (P®#P/Z)\) ®z Z, forment une Z,-base, de
sorte que (dlog(t ‘))1<@<d forment une R-base de QR/@ (5.17.5). Pour tout 1 < ¢ < d, posons

y; = £ Ydlog(t;) € €~ 191 Rjox C % et notons y; '’homomorphisme composé

Xt log([]) 4

(8.19.1) A A Zp(1) prEOc

ou la premiére fléche est le morphisme canonique, x;, est 'homomorphisme (5.18.5) et la troisiéme
fleche est induite par I'isomorphisme (7.7.1). Il résulte alors de (8.18.1) et (8.9.3) que 'action ¢ 5
de A sur ¥ définie dans (8.12.8) est donnée pour tout g € A par

(8.19.2) D% (9) = €XD(— ZE ' (9) 9.

On désigne par G la sous—]/%\l—algébre de ¥ définie par
(8.19.3) & = Symp (€700, Or R1).

11 résulte de (8.19.2) que laction %ot de A sur ¥ préserve &, et que 'action induite sur & se
factorise a travers Ape

Théoréme 8.20. Conservons les notations de (8.17) et notons (P8P /Z\)p le quotient de P8P /Z)\
par son sous-module de torsion. Alors la donnée d’un inverse a droite

(8.20.1) w: (PP /Z\ ), — PSP

du morphisme canonique P8P — (P8P /Z\)y, détermine uniquement un morphisme R-linéaire et
A-équivariant

(8.20.2) Buip 71Ty —E

qui s’insére dans un diagramme commutatif

(8.20.3) 0

=

*)p_ﬁjf(g prﬁf_lﬁ}%/ﬁl( ®R§*> 0

s
TR
— (7p)

-1R & Q)0 @ R(—1)

0 0

ou les lignes proviennent des suites exactes (5.21.2) et (8.7.2) et ¢ est induit par l'isomorphisme
(7.7.1).
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Comme le sous-groupe de torsion de P8P/ZA\ est d’ordre premier & p, l'isomorphisme (5.12.1)
induit un isomorphisme

(PE2/Z\ )b @2 R 5 Q6 -
Par suite, le composé de w avec ’homomorphisme P& — &(1),t + dlog(t) (5.17.3) induit un
morphisme R-linéaire que ’on note
(8.20.4) Tpo: o Or R — E(1).
D’aprés (5.17.4), oy, est un scindage de la suite exacte (5.21.2) tordue par Zy(1). Pour tout
x € &(1), posons
(8.205) (Wo,2) = 7 — 04, () € (mp) " R(D),

onv: &(1) — ﬁ}% Jox OR R est le morphisme canonique. On définit une application

(8.20.6) (,): L. (X) x (1) = (mp)"R(1)

de la fagon suivante : pour tout ¢ € T (8.5.2), si on note ¢ le morphisme composé

1

(8.20.7) Q4o Or R -2 €R "5 p~ 7T R(1) — (mp) " R(1),

ot la deuxiéme fléche est induite par I'isomorphisme (7.7.1) et la troisiéme flache est linjection
canonique, on a

(8.20.8) (o + ¢, ) = (tho, ) — P(v(z)).

Pour tout ¢ € L5, (X), le morphisme &(1) — (ﬂp)’lﬁ(l),z — (1, z) est un scindage de la
suite exacte (5.21.2) tordue par Z,(1).
Montrons que pour tous ¥ € .i”);o (X),zr€&(1)etge A,ona

(8.20.9) 9((h,x)) = (Y4, g(x)).

Considérons d’abord le cas ¢ = 1. Il suffit alors de montrer que pour tout = € (NZ}%/@K ®r R, on a

(8.20.10) T Sy s (1) = 00 (1) = gl (97" 2)),
ot le membre de gauche est défini comme dans (8.20.7) & partir de O %oboowy — Yo =% €T
(8.11). Soient ¢t € P, y son image canonique dans (P8P /ZA)up, 2 = w(y) € PEP. On a alors
oy (dlog(t)) = dlog(z).

D’autre part, en vertu de 8.18, on a

T %y apo 00 (A108(1)) = (xe(9)) ",
ou (xt(9))™' € Z,(1) C ﬁ(l) C (ﬂ'p)*lﬁ(l). On observera que le caractére log([ ]) disparait de
la formule a cause de la définition (8.20.7). Comme l'image de x:(¢) par linjection canonique
(mp) ' R(1) — &(1) est dlog(x:(g)) (5.17), il suffit encore de montrer la relation suivante dans
&(1)
(8.20.11) g(dlog(z)) = dlog(z) + log(x:(9))-

On peut évidemment remplacer ¢ par une puissance, et donc supposer t — z € Z\. Comme A fixe

dlog()), la relation (8.20.11) résulte de (5.19.1).
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Dans le cas général, pour tous ¢ € T, z € &(1) et g € A, on a

9o+ ¢,2)) = g((¥o,2)) = goo(v())
= (%o, g(x)) —godog (v(g(x)))
= (po+gopogt g(x))
= (", g(2)),
ce qui achéve la preuve de (8.20.9).
Pour tout = € &(1), 'application ¢ — (1, z) est une fonction affine sur L, & valeurs dans
(mp)~1R(1); I'application
E1) = (mp)~'Fg (1)
= (Ve (Y1)
est un morphisme R-linéaire et A-équivariant en vertu de (8.20.9). Le morphisme induit
-1
& — (7Tp) ﬁ}}o
s’insére dans un digramme commutatif

~

0—>(rp) 'R & Qg ©r B(=1) ———0

(mp) L7 T O, @ R(=1) —>0

0 — (np) 'R — (7)) T g, —— (np) "¢ 'Q . @r B

~

ol i; est l'injection canonique. Considérons le diagramme commutatif

s L W p—

l
OH(ﬂp)_lﬁ H pFIET 19}%/5 ®@r R—=0
°|
04>(7r,0)’1§4>(7m) 1ﬂ~04>(7rp) le— 191/0 ®RR4>O

oll iy et i3 sont les injections canoniques et 7 est I'image inverse de (mwp)~1.% 7 par iz. Comme
io0c™t = ¢ ! oiy, on en déduit un isomorphisme a: J# = & qui s’insére dans un diagramme

commutatif
0—> (ﬂp)—lﬁﬁfﬂp*ﬁg—lﬁk/@ @p R—>0

la -

~

0——(mp)"'R & ﬁ}g/ﬁx ®r R(-1)

0
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Le morphisme pfﬁﬁé — & composé de 'injection canonique p7ﬁ§20 — S et de a répond
alors a la question.

Corollaire 8.21. Il existe un morphisme R-linéaire et A-équivariant

(8.21.1) p—pljﬁg N
qui s’insére dans un diagramme commutatif
(8.21.2) 0——>p 7 iR —>p 71 Fg —=p 1, ©p R —>0
| l |-
049(7rp)—1ﬁ & ﬁ}“’»/ﬁx ®R§(—1) 0

ou les lignes proviennent des suites exactes (5.21.2) et (8.7.2) et ¢ est induit par l'isomorphisme
(7.7.1).

Cela résulte de 8.8 et 8.20.

9. COHOMOLOGIE GALOISIENNE II

Dans cette section, nous reprenons en les généralisant légérement des résultats de T. Tsuji [43].

9.1. On désigne par % le séparé complété p-adique de la R-algébre % (8.5.5) et par €T son complété
faible, c’est & dire, la sous- R-algébre des éléments z de ‘gqui peuvent s’écrire comme somme d’une
série

(9.1.1) 2= pfi@n,. . a),

Jj=0

ol z1,...,2, €C, fj € R[X1,...,X,] et il existe une constante ¢ vérifiant deg(f;) < c(j+1) (30
déf. 1.1). I revient au méme de dire que z peut s’écrire sous la forme d’une série

(9.1.2) z= Zajxj,

§>0

telle qu’il existe deux nombres rationnels «, 8 > 0 tels que pour tout j > 0, on ait
(9.1.3) xj € Sym%(ﬁ_lﬁ}%/ﬁk ®r ﬁ), a; € Oc et v(aj) > aj —f.

On désigne par
(9.1.4) At C — Qo ORC
la ﬁ—dérivation continue universelle de:g, i.e., le prolongement de la dérivation d¢ (8.9.2) aux
complétés (on notera que le R-module Q}% 6 €St libre de type fini). Elle induit par restriction a
€1 une ﬁ-dérivation
(9.1.5) dgi: €1 = €70 5, @R ET.

Il est clair que d (resp. dg+) est un R-champ de Higgs sur 2 (resp. €T) a coefficients dans
f‘lﬁ}g/ﬁK (cf. 2.16 et 8.1).
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Soient (X, Mz,) la (e (S), M o, (5))-déformation lisse de (X, Ax) X (s,.u5) (S, #5) définie par

la carte (P,7) (8.17.1), ¢ € L5, (X) la section définie par la méme carte (8.17.5). On note encore
@o laction oz - de A sur ¢ définie dans (8.12.8). Celle-ci se prolonge en une action sur % qui
préserve €1 ; on note @y et <p;r) les actions de A sur € et €7, respectivement, ainsi définies. Il résulte
de 8.14 que dz et dgt sont A-équivariants.

Remarque 9.2. (i) Bien que R ne soit pas noethérien, les énoncés ([30] 1.4 et 1.6) valent encore
pour €' par les mémes preuves. Par suite, p&' est contenu dans le radical de €1, et pour tout
nombre rationnel o > 0, le morphisme canonique

(9.2.1) € /p*€ — €T /peT

est un isomorphisme.

(ii) Les anneaux %, % et €T sont plats sur Oc. En effet, € étant plat sur R, il est plat sur
O¢ (4.12). Procédant comme dans la preuve de 4.12, on en déduit que p n’est pas diviseur de zéro
dans €, et donc dans ¢'T. Par suite, 4 et €T sont plats sur O¢ ([1] 1.9.12).

Proposition 9.3. Les actions @g, oo et gag) de A sur €, % et €1, respectivement, sont continues
pour les topologies p-adiques.

Compte tenu de (9.2.1), il suffit de montrer que pour tout entier n > 0, I'action de A sur € /p"€
est continue pour la topologie discréte. Reprenons les hypothéses et notations de (8.19). Comme
'action de A sur R/p™R est continue pour la topologie discréte, il suffit de montrer que pour tout
1 < i < d, le stabilisateur de la classe de y; dans € /p" % est ouvert dans A. D’aprés (8.19.2), pour
tout g € A, on a

(9.3.1) eo(9) (i) = yi — & "xilg).

Soit ¢ un générateur de Z,(1). Il existe a € Z, tel que x;(g9) = [(?] — 1 € (0¢). Par linéarité,
si r = wvy(a), on alog([¢?]) € p 0, et par suite ¢o(g)(y;) — yi € p"€. L'ensemble des g € A tels
que r > n étant un sous-groupe ouvert de A, on en déduit que le stabilisateur de la classe de y;
dans € /p" € est ouvert dans A.

9.4. Pour tout nombre rationnel ¢ > 0, on définit la sous—ﬁ—algébre €° de € par
(9.4.1) ¢ = Sym=(p°¢ Qg 0, Or R).

On désigne par €° le séparé complété p-adique de €°. On munit €° (resp. %° ®z, Qp) de la

topologie p-adique (2.3). Comme R est Oc-plat (4.12), 'homomorphisme canonique ¢ > ¢
est injectif et son image est contenue dans %’7. 1l résulte facilement de la description (9.1.2) que
I’homomorphisme canonique

(9.4.2) lim €° @z, Qp €' @z, Q,
c€Qxo

est un isomorphisme.

Lemme 9.5. Soit ¢ un nombre rationnel > 0.

(i) La sous-R-algebre €° de € est stable par Uaction oo de A sur €, et les actions induites de
A sur €° et €€ sont continues pour les topologies p-adiques.
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(ii) On a
(9.5.1) dg(€°) C €'y 0, ORC°,
(9.5.2) dgt(€°) CE 10 0, OREC.

Reprenons pour cette preuve les hypothéses et notations de (8.19).
(i) Pour tous 1 <i<det g€ A,on a

(9.5.3) eo(9) (W) =y — € "xil9)

et £ 1xi(g) € pplj O¢ . Par suite, €° est stable par ¢o(g). Nous avons montré dans la preuve de
9.3 que pour tout entier n > 0, il existe un sous-groupe ouvert A’ de A tel que pour tout g € A/,
¢ xi(g) € p"Oc. Comme 'action de A sur R est continue pour la topologie p-adique, on en déduit
que Paction de A sur €¢/p™ % est continue pour la topologie discréte. Les actions de A sur €€ et
%° sont donc continues pour les topologies p-adiques.

(ii) La premiére relation résulte du fait que pour tous entiers ny,...,ng > 0, on a
d
. =084 _
(9.5.4) de( [T vi)=>_n; [[ v @& 'dlog(t;).
1<i<d j=1  1<i<d

La seconde relation se déduit de la premieére.

9.6. Notons K(%'T, dyt) le complexe de Dolbeault associé au R-module de Higgs (¢7,dy+) a coef-
ficients dans 5_19}2/@( (2.16.2) et K(%T,dy+) le complexe de Dolbeault augmenté
(9.6.1) R—KYE, dgt) = KHET, dgt) = - 5 KY(ET,dygt) — ...,

ol R est placé en degré —1 et la différentielle R — % est ’homomorphisme canonique. Il résulte de
9.5(ii) que dg+ définit un R-champ de Higgs sur %° a coefficients dans f‘lﬁ}%/m{ ; on désigne par
K(‘gc, de+) le complexe de Dolbeault associé et par ]K(%?c, d1) le complexe de Dolbeault augmenté
(9.6.2) R — KY(C°, dgt) — K (C°, dgt) — -+ — K" (€°, degt) — . ..

défini comme plus haut.

Proposition 9.7. Pour tous nombres rationnels ¢’ > ¢ > 0, le morphisme canonique

(9.7.1) K*(6°,dgt) ®z, Qp — K*(€°, dgt) @z, Q,

est homotope a 0 par une homotopie continue.

Soient ti,...,tq € PP tels que leurs images dans (P®P/Z\) @z Z, forment une Z,-base, de
sorte que (dlog(t;))1<i<q forment une R-base de Q}?,/é’x (5.17.5). Pour tout 1 < ¢ < d, posons

y; = £ Ydlog(t;) € f‘lﬁ}z/ﬁK C €. On désigne par
(9.72) BB @y Q- R, Q,

le morphisme R-linéaire défini par

(9.7.3) h( Z ap H yit) = aop.

n=(n1,...,nqg) EN? 1<i<d
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Pour tout entier m > 0, il existe un et un unique morphisme ﬁ—linéaire

(9.7.4) R TR @R 6 @1, @y — MO 6, Or G ®2, Q,
tel que pour tout 1 < iy < -+ < iy < d, on ait

9.7.5)  h"( > an [[ v @& dlog(ti,) A+ A g dlog(ti,, )

n=(ni,...,nq)€Nd  1<i<d

a i+0ii — —
= > o I v e dlog(t) Ao A€ dlog(l ),
n=(n1,...,na)€Jiy—1 1<i<d
ott J;,_1 est le sous-ensemble de N? formé des éléments n = (ny,...,ng) tels que ny = --- =
ni,—1 = 0. Il existe un entier & > 0 tel que pour tout entier m > 0, on ait
(9.7.6) W™ (e TIOE @RET) CETMOR 6, ORCE.

Les morphismes (h™),,>_1 sont donc continues pour les topologies p-adiques. On vérifie aussitot
qu’ils définissent une homotopie reliant 0 au morphisme (9.7.1).

Corollaire 9.8. Le compleze K®(¢'1,dy1) ®z, Q, est une résolution de ﬁ[%]

Cela résulte de 9.7 et (9.4.2).
Théoréme 9.9 (Tsuji, [43] 6.2). On a

m H 2 Ri®z,Q, sii=0
9.1 lim Hi,. (A = g )
1) o ol & 07 52, G { 0 sii>0.

La preuve de ce théoréme sera donnée dans 9.16. Nous l'avons repoussée vers la fin de cette
section car elle nécessite 'introduction de notations assez lourdes. On notera que cet énoncé est
légérement plus général que celui de Tsuji ([43] 6.2).

Corollaire 9.10. On a (¢1)? = R;.

En effet, on a (¢1)2 =¢Tn ]/%\1[%] en vertu de (9.4.2) et 9.9. D’autre part, on a ¢ ﬂﬁ[%] ~-R

et (R)® = R, d’aprés 6.25(1). On en déduit que (12 = R;.

9.11. On désigne par G le séparé complété p-adique de la ]/%:—algébre

(9.11.1) & =Symz (€' 0, ®r R1)

et par & son complété faible (cf. 9.1). On notera que & est Ry-plat en vertu de ([1] 1.12.4).

L’homomorphisme canonique & — % induit par prolongement aux complétés un homomorphisme
& — € et par suite un homomorphisme &t — #t. On désigne par

(9.11.2) dg: 6 = 7'0% 0, O 6
la I/%\l—dérivation continue universelle de &. Elle induit par restriction a ST une E—dérivation
(9.11.3) det: 6" = €71, @R &1

Les dérivations dg et d (resp. dg+ et dgt) sont clairement compatibles.

On rappelle (8.19) que I'action ¢y = P %ot de A sur ¥ préserve & et que I'action induite sur
G se factorise a travers Ape ; on la note aussi (. Cette derniére se prolonge en une action de Ape
sur & qui préserve &' ; on note aussi @y et gog; les actions de Ape sur S et &', respectivement,
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ainsi définies. Les actions ¢q, @p et gaz) de Ape sur 6, S et &', respectivement, sont continues
pour les topologies p-adiques. Ceci se démontre en calquant la preuve de 9.3, ou s’en déduit en
observant que pour tout entier n > 0, ’homomorphisme canonique &/p"& — € /p™% est injectif
(cf. la preuve de 4.12). Les homomorphismes canoniques G = € et & — €T sont injectifs et
A-équivariants. Il résulte de 8.14 que dg et dg+ sont Ajec-équivariants.

9.12. Posons

(9.12.1) Co = 6®5 R,
(9.12.2) Co = G@p Rye.

On désigne par ‘foo (resp. %?;,oo) le séparé complété p-adique de 6, (resp. €y ) et par €L (resp.
%Joo) son complété faible (cf. 9.1). L’action ¢¢ de Ape sur & induit une action de Ape sur Gpe.
Cette derniére se prolonge en une action de Ape sur %Apm qui préserve (fgoo. Les actions de Ape
sur Gpee, ‘g;,oo et %”Joo sont continues pour les topologies p-adiques. De méme, ¢ induit des actions
de Ay, sur G, ‘goo et €1 qui sont continues pour les topologies p-adiques.

—

Pour tout nombre rationnel ¢ > 0, on définit la sous-R..-algébre €< de €~ par
(9.12.3) €S, = Symz= (p°€ 'Ok, Or Roo).

On désigne par ‘J?OCO le séparé complété p-adique de €< . On munit %ZCO (resp. ‘5?0“0 ®z, Qp) de la
topologie p-adique (2.3). Comme R, est Oc-plat (4.12), ’homomorphisme canonique € — 6o
est injectif et son image est contenue dans ‘f;fo De plus, 'homomorphisme canonique
(9.12.4) lim %5, ®z, Qp — €L ®z, Qp

c€Qxo
est un isomorphisme. La preuve de 9.5(i) montre que €< est stable par 'action de Ay, sur €, et
Paction induite de A, sur €< et €5 sont continues pour les topologies p-adiques.

—

De méme, on définit la sous-Rj-algébre €= de €, par

(9.12.5) Gy = Sympg— (0°€ ', Or By),
On désigne par CKAPCOO le séparé complété p-adique de €. On munit ‘gp%o (resp. ‘gpﬁx} ®z, Qp) de la
topologie p-adique (2.3). L’algébre €= vérifie des propriétés analogues & celles vérifiées par €5 .
En particulier, €. est stable par 'action de Ape sur 6, et les actions induites de Apee sur 6

et ‘gpcm sont continues pour les topologies p-adiques.

Lemme 9.13. Pour tout nombre rationnel ¢ > 0 et tout entier ¢ > 0, le morphisme canonique

(9131) Hj:ont(Apoc7Cgpc°°) - Héont(ACX'H(g\o%)
est un isomorphisme, et le morphisme canonique
(9-13.2) H g (Do, G5) = Higpy (A, )

est un presque-isomorphisme.
Soit r un entier > 0. L’homomorphisme canonique
(9.13.3) Cpoo [ D" Cpoo — (€S, [p €S>
est un isomorphisme en vertu de 6.13. Il en résulte par (4.10.1) que le morphisme canonique
(9.13.4) Hi(Apoc,%pCm /P ) = H (Ao, €5 Jp"€5)



SUR LA CORRESPONDANCE DE SIMPSON p-ADIQUE. I 83

est un isomorphisme. On en déduit par (2.13.4) et (2.13.5) que le morphisme (9.13.1) est un
isomorphisme.
D’autre part, ’homomorphisme canonique

(9.13.5) CL " CE, — (€°/p"E°)”
est un presque-isomorphisme en vertu de 4.20. On en déduit par 4.18 que le morphisme canonique
(9.13.6) Up: H(Aoo, €S, /0" 65) — HY(A, € /p"€°)
est un presque-isomorphisme. Notons A, (resp. C.) le noyau (resp. conoyau) de ,. Alors les
O7-modules
lim A,, lim C,, R'lim 4,, R'lim C,
— — — —
>0 >0 >0 >0
sont presque nuls en vertu de ([20] 2.4.2(ii)). Par suite, les morphismes
lim ), et RMim 1,
— —
>0 >0

sont des presque-isomorphismes. On en déduit par (2.13.4) et (2.13.5) que le morphisme (9.13.2)
est un isomorphisme.

9.14. Soient ti,...,tq € P®P tels que leurs images dans (P8P /Z)) ®z Z, forment une Z,-base,
(Xt;)1<i<d leurs images dans Hom(Ape,Zy(1)) (5.18.5), ¢ une Zy,-base de Z,(1). Les (x+,)1<i<d
forment une Z,-base de Hom(Ap,Z,(1)) (5.18.8). Il existe donc une unique Zy,-base (y;)i1<i<q de
Ape telle que x4, (v5) = 6;;¢ pour tous 1 < 4,5 < d (4.9). Pour tout entier 0 < ¢ < d, on désigne
iZpee le sous-groupe de (6.10.8)

(9.14.1) Epee = Hom(Apeo, pip (OF))
formé des homomorphismes v: Apec — ,upoo(ﬁ?N) tels que v(7y;) = 1 pour tout 1 < j <.

Les (dlog(t;))1<i<q forment une R-base de QlR/ﬁK (5.17.5). Pour tout 1 < i < d et tout n =
(n1,...,nq) € N posons y; = ¢~ dlog(t;) € 5’1(2}{/01( C Gpe (9.11.1), In| = Zle n; et Yy =
H?Zl Y;" € Gpoo. On observera que Ry est séparé pour la topologie p-adique et s’identifie donc a

un sous-anneau de R/p:o ; cela résulte par exemple de (6.12.9). Pour tout nombre rationnel ¢ > 0,
tout entier 0 <7 < d et tout v € ;Z,, on désigne par fﬁ;m(u) et i%;x les sous-R;-modules de
@y définis par

(9.14.2) o (v) = @ pREy",
neJ;
(9.14.3) G = iC e (V'),
V’GiEpoo
ou R;Q est défini dans 6.12, J; est le sous-ensemble de N formé des éléments n = (nq,...,nq)
tels que n; = --- = n; = 0. On note fggm le séparé complété p-adique de i‘g;m. La topologie

p-adique de Ry étant induite par la topologie p-adique de Ep\w, on déduit facilement de (6.12.1)
que la topologie p-adique de i‘f;w est induite par la topologie p-adique de €. Par suite, i‘g;oo
est I'adhérence de i%;x dans ‘gp“oo. 11 résulte de 6.12 et (9.5.3) que pour tout 1 < j < d et tout
V€ iEpe, 7j Préserve fﬁ;m (v) et donc aussi fﬁ;m. Sil <y <i, -, fixe fﬁ;w (v) et ff;m.
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Proposition 9.15. Les hypothéses étant celles de (9.14), soient, de plus, i un entier tel que
1 <i<d, ¢ un nombre rationnel > 0. Alors :
-~ -~ ~C —
(i) On a 06 poo = Cpoo €1 4C oo = Ry.
(ii) Le noyau du morphisme
. -~ -~
(9151) Yi — id: (ifl)(gpoo
est égal o i‘d?;oo.
(iii) Pour tout nombre rationnel ¢’ > c, il existe un entier o > 0 tel que l’on ait

).

(i) Comme R;Q = R; (6.12.2), 0on a Cfézw = Ry. D’autre part, on a

(9.15.2) P* - (i-1)C e C (i —id)(¢-)F

po

(9.15.3) 0C oo = Symp .. (pcfflﬁ}z/ﬁk R Rp),

ce qui implique que o(g;oo = (gpcx.
(ii) Pour tout n > 0, on a clairement

(9.15.4) p- icgzc)oo = icg;oo N (p" - (i_l)%;m).

11 suffit donc de montrer que la suite

c c i—1 c
(9.15.5) 0 i poo (ifl)%poo Xy (ifl)%poo
est exacte. Soient v € (i,l)Epm et

(9.15.6) = ) pMlagyte %L (v).

neJi—1

On a alors (9.5.3)

(9.15.7) (i =D(z) = D plbay™ € )€ (w),

neJi—1

ou pour tout n = (ny,...,nq) € Ji—1,

— A c(mi—n;) [ T ) mi—n;
(9.15.5) by = (v(i) — D)ay + DRI Gy AT
m=(mi,...,mq)€J;_1(n)
Ji—1(n) désigne le sous-ensemble de J;_; formé des éléments m = (my,...,mq) tels que m; = n;
pour j # i et m; > n;, et w= &£ 1log([¢]) est un élément de valuation pil de O¢ (7.7).
Supposons que v;(z) = z et v(y;) # 1. Alors v(v(y;) — 1) < ﬁ et pour tout n = (ny,...,nq) €
Ji—1,0n a

_ clme—my (T R
an = —(v(v;) - 1)~ > pem ”(n_z)V(%)amw .

m=(mi,...,mq)€J;_1(n)

On en déduit que pour tout « € Net tout n € J;_1,onaa, € pco‘Rz(,Zc)) (on le prouve par récurrence

sur «) ; donc z = 0 car R;’Q est séparé pour la topologie p-adique.
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Supposons que v;(z) = z et v(v;) = 1. Alors pour tout n = (ny,...,nq) € Ji—1, si on pose
n' = (nf,...,n)) € Ji_1(n) avec n), =n; +1, on a
( 1) wmi—nl—l
i+ Dlay = — A==y, ——————.
(i 1)t 2 y il

m=(mu,...,ma)€J;—1(n’)
On a w™!/r! € Oc pour tout entier 7 > 1. On en déduit que pour tout o € N et tout n =
(n1,...,nq) € Ji—1 tel que n; > 1, on a n;la, € pcaRI(,”oc), (on le prouve par récurrence sur «) ; donc
an = 0. Par suite z € ;% (), ce qui achéve la preuve de I'exactitude de la suite (9.15.5).
(iii) 11 suffit de montrer que pour tout nombre rationnel ¢’ > ¢, il existe un entier o > 0 tel que
pour tout v € (z‘—1)5pm7 on ait

~C

(9.15.9) po‘(u_l)‘f;;(V)) C (v —1d) (-1 C oo )-

En effet, si 'on pose M = (v; —id)((i_l)‘g;w ), on en déduira par complétion p-adique un diagramme
commutatif

(9.15.10) P (=) M (i=1)C oo
(i-1)C po

ou la fleche verticale est surjective en vertu ([1] 1.8.5).
Supposons v(v;) # 1. D’apres (9.15.7), on a

(9.1511) () = D@ (1) € (i — i) (1) B" . () + (v(3) — Dp (1) %" . ().
On en déduit que

~C

(9.15.12) (i) = D(-1)€ e () C (i —1d)(-1)€

On peut donc prendre o = 1 car v(v(y;) — 1) <

poo ) *
1
p—1°
Supposons que v(7;) = 1, de sorte que v € ;Z,. Notons (RZ(,’Q))’\ et ((i,l)%;o@ (v))" les séparés
complétés p-adiques de R](;;g et (i,l)‘g;w (v), respectivement. On observera que ((i,l)‘ﬁ;w(y))A
s’identifie & un sous-l/%\l-module de (i,l)%?;w. Tout élément 2 de ((i,l)%;w (v))" peut s’écrire comme
somme d’une série

(9.15.13) 2=y plauy
neJi_1
ol a, € (R;Q)A et a, tend vers 0 quand |n| tend vers 'infini. Par suite, (v; — id)(2) est encore

donné par la formule (9.15.7). 11 suffit donc de montrer qu’il existe un entier a > 0 ne dépendant
que de ¢’ — ¢ tel que pour tout

(9.15.14) > byt e Bl (v),
neJ;i—1
le systéme d’équations linéaires définies, pour n = (ny,...,nq) € J;—1, par
a, (c'—c)n| | _ c(mi—ni), | M
(9.15.15) Pp nilby = > p milam S

m=(mi,....,mq)€J;—1(n)
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admette une solution a,, € (1’%1()1;2)A pour m € J;_1 telle que a,, tend vers 0 quand |m/| tend vers
Pinfini. Pour n = (nq,...,nq) € J;_1, posons

/ =
n ng:p r=*an,

(9.15.16) a
(91517) b/n — pap(c’,c)m‘ni!p,pﬁl bﬂ,

de sorte que I’équation (9.15.15) devient

b erols (et ) mi—ng—1) WD
(9.15.18) b =P P Tw > pror A P——
m=(my..ma) €Ji_1(n) e

Considérons ’endomorphisme R\l—linéaire ® de (Bne JHRLQ)A défini, pour une suite (p)neJ, ,

d’éléments de (1’%1()1;2)A tendant vers 0 quand |n| tend vers Uinfini, par

(9.15.19) (> w)= Y o,

neJi—1 neJi—1
ou pour n = (ny,...,ng) € Ji—1,

1 ’w(mlinl)

(9.15.20) = > 1#C+517)0ni_“4%rﬁzz“fii“fQTEST‘

m=(ma,...,mq)E{n}UJ;_1(n) M '
Comme ® est congru & l'identité modulo p°*# 7, il est surjectif en vertu ([1] 1.8.5). Par suite,
pour toute suite b, € pc+ﬁw(R;”o2)/\ pour n € J;—; tendant vers 0 quand |n| tend vers l'infini,

I'équation (9.15.18) admet une solution aj, € (RSQ)/\ pour m € J;_; tendant vers 0 quand |m|

tend vers 'infini. D’autre part, v(w) = zﬁ et il existe un entier o > 0 tel que pour tout n € N,
on ait
(9.15.21) (' —e)n+v(nl) — LRI >c+ L

p—1 p—1

L’assertion recherchée s’ensuit en prenant pour b’ﬂ pour n € J;_1 les éléments définis par (9.15.17)
(qui sont en fait nuls sauf un nombre fini).

9.16. Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 9.9. D’aprés 9.13, pour tout entier i > 0
et tout nombre rationnel ¢ > 0, le morphisme canonique

(9.16.1) Hiont (Ap, ) 92, Qp = Hign (A, %°) €2, @y

est un isomorphisme. Comme A est compact, le morphisme canonique (2.5)

(9.16.2) Clont (8, %) @2, Qp = Cloni(B, %" €2, Q)

est un isomorphisme. Notons ¢ : Ajee — Aut]g;1 (ngoc) la représentation de A, sur (f;cm définie
dans (9.12), Sz (Ap) lalgebre symétrique du Ri-module Apee @z, Ry et (G5 )” le Sp=(Apee)-

module dont le R\l—module sous-jacent est ‘K;%o et tel que pour tout 1 < 7 < d, 'action de ~; sur

‘5?;00 soit donnée par ’endomorphisme 9 (7;) — id (9.14). En vertu de 6.1, on a un isomorphisme
canonique

(9.16.3) Clomt (Bpe, Gie) FKE (8,00 (G5))
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dans D+(Mod(1/%\1)), ou le complexe de droite est défini dans (2.15.4). D’autre part, il résulte de
9.15 et (2.15.8) qu'on a

I s R ®,Q, sii=0
16.4 Hi (K 1 ) =94 e er ’
(9.16.4) ( SRA](APOO)(CEIQ%lo (Cpe )" @2, Qp)) { Op sii> 0.

Le théoréme 9.9 s’ensuit.

10. REPRESENTATIONS DE DOLBEAULT ENTIERES

10.1. On fixe dans la suite de cette section une (%(g),///%(g))—déformation lisse ()?,///;() de
(X, Mx) X (s,.45) (S, Mz) (8.4). On rappelle qu’on lui a associ¢ un T-torseur Lz = Spec(Z5) sur

X (8.5.3). On désigne par D5 le séparé complété p-adique de Z5 et par @;% son complété faible
(cf. 9.1). L’action naturelle de A sur Z5 se prolonge en une action sur Zg qui préserve 9;%. On

notera que les remarques 9.2 valent aussi pour @X et @;%. On note
- -101 5

la, R-dérivation continue universelle de @2, i.e., le prolongement de la dérivation dg_ (8.10.2) aux
complétés (on notera que le R-module ﬁ}% /6 €St libre de type fini). Cette derniére induit par

restriction a _@;% une dérivation

(10.1.2) dg : Pt — 00, Or DL

Il est clair que dz_ (resp. d,,t ) est un R-champ de Higgs sur @g (resp. _@;%) a coefficients dans
X X

5*15}%/@( (cf. 2.16 et 8.1), et qu’il est A-équivariant. On vérifie aussitot que

(10.1.3) ker(d@}() =ker(d;_) = R.

X

Remarque 10.2. Supposons que ()N(, M 5) soit la déformation ()?0, ///)?O) définie par la carte (P, )
(8.17.1). Alors la section ¢y € L% (X) définie par la carte (P,~) (8.17.5) induit un isomorphisme
ﬁ—linéaire

(10.2.1) ¢ = Dx,

qui est A-équivariant lorsque l'on munit ¢ de la représentation ¢ (9.1) en vertu de 8.13, et est
compatible aux dérivations d’aprés (8.10.4).

Proposition 10.3. Le compleze K'(:@;ﬂ(,d@;) ®z, Qp est une résolution de R[%] (2.16.2).

Cela résulte de 8.8, 10.2 et 9.8.

Proposition 10.4. Les actions de A sur Y5, @X et @;% sont continues pour les topologies p-
adiques, et on a

(10.4.1) (7L)% = Ri.
Cela résulte de 8.8, 10.2, 9.3 et 9.10.
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10.5. Pour toute R-représentation M de A, on note Hg (M) le Ri-module défini par
~ — _gfHA
(10.5.1) He(M) = (M &= 25)".

On le munit du ]/%Z—champ de Higgs a coefficients dans 5’162}2/@( induit par d,,+ (10.1.2) (cf. 2.16
X

et 8.1). On définit ainsi un foncteur

(10.5.2) H_;(* : RepE(A) — MHf_lﬁ}a/aK (Rl)

Remarques 10.6. (i) Il résulte de 8.8 que le foncteur H ¢ ne dépend pas du choix de la déformation
(X, .#5), a isomorphisme non-canonique preés.
(ii) Pour toute R-représentation M de A, le morphisme canonique

(10.6.1) He (M) @ 1?1[%] — Hg(M ®§§[%D

est un isomorphisme.

Définition 10.7. On dit qu'une R-représentation continue M de A est de Dolbeault si les condi-
tions suivantes sont remplies :

(i) M est un R-module projectif de type fini, muni de la topologie p-adique ;
(i) Hg (M) est un Ri-module projectif de type fini;
(iii) le morphisme canonique

T T
(10.7.1) H)?(M) ®j§l @)? — M ®ﬁ @f(
est un isomorphisme.

Cette notion ne dépend pas du choix de (X, M) (8.8 et 10.6(i)).

10.8. Pour tout R;-module de Higgs (N,6) a coefficients dans 5_15}3/@(, on note Vg(N) le
R-module défini par

- — T \Oror=0
(10.8.1) Vg(N) = (N Oz @X) ,
ol fyor = 0 ®id+id ®d,r est le I/%\l—champ de Higgs total sur N ®z: 9}2 (2.16.9). On le munit de

X

l'action R-semi-linéaire de A induite par son action naturelle sur @;%. On définit ainsi un foncteur
(10.8.2) V)} : MHgflﬁ}a/ﬁK (Rl) — Repﬁ(A).
Remarques 10.9. (i) Il résulte de 8.8 que le foncteur V ¢ ne dépend pas du choix de la déformation
(X, .#5), a isomorphisme non-canonique preés.

(ii) Pour tout Ry-module de Higgs (N, 0) a coefficients dans & ’15}% /¢ » le morphisme canonique

=1 —~_1
(10.9.1) V(N) ®§ R[};] = VgV o Ry [E])
est un isomorphisme.

Définition 10.10. On dit quun R;-module de Higgs (NV,0) a coefficients dans 5_162}%/@( est
soluble si les conditions suivantes sont remplies :
(i) N est un R;-module projectif de type fini;
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(ii) Vg(IV) est un R-module projectif de type fini;
(iii) le morphisme canonique

T T
(10.10.1) V)?(N) ®§ ‘@f( — N ®§\1 '@f(
est un isomorphisme.

Cette notion ne dépend pas du choix de (X, M) (8.8 et 10.9(1)).

Lemme 10.11. Soit M une R-représentation de Dolbeault de A. Alors le R\l-module de Higgs
Hg (M) est soluble, et on a un R-isomorphisme canonique fonctoriel et A-équivariant
(10.11.1) Vg (Hg(M)) 5 M.

Si I'on munit M du champ de Higgs trivial et Hg (M) de I'action triviale de A, le morphisme
canonique

T T
(10.11.2) Hg(M)®z 2 - M ®s D5

est un Qg—isomorphisme A-équivariant de ﬁ—modules de Higgs a coefficients dans 5*1?2}% /6
Comme M est ﬁ—plat et que ker(d@L ) = ﬁ, on en déduit un ﬁ—isomorphisme A-équivariant
VMg (M)) S M, ce qui implique qlfe H (M) est soluble.
Lemme 10.12. Soit (N,0) un ]/%I—module de Higgs soluble a coefficients dans 5715}%/0%' Alors
la ii;représentatz’on V¢(N) de A est de Dolbeault, et on a un isomorphisme canonique fonctoriel
de Ri-modules de Higgs
(10.12.1) Hg(Vg(V)) 5 N.

Notons Oior = 0 @ id +id @ d,: le j%\l—champ de Higgs total sur N O @}. Comme @;% est
Zy-plat et que N est Ry-plat, 5’15}%/@( ®rN @5 @;‘? est Z,-plat. Par suite, pour tout n > 0 et
tout z € N ®z 9}( tels que Oior (p"x) = 0, on a Byt () = 0. On en déduit que

(10.12.2) (P"N @5 L) NV (N) = p"Vg(N).

Donc la topologie p-adique sur V ¢(N) est induite par celle de N O @;%. Il résulte alors de 10.4
que I'action de A sur V(N) est continue pour la topologie p-adique.

D’autre part, si I'on munit N de 'action triviale de A et V¢ (/N) du champ de Higgs trivial, le
morphisme canonique

(10.12.3) Vg(N) @z 2% — Neg 7t

est un @;%—isomorphisme A-équivariant de R-modules de Higgs a coefficients dans f‘lﬁ}% 65
Comme N est un facteur direct d'un Ri-module libre de type fini, on a (N ®z Q}()A =N
(10.4.1). On en déduit alors un isomorphisme de Ri-modules de Higgs Hg(Vg(N)) = N, ce qui

implique que V (V) est de Dolbeault.
Proposition 10.13. Les foncteurs Vg et Hg induisent des équivalences de catégories quasi-

inverses l'une de l'autre, entre la catégorie des E—re@résentations de Dolbeault de A et celle des
Ry-modules de Higgs solubles a coefficients dans 5_19}3/51{.

Cela résulte de 10.11 et 10.12.
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11. REPRESENTATIONS PETITES

Définition 11.1. Soient G un groupe topologique, A une &z-algébre compléte et séparée pour la
topologie p-adique, munie d’une action continue de G' (par des homomorphismes de &z-algébres),
« un nombre rationnel > 0, M une A-représentation continue de G, munie de la topologie p-adique.
(i) On dit que M est a-quasi-petite si le A-module M est complet et séparé pour la topologie
p-adique, et est engendré par un nombre fini d’éléments G-invariants modulo p® M.
(ii) On dit que M est a-petite si M est un A-module libre de type fini ayant une base sur A
formée d’éléments G-invariants modulo p® M.
On dit que M est quasi-petite (resp. petite) si elle est o/-quasi-petite (resp. o/-petite) pour un
nombre rationnel o/ > %.

On désigne par Rep$ ©*P(G) (resp. Rep%’™(G)) la sous-catégorie pleine de Rep™(G) formée
des A-représentations a-quasi-petites (resp. quasi-petites) de G dont le A-module sous-jacent est
Zy-plat, et par Rep3T(G) (resp. Reph(G)) la sous-catégorie pleine de Repy™ (G) formée des A-
représentations a-petites (resp. petites) de G.

Si laction de G sur A est triviale, pour qu'une A-représentation M de G soit a-petite (resp.
petite), il faut et il suffit qu’elle soit a-quasi-petite (resp. quasi-petite) et que M soit un A-module
libre de type fini.

Définition 11.2. Soit § un nombre rationnel > 0. On dit qu'un j%\l—module de Higgs (N,0) a
coefficients dans {71QF Joc €St B-quasi-petit si N est un Ri-module de type fini et si 6 est un

multiple de p? dans f‘lEndﬁ1 (N)®r ﬁ}%/ﬁx (cf. 2.16.11 et 8.1). On dit que (N, 0) est B-petit il

est S-quasi-petit et si le ]/%;—module N est libre de type fini. On dit que (N, 0) est quasi-petit (resp.
1

petit) $’il est B'-quasi-petit (resp. B'-petit) pour un nombre rationnel g’ > r—

-qpp

—101
IQR/ﬁK

On désigne par MH? (1/?\1) la sous-catégorie pleine de MHf,lﬁl (1/%\1 ) formée des ]/%\1-
R/6

modules de Higgs S-quasi-petits dont le E—module sous-jacent est Z,-plat, et par MH?'_F;(~21 (]/%\1)
S R/Ok

la sous-catégorie pleine de MH5_1§1/ (1/%\1) formée des R\l—modules de Higgs S-petits (cf. 2.16).
R/6k

11.3. Rappelons que sur C, la fonction logarithme log(z) converge lorsque = € 1 + m¢, et que la
fonction exponentielle exp(z) converge lorsque v(z) > zﬁ' Pour tout = € C tel que v(x) > p%l,
on a

exp(z) =142 mod (zme),

log(l1+2z) =2z mod (zme),
exp(log(l 4+ z)) = 1+ z et log(exp(z)) = x.

11.4. Soit M un é\l—module de type fini. Alors M est complet et séparé pour la topologie p-adique
([1] 1.10.2). Supposons de plus que M soit Z,-plat. Alors Endg- (M) est Z,-plat et 'homomor-
phisme canonique p®End - (M) — Homgz (M, p*M) est un isomorphisme. Soient u un endomor-

phisme ]/ﬂ—linéaire de M, o un nombre rationnel > 0. Si w induit un automorphisme de M /p“M,
alors u est un automorphisme de M. En effet, u est surjectif par le lemme de Nakayama. Si x € M
est tel que u(x) = 0, alors il existe y € M tel que = p®y; comme M est Z,-plat, on a u(y) =0;
on en déduit que x € Nyp>ep"*M = 0, d’ott I'assertion. On peut donc identifier id + p‘*Endl,/%\1 (M)
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a un sous-groupe de Autﬁ1 (M). Supposons « > p—il et v=u—1id € p*Endg (M). Comme M est
complet et séparé pour la topologie p-adique, pour tout x € M, les séries

1

(11.4.1) exp(v)(z) = Zav”(x),
n>0

(11.4.2) log(u)(z) = Z%v”“(x),
n>0

convergent dans M, et définissent deux E—endomorphismes exp(v) et log(u) de M. De plus, on a
exp(v) € id + p*Endg- (M), log(u) € p*Endg- (M) et exp(log(u)) = u.

11.5. Soient o un nombre rationnel > p%l, =a— p%l, M une R;-représentation a-quasi-petite

de Ay dont le Zy,-module sous-jacent est plat. L’action de Ay sur M étant f%\l—linéaire, elle est
définie par un homomorphisme

(11.5.1) ¢ Ao = Aut (M)

dont I'image est contenue dans le sous-groupe id+p®Endz- (M) de Aut - (M). D’aprés 11.4, comme
A est abélien, on peut définir 'homomorphisme

(11.5.2) logop: Ao — p*Endg-(M).

Soit Wy, 'isomorphisme composé

(11.5.3) Homz (Ao, p*Endg; (M) —> pP¢ "1 Bnd - (M) © 7 Homz (A, Ra(1))

x ild@(s

PP€ 'Endg (M) @ ﬁ}%mK

ol § est Iisomorphisme (5.18.9), et I'isomorphisme horizontal provient de (4.11.2) et de I'isomor-
phisme Oc(1) = prTEOc (7.7.1). On pose

(11.5.4) 0 = U (logop).

On peut calculer explicitement 6§ comme suit. Soient t1,...,tq € P&, (x¢, )1<i<q leurs images dans
Homyz (A, Zy(1)) (5.18.5), (dlog(t:))1<i<a leurs images dans Q}:i/ﬁx (5.17.5). Supposons que les
images des (t;)1<i<q dans (P8P /Z)) ®z Z, forment une Z,-base. Donc les (dlog(t;))1<i<q forment
une R-base de Q}%/ﬁx (5.12.1) et les (x¢, )1<i<a forment une Z,-base de Homz (A, Zy(1)) (5.18.8).
Pour tout 1 <14 < d, notons y; ’homomorphisme composé

log([]) 4
—= pFIEOC

ou la seconde fleche est induite par I'isomorphisme (7.7.1). Compte tenu de (4.11.2), il existe
0; € p'BEndﬁ1 (M) (1 <i<d) tels que

(11.5.5) Aoe =15 7,(1)

d
(11.5.6) logop = > 710, @ xi.

i=1
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Comme 6(x¢;) = dlog(t;) pour tout 1 < i <d, on a alors

d
(11.5.7) 0=> ¢'0; @dlog(t;).

i=1
Soit ¢ une Z,-base de Z,(1). Il existe des éléments 71, ...,7qs € A tels que pour tous 1 <4, j < d,
on ait xy, (v;) = 9;;¢. Alors pour tout 1 < ¢ <d, on a

(11.5.8) £ og([¢))8: = log((7))-

On rappelle que £ 1log([¢]) est un élément de valuation pTll de O¢ (7.7). Comme Ay est com-
mutatif, les endomorphismes 6; commutent deux & deux; par suite § A § = 0, autrement dit, 6 est
un ]/%\ychamp de Higgs sur M a coefficients dans 5*1?2}3/@(.

La correspondance (M, @) — (M, 0) définie ci-dessus est un foncteur

(11.5.9) RepZ®P(Ay) — MHZ P (Ry).

Rl f IQR/ﬁK
Proposition 11.6 (Faltings, [17]). Soient a un nombre rationnel > p_%, 8 =a-— plj. Alors le
foncteur (11.5.9) est une équivalence de catégories, et il induit une équivalence de catégories
(11.6.1) Rep®P(As) 5 MHP P (Ry).

Rl ‘5 IQR/gK

Soit (M, 0) un Ri-module de Higgs B-quasi-petit a coefficients dans 5*15}3/@( dont le Z,-
module sous-jacent est plat. On notera que M est complet et séparé pour la topologie p-adique
(11.4). Le fait que 6 A 6 = 0 implique que 'image de ¥,/ (6) est formée d’endomorphismes de M
qui commutent deux & deux (cf. (11.5.6) et (11.5.7)). On peut donc définir ’homomorphisme

(11.6.2) ¢ =expo(¥;/(0)): A — Autz (M),

dont I'image est contenue dans le sous-groupe id+p®Endz- (M) de Autz (M) (cf. 11.4). I est clair
que la représentation ¢ est continue pour la topologie p-adique de M, et que la correspondance
(M, 0) — (M, ) ainsi définie est un foncteur quasi-inverse du foncteur (11.5.9).

Remarque 11.7. Soient t1,...,tq € P8P tels que leurs images dans (P8P/Z)\) ®y Z, forment
une Z,-base, (xt,)1<i<q leurs images dans Homg (A, Z,(1)) (5.18.5), (dlog(t;))1<i<a leurs images
dans Q}%/ﬁx (5.17.5). Pour tout 1 <14 < d, notons y; ’homomorphisme composé

X, log([ ])
(11.7.1) A —>Zy(1) —= pr1e0c

ot la seconde fléche est induite par Iisomorphisme (7.7.1). Soient & un nombre rationnel > —L-

p—1’
B =a— = (M, p) un objet de Rep%lqpp(Aoo), (M, ) son image dans MH?'qpp (Ry) par le
1

—1° 101
p—1 IQR/ﬂK

foncteur (11.5.9). Alors ¢ et 0 sont reliés par les formules suivantes :

d

(11.7.2) ¢ = exp (Zflei@)){i),
. =1

(11.7.3) 0 = > 0 @dlog(t).

=1

Lemme 11.8. Soient o un nombre rationnel > 1%’ M une ]f?\l—représentation a-petite de Aqso.

Alors laction de A sur M se factorise a travers Ape.
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En effet, Paction de Ay, sur M étant R\l—linéaire, elle est définie par un homomorphisme
(11.8.1) ¢ Ao — Aut g (M)

dont I'image est contenue dans le sous-groupe id + p*Endg- (M) de Autz(M). Comme An est
abélien, on peut définir 'homomorphisme

(11.8.2) logop: Aw — p*Endg (M),

et on a ¢ = exp(logoy) (cf. 11.4). D’autre part, M étant libre de type fini sur Ry, Endz (M) est
complet et séparé pour la topologie p-adique. Par suite, log oy se factorise & travers Ape (4.11.1),
d’out la proposition.

Proposition 11.9. Soient a un élément non nul de OF, o un nombre rationnel > p%l, My, My
deux (R1/aRy)-représentations a-petites de Apes (11.1),

(11.9.1) u: My ®p, R — My ®pg, R

un morphisme R-linéaire et A-équivariant. Supposons que v(a) > p%l +a et posons b = ap*afﬁ .

Alors il existe un et un unique morphisme Ry-linéaire et Ape -équivariant

(1192) u: Ml/le —>M2/bM2
tel que u ®p, R =4 mod bMy ®p, R.

Notons M le Ri-Aps-module discret Hompg, (M1, M2), qui est donc une (R;/aR; )-représentation
a-petite de Ape. Comme Ry est normal d’aprés 4.8(iii), on a p®bR; = (p®bR) N R;. Par suite, le
morphisme canonique

(11.9.3) HO(Apee, M /p*bM) — H°(A, (M /p*bM) @r, R)

est injectif et son conoyau est annulé par pﬁmf en vertu de 6.26. Il existe alors un morphisme
Ri-linéaire et Apeo-équivariant

(1194) (O Ml/pale — MQ/pabMQ

tel que v ®g, R = p*u mod p*bM> ®p, R. Comme p*R; = (p*R) N Ry et que Ry est Op-
plat, représentant v par une matrice a coefficients dans R;/p®bR;, on voit qu'il existe un unique
morphisme R;-linéaire et Ape-équivariant

(1195) u: Ml/le — Mg/bMQ

tel que v = p®u. Utilisant de nouveau que R est O%-plat, on en déduit que u ®pg, R=1
mod bM; ®g, R. L'unicité de u résulte du fait que ’homomorphisme canonique R;/bR; — R/bR
est injectif (cf. la preuve de 4.12).

Proposition 11.10. Soient o un nombre rationnel > ﬁ, a un élément non nul de O tel que
v(a) > a, M un (R/aR)-module libre de rang r > 1, muni de la topologie discréte et d’une action
R-semi-linéaire et continue de A telle que M admette une base ey, ..., e, formée d’éléments A-
invariants modulo p**M. Alors il existe un Ry -Apee-module discret N dont le module sous-jacent
est libre de rang v sur Ri/ap™ R, ayant une base fi,..., fr formée d’éléments Aps-invariants

modulo p* N, et un isomorphisme R-linéaire et A-équivariant
(11.10.1) N®gr, RS M/ap™*M
qui transforme f; @ 1 mod p*N ®p, R en e; mod p*M pour tout 1 < j <.



94 AHMED ABBES ET MICHEL GROS

La proposition est évidente si v(a) < 3a, auquel cas on prendra N = (R;/ap~*R;)" muni de
la représentation triviale de Ay et de la base canonique. Supposons donc v(a) > 3a. Soit n un
entier > 1 tel que

v(a) —3a 1 1
11.10.2 E=—""--<-(a———).
(11102) gl =)
Montrons par une récurrence finie que pour tout 0 < i < n, la proposition vaut pour la R-
représentation M /p3*% M, autrement dit, qu’il existe un R1-Ape-module discret N; dont le mo-
dule sous-jacent est libre de rang r sur Ry /p***% R}, ayant une base fl(l), o f formée d’éléments
Apeo-invariants modulo p®V; et un isomorphisme R-linéaire et A-équivariant

(11.10.3) N; ®r, R > M/p**teM

qui transforme f;z) ®1 mod p®N; ®g, R en e; mod p*M pour tout 1 < j < r. La représentation
N = N, répondra alors a la question puisque 2« + ne = v(a) — a.

On prend Ny = (R;/p**R;)" muni de la représentation triviale de Apee et de la base canonique.
Supposons NN; construit avec 0 < i < n et construisons N; 1. D’aprés 2.11, 'obstruction a relever
N; enun (Ry/ p3“+i5R1)-Apoc-module discret dont le module sous-jacent est libre de type fini sur
Ry /p3*t€ Ry est un élément o de H2(A e, Mat,.(R1/p®Ry)). D’autre part, le morphisme

(11.10.4) H?(Ap, Mat,.(Ry /p® Ry)) — H?(A, Mat,.(R/p*R))

est presque-injectif en vertu de 6.17. L’'image de o dans H2(A, Mat,.(R/p®R)) est nulle puisque
la représentation M /p?®T€M se reléve en M/p3*+i €M ; donc p°o = 0. Par suite, en vertu de
(2.11.4), N;/p**+E=D=N; se reléve en un (R /p**T(~DER;)-Ap-module discret N/, ; dont le mo-
dule sous-jacent est libre de type fini sur Ry /p>*+ (=12 R;. D’aprés 2.10, le relévement N/ ®, R de
M /p?e+@=De M se déduit de M /p>*+ (=D M par torsion par un élément ¢ de H' (A, Mat,.(R/p®R)).
En vertu de 6.17, le conoyau du morphisme canonique

(11.10.5) H'(Ap, Mat,.(Ry /p®Ry)) — H' (A, Mat,.(R/p*R))
est annulé par pp%l“. Comme « > p—il + 3¢, p®~ 25T est I'image d’un élément
¢ € H' (A=, Mat,.(R1/p™Ry)).

Modifiant N/, ; /p?*F(+DeN! | par torsion par —¢’, on obtient un (R;/p?*+ (412 Ry)-A o -module
discret N;y; dont le module sous-jacent est libre de type fini sur Ry /p2“+(i+1)5R1, qui reléve
N;/p*t@+De N, On notera que 2 + (i — 1)e > « + (i + 1)e. Alors N;;; répond a la question
d’aprés la derniére assertion du 2.10.

Proposition 11.11. Soient a un élément non nul de O, «, 3 deur nombres rationnels tels que
v(a) > a > ﬂ7> ﬁ, M un (R/aR)-module libre de rang r > 1, muni de la topologie discréte et
d’une action R-semi-linéaire et continue de A telle que M admette une base formée d’éléments A-
invariants modulo p**M . Alors il existe un Ry-Ape-module discret N dont le module sous-jacent
est libre de rang r sur Ryi/ap~“R1, ayant une base formée d’éléments Ao -invariants modulo

p?P N, et un isomorphisme R-linéaire et A-équivariant

(11.11.1) N ®gr, RS M/ap™“M.
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La proposition est évidente si v(a) < 3a, auquel cas on prendra N = (R;/ap~*R;)" muni de la
représentation triviale de Ape. Supposons donc v(a) > 3c. Soit n un entier > 1 tel que

~3 1 1
(11.11.2) e = U(CL)TO‘ <inf(Ga - =)0~ 5).

Montrons par une récurrence finie que pour tout 0 < i < n, la proposition vaut pour la R-

représentation M /p** T M, autrement dit, qu’il existe un Rj-Ape-module discret N; dont le

module sous-jacent est libre de rang r sur Ry /p?*T* Ry, ayant une base formée d’éléments A jeo-

invariants modulo p2(®=¢) N; et un isomorphisme R-linéaire et A-équivariant

(11.11.3) N; ®p, R = M/p**T*M.

La représentation N = N,, répondra alors a la question puisque 2a +ne = v(a) —a et a« —e > S.
On prend Ny = (R;/p**R;)" muni de la représentation triviale de Ape et de la base canonique.

Supposons N; construit avec 0 < ¢ < n et construisons N;;1. D’aprés 2.11 (appliqué avec a? =

pPatie g = p2atic of ¢ = p*@=9)) Tobstruction a relever N; en un (R;/p3*% R;)-A,~-module

discret dont le module sous-jacent est libre de type fini sur Ry/p3*t*R; est un élément o de

H?(Ape,Mat,(R;/p*R1)). D’autre part, le morphisme

(11.11.4) H?(Ap, Mat,.(Ry /p®Ry)) — H?(A, Mat,.(R/p*R))

est presque-injectif en vertu de 6.17. L’'image de o dans H2(A, Mat,.(R/p®R)) est nulle puisque la
représentation M /p?* €M se reléve en M/p3* T M ; donc pfo = 0. Par suite, d’aprés (2.11.4),
N;/p?*+(=DeN; se releve en un (R /p**t(-VeR;)-A -module discret N/, ; dont le module
sous-jacent est libre de type fini sur Rl/p3a+(i_1)€R1. D’aprés 2.10, le relevement N{ ; ®pg, R
de M/p2”‘+(i1)5]\£ se déduit du relévement M /p?*T(=DeM par torsion par un élément ¢ de
H'(A,Mat,.(R/p*R)). En vertu de 6.14, le conoyau du morphisme canonique
(11.11.5) H' (Apee, Mat, (Rpee /p* Rpe<)) — H* (A, Mat,.(R/p*R))
est annulé par p*. Donc p°t est I'image d’un élément

¢/ € H'(Ape, Mat, (Rpe /p* Rpee)).
D’apreés la preuve de 6.15(i), on a ¢/ = ¢} + ¢4, on prT ¢h, =0 et ¢} est 'image d’un élément

¢ € HY(Ap~, Mat,.(Ry /p® Ry)).

Modifiant N/, , /p>*+(=2=N/ | par torsion par —¢;, on obtient un (Rl/p?"”(i*Q')aRl)—Apoo—module
discret N{’ ; dont le module sous-jacent est libre de type fini sur R; /pPet=2 R, qui reléve
N; /p?*+(i=2e N;. D’aprés la derniére assertion de 2.10, le relévement N/, | @ g, R de M /p?*+(=2)= )1
se déduit du relévement M /p3+ (=2 M par torsion par 'image ¢, de ¢, dans HY (A, Mat,.(R/p*R)).
Comme l)TilEQ = 0, on en déduit encore par la derniére assertion de 2.10 qu’il existe un isomor-
phisme R-linéaire et A-équivariant
(11.116) (Nl P P DN, ) g RS M e -De 0
Comme o > p—il + 3¢, la représentation N;i 1 = N{;l/p2a+(i+1)£N{;1 répond alors & la question.
Proposition 11.12 (Faltings, [17]). Le foncteur
(11.12.1) Rep”- (Aso) — Rep%(A), M= M®g R

est une équivalence de catégories.
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En effet, comme le foncteur canonique
P P
(11.12.2) Repﬁ1 (Ape) — Repéz (Asx)

est une équivalence de catégories d’aprés 11.8, il suffit de montrer que le foncteur

(11.12.3) Rep%l (Aps) = Rep%(A), M= Meg R

est une équivalence de catégories. Ce foncteur est pleinement fidéle en vertu de 11.9. Montrons

qu’il est essentiellement surjectif. Soient «, f deux nombres rationnels tels que a > § > zﬁ’ M

une R-représentation (2a)-petite de rang r > 1. D’aprés 11.11, pour tout entier n > «, il existe
un R;-Ap~-module discret N,, dont le module sous-jacent est libre de rang r sur R;/p" “Ry,
ayant une base formée d’éléments Ap-invariants modulo p?P N, et un isomorphisme R-linéaire et
A peo-équivariant

(11.12.4) N, ®gr, R = M/p"~*M.

En vertu de 11.9, pour tous entiers n > m > «, il existe un unique isomorphisme R;-linéaire et
Apeo-équivariant

(11.12.5) Nn/p" *N, = N,

compatible avec les isomorphismes (11.12.4). Par suite, les Rj-modules (N,,)p>q forment un sys-

téme projectif, et si NV est sa limite projective, on a un isomorphisme R-linéaire et A-équivariant
(11.12.6) N@g RS M.

Remarques 11.13. (i) Bien que paralléles, les preuves des propositions 11.10 et 11.11 différent
significativement dans leurs derniéres étapes qui consistent a définir N;1; a partir de N/, ;. On
notera qu’en ce qui concerne la descente de la base, la preuve de 11.11 ne donne pas mieux que
celle de 11.10, c’est pourquoi nous avons omis cette partie de ’énoncé 11.11. La proposition 11.10
est due a Faltings ([17] Lemme 1).

(ii) L’énoncé de descente établi par Faltings dans [17] est en fait légérement plus faible que 11.12.

Lemme 11.14. Soient o, deux nombres rationnels tels que 0 < ¢ < o, M une R-représentation
a-quasi-petite de A. Alors :
(i) Le Roo-module (M /p*M)* est presque de type fini.
(ii) Le R-module p°M est engendré par un nombre fini d’éléments qui sont d’une part A-
invariants modulo p*M et d’autre part YX-invariants.

(iii) Le morphisme canonique M> QF= R — M est presque surjectif.

Soient w1, ..., x4 des générateurs de M sur R qui sont A-invariants modulo p®M.

(i) On désigne par u: (R/p*R)? — M /p®M le morphisme R-linéaire, A-équivariant et surjectif
défini par les (7;)1<i<q et par C son noyau. Alors H' (3, C) est presque nul en vertu de 4.17.
D’autre part, le morphisme canonique

Roo /P%Roo — (R/Pp“R)*
est un presque-isomorphisme (4.20). Par suite, le morphisme R..-linéaire
(11.14.1) (Reo /P Roo)® — (M/p*M)*

défini par les (z;)1<i<q est presque surjectif.
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(ii) Le R-module p®M est complet et séparé pour la topologie p-adique; il est complet en vertu
de ([10] chap. IIT §2.12 cor. 1 de prop. 16), et est séparé en tant que sous-module de M. Donc

H. (3, p*M) est presque nul en vertu de 4.19. Par suite, le morphisme canonique

(11.14.2) M= — (M/p®M)*®

est presque surjectif. Les classes des éléments p°xy, ..., p°x, dans (M/p*M)> se relévent en des
éléments !, ..., 2/, € M*. Pour tout 1 <i <d, on a

(11.14.3) zhe M*n (p°M) = (p°M)*.

D’autre part, par le lemme de Nakayama, les ()1<;<q engendrent p° M sur R.
(iii) Cela résulte de (ii).
Lemme 11.15. Soient M un R-module complet et séparé pour la topologie p-adique, muni d’une
action R-semi-linéaire et continue de 33, 1, ..., xq des éléments de M> qui engendrent M sur R.
—_— /\d
Alors le morphisme Roo-linéaire Roe — M* défini par les (i)1<i<d, est presque surjectif.
Notons C' le noyau du morphisme R-linéaire, Y-équivariant et surjectif R — M défini par

~d
les (z;)1<i<a- Comme M est séparé, C' est fermé dans R pour la topologie p-adique. Il est donc

complet et séparé pour la topologie induite par la topologle p-adique de R autrement dit, C' est
isomorphe & la limite projective du systéme projectif des R-modules (c/(cn p"R ))nen. Par suite,
H! (32, C) est presque nul en vertu de 4.19. Par ailleurs, ’homomorphisme canonique E; —R
est un presque-isomorphisme d’aprés 4.21, d’out la proposition.

~

Lemme 11.16. Soient o un nombre rationnel > 0, M une ﬁ;—représentation a-quasi-petite de
A telle que M soit Z,-plat. Alors, le Rpeo-module M?*0, muni de Uaction induite de Apoo, est
une Ry -représentation a-quasi-petite de Ay, et le morphisme canonique

(11.16.1) M™ @~ Roo = M
est surjectif.
D’aprés (2.13.4) et (2.13.5), on a
(11.16.2) 0— Rlljin (M/p" M) — HL (S0, M) — lim HY(Zo, M/p" M) — 0.

D’autre part, comme Y4 est un groupe profini d’ordre premier a p, H!(3q, M/p" M) = 0 pour tout
n > 0, et le systéme projectif ((M/p"M)*0),>o vérifie la condition de Mittag-LefHler. On en déduit
que H. (30, M) = 0. De méme, on a H. (3o, p*M) = 0 puisque p*M est complet et séparé
pour la topologie p-adique. Par suite le morphisme canonique

(11.16.3) M0 — (M /p*M)*o
est surjectif.

Soient x1,...,z4 des générateurs de M sur R., qui sont A-invariants modulo p*M. Leurs
classes dans (M/p®M)*o se relévent en des éléments 1, ... 2/, de M>°, qui engendrent M sur

E;. Donc le morphisme canonique M>° ® = Roo — M est surjectif. Calquant la preuve de 11.15,
P
on montre que le morphisme

——d

(11.16.4) Ry — M™
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défini par les (z})1<i<q est surjectif. Par suite, M*° est un ﬁ,,:—module de type fini. Il est donc
complet et séparé pour la topologie p-adique; il est complet en vertu de ([10] chap. III §2.12 cor. 1
de prop. 16), et est séparé en tant que sous-module de M. D’autre part, comme M est Z,-plat,
la. topologie p-adique de M™° est clairement induite par la topologie p-adique de M. Donc la
représentation de Ape sur M Yo induite par celle de A, est continue pour la topologie p-adique.
Pour tout 1 <i < d et tout g € Ay, on a g(x}) — 2 € M¥ Np*M = p*M=>°. On en déduit que
M?%° est une ﬁ;o—représentation a-quasi-petite, d’oul la proposition.

Proposition 11.17. Soient a,e deux nombres rationnels tels que 0 < 2 < «, M une R-
représentation a-quasi-petite de A telle que M soit Z,-plat. Alors, il existe une Ry -représentation

(o — 2¢)-quasi-petite M’ de Ap et un morphisme R-linéaire, A-équivariant et surjectif

(11.17.1) M @ ﬁ—>p5M.

D’aprés 11.14(ii), il existe des générateurs x1,...,z4 de p°M sur R qui sont d’une part A-
invariants modulo p® M et d’autre part X-invariants. Pour tout 1 < i < d et tout g € A, g(x;)—x; €

p*M N M* = p*M?>. Donc en vertu de 11.15 (appliqué & la R-représentation (a — ¢)-quasi-petite
—d
p°M de X)), il existe (ai;)i1<j<d € R tels que

d
(11.17.2) g(w:) —mi =Y p* Faym;
j=1

Notons M le sous—R/;,—module de p*M engendré par x1,...,x4. D’aprés (11.17.2), M; est stable
par Iaction de A. Comme M; C M7, I’action induite de A sur M; se factorise & travers Ay.

Le E;—module M est complet et séparé pour la topologie p-adique; il est complet en vertu de
([10] chap. III §2.12 cor. 1 de prop. 16), et est séparé en tant que sous-module de M. Pour tout
entier n > 2¢, on a

(11.17.3) p"M; C MyNp"M C p"M*= C p" %M,

la derniére inclusion étant une conséquence de 11.15. Par suite, la topologie p-adique de M; est
induite par la topologie p-adique de M. Compte tenu de (11.17.2), on en déduit que M; est une
Ro-représentation (o — 2¢)-quasi-petite de A,,. Comme le morphisme canonique

(11.17.4) M, @7~ R—p°M
est clairement surjectif, la proposition résulte de 11.16 appliqué a M;.
11.18. Reprenons les notations de (9.1) et (9.11), soient de plus t1,...,tq € P®P tels que leurs

images dans (P®P/Z\) ®z Z,, forment une Z,-base, (X, )1<i<q4 leurs images dans Homyz (Ao, Z, (1))
(5.18.5), (dlog(ti))1<i<a leurs images dans Q}%/ﬁx (5.17.5). Pour tout 1 < i < d, posons y; =

& tdlog(t;) € E_lﬁ}%/ﬁK C 6 (9.11.1), et notons x; 'homomorphisme composé

X log([ ])
(11.18.1) A —=Zy(1) —= prie0c

1
p—1’

(N, 0) un j%\l—module de Higgs B-quasi-petit & coefficients dans 5_15}2/0K tel que N soit Z,-plat.

ou la seconde fléche est induite par I'isomorphisme (7.7.1). Soient § un nombre rationnel >
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On peut alors écrire
d
(11.18.2) 0=> 02y,
i=1

ou les 6; sont des endomorphismes de N appartenant a p” Endﬁ1 (N) et commutant deux & deux.

Pour tout n = (ni,...,nq) € N¢, posons n! = H?Zlni!, 0™ = H?:I 0 e Endz (N) et y* =

K2

ngl y;* € 6. On notera que N Oz S est complet et séparé pour la topologie p-adique ([1]

1.10.2), et qu'il est Z,-plat puisque S est }/%\rplat (9.11). Par suite, pour tout z € N Oz @, la
série

(11.18.3) > %(Qﬂ ® y™)(=)
neNd —

converge dans N Qf: @, et définit un endomorphisme G-linéaire de N Q% é, que 'on note

(11.18.4) exp(f): N @z 6 - N @z 6.
On note
(11.18.5) i: N@p 6" 5 Nog 6

le morphisme canonique.

Proposition 11.19. Conservons les hypothéses de (11.18). Alors :
(i) exp(0)(i(N @5 &h) ci(N @ 67).
(ii) Le morphisme exp(0) est un isomorphisme et il induit un isomorphisme

(11.19.1) i(N @z 6") S i(N oz &)

(iii) Sgit Oiot = 0 ®id +id @ dg le R\l-champ de Higgs total sur N ®z; S a coefficients dans
710, o, (2.16.9). Alors le diagramme

~ exp(0) ~
(11.19.2) Nog & N @z &
amtl lid@dg

_ o~ ~ exp(0)®id _ -~ ~
EIN@g 6@p0k, — >INz Gar,.

est commutatif.

(iv) Le morphisme exp(f) est A -équivariant lorsque ’on munit S de la représentation Qg
(9.11), le module N de la source de laction triviale de Ao et le module N du but de la
représentation ¢ de Ao, associée a 6 par la formule (11.6.2).

(i) Soient x1,...,x, des R\l—générateurs de N, et pour tout 1 < /¢ < d, soit Ay = (mfj)lgi’jgn

une matrice n X n a coeflicients dans ]/-'{\1 telle que pour tout 1 < j < n, on ait

(11.19.3) 0o(z;) = p° mej:ci.
i=1
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Pour tout n = (n1,...,nq) € N%, on pose A™ = A7 - AJ? ... A € Matn(]/%\l). On notera que les
matrices Ay ne commutent pas deux a deux en général (mais elles commutent si N est libre sur
R; de base z1,...,x,). La série

(11.19.4) e= Y ——Ar@y"

neNd

—~n
définit alors une matrice n x n a coefficients dans &t. Pour tous (a1,...,a,) € Ry ,o0na

eXP(Q)(Z a;iz;) = Zfﬁi ®b € N®z S,
1=1

i=1

o (b1,...,by) =€ (a1,...,an). On en déduit que exp(#)(N) C i(N @z &), ce qui implique la
proposition.

(ii) 1l résulte aussitot de la définition (11.19.4) que e — id est une matrice n x n a coefficients
dans p®&t. Comme p? appartient au radical de Jacobson de & (cf. 9.2), le déterminant de e est
inversible dans &1. Si e™! = (f;;)1<i j<n est la matrice inverse de e dans GL,, (&), alors pour tout
1<i<d,ona

d
(11.19.5) exp(0)(Y ;@ fii) =
j=1

Par suite, exp(f) est surjectif, et on a exp(f) o i(N @z &h =i(N Oz &h).

Soit # € N @ S tel que exp(#)(z) = 0. Comme e = id mod (p?), il existe y € N Oz S tel
que = = p’y. Comme N ®z; S est Zy-plat car S est R\l—plat (9.11), on a exp(f)(y) = 0. On en
déduit que z € ﬂnzop”B(N O @) et par suite que x = 0 puisque N O S est séparé pour la
topologie p-adique ([1] 1.10.2).

(iii) 11 suffit de montrer la commutativité du digramme (11.19.2) modulo p™ pour tout n > 1,

ce qui résulte formellement de la définition (11.18.3) de exp(6).
(iv) D’apres 11.7 et 8.19, pour tout g € A, on a

d
(11.19.6) olg) = eXp(Zf‘lé’i@xi(g)),
z—ld 8
(11.19.7) Polg) = GXP(—er_lay_Qin(g))-

D’autre part, I’automorphisme exp(—f‘l% ® xi(g)) de la R\l—algébre S se prolonge en un R\l—

automorphisme de (A‘B, et on a

_ L0
(11.19.8) (idy ® exp(—¢ 16%

® xi(g))) o exp(0)

= (exp(=£710; ® xi(9)) ®@idg) o exp(f) o (idy ® exp(—¢ ™! 0 @ xi(9)))-

yi

En effet, il suffit de vérifier cette équation modulo p™ pour tout n > 1, ce qui résulte formellement
de la définition (11.18.3) de exp(#) (on utilise en premier lieu que exp(—f_lai% ® xi(g)) est un
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homomorphisme de la Z/ﬂ—algébre GS). Comme les endomorphismes ; commutent deux a deux, on
en déduit que
d

d
(11.19.9) (exp(30 €710, 9 x1(0)) © expl— 306 5 9 xi(9)) 0 exp(0)
=1 . =1 8
— expl0) o (dy @ exp(= 36715 @ (o))

Par suite, le morphisme exp(6) est A..-équivariant.

Corollaire 11.20. Soient M une petite R\l-représentation de A, (N,0) le petit R\l-module de
Higgs a coefficients dans f‘lQ}Q/ﬁK qui lui est associé par le foncteur (11.6.1), (Xo, #5 ) la
(e(9), M oy, 5))-déformation lisse de (X, Mx) X (s,.u5) (S, 45) définie par la carte (P,v) (8.17.1),

.@;L( Uanneau associé défini dans (10.1). Alors on a un .@}( -isomorphisme canonique A-équivariant
0 0

de R-modules de Higgs a coefficients dans 545}{/@(
gl =~ __ gt
(11.20.1) N ®g @)?o - M®g @20,
ot N est muni de la représentation triviale de A et M est muni du l/%\l—champ de Higgs nul.

Comme N est libre de type fini sur 1/%\1, le morphisme canonique N O 6t - N O S est
injectif. Donc d’aprés 11.19(ii), I’endomorphisme exp(6) (11.18.4) induit un &-isomorphisme
(11.20.2) u: N@g 6" 5 N oy 6.

Compte tenu de 11.19(iv), I'isomorphisme (11.20.2) induit par extension des scalaires de Gt a €'
un %f-isomorphisme A-équivariant

(11.20.3) N®g €75 Mog %7,

ot €1 est muni de la représentation gag de A (9.1) et N de la représentation triviale. De plus, il
résulte facilement de 11.19(iii) que (11.20.3) est un morphisme de R-modules de Higgs a coefficients
dans £71Q1, /6> O € est muni du champ de Higgs digt et M du Ri-champ de Higgs nul. Compte
tenu de 10.2; on prend alors pour (11.20.1) l'isomorphisme induit par (11.20.3).

Corollaire 11.21. Sous les hypothéses de (11.20), M Oz ﬁ est de Dolbeault, (N, 0) est soluble,

et on a un isomorphisme canonique fonctoriel de ]/%I—modules de Higgs (10.5.1)

~

(11.21.1) N S Hg (M ©g R),
et un isomorphisme canonique fonctoriel de ﬁ—représentations de A (10.8.1)
(11.21.2) Mg B3 Vg (N).
Les isomorphismes (11.21.1) et (11.21.2) résultent de (11.20.1) ; pour le premier, on utilise

(10.4.1) et le fait que N est libre de type fini sur R;, et pour le second, le fait que M est plat sur

.7?\1 et que ker(d,1 ) = R. Leur caractére fonctoriel est une conséquence de la fonctorialité de 1'iso-
Xo
morphisme exp(f) (11.18.4). Les deux premiéres assertions résultent immédiatement de (11.20.1),

(11.21.1) et (11.21.2).
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Corollaire 11.22. Soit ()?,///)z) une déformation lisse de (X, HMx) X (s, us) (S, M5) au-dessus

de (4 (S), M, 5))- Alors :

~

(i) Toute petite R-représentation de A est de Dolbeault, et son image par le foncteur Hg est un
petit Ri-module de Higgs & coefficients dans 5_19}3/@( (10.5.1).

(ii) Tout petit R\l-module de Higgs a coefficients dans 5_15}2/@K est soluble, et son image par

le foncteur V 5 est une petite R-représentation de A (10.8.1).
(iii) Les foncteurs Vg et Hg induisent des équivalences de catégories quasi-inverses l'une de

Uautre, entre la catégorie des petites R-représentations de A et celle des petits ]/%Z—modules de
Higgs a coefficients dans 5_19}%/0"1('

(i) Cela résulte de 11.12, 11.21 et 10.6(i).
(ii) Cela résulte de 11.6, 11.21 et 10.9(i).
(iii) Cela résulte de (i), (ii) et 10.13.

12. REPRESENTATIONS DE DOLBEAULT RATIONNELLES

Les hypothéses et notations du §10 sont en vigueur dans cette section.
Définition 12.1. On dit qu’une E[%]—représentation continue M de A est de Dolbeault si les
conditions suivantes sont remplies :

(i) M est un ﬁ[%]—module projectif de type fini, muni de la topologie p-adique (2.3);
(i) Hg(M) est un ]/%Z[%]—module projectif de type fini (10.5.1);
(iii) le morphisme canonique

T T
(12.1.1) He(M) @z 7 - M@= 95
est un isomorphisme.
Cette notion ne dépend pas du choix de (X,.#5) (8.8 et 10.6(i)).

Définition 12.2. On dit qu'un fﬂ[%}-module de Higgs (N, 0) a coefficients dans 5_16}3/@( est

soluble si les conditions suivantes sont remplies :

(i) N est un E[%]—module projectif de type fini;
(ii) Vg(IV) est un R[%]—module projectif de type fini;

(iii) le morphisme canonique
- gt __ gt
(12.2.1) V(N) ®= 95 =+ NQg D5
est un isomorphisme.

Cette notion ne dépend pas du choix de (X, M) (8.8 et 10.9(i)).

Lemme 12.3. Soit M une E[%]—représentation de Dolbeault de A. Alors le R\l[%]—module de Higgs
Hg (M) est soluble et on a un E[%]—isomorphisme canonique fonctoriel et A-équivariant

(12.3.1) Ve(Hg(M)) S M.
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Si I'on munit M du champ de Higgs trivial et Hg (M) de I'action triviale de A, le morphisme
canonique

(12.3.2) Hg(M)@g 7% — M o= 9%

est un @;%—isomorphisme A-équivariant de ﬁ—modules de Higgs a coefficients dans 5_1?2}2 6
Comme M est ﬁ—plat et que ker(d,: ) = ﬁ, on en déduit un ﬁ[%]—isomorphisme A-équivariant
V(Mg (M)) = M. Le morphisme ca);lonique

(12.3.3) Vg(Hg(M)) ®= 75 — Hg (M) @2 7%

s'identifie alors & Iinverse de Iisomorphisme (12.3.2), ce qui montre que Hg (M) est soluble.

Définition 12.4. Soient G un groupe topologique, A une z-algébre compléte et séparée pour la
topologie p-adique, munie d’une action continue de G (par des homomorphismes de &z=algébres).
On dit qu’'une A[%]—représentation continue M de G est petite si les conditions suivantes sont
remplies :
(i) M est un A[%]—module projectif de type fini, muni de la topologie p-adique (2.3);
(ii) il existe un nombre rationnel o > p31 et un sous-A-module de type fini M° de M, stable
par GG, engendré par un nombre fini d’éléments G-invariants modulo p*M°, et qui engendre
M sur A[+].

1
P

On notera que contrairement au cas entier (11.1), on ne demande pas que M soit libre sur A[+].

1
p
cont

On désigne par Repi (G) la sous-catégorie pleine de Rep A[;](G) formée des A-représentations
P

petites de G.

1]

Remarques 12.5. Soient G un groupe topologique, A une 07-algébre compléte et séparée pour la
topologie p-adique, munie d’une action continue de G (par des homomorphismes de Oz-algébres).
(i) Soient M un A[%]—module projectif de type fini, M° un sous-A-module de type fini de M.
Alors M?° est complet et séparé pour la topologie p-adique. En effet, M° est complet en vertu
de ([10] chap. III §2.12 cor. 1 de prop. 16). D’autre part, quitte & ajouter & M un facteur direct,
on peut le supposer libre de type fini sur A[X]. Par suite, il existe un entier m > 0 tel que
p"*M° soit contenu dans un A-module libre de type fini N. Donc Ny, >op" M° C Nyp>ep™ N = 0.
(ii) Soient M une A[%]—représentation petite de G, M° un sous-A-module de type fini de M
vérifiant la condition 12.4(ii). Alors d’aprés (i), M° est une A-représentation quasi-petite de

G (11.1).

Définition 12.6. On dit qu’un R\l[%}—module de Higgs (N, 0) a coefficients dans 5_162}%/@( est

petit si les conditions suivantes sont remplies :

(i) N est un E[%]—module projectif de type fini;
1

ii) il existe un nombre rationnel 8 > ——= et un sous—é\l—module de type fini N° de N, qui
p—1

lengendre sur 1/%\1[%], tels que on ait

(12.6.1) O(N°) C p’¢'N° ®@p ﬁ}a/m-

On notera que contrairement au cas entier (11.2), on ne demande pas que N soit libre sur

1/3\1[%] On désigne par MH? (1/%\1[ ]) la sous-catégorie pleine de MHﬁ_lﬁ}a/aK (E[%]) formeée
K

1
~101
IQR/()’ p

des I/%\l[%]-modules de Higgs petits (cf. 2.16).
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Lemme 12.7. Soient A un anneau intégre de corps des fractions L, B un sous-anneau de L
contenant A, N un B-module plat de type fini, ui,...,us des endomorphismes B-linéaires de
N qui commutent deux & deux et tels que pour tout 1 < i < £, le polyndme caractéristique de
l’endomorphisme u; ®id de N @p L soit a coefficients dans A. Alors N est engendré sur B par un
sous-A-module de type fini M tel que u;(M) C M pour tout 1 <i < £.

On procéde par récurrence sur le nombre d’endomorphismes. Supposons 1’assertion établie pour
¢ — 1 et montrons-la pour £. Soit M’ un sous-A-module de type fini de N qui I’engendre sur B et
tel que u;(M') € M’ pour tout 1 <i < ¢—1.Soit P(X) = X"+ a1 X"t + -+ a, € A[X] le
polynome caractéristique de 'endomorphisme uy ® id de N ® g L. Comme N est B-plat, on peut
I'identifier & un sous-B-module de N ® g L. Par suite, ’lendomorphisme P(u,) de N est nul, et le
sous-A-module M = Z;Zol ub(M') de N répond & la question.

Lemme 12.8. Soit (N,0) un ]/%:[%]-module de Higgs a coefficients dans 5_162}%/@( tel que les
conditions suivantes soient remplies :

(i) N est un j%\l[%]—module projectif de type fini;

(i) 4l existe un nombre rationnel 5 > p%l tel que pour tout i > 1, le i-iéme invariant caracté-

ristique de 0 appartienne a pwf_iSym’ﬁ(ﬁ}q/ﬁK) ®r R (2.16.5).
Alors (N, 0) est petit.

Cela résulte de 12.7 et 4.13.

% R/Ox £ un nombre

N° un sous—]/%\l—module de type fini de N, qui ’engendre sur R\l[ ], tel que 'on

12.9. Soient (N,6) un petit R;[£]-module de Higgs a coefficients dans £~ 1Q1
1 1
p

rationnel >
ait

p—1’

(12.9.1) O(N°) C PP 'N° @R Ok g,

0° le j%\l—champ de Higgs sur N° & coeflicients dans 5716}%/@( induit par 6. Alors (N°,0°) est
un ]/%:—module de Higgs quasi-petit (11.2). On désigne par ¢° la I/%\l—représentation quasi-petite de
A sur N° associée a 6° par la formule (11.6.2), et par ¢ la petite Rl[%]—représentation de As
sur N induite par ¢°. Montrons que ¢ ne dépend pas du choix de N°, et que la correspondance
(N, 0) — (N, ¢) définit un foncteur

—1
Ligy (Bal=]) = Rep

12.9.2 MHP
( ) ¢a,, il Rild)

(Aco)-

En effet, soient u: (N,6) — (Ny,6;) un morphisme de petits j%\l[%]—modules de Higgs a coeffi-

cients dans 5_16}2/0;@ NY un Sous—f%\l—module de type fini de N7, qui ’engendre sur R\l[%], tel que
Pon ait u(N°) C N7y et

(12.9.3) 01(N7) C pPETINY @R Qg -

On note 62 le Ri-champ de Higgs sur N? & coefficients dans 5_15}3/@( induit par 61, ¢$ la R;-

représentation de A, sur Ny associée a 67 par la formule (11.6.2), et 7 la J/%\l[%]—représentation
de Ay sur Nj induite par . Le morphisme (N°, ¢°) — (N7, 9) induit par v étant clairement
Ao-équivariant, il en est alors de méme de u: (N, ¢) = (N1, ¢1).
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2 . . . 1
Montrons que ¢ ne dépend pas du choix de N°. Soient v un nombre rationnel > =1 Nt un

sous—l/%\l—module de type fini de IV, qui I’engendre sur R\l[%], tels que l'on ait

(12.9.4) O(NT) Cp"¢ ' NT @5 O, -

Remplacant 3 et v par le plus petit d’entre eux, et Nt par N° + NT, on peut supposer 3 = 7 et
N° c Nt. Appliquant alors ce qui précéde a Iidentité de N, on déduit que ¢ ne dépend pas du
choix de N°. .

Montrons que pour tout morphisme v: (N,0) — (N’,0") de petits Rl[%]—modules de Higgs a
coefficients dans 5’15}{/m{, si ¢’ est la petite ]/%I[%]—représentation de A, sur N’ associée a 6,
alors v: (N,p) = (N',¢') est Ay -équivariant. Soient 8 un nombre rationnel > p%l, N'° un
sous-Ri-module de type fini de N’ qui ’engendre sur Rl[%], tel que l'on ait

(12.9.5) 0'(N"°) Cp” € IN" @ Oy -

Remplagant 3 et 5 par le plus petit d’entre eux, et N'° par v(N°)+ N’°, on peut supposer § = 5’
et v(N°) C N’°. On conclut alors comme plus haut que v: (N, @) — (N, ¢’) est Ay-équivariant.

12.10. Soient (N, ) une petite R\l[%]—représentation de AL, o un nombre rationnel > p%l, N°

un sous—]/%\l—module de type fini de N, stable par A, engendré par un nombre fini d’éléments

A o-invariants modulo p® N°, et qui engendre N sur ]/{\1[%] D’apres 12.5(ii), la E\l—représentation
©° de A sur N°, induite par ¢, est quasi-petite. Notons 6° le j%\l—champ de Higgs quasi-petit sur
1

N° a coefficients dans 5_1?2}2/@( associé a ° par le foncteur (11.5.9), et 0 le petit R\l[g]—champ

de Higgs sur N induit par 6°. Procédant comme dans 12.9, on montre que (N, ) ne dépend pas
du choix N°, et que la correspondance (N, ) — (N, 6) définit un foncteur

(12.10.1) Rep. , (Asc) — MHY_ - (Ry[=]).

1[2]

11 résulte aussitot de la preuve de 11.6 que les foncteurs (12.9.2) et (12.10.1) sont quasi-inverses
I'un de lautre.

Proposition 12.11. Soient (N, 0) un petit fi\l[%]—module de Higgs a coefficients dans fflﬁ}z/m{,
@ la petite é\l[%]-représentation de Ao sur N définie par le foncteur (12.9.2). Alors :
(i) Il existe un R[%]-isomorphisme A-équivariant fonctoriel
(12.11.1) N @z R = Vg(N),
qui est de plus canonique si ()N(, M) est la déformation ()?0, ///);0) définie par la carte (P,~)
(8.17.1).
(i) Le Rl[%]—module de Higgs (N, ) est soluble.
(iii) La E[%]-représentation V$(N) de A est petite et de Dolbeault, et on a un isomorphisme
canonique fonctoriel de é\l[%]-modules de Higgs

~

(12.11.2) HX(V)?(N)) — N.
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(i) D’apres 8.8 et 10.9(i), on peut se borner au cas ou ()A(:,///)z) est la déformation ()?0,///;( ).

Soient $ un nombre rationnel > ﬁ, N° un sous—]/%\l—module de type fini de N, qui I’engendre sur
.7%\1[%]7 tel que lon ait
(12.11.3) O(N°) CpPEIN° @R O 0,

0° le E—champ de Higgs sur N° a coefficients dans 5*1?2}%/6)1{ induit par €. Reprenons les notations
générales de (11.18), et notons

i N° @p (L N°®E(A‘5

iiNoz 6" - Nog6

les morphismes canoniques. D’aprés 11.19, 'endomorphisme exp(6°): N° ®; S — N° ®; S
(11.18.4) induit un isomorphisme &-linéaire
(12.11.4) i°(N° 05 61) 5 i°(N° @5 &7).
Prenant le produit tensoriel ®z, Q,, on obtient un &t-isomorphisme
(12.11.5) N ®z 6" 5 N oy 6.
En effet, ¢ est injectif car N est é\l—plat. On désigne par
(12.11.6) exp(0): N @z 47 5 N og 47

I'isomorphisme déduit de (12.11.5) par extension des scalaires de &' a €. 11 résulte de 11.19(iv)
que exp(#) est A-équivariant lorsque I'on munit ¢’ de la représentation <p(]; (9.1), le module N de
la source de la représentation triviale et le module N du but de la représentation induite par .

Soit Ot = 0 ® id + id ® det le Rl[%]—champ de Higgs total sur N ®z: €T a coefficients dans
5_162}%/@( (2.16.9). Il résulte facilement de 11.19(iii) que le diagramme

exp(6)

(12.11.7) N@g 67 N@g 6"

Otot \L l 1d®dq

o ~ exp(0)®id _ ~
TN @ €1 Or Qg 0, EIN @R €1 Or Qg 0,

est commutatif.
Compte tenu de (8.10.4) et 8.13, on déduit de ce qui préceéde que exp(f) induit un 9}( -isomor-
0

phisme A-équivariant de R-modules de Higgs a coefficients dans ﬁflfl}% 6%
__ gl = __ gt
(12.11.8) N @z @;{O — N Qg @ffo’

ou le module N de la source est muni de la représentation triviale de A et du R\l—champ de Higgs 0,
et le module N du but est muni du R;-champ de Higgs nul et de la représentation de A induite par

¢. Comme N est Rj-plat et que ker(d,+ ) = R, I'isomorphisme (12.11.8) induit un isomorphisme
Xo
A-équivariant

~

&

(12.11.9) Vg, (N) = Nog
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Procédant comme dans 12.9, on voit que cet isomorphisme ne dépend pas du choix de N° et qu’il
est fonctoriel en (N, 0).
(ii) Le morphisme canonique

T T
(12.11.10) V)?U(N) ®= _@)?0 - N Qg _@)?0
s’identifie au morphisme composé
_ gt __ gt __ gt
(12.11.11) VXO(N) ®= _@)?O — N Qg _@)?0 - N Qg _@)?0

ou la premiére fleche est induite par I'isomorphisme (12.11.9) et la seconde est l'inverse de 'iso-
morphisme (12.11.8). Il est donc bijectif. Comme Vg (N) est un ﬁ[%]—module projectif de type
fini d’aprés (12.11.9), on en déduit que (N, 0) est un ]/%:[%]—module de Higgs soluble.

(iii) D’aprés (12.11.1), V() est une petite ﬁ[%]—représentation de A} elle est en particulier
continue pour la topologie p-adique de V ¢ (N). En vertu de (ii), si I'on munit N de I’action triviale
de A et V¢ (N) du champ de Higgs nul, le morphisme canonique

i i
(12.11.12) Vz(N)@= 9L - Neg 7%

est un @;%—isomorphisme A-équivariant de ﬁ[%]—modules de Higgs a coefficients dans 5*1?2}% 6
Comme N est un R\l[%]—module projectif de type fini, on a (N ®z QE)A = N (10.4.1). On en
déduit un isomorphisme de Ry [%]—modules de Higgs H5 (V¢ (N)) = N. Il résulte alors de (12.11.12)
que Vg (N) est une E[%}—représenta’cion de Dolbeault de A.

Théoréme 12.12. Soit (N,0) un }/{:[%]—module de Higgs soluble a coefficients dans fflﬁ}z/m{.

Alors Vg (N) est une ﬁ[%]-représentation de Dolbeault de A, et on a un isomorphisme canonique
fonctoriel de f%:[}%]-modules de Higgs
(12.12.1) Hy(Vg(N)) = N.

La preuve de ce théoréme est donnée dans 12.37. Nous ’avons repoussée vers la fin de cette
section car elle nécessite 'introduction de notations assez lourdes (& partir de 12.24).
Corollaire 12.13. Les foncteurs Hg et Vi induisent des équivalences de catégories quasi-inverses
lune de l'autre, entre la catégorie des R[%}—r@pr@’sentations de Dolbeault de A et celle des é\l[%]—
modules de Higgs solubles a coefficients dans f‘lﬁ}{/ﬁl{.

Cela résulte de 12.3 et 12.12.
Corollaire 12.14. Le foncteur V g induit un foncteur pleinement fidéle de la catégorie des petits
fﬂ[%]—modules de Higgs a coefficients dans 5_15}%/@{ dans celle des petites R[%}—représentations
de A qui sont de Dolbeault.

En effet, le foncteur en question est bien défini en vertu de 12.11(iii), et il est pleinement fidéle
en vertu de 12.13 et 12.11(ii).

Proposition 12.15. Les propositions suivantes sont équivalentes :
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(i) Pour toute petite E[%]—représentation M de A, il existe un petit fﬂ[%}—module de Higgs N a
coefficients dans 571()}%/@( et un R[%]—isomorphisme A-équivariant
(12.15.1) M 5 Vg(N).

(ii) Toute petite E[%}-r@présentation de A est de Dolbeault, et son image par le foncteur H g est
un petit ]/%:[%]-module de Higgs a coefficients dans 5_16}%/@{.
(iii) Les foncteurs Hg et Vg induisent des équivalences de catégories quasi-inverses l'une de

Dautre, entre la catégorie des petites E[}%]—représentations de A et celle des petits ]/%\1[1%]—
modules de Higgs a coefficients dans fflﬁh/ﬁi{.

(iv) Le foncteur

(Ay) — Rep% (A), M—MegR

4]

P
(12.15.2) Repfz\l[%]

est une équivalence de catégories.

En effet, I'implication (i)=-(ii) résulte de 12.11(iii), implication (ii)=-(iii) est une conséquence
de 12.11 et 12.13, et I'implication (iii)=(i) est immédiate.

Montrons ensuite que les trois premiéres propositions impliquent (iv). Pour toute petite E[%]—
représentation M de A, le E[%]—module de Higgs Hg (M) est petit d’aprés (iii). II lui est donc
associé par le foncteur (12.9.2) une petite fﬂ[%]—représentation ¢ de Ay sur Hg(M). La corres-

pondance M — (Hg (M), ) définit un foncteur

(Aco)-

p P
(12.15.3) Repﬁ[%}(A) — Repé\l[%]

Montrons que les foncteurs (12.15.2) et (12.15.3) sont quasi-inverses I'un de 'autre. Pour toute

petite E[%]-représentation M de A, on a des R-isomorphismes A-équivariants fonctoriels ((12.11.1)

et (12.11.2))
(12.15.4) Hye(M) @5 RS Vg (Hg(M)) 5 M.

Inversement, soient (N, ) une petite ]/%\1[ |-représentation de A, 6 le petit ]/%\1[ ]-champ de Higgs

1 1
= P P
sur N a coefficients dans f‘lﬁ}z/ﬁk associé a ¢ par le foncteur (12.10.1). D’aprés la preuve de

12.11(i), on a un @;%—isomorphisme A-équivariant et fonctoriel de R-modules de Higgs a coefficients
dans {710}, (12.11.8)

(12.15.5) Neg 2L 5 Neg 2t,

ou le module N de la source est muni de la représentation triviale de A et du I/%\l-champ de Higgs
0, et le module N du but est muni du R;-champ de Higgs nul et de la représentation de A induite
par . Comme N est projectif de type fini sur Rl[%], on en déduit par (10.4.1) un isomorphisme
fonctoriel de ]/%I—modules de Higgs

~

(12.15.6) (N,0) = Hg (N @7 R).
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Appliquant le foncteur (12.9.2), quasi-inverse du foncteur (12.10.1), on obtient un R\l—isomorphisme
A -équivariant et fonctoriel

~

(12.15.7) (N,p) = Hg(N @7 R).
Les foncteurs (12.15.2) et (12.15.3) sont donc quasi-inverses 'un de l'autre.

Montrons enfin que (iv) implique (i). Soit M une petite ﬁ[%]—représentation de A. D’apres
(iv), il existe une petite I/%\l[%]—représentation (N, ) de Ay et un ﬁ—isomorphisme A-équivariant
M5 N 7 R. Soit 0 le petit R\l[%]—champ de Higgs sur N a coefficients dans f’lﬁ}z/ﬁK associé
a ¢ par le foncteur (12.10.1). En vertu de 12.11(i), comme les foncteurs (12.9.2) et (12.10.1) sont
quasi-inverses I'un de 'autre, on a un ﬁ[%]-isomorphisme A-équivariant M = V(N), d'ou la
proposition.

Corollalre 12.16. Supposons les pmposztzons équivalentes de (12.15) satzsfaztes Alors pour toute

petite R[ |-représentation M de A, la R[ |-représentation Hom= (M,R[p]) de A est petite.

R[3]

En effet, il existe une petite R1 [f]-représentation N de Ay et un R—isomorphisme A-équivariant

M3 N o R On en déduit un R—lsomorphlsme A- equ1var1ant

~

(12.16.1) Homf[ (M,E[f]) ~ Hompz- g (N, R1[ ) ®z R.

Soient v un nombre rationnel > —= p , N° un sous—R1 module de type fini de N, stable par A,
engendré par un nombre fini d’ elements A o-invariants modulo p®N°, et qui engendre N sur
Rl[%]. En vertu de ([1] 10.10.2(iii)), N° est un R;-module cohérent. Il en est donc de méme de

Homz- (N°, ]/%\1), et le morphisme canonique

(12.16.2) Homz- (N°, Ry) Q% Rl[ | — HomA[ ](N Rl[p])

est un isomorphisme. D’autre part, comme ]/%\1 est O-plat, pour tout nombre rationnel 3 > 0, le
morphisme canonique

(12.16.3) Homp (N°, Ry) ® ¢, O /p’ O — Hompg, (N°/p°N°, Ry /p° Ry)

est injectif. Il s’ensuit que la représentation de A, sur Homl,/{,j1 (N°, l/:i\l) est continue pour la topo-
logie p-adique, et est quasi-petite, d’oul la proposition.

Corollaire 12.17. Supposons les propositions équivalentes de (12.15) satisfaites. Alors pour toutes

~

petites R[%]—Teprésentations M et M’ de A, et tout morphisme E[%]—linéaire, A-équivariant et
surjectif u: M' — M, la ﬁ[%]—r@présentation de A sur le noyau de u est petite.

Cela résulte de 12.16.
Proposition 12.18. Supposons d = 1, et soit M wune petite ﬁ[%]—r@pr@’sentation de A. Alors il

existe une petite E—représentatz’on M' de Ay, et un morphisme E[%]—linéaire, A-équivariant et
surjectif

=

(12.18.1) M @

[-] = M.

1
p
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En effet, d’aprés 12.5, il existe une R-représentation quasi-petite M° de A telle que M° soit
Z,-plat, et un isomorphisme E[%]—linéaire et A-équivariant

RS T
(12.18.2) M° @= R[E]—>M.

En vertu de 11.17, quitte & remplacer M° par p*M®°, pour un nombre rationnel € > 0, on peut
supposer qu’il existe une Rj,--représentation quasi-petite N de A,~, et un morphisme R-linéaire,
A-équivariant et surjectif

(12.18.3) N @z R— M°.

P
Il existe un nombre rationnel o > p%l et des générateurs zi,...,z4 de N sur Epto qui sont
Apeo-invariants modulo p**N. On désigne par N’ le ]i,:o—module libre de base eq,...,eq et par

o: N' — N le morphisme R,--linéaire qui envoie e; sur z; pour tout 1 < ¢ < d. Notons

(12.18.4) @o: Apoe = Autz(N)
la I?p:—représentation triviale de Ape relativement a la base ey, ..., eq. Choisissons une Z,-base

v de Ape. Il existe un automorphisme ﬁ;o—linéaire u de N’ tel que pour tout 1 < i < d, on ait
u(e;) —e; € p**N' et

(12.18.5) o(u(e;)) = v(x;).

Pour tout ¢ € Ay, on note 9u 'automorphisme }?,;—linéaire ©0o(g) o u o wo(g~t) de N’. Si
A € GLg(Rp~) est la matrice de u relativement a la base e1, ..., eq de N’, alors g(A) est la matrice
de 9u relativement a la méme base. Soient r un entier > 0, A, la classe de A dans GLg(Rpe /p" Rpee ).
Il existe un entier m tel que A, appartiennent & GL4(Rpm /p"R,m ), de sorte que P (A) = A,
Donc pour tout n > 0, on a

m+n mo_ n
(12.18.6) Ay (A2 (Ar) AP HAR) = (A (A2 (Ar) AP THA)P
Comme A =id mod (p2a§,:o), pour n suffisamment grand, le produit (12.18.6) est égal a I'identité
de GLg(Rpe /p"Rpe ). Par suite, pour tout y € N, la suite d’éléments de N’

n p—1 n
(12.18.7) n— (uowo(y))? (y) =uo(Tu)o---o(" u)opo(r” )(y)
converge vers ¥y, pour la topologie p-adique. On en déduit que '’homomorphisme
(12.18.8) Z — Autg (N"), nw— (uop(y)”

se prolonge en une Ii;c—représentation ¢ de Apee sur N/, ot lon identifie Z & un sous-groupe de
Apes par I'injection n — ~™. Il est clair que ¢ est une représentation continue pour la topologie
p-adique de N, et est méme petite. De plus, comme ¢(y) = u o (), le morphisme o est Ajoo-
équivariant (12.18.5). La proposition résulte alors de 11.12.

Proposition 12.19. Supposons d = 1. Alors les propositions de (12.15) sont équivalentes o la
proposition suivante :
(%) Pour toutes petites R[%}—r@présentations M et M’ de A, et tout morphisme E[%]—linéaire,
A-équivariant et surjectif u: M’ — M, la E[%]—représentation de A sur le noyau de u est
petite.
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D’aprés 12.15 et 12.17, il suffit de montrer que (x) implique 12.15(i). Soit M une petite E[}%]—

représentation de A. D’aprés 12.18, il existe une petite R-représentation M’ de A et un morphisme
E[%]—linéaire, A-équivariant et surjectif

12.19.1 w: M @=R[~] — M.
R

S

Par hypothése, la ﬁ[%]—représentation de A sur le noyau de u est petite. Appliquant de nouveau
12.18, on obtient une petite R-représentation M” de A et une suite exacte de morphismes E[%]—
linéaires et A-équivariants

=~ 1 v =~ 1 w
(12.19.2) M" @= R[;} — M ®= R[E] — M — 0.
Remplagant M" par p® M" pour un entier n > 0, on peut supposer que v(M") C M’. On désigne
par (N, 6) le Rl[%]—module de Higgs a coefficients dans 5_19}%/@(, conoyau du morphisme

=1 =1

(12.19.3) Hg(v): Hg(M" = R[];]) — Hg (M@= R[-

D

hS|

En vertu de 11.22, la R-représentation M’ de A est de Dolbeault, le I/%\l—module de Higgs Hg (M)

est petit et soluble, et on a un R-isomorphisme canonique fonctoriel et A-équivariant (10.11.1)
(12.19.4) Vg(Hg(M)) 5 M.

Par suite, d’aprés 10.6(i) et (11.21.2), on a un R-isomorphisme fonctoriel

(12.19.5) Hg (M) ®R~1§1> M.

On en déduit un isomorphisme

(12.19.6) Nog RS M.

Comme ﬁ[%] est fidélement plat sur ]/%\1[%] (cf. [12] 3.2.3), N est projectif de type fini sur 1/%\1[%]
Par suite, en tant que quotient de Hg (M’ ®= E[%]), le R\l[%]—module de Higgs (N, 0) est petit.

Donc en vertu de 12.11(i) et (12.19.4), on a un R[%]—isomorphisme A-équivariant M = Vg (N),
d’out la proposition 12.15(i).

Remarques 12.20. (i) Les énoncés 12.18 et 12.19 sont directement inspirés de approche de
Faltings ([17] theo. 3, page 852).

(ii) On s’attend a ce que les propositions équivalentes de 12.15 soient vérifiées pour tout d.
12.21. Soient M une R[%}—représentation de Dolbeault de A, (Hg (M), 0) le Ry [%]—module de Higgs
a coefficients dans f‘lﬁ}%/@( associé (10.5.2), Oy = 0 @id +id®@d 1 le I/%\l-champ de Higgs total

X

sur Hg (M) ®7 @;?. Il résulte aussitot de (12.1.1) qu’on a un isomorphisme canonique fonctoriel

~

de complexes de R-représentations

(12.21.1) K*(Hg(M) @7 2%, 60101) 5 M @=K* (2L, dy1 ),
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ot K*®(—, —) désigne le complexe de Dolbeault (2.16.4). Pour tout i > 0, Hg (M) ®r ﬁé%/ﬁx étant

un facteur direct d’un ]/%:[%}-module libre de type fini, on a, d’aprés (10.4.1),

(12.21.2) (T Hg (M) @5 2% @5 O)p )™ = Hyg (M) @r U)o,

On en déduit un isomorphisme canonique fonctoriel de complexes de .7%\1 [%]—modules

(12.21.3) K*(Hg(M),60) 5 (M @=K* (2L, dy1 )%,

A

ou le foncteur (=)= a gauche est défini composante par composante. Ce résultat peut se raffiner

comme suit.

Proposition 12.22 ([17] §3, [43] 6.1). Soient M wune R[%}—représentation de Dolbeault de A,
(Hg(M),0) le R\l[%]—module de Higgs a coefficients dans 5’1(2}3/@( associé (10.5.2). Alors on a
un isomorphisme fonctoriel en M dans D+(M0d(é\1[%]))

(12.22.1) Clont (A, M) = K*(Hg(M),0),
ou C?

tont (A, M) est le complexe de cochaines continues de A dans M (2.5) et K®*(Hg(M),0) est

le compleze de Dolbeault (2.16.4). De plus, lisomorphisme est canonique si ()?,//l);) est la défor-
mation (Xo, #5,) définie par la carte (P,7) (8.17.1).

1l suffit évidemment de montrer 'énoncé relatif a la déformation (Xo, .4 %,) (10.6(i)). Reprenons

les notations de 9.1 et 9.4. Pour tout nombre rationnel ¢ > 0, on munit %° de l'action continue
de A induite ¢y (9.5). Alors, avec les notations de 9.6, pour tout entier ¢ > 0 et tous nombres
rationnels ¢’ > ¢ > 0, le morphisme canonique

(12.22.2) Clont (A, M@= K (€, digt)) = Clop (A, M @= K (%°, desr))

cont

est homotope & 0 en vertu de 9.7. Par suite, les morphismes canoniques R — K*(%°, dyt), ott R
est concentré en degré 0, induisent un quasi-isomorphisme

(12.22.3) Clont (A, M) — lim C? (A, M@= K*(€°, digt)).

cont cont

c€lxo

Compte tenu de (9.4.2), 10.2 et du fait que M (resp. Hg (M)) est projectif de type fini sur E[%]

(resp. 1/%\1[%]), il existe un nombre rationnel ¢y > 0 tel que pour tout ¢ > ¢, 'isomorphisme (12.1.1)
induise un isomorphisme

(12.22.4) Hy

%, (M) @7, €° = M @= 6"

Notant Oyt = 0 ® id + id ® dei le Ri-champ de Higgs total sur Hg (M) @7 €7, on en déduit un
isomorphisme

(12.22.5) K*(Hg, (M) @z ¢°, 0i01) S M ®= K* (€€, dygt).
Comme Hg_ (M) est un facteur direct d’un I/%\l [%}—module libre de type fini, le morphisme canonique

(12226) K* (H)?O (M) ®]/%\1 C:ont(A7 (g\c)v etOt) — C;ont (Av K*® (H)?O (M) ®}§\1 Cé\cv etot))
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est un isomorphisme. D’autre part, il résulte de 9.9 que le morphisme canonique

(12.22.7) K*(Hg, (M).0) » lm K*(Hg (M) ®p Clon(A, %), bror)
c€Q>0

est un quasi-isomorphisme. La proposition s’ensuit.

Remarque 12.23. Soit M une petite R-représentation de A. D’aprés 11.8 et 11.12, il existe

une petite sz\l—représentation M° de Ap tel que M soit isomorphe & M° O R. Pour tous en-
tiers ¢,m > 0, les propositions 6.1 et 6.26 permettent de calculer les groupes de cohomologie

HY(A, M/p"M) en terme d'un ]/%:—champ de Higgs 0° sur M° a coefficients dans ﬁ}%/ﬁK ®RI/~Z\1(—1),

a des (ﬁf/(pﬁmf))—modules prés (cf. 6.2 et (5.12.1)). Si ()?,//l);) est la déformation (X, M)
définie par la carte (P,) (8.17.1), on peut démontrer que le champ de Higgs sur Hg, (M) est égal
au “logarithme” de 6° (cf. 11.7 et 11.21) et on peut en déduire la proposition 12.22 par passage a la
limite projective (cf. 2.13). Nous ne développerons pas cette approche car d’une part, les conditions
requises sur M sont plus restrictives que celles de 12.22 et d’autre part le résultat est plus faible
puisqu’il ne vaut pas dans la catégorie dérivée (cf. [13] 4.1; on prendra garde aussi que le passage
a la limite projective dans loc. cit. nécessite un peu plus de travail et que son énoncé 2.2 doit étre
légérement affaibli).

12.24. Dans la suite de cette section, n désigne un entier > 0. Considérons I'anneau R,» défini
dans (4.7) et posons

(12.24.1) AM™ = Gal(R/Rpn),
(12.24.2) AP = Gal(Reo/Rpn),

que l'on identifie & des sous-groupes ouverts de A et A, respectivement. Rappelons d’autre part
qu'on a défini un morphisme fyn: (Xpn, #x,.) — (Spn, Ms,.) (4.5.3), ot Xpn = Spec(Apn),
Ay = R ®@pp B[PP")] (4,5,21 et .Mx,, est la structure logarithmique sur X,» induite par
I’homomorphisme canonique P*") — Apn (les notations sont celles de § 5). Posons alors

ol 1
(12.24.3) QApn/ﬁKpn = Q(Apn7p(;n"))/(ﬁKpn NE™Y

(12.24.4) G =Sym=(¢' U o, @ap R).

On a donc 6y = € (8.5.5). Notons ‘KAn le séparé complété p-adique de %, et €,/ son complété faible
(cf. 9.1). On désigne par

(12.24.5) dgr: 6l = €' o Dan E)

la dérivation de % induite par la dérivation universelle continue de % (cf. 9.11). Le morphisme
canonique (4.5.4)

(12.24.6) Un: Qo O Apr = QY o

induit un R-homomorphisme
(12.24.7) ln: 60 — Gn.
On désigne par

(12.24.8) dg =@l
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le prolongement de ¢,, aux complétés faibles. On notera que le diagramme

th

(12.24.9) A

f 191/0 ®ch

Up QL)

= 1Ql 0, R4, Cl
est commutatif.

12.25. Il existe un unique homomorphisme

(12.25.1) Gn: PP 5 W(2)
tel que pour tout ¢t € P, on ait

(12.25.2) 1®) o [(HP), 0],

oi t®") est I'image de t dans P par l'isomorphisme (5.8.4). On désigne par (/l)(?") la
structure logarithmique sur X image inverse de ./Z. x,n €t par 2™ la structure logarithmique sur
Spec(W(Z)) associée a la structure pré-logarithmique définie par (P®"),g,). Il est clair que 6 o g,

est 'homomorphisme P®") — R déduit de a,. (cf. 5.8). Donc # induit une immersion fermée
exacte

(12.25.3) in: (X, ML) — (Spec(W (%)), 2™).

On désigne par %; )( %) la structure logarithmique sur 2% (X) image inverse de (™). On a un

diagramme commutatif

(12.25.4) X, M) == (A(X), M) ) — BIPE")]

N |

dans lequel on a aussi noté i,, 'immersion fermée exacte qui factorise i,,.

Les actions de A sur X et sur o%(X) s’étendent naturellement en des actions sur les schémas
logarithmiques (X, //lg )) et (Ao (X), ///;")( X)) respectivement. Tous les morphismes du diagramme
(12.25.4) sont A(™-gquivariants.

On définit de méme de nouvelles structures logarithmiques //lg( sur S et " )(7 sur <(S),

S)
et une immersion fermée exacte

(12.25.5) isn: (S, M57) — ((S )///g(s)

12.26. On sait (4.6.3) que le diagramme de morphismes canoniques
(12.26.1) (Xprs M) X (Syn s ) (S, //%(n)) — (X, Mx) X(s,.45) (S, M)

o |

(S, L) X gromy) BIPP™] (S, .#5) X gy BIP)
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est cartésien. Notons alors ()Z'n, M5 ) le schéma logarithmique défini par le diagramme cartésien

(12.26.2) (X, M5) (Xo.#z,)

| |

((S), M) * iy BIPT] —— ((5), ., 5)) X 51 BIP]

ou (X, Mz,) est la ((S), M, (5))-déformation lisse de (X, #x) X (s,.45) (S, M5) définie par la
carte (P,v) (8.17.1). Comme le diagramme

(12.26.3) (S, .42 (S, 3)

| |

(A (S), M 1)) — (Ao(S), M 1 5))

est clairement cartésien, on en déduit que (X, .# %) est la (eto(S), M () )-déformation lisse de

- o (S)
(Xpn,.ﬂxpn) X(Spn,//lspn) (S, %g(n))
Le diagramme
~ in ~ (n) n
(12.26.4) (X, 4) —— ((X), M, ) — B[PP")]

| | |

T )y s o ) n
(‘97'//§ )H(%(S),%dz(g))HB[N(P )]

est commutatif. Il est clair que le diagramme (sans la fleche pointillée)

(12.26.5) (X, %g)) (%(y)v//{;z)(y))
(Xpn ’ %Xpn) x (SPn "/”Spn) (E’ %én)) o wn VV bn
X T = )
(X, A, ) ((S), M f, () * By BIPT)]

ol ¢, est défini par (12.26.4) est commutatif. Comme la fléche horizontale inférieure est étale
(12.26.2), on peut le compléter par une unique fléche pointillée 1), de fagon a le laisser commutatif.
On notera que le diagramme

(12.26.6) (o(X), 1)) — (oK), M )
wnl iwo
(X, M,) (Xo, #,)
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ot les fleches horizontales sont les morphismes canoniques est commutatif.

12.27. Pour tout g € A notons 94),, le morphisme composé

' n -t ~ n Yn iy
(12.27.1) (X))~ (K)ol ) " (R, )

La différence 1,, — 91),, définit un morphisme R-linéaire
~1 = =
(12.27.2) O %, QA,m/ﬁKpn ®a,. R — ER.
Procédant comme dans la définition de (8.12.8), on obtient un homomorphisme

(12.27.3) on: A — Aut - (),

qui fait de %,, une R-représentation de A, On a donc g = P %ot (8.12.8), ce qui est compatible

avec les notations de 9.1. On note ¢ I’action de AM sur %! induite par ¢,,.
11 résulte de (12.26.6) que, pour tout g € A le diagramme

(12.27.4) Q. Jor, Ot R Tt
un®idT Ty 0,900

QlR/(jK ®r R

est commutatif (12.24.6). Par suite, pour tout y € ‘KOT, on a (12.24.8)

(12.27.5) th(eh(9) W) = L (9) (e (v)-
12.28. Pour toute ﬁ—représentation M de A™) on note H, (M) le .ﬁ;—module défini par
(12.28.1) Ho (M) = (M 0= 61>,

ott A agit sur €1 par ¢l (12.27.3). On le munit du E;—champ de Higgs a coefficients dans
5—1Q114p” /6%, induit par der. On définit ainsi un foncteur
(12.28.2) H,: Rep=(A™) — MH&*@%F"/@ ) (Rpn).

D’aprés 10.2, on a un isomorphisme canonique de foncteurs

(12.28.3) Hy = Hg, -
Définition 12.29. On dit qu'une R[%]—représentation continue M de A est de Dolbeault si les
conditions suivantes sont remplies :

(i) M est un R[%]—module projectif de type fini, muni de la topologie p-adique (2.3);

(ii) H, (M) est un f/ip\n[%]—module projectif de type fini;

(iii) le morphisme canonique
(12.29.1) Ho(M) @, € — M @= €]

est un isomorphisme.

Pour n = 0, on retrouve la notion introduite dans (12.1).
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12.30. Pour tout R,.-module de Higgs (N, 6) a coefficients dans £1Ql w0 . » onnote Vy(N)
P pn

le ﬁ—module défini par
(12.30.1) Va(N) = (N @ G Peor=0,

ol bror = 0 @id +id @ dy est le E;—Champ de Higgs total sur N @z %} (2.16.9). On le munit
de I’action R-semi-linéaire de A(™ induite ], (12.27.3). On définit ainsi un foncteur

(12.30.2) Vii Mg (Rpn) — Rep=(A(™).

J /ﬁKpn
D’aprés (10.2), on a un isomorphisme canonique de foncteurs
(12.30.3) Vo = Vx,-

Définition 12.31. On dit qu'un E; [%]—module de Higgs (N, 0) a coefficients dans «5_15}4
est soluble si les conditions suivantes sont remplies :
(i) N est un Ryn [%]—module projectif de type fini;

(if) Vo (V) est un R[%]—module projectif de type fini;
(iii) le morphisme canonique

(12.31.1) Va(N) @26} = N @ 6]

o/ Ok

est un isomorphisme.

Pour n = 0, on retrouve la notion introduite dans (12.2).
Définition 12.32. On dit qu’un Ep\ [%]—module de Higgs (N, 0) a coefficients dans {’1(2}4

est petit si les conditions suivantes sont remplies :
(i) N est un Rpyn [%]—module projectif de type fini;
(ii) il existe un nombre rationnel g > p—il et un sous—ﬁ;—module de type fini N° de N, qui

p"/ﬁKpn

I'engendre sur E;[%], tels que lon ait

(12.32.1) O(N°) Cp ' N° @ U yo, -
Pour n = 0, on retrouve la notion introduite dans (12.6).

Proposition 12.33. Soient n un entier > 0, (N,0) un petit E;; [%]-module de Higgs a coefficients

dans f‘lQ}qpn/ﬁKpn . Alors (N, 8) est soluble; la R[]-représentation V,,(N) de A" est petite et

de Dolbeault, et on a un isomorphisme canonique fonctoriel de E;[%]—modules de Higgs
(12.33.1) H,(V,(N)) = N.

Montrons d’abord que le schéma logarithmique (X, .#x,, ) muni du morphisme f,» (4.5.3), de
la carte P(*") et de ’homomorphisme 6: N®") — P®") vérifie les conditions requises dans (4.2).
En effet, les conditions (Cy), (Cy4) et (Cg) sont évidentes et les conditions (C3) et (Cs) résultent

aussitot de (4.5.4). Le schéma X,» ®¢, , K est intégre en vertu de 4.6(iv). D’autre part, il résulte
de la preuve de 4.6(iv) que le morphisme

Xpn ®6’Kpn k=X QoK k
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est un homéomorphisme universel. Par suite, X,» ® ¢, k est connexe et non-vide, et la condition
p

(Cy) est vérifice. On peut donc associer & (Xpn,.#x,,) des objets analogues & ceux définis pour

(X, #x). L’analogue pour X,» de I'anneau (4.7.1) est 'anneau Ry~ en vertu de 4.8(ii). L’anneau

R associé a X,pn est le méme que celui associé & X en vertu de 4.6(v). La proposition résulte alors
de 12.11.

12.34. Si (N,0) est un }/Bz—module de Higgs a coefficients dans 5*1(2}3/@(, le morphisme composé

— I®id ~ — i~ —
On: N®g Ryn —>E67'Q% 5 @r N @ Rpn ——¢ 1Q;pn/ﬁw @A N @5 Rpn

ou la seconde fleche est induite par u, (12.24.6), est un Ep\n—champ de Higgs sur N ®@p ]/%;;. La

correspondance (N, 0) — (N @z Ep\n, 6,,) ainsi définie est un foncteur

Rl) — MHg—lﬁl (an).

Apn/OK n

(12.34.1) MH g o

D’aprés (12.24.9) et (12.27.5), le morphisme ¢/, induit un R-morphisme canonique fonctoriel et
A _gquivariant
(12.34.2) Vo(N) = V(N @5 Ryn).

Lemme 12.35. Soit (N,0) un I/%\l[%]-module de Higgs a coefficients dans 5_15}2/@( tel que N soit
un E[%]—module projectif de type fini. Alors il existe un entier n > 0 tel que l’image (N®1?1 ﬁp: ,0n)
de (N, ) par le foncteur (12.34.1) soit un ]/%;[%]—module de Higgs petit (12.32).

Pour tout entier ¢ > 0, notons

— 1

—i i 0 ol —i i O
Ai(0) €€ SymR(Q}%/ﬁK) @R Rl[};] et Ai(0p) € {7'Sym}y , (Q,lqpn/m{pn) @ ayn Bpn [];]

les i-iémes invariants caractéristiques de 6 et 6,,, respectivement (2.16.5). Alors A;(6,,) est I'image
canonique de \;() (12.24.6). D’autre part, pour tout ¢ € P, si t(P") désigne son image dans P®")
par Iisomorphisme (5.8.4), on a

(12.35.1) up, (dlog(t)) = p"dlog(t®™).
Par suite, la proposition résulte de 12.8.

Lemme 12.36. Soient (N,0) un R\l[%]—module de Higgs soluble a coefficients dans {flﬁ}%/m{, n
1
P

un entier > 0. Supposons que le Ep\n[ |-module de Higgs (N ®; E;,Gn) image de (N, 0) par le
foncteur (12.34.1), soit soluble (12.31). Alors le morphisme canonique (12.34.2)

(12.36.1) Vo(N) = V(N Ox: Ryn)
est un isomorphisme.

En effet, si on note w le morphisme en question, le diagramme

(12.36.2) Vo(N) ®= €] —— N @ €]
w®id%‘il

V(N ®g RBpr) 8= € —> N @5 €]
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ol a et b sont les morphismes canoniques, est commutatif. Comme a et b sont des isomorphismes

par hypothése, w ® id% est un isomorphisme. La rétraction canonique ¢, : €, — R induit une

rétraction cf : € — R. Par extension des scalaires par ¢, on obtient que w est un isomorphisme.

12.37. Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 12.12. Montrons d’abord que V (N est

un ﬁ[%]—module projectif de type fini et est une représentation continue de A pour la topologie p-
adique. D’aprés 8.8 et 10.9(i), on peut supposer que ()?, M) est la déformation ()?0, ‘///)?o) définie
par la carte (P,~y) (8.17). Il suffit alors de montrer l'assertion analogue pour Vo(N) (cf. (12.28.3)

et (12.30.3)). Pour tout entier n > 0, notons (N ®z E,;,Gn) Iimage de (N, #) par le foncteur
(12.34.1). 11 existe n > 0 tel que le ﬁ;[%]—module de Higgs (N @z 1/%;79”) soit petit (12.35). I

est donc soluble et la R[%]—représentation V(N @5 }/%;) de A(™ est petite et de Dolbeault en
vertu de 12.33. Par suite, le morphisme canonique (12.34.2)

(12.37.1) Vo(N) = V(N @ Ryn)
est un isomorphisme en vertu de 12.36. On en déduit que Vo(N) est un E[%]—module projectif de
type fini. Comme le morphisme (12.37.1) est A(™-équivariant, I'action de A sur Vo(N) est continue
pour la topologie p-adique.

Si 'on munit N de l'action triviale de A et V¢ (N) du champ de Higgs trivial, le morphisme
canonique

(12.37.2) Vg(N) @2 2% —» Nog 7%

est un Qg—isomorphisme A-équivariant de R[%]—modules de Higgs a coefficients dans §_1§}% o
Comme N est un facteur direct d’un R\l[%]—module libre de type fini, on a (N ®z _@;%)A =N
(10.4.1). On en déduit alors un isomorphisme de I/{\l[%]—modules de Higgs Hg (Vg (N)) = N, ce
qui implique que V (V) est une ﬁ[%]—représentation de Dolbeault de A.

13. REPRESENTATIONS DE HODGE-TATE

13.1. Considérons la suite exacte (5.21.2)
(13.1.1) 0= (mp) "R— & = Q0 ®r R(—1) > 0

et notons aussi 1 € & I'image de 1 € (mp) ! R. Pour tout n > 0, posons

(13.1.2) S = Sym%(o@),

et tn: % — Fny1 le morphisme R-linéaire défini de la facon suivante. Pour n = 0, ¢ est le
composé des injections canoniques R — (7p) 'R — &. Pour n > 1 et pour tous 1,...,2, € &,
on a

(13.1.3) (71 @ Rz,]) = 1Rz Q- ® xy).

Les .#, forment alors un systéme inductif. On pose

(13.1.4) 7 =lim .%,.
—

n>0
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Les morphismes de multiplication ., ®= Sy = Fman (m,n > 0) induisent une structure de R-

~

algébre sur .. On notera que .# est naturellement une R-représentation de I'. La représentation
ainsi définie est appelée I’anneau de Hyodo ([24] §1).

Remarque 13.2. On notera que p est inversible dans .¥, de sorte que . ~ .% [%] En effet, on a
L=mp-(mp)~ L ot (mp)~t € (mp)*RC & C ..

13.3. Pour tous entiers 4 > 0 et n > 0, on définit un morphisme R-linéaire et T'-équivariant

(13.3.1) Kin® Fn @R D)o, (—1) = Fno1 Or U, (=i — 1)

par K;0 =0, et sin > 1 par

(13.3.2) Rin([21®@ - @z, Qw) = Z [1® X1 Tt ® R up] @ (u(x;) Aw),
1<i<n

oUTy,...,2n €E wE N ;5 (—n)et u: & — ﬁ}%/ﬁK ®g R(—1) le morphisme canonique (13.1.1).

On vérifie aussitot que 'on a K;11,n—1 © ki = 0 et que le diagramme

Ri,n

I @r Uy (—i) — = L1 @R Vg (—i— 1)

Ln®idi \LhLl@id

Rin+41

~. , Oi+1 .

yn+1 (9] 3 Q%/ﬁk(_/&) — Y, QR Qg'/ﬁ}((—z — 1)
est commutatif. On obtient alors par passage a la limite inductive un morphisme ﬁ[%]—linéaire et
I'-équivariant

(13.3.3) kit S OR U)o (—1) = Or U, (=i = 1).
Ces morphismes définissent un complexe J#°® de ﬁ[%]—modules en posant
(13.3.4) wi= 7O Yo (D) s =0,

0 sit < 0.

13.4. Soit V une Q,-représentation de I'. Pour tout entier i, on note D*(V) le ﬁ[%]—module défini
par

(13.4.1) DY(V) = (V &g, Z ()"

En prenant les I'-invariants du complexe V ®q, .#*(i) (13.3.4), on obtient un complexe ﬁ[}%]—
linéaire, noté D (V),

(13.4.2) D'(V) = D" (V) ®r Qg = D72HV) QR Vh)p = -

ot D(V) est placé en degré 0. On munit le ﬁ[%]—module ®;czD'(V)(—i) du champ de Higgs a
coefficients dans Q}%/ﬁ;{ (—1) induit par kg (13.3.3). Le complexe de Dolbeault du module de Higgs
ainsi défini est @;czD*(V)(—i) (2.16.4).

Définition 13.5 ([24] 2.1). On dit qu'une Q,-représentation continue V' de I' est de Hodge-Tate
si les conditions suivantes sont remplies :
(i) V est un Q,-espace vectoriel de dimension finie, muni de la topologie p-adique (2.3).
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(ii) Le morphisme canonique
(13.5.1) ®iczD (V) ®ap) 7 (—0) =V &g, S
est un isomorphisme.
On peut faire les remarques suivantes :

13.5.1. Hyodo montre dans loc. cit. que pour toute Q)-représentation continue de dimension finie
V de T, le morphisme (13.5.1) est injectif.

13.5.2. Pour toute Q,-représentation de Hodge-Tate V de T, les E[%]—modules D(V) (i € Z) sont
localement libres de type fini et sont nuls sauf pour un nombre fini d’entiers ¢, appelés les poids de

Hodge-Tate de V' (cf. [12] 4.2.7).

Proposition 13.6. Soient (X, M5,) la déformation lisse de (X, Mx) X (s,.us) (S, M) au-dessus

de (92(S), M ,5)) définie par la carte (P,~) (8.17.1), (P8P /ZA)in, le quotient de PEP/ZX par son
sous-module de torsion,

(13.6.1) w: (PP /ZA\ )i, — PP

un inverse & droite du morphisme canonique P8P — (P8P /Z\)iy,. Alors il existe un isomorphisme

canonique de R[%]—algébres

(13.6.2) Bu: %[%1 -

tel que pour tout x € p_ﬁﬂgo C @go[%], on ait

(13.6.3) Buw(z) = Bu(z) € E C .7,

ot By est le morphisme (8.20.2). De plus, Bw est A-équivariant et le diagramme

(13.6.4) 7z, O S

dgfo l lﬁo

— e v 1 ~ Ew@id ~
§7'9%, Or O 6, —> 1 7 D) OR Uy, (1) == L ®r A 6, (—1)

ot v est lisomorphisme induit par (7.7.1) est commutatif.

L’injection canonique % %, — Y%, induit un isomorphisme A-équivariant de R-algébres

(13.6.5) hi>n Syn%(,?)}o) = 7%,

n>0
ou le systéme inductif & gauche est défini pour zy,...,x, € F %, bar
(13.6.6) T1® Qx| — [1QT1® - @ xyp).

La proposition résulte alors de 8.20.
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Proposition 13.7. Conservons les hypothéses de (13.6), soient de plus V' une Qp-représentation
de Hodge-Tate de T, (HXU(V ®z, R),0) le module de Higgs & coefficients dans 571@}{/@( associé a
la R[}%]-Teprésentation V ®z, R de A (10.5), 0’ le champ de Higgs sur Hg (V®z, R) a coefficients
dAans Q}%/ﬁx(_l) déduit de 0 et de l’isomorphisme R(1) = pﬁfﬁ (7.7.1). Alors V ®z, R est une
E[%]—Teprésentation de Dolbeault de A, et l'on a un E[%]—isomorphisme canonique fonctoriel de
./R\l[%]-modules de Higgs a coefficients dans ﬁh/ﬁK(—l)

(13.7.1) ®iezD!(V) ®5 Ri(—i) 5 Hg (V ®2, R),

ot le membre de gauche est muni du champ de Higgs induit par ko (13.3.3) et le membre de droite
est muni de 0'.

On notera d’abord que V ®z, R est une E[%]—représentation continue de A. Si 'on munit D(V)
de T'action triviale de I', V ®z, R du champ de Higgs trivial et @;czD*(V) ®n R(—i) et .7 des
champs de Higgs induits par kg, le morphisme canonique

(13.7.2) @iezD' (V) ®pp1; L (i) = V ®q, S

est un isomorphisme .#-linéaire et I'-équivariant de R[%]—modules de Higgs a coefficients dans
Q}% /6% (—1). Compte tenu de 13.6, on en déduit un isomorphisme @;%O—linéaire et A-équivariant de

~

E[%]—modules de Higgs a coefficients dans Q}?/ﬁk(—l)

(13.7.3) SiesD' (V) © 1) 7 [%](_i) 5V g, 7 1],

ol .@}%[%] est muni du champ de Higgs induit par d@}% et par 'isomorphisme ﬁ(l) = pﬁﬁﬁ
(7.7.1). Comme D*(V) est un facteur direct d'un E[%}—module libre de type fini (13.5.2), on a
(DI(V) @5 @%)A = DY(V) ®5 Ry en vertu de (10.4.1). Par suite, en prenant dans (13.7.3) les
invariants sous A, on obtient un isomorphisme de Rj[+]-modules de Higgs a coefficients dans

1
N P
D/, (1)

(13.7.4) ®iczD (V) ® Ri(—i) 5 (V @z, ZL)" =Hg(V @z, R).
De plus, le morphisme canonique
(13.7.5) Hg(V @z, R) ®7 95 =V @z, 2L

s’identifie a I'isomorphisme (13.7.3). Donc V ®z, ﬁ est une ﬁ[%]—représentation de Dolbeault de A.
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