DIAGRAMMES DE DIAMOND ET (¢, [')-MODULES
par
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Résumé. —  Soit p une représentation continue semi-simple générique de di-
mension 2 de Gal(Q,/Q,) sur F,. La correspondance de Langlands modulo p
pour GL2(Q,) définie dans [3] peut, comme réalisée dans [7], se traduire en une
recette simple permettant de retrouver le (¢, T')-module associé & p & partir du
“diagramme de Diamond” associé a p. Soit F' une extension finie non-ramifiée
de Q, et p une représentation continue semi-simple générique de dimension 2 de
Gal(Q,/F) sur F,. Lorsque l'on étend formellement cette recette aux diagrammes
de Diamond associés & p dans [4], on montre que l’on obtient essentiellement le
(¢, I')-module de I'induite tensorielle de F' & @, de p.
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1. Introduction

La correspondance de Langlands modulo p pour GL2(Q,), définie initialement
dans [3] dans sa version semi-simple, est maintenant bien comprise grace a la
théorie des (¢, I')-modules ([7]). En particulier, un résultat essentiel de [7] est la
construction d'un foncteur permettant de passer de la représentation de GL2(Q))
au (¢, I')-module de la représentation de Gal(Q,/Q,) a laquelle elle correspond.

Si I est une extension finie non-ramifiée de @, de degré f, I’étude et la classifi-
cation des représentations lisses admissibles de GLy(F) sur I, se révele bien plus
complexe que lorsque ' = Q,. Un phénomene troublant a lieu : des que f > 1, il
existe une tres grande quantité de représentations lisses admissibles irréductibles
supercuspidales (voir [4]). Leur classification est a ce jour incomprise.

Néanmoins, dans [4], une famille (en général infinie) de représentations
lisses admissibles de GLy(F) sur F, est associée (de maniére ad hoc) & une
représentation continue p de dimension 2 de Gal(Q,/F) sur F, lorsque cette
derniere est suffisamment générique en partant de la généralisation des poids
de Serre développée dans [5] (appelés ici poids de Diamond). La méthode est
d’abord d’associer a p une famille de structures plus simples, introduites initia-
lement dans [11] et appelées “diagrammes”, puis de considérer ensuite la famille
de toutes les représentations lisses admissibles de GLy(F') “engendrées” par 1'un
quelconque de ces diagrammes (essentiellement). Un diagramme D sera ici la
donnée d’une représentation Dy de GLy(IF,s) de dimension finie sur F, et d'une

0
supérieures U(IF,s). Une des propriétés cruciales des diagrammes associés a p
(appelés diagrammes de Diamond) est que le socle de la GLy(IF,s)-représentation
Dy est la somme directe des poids de Diamond associés a p.

. . 1 . . . .
action de la matrice (](9) > sur les invariants de Dy par les matrices unipotentes

Lorsque l'on examine le foncteur de [7] quand F' = Q, et p est semi-simple a
la lumiere des structures plus simples que sont les diagrammes de Diamond, on
se rend compte qu'il existe une recette directe permettant de retrouver le (¢, I')-
module de p a partir du diagramme de Diamond associé a p (qui est unique quand
F =Q,). Considerons le sous-espace suivant de la GLy(IF,)-représentation Dy :

v (socle de D)V E).

Sous I'action des matrices triangulaires supérieures, V' admet une base de vecteurs
propres. Ces vecteurs propres sont reliés entre eux par ’action de sommes :

1) Z X G (1)) (g (1))

ous € {0,---,p— 1}. La recette pour retrouver le (¢, I')-module de p est alors,
grossierement, de remplacer chaque somme (1) reliant deux vecteurs propres de
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V par une équation ¢(*) = s!XP~1=%x reliant deux vecteurs de base du (¢, T')-
module (voir exemple 4.7).

Que devient cette recette quand f > 17 On définit de maniere analogue V' (gf
(socle de DO)U(FPf ) A partir d'un quelconque diagramme de Diamond D associé a
p semi-simple mais les sommes reliant les vecteurs propres de V' ont la forme :

sovpst . ' tsp (A 1) (01
. 5 s (3 D) (0]

A€EF ¢

ous; € {0,---,p— 1}. Un théoreme de Stickelberger (th.7.1) suggere alors de
remplacer chaque somme (2) par I’équation (voir §5 pour la construction précise) :

(3) O(x) = sglsy !+ sp | XPTITsOFPTIms iRl oy

On obtient ainsi un certain (p,I')-module étale M(D) (dépendant de D) et
I'on peut calculer la représentation de Gal(Q,/Q,) sur F, qui lui correspond.
Le théoreme suivant est le résultat principal de Iarticle.

Théoréme 1.1 (cor.5.4). — Soit p une représentation générique semi-simple
de dimension 2 de Gal(Q,/F) sur F,, D un diagramme de Diamond associé,
M(D) le (¢,I')-module étale associé a D par la recette ci-dessus et V(M (D)) la
représentation de Gal(Q,/Q,) sur F, correspondant a M (D). On a :

- 1RQ 1
V(M(D))‘Gal(@/(@gr) ~ (mdF pp)’Gal(@/Qgr) ® w™ 2i=o (rit1)

ot ind}?@”p est Uinduite tensorielle de Gal(Q,/F) a Gal(Q,/Q,) de p, Gal(Q,/Qw)

linertie, w le caractere cyclotomique modulo p et les r; des entiers liés a p.

En général, V(M (D)) n’est pas isomorphe a (indig@”p) ® w™ Zi-0 (i +D) (il faut
vraiment prendre la restriction a I'inertie). Néanmoins, cela est vrai pour certains
des diagrammes de Diamond D associés a p et permet de faire une premiere
sélection parmi les D : voir §6, en particulier le théoreme 6.4. Mais cela n’est pas
encore suffisant pour permettre d’isoler un diagramme unique pour un p fixé.

Le plan de I’article est le suivant : apres quelques rappels concernant les dia-
grammes de Diamond et les (p,I')-modules en caractéristique p aux §§2 et 3, on
introduit au §4 une catégorie de diagrammes appelés “de type semi-simple” aux-
quels on peut attacher de maniere formelle des (¢, I')-modules étales par la recette
(3). Au §5, on considere le cas particulier des diagrammes de Diamond lorsque p
est générique semi-simple (qui sont de type semi-simple) et on montre le théoreme
1.1. Au §6, on montre une condition suffisante sur un diagramme de Diamond D
associé a p pour que V(M (D)) soit exactement (ind%@p p) @ W™ Ximo it Enfin,
au §7, on rappelle et montre un théoreme de Stickelberger sur la trace de F,y a ),
qui, avec ce qui précede, suggere comment retrouver peut-étre les (¢, I')-modules
M (D) par un vrai foncteur généralisant celui de [7].
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Introduisons maintenant les principales autres notations de cet article.

Sid > 1 est un entier, on note Q,« I'extension non-ramifiée de Q, de degré d.
On note Of les entiers de F' = Qs et ¢ e p/. On note K o GL2(Op), I C K
le sous-groupe d’Iwahori et Iy C I (resp. K1 C K) le sous-groupe des matrices
unipotentes supérieures (resp. égales a l'identité) modulo p. On désigne par II la

. (0 1)
martrice .
p 0

On note E = IF_p le corps des coefficients (a ne pas confondre avec le IET, de
Gal(FF,/F,)) et on fixe un plongement F, < E qui sera tacite dans tout l'article.

Siy: I — E* est un caractere, on note y* “ x(IT-TT71). On note a : I — E*
. b =1 . - -
le caractere envoyant <]?c d) € [ surad  via le plongement précédent (ou T

est la réduction modulo p de x). Si x € E*, on note i, le caractére non-ramifié
de Q;d envoyant p sur z.

Si o est une représentation irréductible de K sur F et y le caractere donnant
I'action de I sur o/t supposé tel que x # x*, on note ¢!*! 'unique représentation
irréductible de K sur E telle que I agit sur (o)t par x*. On note ind¥ y la
E-représentation des fonctions f : K — E telles que f(ik) = x(2)f(k) (i € I,
k € K) avec action a gauche de K par (kf)(k') = f(K'k).

On normalise I'inverse de 'application de réciprocité locale de telle sorte que
p s’envoie sur un Frobenius géométrique.

On note Frob le Frobenius arithmétique absolu de Gal(F,/F,), c’est-a-dire
I’automorphisme envoyant = € E sur 2. Si d > 1 est un entier, u, peut
se voir comme le caractere non-ramifié de Gal(Q,/Q,«) envoyant le Frobenius
géométrique Frob™ de Gal(F,/F,«) sur z € E*.

Pour d > 1, on note wy : Gal(Q,/Q,:) — E* le caractere envoyant g sur
9" V=)

€ Fo — E. Lorsque d = 1, w; s’identifie au caractere cyclotomique
PV

modulo p et on le note w. Lorsque d > 1, wy dépend du choix d’un plongement
F,« — FE, mais wq interviendra soit dans des induites, auquel cas ce choix n’a pas
d’importance, soit pour d divisant f, auquel cas on choisit le plongement induit
par le plongement déja fixé F, — E. On a wy(p) = 1 via la réciprocité locale.

Si p est une représentation continue de Gal(QTp/ Q) sur un E-espace vectoriel

de dimension finie, on note enfin indgzd p Vinduite classique de Gal(Q,/Q,«) a

Gal(Q,/Q,) de p et indg%’p son induite tensorielle ([6]).
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2. Rappels sur les diagrammes et les diagrammes de Diamond

On rappelle la définition des diagrammes ([11]) et des diagrammes de Diamond
([4]).
On désigne par N le normalisateur de I dans GLy(F), i.e. N = [TIF*,

Définition 2.1. — On appelle diagramme un triplet (Do, Dy,7) ot Dy est une
représentation de K F* de dimension finie sur E telle que K1 et p € F* agissent
trivialement, Dy une représentation de N sur E et r : Dy — Dy une injection
I F*-équivariante qui induit un isomorphisme Dy = Dél — Dy.

Ce que I'on appelle diagramme ici est en fait un cas particulier des “diagrammes
fondamentaux” (“basic diagrams”) de [4]. Comme nous n’utilisons pas d’autres
diagrammes, nous avons préféré alléger la terminologie. Notons que Dy est en fait
une GLy(F,) représentation puisque K agit trivialement.

Les diagrammes forment une catégorie additive (non-abélienne) en un sens
évident. Des exemples aussi simples qu’importants de diagrammes sont donnés
par les triplets (7%, 7/t can) ott 7 est une représentation lisse admissible de
GLy(F) sur E et can : m't — 751 Pinclusion canonique. Il faut comprendre les dia-
grammes comme une version “enrichie” des modules de Hecke sur E[I;}\GLy(F)/
I1] (donnés par 7!*) considérés par exemple dans [12].

Un aspect surprenant (et troublant) est que, lorsque f > 1, il y a beaucoup plus
de diagrammes que lorsque f = 1, voir [4]. En particulier, si p : Gal(Q,/F) —
GLy(FE) est une représentation générique (cf. ci-dessous) et si f > 1, on attache
a p dans [4] une famille infinie de diagrammes, que nous rappelons maintenant.

Soit donc p une représentation continue générique de dimension 2 de Gal(@/ F)
sur F. Quitte a tordre p par un caractere, on peut I’écrire sous I'une des formes
suivantes (voir [4, §11]) :

. IR
(1) P’Gm(@/%r) = f ) avec 0 <r; <p—3et(r;) ¢ {(0,---,0),

0
Iy (rj+1)p

0
2f | o _
0 a2 (r+1)p avec 1 <rg<p—-2et0<

w2f

1%

(ii) P|Gal(@,/@gr)

rp<p—3,j>0

I tr+1)p? . s

avec de plus det(p) = wi”~ (notons que cela entraine p > 2). A

Plca@, gy est associé dans [5] un ensemble de “poids”, c’est-a-dire de
P

représentations irréductibles de GLy(Op) - ou de GLo(F,) - sur E, noté D(p).
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On associe alors une famille de diagrammes D = (Dy, Dy, 1) a p comme suit ([4]) :

(i) Do est la plus grande représentation de GLy(FF,) sur E (pour l'inclusion)
telle que soc Dy = @yen(p)0 et telle que chaque o € D(p) n’apparait qu'une
fois dans D,

(ii) Dy est 'unique représentation de N sur D{' qui étend I’action de T

(iii) 7 : Dy < Dq est une injection [-équivariante arbitraire.

En faisant agir p € F'* trivialement, on obtient ainsi une famille de diagrammes
au sens de la définition 2.1. De plus, on peut montrer que tous les facteurs de
Jordan-Holder de Dy (et pas seulement ceux de son socle) apparaissent avec
multiplicité 1 dans Dy ([4, §13]) et que la représentation Dy se décompose en une
somme directe :

(4) Dy = @GED(p)DO,U

ousocDy, = 0.
Nous aurons besoin de la description explicite de D(p) lorsque p est semi-simple.

Soit (zo, -+ ,xy_1) f variables (formelles). On définit d’abord deux ensembles
RD(xg, -+ ,x5-1) et ID(zg, -+ ,xs_1) de f-uplets A = (No(xo), -+, Ap_1(xf-1))
ou \;(z;) € Z=+ x;. On convient que x5 = x¢ et Af(xs) = A\o(zp) dans ce qui suit.

Sif=1,RD(x) “ {zo,p — 3 — x0} et ID(x) “ {zo,p — 1 — x0}.
Si f>1, RD(xg,- - ,zs_1) est I'ensemble des X tels que :
(i) Ni(x) e {xy, s+ 1, p—2— x4, p— 3 — x;}
(i) si Nj(x;) € {mj, x; + 1} alors N\jyq(xip1) € {@iv1,p — 2 — @1 }
(iii) si A\i(z;) € {p—2—24,p— 3 —x;} alors \jr1(xi41) € {p—3 — i1, i1 + 1}

Si f>1,ID(xg,---,x4_1) est 'ensemble des A tels que :
(i) si 0 <, N(x;) € {wg, i+ 1, p—2—x;,p— 3 —a;} (resp. Ao(xg) € {xo, xo —
Lp—2—x0,p—1—1x0})
(ii) si0 < iet \;(x;) € {x;, x;4+1} (resp. Ao(xo) € {xo,z0—1}), alors N\jy1(zi41) €
{Tiv1,p — 2 — 21}
(iii) si 0 <@ < f—1et Ni(x;) € {p—2—x;,p— 3 —x;}, alors N\jy1(xi41) €
{p—3— 21,z + 1}
(iv) si Ao(mo) € {p — 1 — zo,p — 2 — x0}, alors A\y(z1) € {p —3 —x1, 21 + 1}
(v) sidfq(xp1) € {p—2—x5_1,p—3—xs_1}, alors A\o(zg) € {p—1—xp,x0—1}.

L’ensemble RD(zg, - - - ,x5_1) (resp. ID(xg,- -+ ,x_1)) peut s’identifier a l'en-
semble des parties J de {0,---, f — 1} comme suit : j € J si et seulement si
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Ni(zj) e{p—2—xj,p—3—x;} (resp. si j >0, j € J si et seulement si \;(z;) €
{p—2—2;,p—3—1x,} et 0 € J si et seulement si \g(x) € {p—2—x9,p—1—120}).
Notons que, pour des raisons pratiques, ces identifications ne sont pas exactement
les mémes que celles choisies dans [4, §11].

Pour A € RD(zg, -+ ,xp—1) ou A € ID(zg, -+ ,xf_1) On pOSe :
F-1

e(\) ¢ %(Zpi(xi . )\i(xi))> sif—1¢.J

i=0
1 f-1
e(A) < 5 (pf -1+ Zpl(xl - Az(xl))) sinon.
i=0

Si sg,---,8p-1 sont f entiers dans {0,---,p — 1}, on note (sg, - ,s7-1) la
représentation irréductible de GLy(F,) :
(Symm E2) Qg (Symrl E2>Frob Qp -+ Qg (Symrf,l EQ)Frobf—l
. ! 4
ol (CCL 2) agit sur (Sym’’ E?)foP via (ij ZZ]) puis le plongement fixé F, —

Soit maintenant p générique semi-simple de dimension 2. Si p est comme dans
(i) (avec * =0), on a :
D(p) = {()\0(7“0), R )‘ffl(rffl)) ® detE(A)(ro’-..’rf71)7 A€ fRD(%’(), T 7xf*1>}

et si p est comme dans (ii) on a :

D(p) = {(No(ro), -+ s Ap—1(ry-1)) ® det™ o710 X € 9D (g, -+, 25-1)}.

De plus, deux A différents donnent deux poids différents de sorte que D(p)
s’identifie aussi a I’ensemble des parties de {0,--- , f — 1} via le A correspondant.

Il existe une autre définition plus conceptuelle de D(p) (d’ou se déduit la des-
cription technique ci-dessus) que nous n’utiliserons pas (cf. [5]).

3. Rappels sur les (¢,I')-modules en caractéristique p

On rappelle la définition des (p,I')-modules ([9]) en caractéristique p et
quelques unes de leurs propriétés.

On fixe d > 1 et on choisit un plongement F,« — £ (dans les applications, soit d
sera un diviseur de f de sorte qu'un tel plongement est induit par le plongement

fixé F, — E, soit le résultat sera indépendant du choix de ce plongement).
Soit T' € Gal(Qu(*V1)/Qp) =~ Gal(Q,(*V1)/Q,) qui s'identifie & ZX par le

caractere cyclotomique p-adique €.
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Définition 3.1. — Un (¢,I')-module pour Qua est un F((X)) ®p, E-module
de type fini M muni d’un endomorphisme E-linéaire ¢ et d’une action F . ®p, E-
linéaire de I' telles que :

(1) ¢((aX? @ b)v) = (e’ XP? @ b)p(v) sive M, a€Fpetbe E
(ii) y((aX’ @ b)v) = (a((1 4+ X)*) — 1) @ b)y(v) siy €T etv e M
(iii) p oy =0 pour tout vy € T.

On dit que l'action de ¢ (resp. de I') est semi-linéaire. Les (¢, I')-modules pour
Q¢ forment une catégorie abélienne en un sens évident. Notons qu'un (¢,I')-
module pour Q, est simplement un F,,((X)) ®r, E-espace vectoriel de dimension
finie muni d’un ¢ et d’une action de I' comme ci-dessus. Un (¢, [')-module pour
Q¢ peut toujours se réaliser sur F,e((X)) ®g, F ot F est un corps fini contenu
dans E.

Remarque 3.2. — Les (p,I')-modules sont d’habitude notés D. Nous adoptons
la notation M car D désigne ici un diagramme.

L’isomorphisme :

Fu((X)) @k, B ~ (F,((X)) @5, B)", aX? @b (abX?,a" 'bX7, - o "bX7)

p

fait que l'on peut écrire un (¢, I')-module pour Quq sous la forme M = MY x
M x - x Mt ot M7 est un F,((X)) ®r, E-espace vectoriel de dimension finie,
¢ envoie circulairement M7 dans M7T! et ' préserve les M.

Un (¢,I')-module pour Qu« M est dit étale si ¢(M) engendre M sur
F,i((X)) ®r, E. De maniere équivalente, on a un isomorphisme F((X)) ®p, E-
linéaire (avec des notations évidentes) :

Id®e: (de((X)) ®F, E) ®4P’]de((X))®]FpE M =5 M.

On vérifie facilement que cela entraine que tous les M7 sont de méme dimension
sur Fp,((X))®p, £. En particulier M est alors libre de rang fini sur F,«((X)) ®r, £.

Le résultat principal de la théorie est le théoreme suivant (en se rappellant
qu’une représentation galoisienne sur E peut toujours se réaliser sur un corps fini
contenu dans E).

Théoréme 3.3 ([9]). — La catégorie des (p,I")-modules étales pour Qpa est

équivalente a la catégorie des représentations de Gal(@p/de) sur des E-espaces
vectoriels de dimension finie.

On note M +— V(M) le foncteur covariant associant une représentation de
Gal(Q,/Q,q) & un (p,T')-module étale. Il est exact et compatible aux sommes
directes et aux produits tensoriels. On n’aura pas besoin ici de la description
explicite de ce foncteur (voir e.g. [9] ou [7]).
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Rappelons maintenant sans preuve quelques propriétés élémentaires (et bien
connues) du foncteur V.

Lemme 3.4. — Soit p une représentation non-ramifiée de Gal(@/(@pd) sur un
E-espace vectoriel de dimension finie V. Le (p,I")-module étale associé a p a la

forme :
M = ((F,((X)) @, B) @5 V) x - x (F,((X)) ®, E) @5 V)
ou (s’ €T,

(X)) QF, E, v e V) :
QD(SO ® UO, L. ’Sdfl ® vdfl) —
<90(Sd—1) ® p(FI‘Ob_d)(Ud_l)7 90(80) & UO: e 790(Sd_2) ® vd_2)

en notant encore Frob™® un relevé dans Gal(Q,/Qy«) du Frobenius géométrique

de Gal(F,/F,a) et ou action de v est laction usuelle sur F,((X))®r, E et triviale
sur V.

Proposition 3.5. — Soit s un entier positif ou nul. Le (p,T")-module étale as-
socié a W a la forme :
M = (F,((X)) ®, E)F’ x (F,((X)) ®r, E)F' x -+ x (F,((X)) ®p, E)F*™
ol :
O(F7) = FItl 0<j<d—2

1
-1y _ 0
p(F) = Xs(p—1) F

et ot pour y €I :

o (PXNEEE
W) = (S55) 7R, 0 <d-1.
7(X)
Démonstration. — Cela se déduit de [2, §1]. O

L’action de I' dans le lemme 3.5 peut se décrire plus simplement comme I'unique
action semi-linéaire de I' commutant & ¢ et telle que y(F7) — F7 € X(F,[[X]] ®g,
E)F’ pour tout j.

Lemme 3.6. — Soit p une représentation de Gal(Q,/Q,a) sur un E-espace vec-
toriel de dimension finie et M = M° x M* x --- M3t son (p,T')-module étale
associé. Soit (F)i1<k<: une base de M® sur F,((X)) ®g, E et F] & OI(FY),
1 <j<d-1. Le (p,I')-module étale pour Q, associé a indg”d p a la forme
@?;é( B (Fp((X)) @, E)F,g) ot, pour 1 <k <t :
p(F) = F", 0<j<d-2
p(FT = o'(FY)
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et ou laction de I sur les F,ﬂ provient de celle sur M.

Nous utiliserons le corollaire suivant.

Corollaire 3.7. — Soit p une représentation non-ramifiée de Gal(Q,/Q,q) sur
un E-espace vectoriel de dimension finie V = &' _|EF} et soit s un entier positif

ou nul. Le (¢,I")-module étale pour Q, associé a ind%pd (w5 ®g p) a la forme
el (@t (F((X)) ®p, E)F}) ot, pour 1 <k <t :
p(Fl) = F, 0<j<d-2
- 1 _
p(Fh = mﬂ(FfOb ) (EF)

en notant encore Frob™® un relevé dans Gal(QTp/de) du Frobenius géométrique
et ou pour y €' :

w(w)X)Spj(fl1> ; .
MR <k <t 0<j<d-—1.
(X) *

V(F)) = (

Démonstration. — Le (¢,I')-module étale pour Q,u associé a wh” ®@p p est le
produit tensoriel (sur Fp((X)) ®g, E) des (¢,I')-modules associés a w}’ et p. Le
résultat découle donc des lemmes 3.4, 3.6 et de la proposition 3.5 en remarquant

que l'induite indgzd (W’ ®@p p) est isomorphe a l'induite indgzd (w5 ®p p) puisque

p est non-ramifiée. O]

L’action de I' dans le corollaire 3.7 est aussi I'unique action semi-linéaire com-
mutant a ¢ et telle que v(F}) — F} € X(F,[[X]] ®r, £)F] pour tout k, j.

4. Diagrammes de type semi-simple et (¢, [')-modules

On associe des (¢, [')-modules étales pour Q, a certains diagrammes (§2).
Pour 0 < s < ¢ —1, on pose :
déf s(p |\
s, AZF A (o [1]) € E[GLy(F)].
€lfq

Soit D = (Dy, D1, r) un diagramme. Rappelons que soc Dy désigne le socle de la
GLy(IF,)-représentation D.

Lemme 4.1. — Soitv € (soc Dy)™* un vecteur propre sous laction de I. Il existe
un entier s dans {0,--- ,q — 1} tel que S;v # 0 et Sqv € (soc Dy)™.
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Démonstration. — Soit y le caractere de I donnant son action sur Ev. Par
réciprocité de Frobenius, la sous-K-représentation (KIlv) de D, engendrée par
v est un quotient de l'induite ind¥ y*. Soit 7 une représentation irréductible de
K apparaissant dans le K-socle de (KTlv), donc aussi dans le K-socle de soc D.
Par [4, Lem.2.6, Lem.2.7] il existe s € {0,---,q — 1} tel que :

(N1
Z A (1 O) ITv
AEF,

est un vecteur propre sous I dans 7. O

Notons qu’'un entier s comme dans le lemme 4.1 n’est en général pas unique
pour un v non-nul donné.

Définition 4.2. — On dit qu’un diagramme D = (Dy, Dy,7) est principal si :
(i) pour tout v € (soc Do)l wecteur propre de I il existe un unique s(v) €
{0,-++ ,q — 1} tel que Ssyv # 0 et Ssyv € (soc Do)ht

(ii) la fonction v — s(v) est contante sur chaque sous-espace isotypique (pour
I) de (soc Do)™.

Nous verrons que les diagrammes de Diamond sont principaux. Notons que si
D et D’ sont principaux, il n’en est pas obligatoirement de méme pour D & D'.

Soit D = (Dy, Dy, 7) un diagramme principal. Pour x : I — E* un caractere
de I on note V,, C (soc Dp)™ le sous-espace isotypique associé. Si v € V,, s(v)
ne dépend que de x par hypothese et on le note s(x). L’application Sy, envoie
Vy dans V, o et définit une application E-linéaire S : (soc Dg)" — (soc Dg)"
(rappelons que (soc D)t = @, V).

Définition 4.3. — On dit qu'un diagramme est de type semi-simple s’il est
principal et si Uapplication S est un isomorphisme.

Nous verrons que les diagrammes de Diamond associés aux représentations
génériques semi-simples de Gal(Q,/F’) (de dimension 2) sont de type semi-simple
(proposition 5.1).

On note dans la suite S(x) o xa—*™ de sorte que S : V, — Vst

Lemme 4.4. — Soit D = (Dy, D1,r) un diagramme de type semi-simple.
(i) Pour tout x Uapplication S induit un isomorphisme S|y, : Vi = Vs(y)-

(i) 1l existe un entier n > 1, des caractéres distincts x1,--+, Xn de I et des
entiersdy > 1,--- ,d, > 1 tels que, pour tout i, S?(x;) # xi, 1 < j <d; —1,
S%(x;) = x; et tels que U'on ait un isomorphisme de I-représentations :

(soc Do) =~ @7, (Vi ® Vs @+ @ VSdi_l(Xi))'
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Démonstration. — (i) Puisqu’il n’y a qu'un nombre fini de caracteéres de [ a
valeurs dans F, il existe un plus petit entier d > 1 tel que S%(x) = S%(x)
avec 0 < d" < d — 1. Comme S est injectif par hypothese, les espaces Vg,
pour d < j < d — 1 ont méme dimension. Si d > 0, on a d'une part S :
V-1 = Vgar(y) et d'autre part S : Vga-1(y = Via (1) ce qui est impossible
puisque S (x) # SY'(x) et S est un isomorphisme. On a donc forcément
d' =0ie. S%x) = x. En particulier V, = Vgy,

(ii) Cela se déduit aisément de la preuve du (i). O

Soit D = (Dy, D1,7) un diagramme de type semi-simple. On munit le dual

((soc Dg)™)* de Paction & gauche de I donnée par hf(v) = © f(ht) si f €
((soc Dg))*, v € (soc Dg)™*, h € I. On pose :

M(D) = (F,((X)) @5, E) @ ((soc Do)")".

Si x est un caractere de I tel que V, # 0, on écrit s(x) = 25;3 s;p’ avec
s; €{0,---,p—1}. On pose :
f-1

(5) c(x) € [[s:!€E~

i=0
et, pour tout f € V¥ C ((soc Dy)")*

(6) e(1® ) ()X @ fo s

On voit que (1 ® f) € (F,((X)) ®r, E) ®r V) € M(D) si f € V;. On étend
¢ a tout M (D) par semi-linéarité : (s ®@ f) = o(s)p(f) et (1@ (f +9)) =
©(1® f) + ¢(1® g). Cela est possible par le (i) du lemme 4.4.

On note dans la suite |s(x)| = « ZJ 0 Sj et B(f) « c(x)f o S7t Ainsi (6) se
récrit :

p(1® f) =X/ DN ep(f), feVy.

Passons maintenant a ’action de I'.

Lemme 4.5. — Soit D = (Dy, D1,7r) un diagramme de type semi-simple. 1l
existe une unique action de I >~ 7 sur M (D) semi-linéaire (cf. §3) et commutant
avec o telle que pour tout f € ((soc Do)™)* vecteur propre pour I et touty € T :

M sen-1e(Y V) rex@ e B

Démonstration. — Si a € Z), notons 7, 'élément de I' associé. L'égalité (7) est
équivalente a :

T(1® f) = af®<8 (1)>f
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avec U,y € 14+ X (F,[[X]] ®F, E). De plus, si A € E et g est dans le méme espace
isotypique (pour I) que f, les égalités 7,(1QNf) = M, (1@ f) et 7. (1 (f+9)) =
Ya(1 ® f) +7.(1 ® g) impliquent U, xy = U, p = Usy = Uq r4g. Un calcul facile
donne siveVyeta€Z) :

-1 -1 -1
(e 0 ) g0 (¢ O glstol (@ U g
o <(o 1)”)‘“ o 1)% =T 0 1)7 "

(ou @ est 'image de a dans £) de sorte que si f € V'

P18 ) = Vs O 00 (0 F) (7057
— c(npos @V, O 0 (1)) 057

= (0)Uagos-1 “_<X))ZJ R eI 8]@((8 (1)> f)os

aX

Comme :
90(711(1 ® f)) - C(X)@(Ua,f)XZ;:_Olp_l_sj ® ( (g (1)) f) o 5_17

on voit que 'égalité v, o p = p o v, est équivalente a :

aX \fe—-1)—]s(x)|
(8) Us,fos—1 = (m)

pour tout a € Z, tout x : [ — E* et tout f € V*. Montrons que cela détermine
uniquement les unités U, s. Si f € V¥, U,y ne dépend que de x (cf. début de la
preuve) et on le note U, . Soit d tel que S%(x) = x (cf. lemme 4.4) de sorte que
[t v; est un automorphisme E-linéaire de V)'. Soit f € V un vecteur propre
de @ Ttérant (8), on obtient U, gy = Usy = Var@?(Uay) ot Vo, € 1+

X(F,[[X]] ®F, E) est une puissance entiere de “()){() Cela entraine :

©(Uar)

(9) U = J]¢™(Van) € 1+ X(F,[[X] @5, E)

et on voit que les unités U, , sont completement déterminées. Cela montre 1'uni-
cité d'une action de I' satisfaisant (7). L’existence consiste a vérifier que 7,(1 ®

f) o ax @ | (1)) favec f € V¥ et U,, comme en (9) commute a ¢, ce qui

revient finalement a “remonter” les calculs précédents. Les détails sont laissés au
lecteur intéressé. O

On note encore M(D) le (¢,I')-module étale pour @, donné par le lemme
4.5. Remarquons que M (D) ne dépendant que de soc Dy et de l'application S,
plusieurs D non-isomorphes peuvent avoir le méme M (D) associé.
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La proposition suivante décrit la représentation de Gal(Q,/Q,) sur E corres-
pondant au (¢, I')-module M (D).

Proposition 4.6. — Soit D un diagramme de type semi-simple, n, X1, , Xn,
dy, - ,d, comme au lemme 4.4, M(D) le (¢,I')-module étale associé et
V(M(D)) la représentation de Gal(Q,/Q,) sur E correspondante (cf. §3). On
définit pour 1 <i<n :

¢ € {0,-~~,q—1}telquexi<([6\] ?)):)\CiV/\EFqX

di—1
déf 1 R ,
(10) Si = pTlZpdl s(97 ()|
=0

et on note p; la représentation non-ramifiée de Gal(@/@l)di) sur le E-espace vec-

toriel V¥ envoyant le Frobenius géométrique de Gal(F,/F,q;) sur g%
pour tout i € {1,--- ,n}, s; est un entier et on a :

vy Alors,

1

V(M(D)) ~ @mdgzdi(ng D5 pi) ® W+,

i=1
) B i1 s i )
Démonstration. — Puisque S7(x;) = x;« Xm0 557 () pour 1 < j < d;, on a

dj—1 j o .

S (y;) = i = xso Zimo 570 ot donc Z;l;ol s(S7(x;)) est divisible par ¢ — 1,
donc par p—1. Puisque s(S57(x;)) —[s(S57(x;))| est divisible par p—1, on en déduit
que Zji;ol p=179|s(S7(x;))| Test aussi et donc que s; est un entier. Puisque @

préserve @;-li:_olvg‘j () o1 déduit de la définition de ¢ (et du lemme 4.5) que :

M(D) = @i M;

ot M; ¥ 69?;_01 (Fp((X)) ®r, E) ®E Vg, est un (p,I')-module facteur direct

, . . .Q si (es
de M (D). 1l suffit donc de vérifier que V(M;) = 1nindi(wdi RF pi) ® wleth,
Soit t; la dimension de V,, et (fx)1<k<t;, une base de V; On peut voir p; comme
la représentation non-ramifiée de Gal(Q,/Q,4) sur ®)_, E<F @ fix envoyant le

Frobenius géométrique Frob™ sur (37 @ fi — w5 ® % (fi)), ey, Pour 1 <

kgtiposonsF,?(ﬁf%(XJfketpour1§j§di—1:

£ 1 1 .
(e (s ©700)
k XZ;leopj—l—j/|s(5j/(xi))‘ X7 XY (fk)

Ona M, = @?i:_ol(@',?zl (Fp((X)) @, E)F,g) et un calcul donne pour 1 < k <t :

p(F)) = F/*', 0<j<d—2

- 1 _d
P(FI) = smpmpi(Frob ) (FY).
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De plus, par le lemme 4.5 et un calcul facile, v € T" agit sur M; de telle sorte

que Y(F)) —w(y)" @D F € X(F,[[X]] ®x, E)F} pour tout k, j. Par le corollaire

3.7, on reconnait exactement le (¢, I')-module de la représentation indg”d_(w;’i ®F
pt

pl) X w_(ci+f). ]

Exzemple 4.7 — Considérons F' = Q, et D = (Dy, Dy, 1) tel que :

wt Sym™ E? — Sym? 7" E?2 @ det™!
(i) Do = @
SymP 1 E?2 @ det™ —  Sym™ % E? ® det .
ourg € {1,---,p— 2}, ou le symbole “—” désigne I'unique K-extension

non-scindée entre les deux poids (qui est une GLy(F,)-extension) et ot 'on
ignore les poids qui n’ont aucun sens (e.g. Sym_l)

g déf _is déf
(i) Dy = DI = (socDy)t = Ex™ @ ExP~'"" avec Ia" = zP~1770 et

[Tgp—1=70 & yro (sirg = (p—1)/2, le lecteur notera qu’il y a un léger abus
de notation)

(iii) r : Dy < Dy est 'injection canonique.

Le diagramme D est 'unique diagramme associé a p générique irréductible telle
que det(p) = w T lorsque f =1 (cf. §2). 1l est de type semi-simple et 1’applica-
tion S est donnée par (cf. [4, Lem.2.7] par exemple) :

Sz = Z "0 (8 [:)[‘]) T’ — (_1)r0+11—[xr0 — (_1>ro+1xp—1—r0

AelF,
Gpp—1-r0  _ Z A\P—1-70 <15 [i‘]) ZP1TT0 — [Pl — o

AeF,,

ce qui donne par (6) pour ¢ :
o(1@ (@0)) = rolXP 170 @ (—1)7oH (gp—1-7o)*
(1@ (7)) = (p—1—r)I X" ® —(2)"
oit ((z™)*, (zP~1770)*) est la base duale de (2", zP~1="0). En posant F* % X1 ®
(z70)* et F! o X70(X 1@ (1) lryl(xP~1770)*) on retrouve :
p(F?) = F'

1
n o L
p(F) = oo L

En tenant compte de I'action de I', on voit avec le corollaire 3.7 qu’il s’agit du
(¢, T')-module de la représentation (inngQ(w§°+1 @p_1)) Qw0 = proth),
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5. Diagrammes de Diamond et (¢,I')-modules

On montre le résultat principal de l'article, c’est-a-dire le calcul de V(M (D))
lorsque D est un diagramme de Diamond associé¢ a une représentation générique
semi-simple de dimension 2 de Gal(Q,/F) (§2).

On définit une application bijective d,¢q (resp. di) de I'ensemble des parties J
de {0,---, f—1} dans lui-méme comme suit (avec la convention (f —1)+1=0) :
i € 0sq(J) siet seulement si j+1 € J (resp.sij < f—1,j € §i(J) si et seulement
sij+leJet f—1¢ i (J)siet seulement si 0 ¢ J). Autrement dit dyq(.J)
est le translaté d'un cran a gauche de J dans {0,---, f — 1} (resp. di(J) est le
translaté d’un cran a gauche de J ou l'on prend ensuite le “négatif” sur f — 1).

Si p est semi-simple générique réductible (resp. irréductible), on a identifié
D(p) a lensemble des parties de {0,---,f — 1} au §2 (notons au passage la
petite différence avec [4, §15] sur la définition de d;,(J) venant du changement
de convention sur cette identification, cf. §2). On peut donc également voir d,¢q
(resp. i) comme une application bijective de D(p) dans lui-méme : si o € D(p)
correspond a J C {0,---, f—1}, dea(0) € D(p) (resp. dir(0) € D(p)) correspond
& 0sa(J) (resp. 0ie(J)).

Proposition 5.1. — Soit p une représentation générique de dimension 2 de
Gal(Q,/F) sur E et D un diagramme de Diamond associé.

(i) Le diagramme D est principal.

(i1) Si p est semi-simple, le diagramme D est de type semi-simple.

Démonstration. — (i) Soit o € D(p), il existe un unique 7 € D(p) tel que ol*
apparait dans Dy . (cela découle de la décomposition (4) de Dy et du fait que
ol n’apparait qu'une seule fois dans Dy, cf. §2). Si y désigne I'action de I sur
ol v € oft =V, et (KIIv) est la sous-K-représentation de D, engendrée par
ITv, on voit donc que (KTv) C Dy, est 'unique quotient de indf x?® de socle
irréductible 7 (cf. la preuve du lemme 4.1). Par [4, Lem.2.7], il existe un unique
s € {0,---,q — 1} tel que S;v # 0 et Sqv € (soc Dy)™ car on a alors Sqv €
soc(KIlv) = 7. Comme tous les V, ont dimension 1 dans le cas des diagrammes
de Diamond, la propriété (ii) de la définition 4.2 est trivialement satisfaite.

(i) Soit p semi-simple réductible (resp. irréductible) et 0,7 € D(p) comme au
(i). On a dans ce cas T = Oa(0) (resp. 7 = (o)) par [4, Lem.15.2] (avec
les notations de loc. cit., on vérifie en effet que 87 = 8§~ = ). Si ot = V,,
alors Vg(y) = dwa(0)™ (vesp. Vi = ie(0)') et puisque tous ces espaces sont
de dimension 1, on a S|y, : Vi = Vs. En écrivant Pensemble D(p), comme
la réunion disjointe des orbites de I'application d,¢q (resp. dir), on voit donc que
(soc Do)!t s’écrit comme dans le (ii) du lemme 4.4. En particulier D est de type
semi-simple. O
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Grace a la proposition 5.1 et aux constructions du §4, si p est générique semi-
simple et D un diagramme de Diamond associé alors on dispose d'un (¢, I')-
module étale M (D) (pour @Q,). On va appliquer la proposition 4.6 pour expliciter
V(M (D)), mais il faut encore quelques préliminaires. Jusqu'a la fin de cette
section, on fixe p (générique semi-simple), D et M (D) comme ci-dessus.

On peut identifier 'ensemble des parties J de {0, - - - , f—1} avec 'ensemble des
parties J' de {0, - - - , 2f—1} vérifiant la condition : pour chaque i € {0,--- | f—1},
J' contient un et un seul des deux éléments 7, i + f. On passe de J a J' par
J = JU{f+3j,7¢€J}ouJ est le complémentaire de J dans {0,---,f — 1} et
de J"a Jpar J=JNA{0,---,f— 1}. L’application d;, est alors simplement la
composée : J — J' suivi du décalage d’un cran a gauche de J' dans {0,--- ,2f—1}
suivi de l'intersection avec {0,---, f — 1}.

SiJ CH{0,---, f—1}, on note dygq(J) (resp. dinr(J)) le plus petit entier > 1 tel
que 5fg§d(J)(J) = J (resp. 5-di”(‘])(J) = J). Par ce qui précede, si J' C {0,--- ,2f—

1rr

1} correspond & J, on voit que d,(J) est aussi le plus petit entier d > 1 tel que
J' est égal a son translaté de d crans a gauche. Si J C {0,---,f — 1} (resp.
J C{0,---,2f —1}), on note :
déf o déf o
() ={f—-1—y4,5€J} (resp.o(J)={2f—1—34, je€J}).
Il est clair que dysa(¢(J)) = dsa(J) et que diy(e(J) N {0, -+, f —1}) = die(J).

Lemme 5.2. — SoitJ C{0,---,f—1} et J" C{0,---,2f—1} le sous-ensemble
correspondant, alors :

(1) dyea(J) divise f dans Z (resp. di,(J) divise 2f dans Z)

(ii) zfir%;)l% divise Zja(])pj dans Z et le quotient est Y. jeun P’ (resp.

J<dyga (J)
% divise ZjEL(J,)pj dans Z est le quotient est > jeqs P').
p j<dirr(J)
Démonstration. — (i) Soit & le groupe des permutations de 1’ensemble
{0,--+, f—1}, 0pea € G I'élément qui envoie i > Osuri—1et Osur f—1et S, le

stabilisateur de J. Alors dygq(J) est le plus petit entier > 1 tel que afgjd(‘]) €6;.
Mais si G est un groupe fini, G’ C G un sous-groupe et g € G, le plus petit entier
d > 1 tel que g% € G’ divise toujours 'ordre de g dans G. Comme 'ordre de o,¢q
dans & est f, on en déduit le résultat pour dysq(J). Dans le cas irréductible, soit
oy la permutation de {0,--- ,2f — 1} envoyant ¢ > 0 sur ¢ — 1 et 0 sur 2f — 1,
alors di.;(J) est le plus petit entier > 1 tel que Ji‘f;r(‘]) est dans le stabilisateur de
J'. La preuve est ensuite la méme que la précédente en remarquant que I'ordre
de la permutation oy, est 2f.

(ii) Posons d « dwa(J) = dwa(t(J)) pour alléger les notations. Par (i),
notons que X?¢ — 1 divise X/ — 1 dans Z[X]. Il suffit de montrer que

> e X! = ﬁij(zji‘; X7) dans Z[X] puis de spécialiser en X = p et de
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Iappliquer & ¢(J). Comme 6% (J) = J, on a dans Z[X]/(X/ — 1) = Z[Z/ fZ] :

(11) ZXJ - ZXjfd + ZXjJrf*d

jeJ JjEJ jEJ
j>d j<d

qui est une égalité dans Z[X] puisque les puissances de X qui apparaissent sont
toutes de degré < f. L’égalité (11) se récrit en multipliant par X< des deux cotés

(dans Z[X]) :
XX =) X+ (xI-1(d X))

jeJ jeJ JjeJ
j<d

On a donc dans Z[X] puisque X — 1 divise X/ — 1 :

Y=t (Y

jeJ i€t
j<d

d’otu le résultat. La preuve dans le cas irréductible est la méme en travaillant avec
J' et dans Z[X]/(X?* —1) = Z[Z/2f7Z)]. n

On note nyeq (resp. niyy) le nombre d’orbites de 'application d,4q (resp. ) sur
I'ensemble des parties de {0,---, f — 1}.

Rappelons que p agit sur det(p) par I'identité et que 1'on est dans I'un des deux
cas suivants :

‘ wa:_é(f‘jJrl)pj 0
(1)p§ f 0 Ha I 5 OSTJ‘SP—B, (Tj)¢{(07”'70)7(p_
L,---,p—1)}, a€E*

I trj+1)p?

. o | w 0
(i) plcag, gy = o - : l<ro<p-=2 0<r; <

p—3, j>0.

Dans le cas (ii), la condition sur det(p) implique que I'on a exactement :

~ Qo I )P
(12) = 1ndQ;f(w2fJ o ® p_).
Théoréme 5.3. — (i) Supposons p réductible. Choisissons nwsq sous-ensembles
Ji, o Iney de {0,---, f — 1}, un dans chaque orbite de 6,44 et notons d; dg
_ j
dwea(J;). Alors, pour tout i, w%JEL“”p est une puissance entiére de wgq,, et il

existe o, -+, ., dans E* tels que :

Nréd ) J f=L.. J _
VM(D)) = @D (inddr oy T g iy,

i=1



DIAGRAMMES DE DIAMOND ET (¢,I')-MODULES 19

(ii) Supposons p irréductible. Choisissons ny, sous-ensembles Jy,---  Jp. — de
{0,---, f =1}, un dans chaque orbite de 0y, et notons Ji,---,J;  les sous-
ensembles correspondant dans {0,--- ,2f — 1} et d; « die(J;). Alors, pour tout
Sieuan?’ .
i, wszG YO est une puissance entiere de wy,, et il existe ay,--- , oy, dans £~
tels que :
= (jeu(ny PEIZ0 (g 1)p?)
V(M(D)) ~ @( d@p 2fje<11> 3=0"7 >® ->i O(rJJrl)luai‘
i=1
) pd Yicuan P .
Démonstration. — Le fait que wfzjeb(‘]’)p (resp. waJE <) ) est une puissance

entiere de wy, découle immédiatement du (ii) du lemme 5.2. Dans les deux cas,
on calcule s; et ¢; pour tout i (cf. (10)) puis on applique la proposition 4.6. On
note o; € D(p) le poids associé a J;.

(i) On note 0 au lieu de dy¢q. Soit A; & (Nij(z))) € RD(zg, -+ ,xp-1) le f-uplet
associé a o; (cf §2) et h; g sI(JiUo(Ji) \ (Jind(J;))]. On peut voir que h; est
le nombre de séquences p — 2— p—3—+,---,p—3—-,-+1dans )\,-.
Calculons d’abord s;. Si J est un sous-ensemble quelconque de {0, - - — 1},
o € D(p) le poids correspondant, x le caractere donnant l’action de ] sur ol1,
A= (Aj(z;)) € RD(xg, -+ ,x5-1) le f-uplet associé a o et 6(\) = (5()\)](:1:]))
celui associé & §(c), un examen de la position de d(c) dans l'induite ind¥ y* (de
socle o et co-socle o*!) montre, en utilisant [4, Lem.2.7], que I'on a s(y) = 0 si

d(o)=ocet, sid(o)#£o:

a3 seol=( > m+1)+ (X p-2on),

0<k<f—1 0<k<f—1
(N (xg)=p—2—x SN (vp)=2p+1

Des formules (13) et (10), on déduit alors :

i—1
1 3 |
si=hi(l+p+-+p" )+ . 3 phioin,
=0

ou :
déf
A= E (r+1) — E (ri +1).
, 0<k<f—1 . 0<k<f-1
SIHL(N) g (wg ) =p—2—ay, ST (N g (m) =2 +1
) . _1_ .
Un calcul montre que, dans I'expression = Z o b pdi TA;, le coefficient de

(rj +1), 0<]<f—1estcongrumodulop —1(dansZ)ap72ker “1-k g
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jg Jieta —(1+p+--+pi 1) +p7 > ke, pi 7% sij € J;. On a donc :
k<d;

(14) s, = (hz- =S+ 1)) (L4p+--+ph

Je€J;
f-1
() (T 0w) ot -,
keJ; =0
k<d
Comme )., 5 = 5'):.__11 S ey PP ((i1) du lemme 5.2) et
j<d;

Z =2 P= 3 p=
jeuJ;) f-1-jeJ; di—1—jEJ; keJ;
j<d; j<d; j<d; k<d;

on voit avec (14) que :

di 1 (Zwes, pi R ) (SI20 (it 1)p?)
si (hi=X e g, (ri+1)) B ( kidi ) =0
f _ .
2= (S ) (SI20 i)
_ whi_ZjeJi(rj""l) f Jj<d;

i, Tjw](czja(m P50 (rit D) :

Calculons maintenant ¢;. Rappelons que 'on a 0; = (\; ;(r;)) ® det® avec e; «
e(Ni)(ro, -+ ,rr—1) (cf. §2). On vérifie facilement :

-1

Nig(rj)p/ = =) (r+0)p + > ! = [hi| + 2k (p—1)

JeJi Ji¢Ji

~

<.
Il
o

et de la formule pour e()\;) (cf. §2), un calcul donne :
=Y (+p— Y P (+p —h (p-1).
JjE€J; )\i’j(afj)zxj-i-l Jj€J;
Comme ¢; = Zf o \ij(r))p? + e;, on obtient finalement :
(15) a=>_ri—hil+h  (p—1).
J¢Jdi
Ainsi :

(md@ L)@ Wt <1nd@ dwffzaau NS o(”“)pj)>® o= Cren i) =S~

(d%” ;deb ) P(IZ (Tl+1)pj)>®w_ZjeJi(Tj"Fl)pj
d;

Le résultat pour (i) découle alors de la proposition 4.6 puisque les représentations
non-ramifiées p; = p,, sont ici toutes de dimension 1.
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(ii) On note § pour d;, et \; « (Aij(z;)) € ID(zg, -+ ,x_1) le f-uplet associé a

0;. Remarquons d’abord que :

o= > v=p( > V) (-1,

jeu(6(J7)) Je€TH (W) jeuJ;)

et on voit qu’il est équivalent de démontrer le théoreme pour 6(.J;) ou pour
J;. Quitte a remplacer ainsi J; par 6°(.J;) pour s convenable, on peut toujours
supposer \; o(zg) € {xo,p — 2 — xo}. Notons encore h; le nombre de séquences
p—2—-p—3—----,p—3—- -+ 1dans \;. Le calcul de ¢; est alors le méme
qu’en (i) et en particulier ¢; vérifie la congruence (15). Passons a s;. Si J est un
sous-ensemble quelconque de {0, - — 1}, 0 € D(p) le poids correspondant, X
le caractere donnant 'action de I sur o1, J' le sous-ensemble de {0,--- ,2f — 1}
associé a J, X' = (X(x;)) € RD(xo, - - asgf_l) le 2f-uplet formellement associé
a J' par la méme regle que dans le cas réductible du §2 mais avec 2f au lieu de
fet S(N) = (0(N);(z;)) = (N, 1(7j41)), un examen de la position de d(o) dans
I'induite indf x*® montre, en utilisant comme précédemment [4, Lem.2.7], que 'on
a:

a6) sol=( > mr1)+( D p-2-n)

1<k<f-1 1<k<f-1
(M) (zg)=p—2—mp SN (zg)=zp+1

+etrg+e (p—1—rg)
ouet =1 (resp. e = 1) si 6(N)o(xg) = p — 2 — x (resp. §(N)o(xg) = 29 + 1)
et e =0 (resp. ¢~ = 0) sinon. Des formules (16) et (10), on déduit alors par un
calcul similaire & celui en (i) :

-1
si=(hi(l+p+---+p" ") +Co) + (Ooro +) Cylri + 1))
j=1
ou :
Go= P(X ) w-nsijgd
o
G = ~(tpte 41y (Y ) -Dsijed
kEL(JI

On montre alors comme au (i) en utilisant le (ii) du lemme 5.2 que l'on a :
. (e P (rit 1)p?) _ et 1)
(ind%pdi wzz)(g) w—(cri—f) (111de Wy jeugl) P j=0 P >® w ZjeJi( j+1)p?

et le résultat découle de la proposition 4.6. O

On en déduit le résultat cherché :
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Corollaire 5.4. — On a un isomorphisme :

.10 sl
V(M(D»‘Gal(@/(@gf) = (mdF pp)|Gal(@/Qgr) ® w™ 2= it

Démonstration. — Un calcul évident a partir des expressions pour P‘Gal(@ /Qnr)
D
données juste avant le théoreme 5.3 donne :

-0 e s Q@ (Djes, P50 (ri+1)p7)
(i) (mdF pP)|Ga1(@,/@gr) ~ P2 ind pl ¥ < =

o\ 1®0 e - (Zjes P)(] = (r+1)p)

(ii) (md? pp)‘Gal @/ = b, 11nd Way N "

suivant les cas (i) p scindée et (ii) p 1rreduct1ble Comme (1005,4)(J;) = (0,5500)(Ji)
(resp. (L 0 05 )(J]) = (6,2 o ¢)(J])), Vapplication J; — «(J;) (resp. J; — ¢(J]) N
{0,---, f — 1}) envoie une orbite de d,4q (resp. de d;,) sur une autre orbite et
induit une permutation sur les orbites de d,¢q (resp. de dy,). Puisque 'on somme

sur toutes les orbites, on a donc :
e P ()20 (r+1)p7)

: Nré, 7 = ~ Nréd ; Q (ZEL(Jz)pJ)(Zf:_(}(r]+1)p])
(i) P; fmdQ ey ~ P mdQZdiwf ! !

i) @i (ZJGJ/P (I (1)) i@ (mepﬂ'><2§;&<rj+1>pf>
(i) D2 indg”, Wy, ~ @i nd " Wap '

d’ou le resultat par le théoreme 5.3. O

6. Valeurs privilégiées de parametres

On montre qu’il existe des valeurs “privilégiées” de certains des parametres
apparaissant sur les diagrammes de Diamond associés a p, valeurs qui assurent
que V(M (D)) est isomorphe a (ind?(@pp) ® w™ Zi—o i) (et non plus seulement
en restriction a l'inertie).

Soit p semi-simple générique et D un diagramme de Diamond associé comme
au §5. Soit neq, (i), (d;), 1 < i < mwq (resp. niy, (J;), (d;), 1 < i < nyy) comme
dans le théoreme 5.3. Notons x; I'action de I sur oi* ot o; € D(p) est le poids
associé a J;. Pour tout i, rappelons que 'on a en particulier des isomorphismes
Sdi 2 V., = V,,. Comme dimg V,, = 1, on voit que S% est la multiplication par
un scalaire v; € E*. Si 'on remplace x; par S*(x;), cela ne change pas la valeur
de v;, qui ne dépend donc que de 'orbite de d,4q (resp. dyy) contenant J;. On dit
que les v; sont des “parametres” associés au diagramme de Diamond choisi.

Lemme 6.1. — Sid; = 2 alors v; = (—1)25 073,

Démonstration. — Notons indifféremment d pour d,4q ou ;. et soit A; le f-uplet
associé a o; (comme dans la preuve du théoreme 5.3). Puisque d; = 2, on a
5(J;) # J; et 62(J;) = J; ce qui force les deux cas suivants, quitte & remplacer
peut-étre J; par 6(.J;) :
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(i) p réductible, f pair, \; ;j(z;) = p —2 —x; si j pair, \;j(x;) = x; +1sij
impair

(ii) p irréductible, f impair, \;o(wo) = 0o, Nij(z;) = z; + 1 si j > 0 pair,
Nij(z;) =p—2—x;si j impair.

En particulier, on a §(o;) = O'ZM et, écrivant o; = (\;;(r;)) @ det® :
v (8 2) S S R

S(x:) (8 2) e e

Soit v; une base quelconque de V,,, on en déduit par [4, Lem.2.7] :

S(v;) = Z )\Zf;ol i, (rj)p? (8 [)‘]> v; = (_1)1+ei+25;01 i, ()P ITw;

1
A€F,
=S ot (PIA e
S(Mv) = Y A= dalap (0 [1]) Iy; = (—1)"+ 1%y,
AEF,
d’otu :
S2(v;) = (—1)Z1=0 Ms 12, = (—1)X5=0 Ty,
puisque par hyothese I1? = p agit trivialement (voir aussi 'exemple 4.7). ]

Lorsque d; # 2, les v; peuvent prendre des valeurs quelconques dans E*.

Reprenons maintenant les scalaires «; apparaissant dans le théoreme 5.3. No-
tons que seul afi est bien défini puisque 'on peut toujours “faire rentrer” le
caractere non-ramifié p,, dans I'induite. On peut calculer explicitement les sca-
laires o en fonction des parametres v;.

Lemme 6.2. — (i) Supposons p réductible et soit h; = L 51(Ji Udraa(Ji)) \ (Ji N
drea(Ji))|, alors pour tout i on a :

oy = (-1 ER2E OTJI/ L

(ii) Supposons p irréductible et soit h; e [(J; Ui () \ (JiN e (J2))], alors pour
tout 1 on a :

a;‘li _ (_1) (1+ZJ o) 2—1'
Démonstration. — Par la proposition 4.6, a; est tel que @% (f;) = ozf" fiou V7 =
Ef;. De la définition de @ (cf. §4), on déduit :
di—1

Q
Il

(17) f= (TT e ean)vi

J=0
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(i) Un calcul utilisant (13) ainsi que (5) fournit :

d;—1 f—1 d;h

1t

HC(SJ<X1'>)=(H(TJ+1) (p— 2—7*3)) T = (= 1)“’&0%

j=0 7=0

(notons que h; est bien divisible par f/d; par “périodicité”). Avec (17) on a donc
adi =(=1)7 Edi 33 o”JV

(ii) Un calcul analogue au précédent utilisant (16) et (5) fournit cette fois :

di—1 f-1 dih;

[e(s7 () = (To!(p —1=r)![[(r; + D0 -2~ Tj)!> T ()R
=0 j=1

et on conclut de méme avec (17). O

La preuve du lemme suivant est un calcul explicite que l'on laisse au lecteur
a partir des expressions de p données avant le théoreme 5.3 (rappelons que J;
désigne le complémentaire de J; dans {0,---, f — 1}).

Lemme 6.3. — (i) Si p est réductible, on a :

Nréd

. ®Q, Qp [ (Zjes, P)(IZ (r+1)p)
ind,"p ~ indg” z(wf ! ! (1751~ f')
i=1
(ii) Si p est irréductible, on a :
80 AN 10 [ (Ciea P EI0 rp)
ind, "p ~ L indg” Z<w2f ®M(_1):12i).

Notons que, dans le cas réductible, |J;| et |.J;] sont toujours divisibles par f/d;,
de sorte que (|.J;| — \I|)d7 est un entier, qui de plus ne dépend que de 'orbite
de J; sous d,4q. De méme, dans le cas irréductible, d; est toujours divisible par 2
(exercice!).

Une des questions importantes du programme de Langlands modulo p pour
GL2(F') est de savoir si certaines valeurs des parametres apparaissant sur les dia-
grammes de Diamond, en particulier les parametres v;, jouent un role privilégié.
On peut combiner le théoreme 5.3 avec les résultats précédents pour “distinguer”
certaines valeurs des v; :

Théoréme 6.4. — Pour que V(M(D)) ~ (i d®Qp p) Quw™ Zf;é(rfﬂ), il suffit que
l'on ait les valeurs suivantes pour les v; :

’L hg

(i) si p réductible, v; = (—1)"7 Zizomi Tl % pour tout i

(ii) si p irréductible, v; = (—1)2 FHE AT m) pour tout i.
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Démonstration. — Sous la condition (i), on a en effet par le lemme 6.2 pour tout
i€ {0, - ,nal:

Q (ZjeL(Ji)pj)(zf;&(rj+1)pj) -
ind :z<wf ] @ <\Ji\—\7i\>ﬁ> =
ind3, (w0 NE ) g )

en remarquant que, si ¢(i) est I'indice de l'orbite de d,6q contenant ¢(.J;), on a
duiy = di, |0yl = |Ji] et [J,)| = |J;]. Le résultat pour (i) découle donc du lemme
6.3 et du théoreme 5.3. La preuve de (ii) est similaire. O

Lorsque d; = 1, ce qui n’arrive que si p est réductible, le théoreme 6.4 donne la
condition v; = v si J; = 0 (c’est-a-dire si 0; = (rg,- -+ ,7p_1)) et v; = oF siJ; =
{0,---, f—1} (c'est-a-diresio; = (p—3—rp,- -+ ,p—3—7T_ 1)®detzg o+ 17y
Ces conditions sont bien connues dans le cas f =1 (cf. [4, §10,§20] par exemple).

Proposition 6.5. — Lorsque d; = 2, les conditions du théoreme 6.4 sont auto-
matiquement réalisées.

Démonstration. — Lorsque d; = 2, on peut calculer que 'on a h; = |J;| = |J;] =
f/2 si p est réductible et h; = f si p est irréductible. Dans les deux cas, le

T . . .
théoreme 6.4 donne v; = (—1)Zj:(} "I qui est bien aussi la valeur donnée par le
lemme 6.1. [l

Malheureusement, pour f > 1, il y a en général bien d’autres “parametres” dans
D que les v; précédent, de sorte que fixer les valeurs du théoreme 6.4 ne suffit
pas a privilégier un unique diagramme de Diamond D pour une représentation p
donnée. Le seul cas pour f > 1 ou D est complétement déterminé par les v; est
f =2 et pirréductible. Il n’y a alors qu'un parametre 14, = v et le théoreme 6.4
fournit la valeur “privilégiée” v = (—1)m0tm+L,

7. Bref retour aux représentations de GLy(F)

Cette partie, d’ordre essentiellement heuristique, esquisse un scénario pour ten-
ter de retrouver les (¢,I')-modules du §5 a partir de représentations de GLy(F)
sur F.

PN Op
0 1
ment & gauche et W* son dual. Si f € W* et h € GLy(F) tel que h™! €

PN Op : déf .
| ,on note hf € W* la fonction hf(w) = f(h~'w). Soit s € {0,--+ ,q—

Soit W un E-espace vectoriel sur lequel le monoide agit E-linéaire-

0
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1} et S : W — W Tapplication w + z,\qu A* <€ [/1\]> w. Supposons pour

simplifier S bijectif, alors on a tautologiquement :

(18) =3 (pol (1)) ((1) ‘P]) (fosh).

AEF,

Si I'on pose ¢(f) & (Z(; (1)) f comme dans [7] ou [1], (18) se récrit formellement :

(19) Z)\S( _P) (foS™).

AeF,

Soit U(IF,) 'unipotent supérieur de GLy(IF,,). On pose dans F,[U(F,)] ®F, E ~

EU(F,)] -
()6

On a alors E[U(F,)] ~ E[X]/XP.

Théoréme 7.1 (Stlckelberger) — Ecrivons s = Z o sy avec 0 < 55 <

p—1 et soit c(s ) H I s, e . Alors il existe U(X) € 1+ X E[U(F,)] tel que
dans E[U(F,)] :

EUNEED SPN (R O G B S 69

AeFy

ou tr désigne la trace de Fy a IF,,.

Démonstration. — Le résultat est vrai pour f = 1 car on a alors I’égalité (pour
un certain U(X) dépendant de s) :

p—1

> o <1 _A) = (=) (1+ X)) = sIXP ' U(X).

AeF, §=0

Supposons f > 1. On retranscrit dans notre contexte la preuve du théoreme 2.1

de [10, §1.2]. Notons G & > ek, N’ (é _ti()\)). Sis=¢—1,onaG,y =

14 Gy = —140 = —1 et (—1) () XTIy — (1)1 = 21
I'égalité est vraie (avec U(X) =1).Sis=g—2,0ona:
Goz =3 A2(14+ X)W = 37 M72(1 - 2(A)X + X2P(X))

A€F, AeFS
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(pour un certain P(X) € E[X]/X?). Si A # 0 on a A7 2tr(\) = A1 Z;;Ol V=
Zf CAP 1 ot on déduit ¢

-1

oA Za() == Y =D (D> ) =1

PYS AeFy 7=0 J AEFY

T
_
~

I
o

Ainsi G, o = X + X?P(X) = XU(X) qui est bien ce que I'on retrouve & droite.
On fait maintenant une récurrence descendante en supposant le résultat vrai pour
s> k+12>2eten le démontrant pour s = k£ > 1. On distingue deux cas.
Premier cas : q— 1 —k=p(¢g—1—FK)avec k < k' <q—1.

Alors :

1 —tr(\ 1 —tr(A
Gy = Gopr— g1y = D N <o ' )> =2 N (0 ' )) Ok
AEF,

A€EF,

puisque tr(A) = tr(A?). Comme c(k) = c¢(k') et comme la puissance de X est la
méme pour k ou k', on voit que I’égalité pour k découle de celle pour k', qui est
vraie par récurrence.

Deuxieme cas : (¢ —1—k,p) = 1.

Un calcul classique sur les sommes de Gauss donne GGy = GyyoJ5 ¢ OU Jg o o
> er, A (1= A lorsque 0 < s,5" < ¢ — 1 et s+ s n’est pas divisible par ¢ — 1.
Comme Gy = Gyo4k41 (car k > 1) et k 4+ ¢ — 1 n’est pas divisible par ¢ — 1
puisque 0 < k < g —1,0n a Jy;_9,41Gr = G;_2Gj41. Par ailleurs :

k+1 ka1 ‘
Jozpnr = ) AL =AM = Z(—l)ﬂ( _ )Z)\J‘lzkoJrl

AEF J=0 J AeFy

si 'on écrit k = Zj.:é k;jp’. Comme (k+ 1,p) = 1, on a en particulier kg < p —1
d’ou kg + 1 # 0 dans [F,,. Du cas s = ¢ — 2 et de I'hypothese de récurrence pour
k + 1, on déduit :

1

= h +1<XU(X))(—1)f‘1c(k:+1)XP—2—koXE,{-;%p—1_kj

= (D ek B U(X)

qui est 1’égalité cherchée pour k > 1. Enfin ’égalité est trivialement vraie pour
k = 0 puisque 'on a 0 des deux cotés. O

A torsion pres par (—1)71, Iégalité (20) avec I'égalité (19) “ot I'on a pris la
trace” sont a rapprocher de la définition de ¢ en (6) et motivent cette derniere.
L'unité U(X) est inutile dans (6) (et n’y apparait donc pas) car, a changement
de base pres, on peut vérifier qu’elle ne modifierait pas le (¢, I')-module M (D)
du §4.
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Remarque 7.2. — L’égalité (20) se récrit dans E[U(F))] :

Sl ) - comn i (e () 7))

AeF, 7=0 ™ XeF,

pour une unité¢ V(X) € 1+ XE[U(F,)]. Il est méme possible que 1'on puisse en
fait prendre V(X) = 1 dans cette derniere égalité.

Soit maintenant p une représentation générique de dimension 2 de Gal(Q,/F)
sur E, D un diagramme de Diamond associé (cf. §2) et m une représentation
lisse admissible de GLy(F') sur E vérifiant les 3 conditions sockx T = @yen(p)0,
(K1 71 can) contient le diagramme D (“can” est l'injection canonique 7/t —
K1) et 7 est engendrée par Dy. On sait par [4] que de telles représentations
existent mais leur étude semble tres délicate lorsque f > 1. On peut néanmoins
formellement poser comme dans [7] (voir aussi [8]) :

Mp(m) & (Z <%n OlF) DO)*

n>0

(dual algébrique). C’est un E-espace vectoriel naturellement muni d'une structure

de E[[U(OF)]]-module ou E[[U(OF)]] est I'algebre d’Iwasawa sur E de U(Op).

La trace de O a Z, induit un morphisme E-linéaire d’algebres d’Iwasawa :
E[[U(0p)]] = EU(Zy)]]

que l'on peut composer avec U'inclusion E[[U(Z,)]] C Frac(E[[U(Z,)]]) ~ E((X)).
Les considérations précédentes suggerent d’étudier le E'((X))-espace vectoriel sui-
vant (dont j’ignore s’il est de dimension finie quand f > 1) :

M () € Mp(r) @ pjuop)) Frac(E[[U(Z,)]).

X

Il est muni d’une action semi-linéaire de I' = Z via 'action de ( Op (1)) (noter

que tr(az) = atr(z) si a € Z; et x € Op). On a par ailleurs des morphismes :

Mp(r) — (2 (%n Of) D0>* — Mp(r)

pfl

0 1

sorisons le tout par Frac(E[[U(Z,)]]) comme précédemment (noter que tr(px) =
ptr(z) si x € Op). Si la fleche de droite devient alors un isomorphisme, on peut
I'inverser et définir ¢ : M(7m) — M (mw) comme le composé avec celle de gauche
(cf. [7] pour FF = Q). Si de plus M(7) est de dimension finie sur E((X)), on
peut imaginer qu'il s’agit de I’extension des scalaires de F,((X)) ®r, E & E((X))
d'un (¢, I')-module pour Q, qui, lorsque p est semi-simple, a peut-étre un lien
avec le (¢, I')-module étale “combinatoire” M (D) du §5.

ou la premiere fleche est f — fo et la deuxieme la restriction. Ten-
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