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Résumé

Ce texte est le deuxieme article d’une série de trois articles sur une généralisation
de systeme d’Fuler de Kato. Il est consacré a construire une famille de systémes d’Euler
de Kato sur la courbe de Hecke cuspidale, qui interpole le systeme d’Euler de Kato
raffiné associé a une forme modulaire raffinée via une application de spécialisation. Par
ailleurs, on explique la construction d’une famille de distributions sur Z, sur la courbe
de Hecke cuspidale a partir de cette famille de systemes d’Euler de Kato.

Abstract

This article is the sencond article of a serie of three articles on the generalization of
Kato’s Euler system. The main subject of this article is to construct a family of Kato’s
Euler systems over the cuspidal eigencurve, which interpolate the refined Kato’s Euler
system associated to a refined modular form. We also explain how to use this family
of Kato’s Euler system to construct a family of distributions on Z, over the cuspidal
eigencurve.
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1 Introduction

1.1 Introduction

Dans une séries d’articles datant des années 80, Hida montre que les formes modulaires
ordinaires vivent dans des familles p-adiques et le poids varie p-adiquement. En 1995, Cole-
man montre que la méme chose est vraie pour les formes modulaires surconvergentes non-
ordinaires de pente finie. Ensuite, Coleman et Mazur [17] construisent un objet géométrique
¢, appelé la courbe de Hecke ("Eigencurve"), paramétrant les formes modulaires surconver-
gentes de pente finie. De plus, ils ont aussi construit une famille de représentations galoi-
siennes de rang 2 sur la courbe de Hecke. On note €° la sous-courbe fermée de €, appelé
la courbe de Hecke cuspidale, paramétrant les formes modulaires surconvergentes cuspidales
de pente finie, ainsi que €° la normalisation de €°. Notre résultat principal (cf. théoréme
1.1 ci-dessous) est que la fonction L p-adique d’une forme modulaire f varie analytiquement
avec f sur €0 :

On choisit un caractére de Dirichlet y modulo N avec (N,p) = 1, ce qui permet de fixer
les périodes par lesquelles on doit diviser les valeurs spéciales des fonctions L que 'on veut
interpoler (cf. §6.2.2 pour détails). Si f € €Y est une forme propre classique non-critique, on
dispose d’'une distribution iy, sur Z, a valeurs dans @p, telle que, pour tout caractere n de
Dirichlet modulo Np™ vérifiant que nx(—1) = (=1)*7~" ona [, n(z)z 7 pusy = L(f&n,j) a
multiplication pres par des facteurs explicites (facteurs d’Euler, périodes,: - - ), et qui fournit



la fonction L p-adique attachée a f, en posant L,(f, k) = [z Kty SI Kk est un caractere
p
localement analytique de Zj.

Théoréme 1.1. Il existe une distribution sur Z, a valeurs dans O(éo), tels que, pour tout
point f dans le sous-ensemble Z des formes propres classiques non-critiques de €°, on a

Ev(pgo,) = C(f)isx

ot C(f) est une constante dans @; dépendant de la forme f.

Remarque 1.2. (1) Il y a au mois trois manieres de construire jiy, :

e La méthode classique utilise la théorie de symboles modulaires (Mazur-Swinnerton-
Dyer [36], Manin [35], Vishik [50], Amice-Vélu [1], Mazur-Tate-Teiltelbaum [37], Stevens
[47], Pollack-Stevens [43] et [44]...);

e Une méthode plus récente passe par la méthode de Rankin-Selberg (Hida [27] et [28]
dans le cas ordinaire, Panchishkin [38] dans le cas général) ;

e La méthode de Kato [30] passe par la construction d’un systéme d’Euler, utilise la
théorie des (¢, I')-modules de Fontaine [25] pour en déduire, via une variante de I’application
exponentielle de Perrin-Riou [39] et [41], une distribution. Montrer que cette distribution est
celle que 'on cherche (i.e. interpole les valeurs spéciales de la fonction L complexe de la
forme modulaire) nécessite de comparer deux lois de réciprocités explicites, et d’utiliser la
méthode de Rankin comme dans I'approche de Panchishkin.

(2) Des fonctions L p-adiques en deux variables, dont une variable varie sur un morceau
de €9, ont déja été construites par des méthodes différentes correspondant aux constructions
de p5, ci-dessus :

e La stratégie de Stevens [48] (travail non publié), Pollack-Stevens [44] et Bellaiche [6] est
d’utiliser la théorie des symboles modulaires surconvergents, et ils réussissent a construire une
fonction L p-adique L,(x, s) en deux variables, ou z varie dans un voisinage d'une forme mo-
dulaire raffinée (non-critique par Stevens, et critique par Bellaiche) sur la courbe de Hecke ;
e La stratégie de Hida [28] (pour la famille ordinaire) et de Panchishkin [38] (pour la famille
de pente finie fixée) est d’utiliser la méthode de Rankin-Selberg en famille ;

e La stratégie d’'Emerton [24] est d’utiliser la cohomologie complété et le foncteur de Jacquet
dans la théorie de représentations localement analytiques de GLa(Q,) ;

e La stratégie de Fukaya [23] et de Delbourgo [20], dans le cas ordinaire, passe par la déforma-
tion de systeémes d’Euler de Kato via la K-théorie et via la théorie des symboles modulaires
respectivement, utilise la série de Coleman pour K, et une grande exponentielle duale res-
pectivement pour en déduire une fonction L p-adique sur la famille ordinaire.

(3) Notre stratégie a pour point de départ les travaux de Kato [30] et de Colmez [18§]
(revisités par auteur dans [54]) sur le systeme d’Euler de Kato.

e Dans [55], on a construit une déformation zkao.cq(v;) (cf. §3.3) du systeme d’Euler de Kato
sur I'espace des poids en reprenant la construction de Kato et défini une famille d’applications
exponentielles duales, qui interpole I'application exponentielle duale de Kato et qui envoie la
famille de systemes d’Euler de Kato sur le produit d’une famille de séries d’Eisenstein avec
une série d’Eisenstein.

e Dans cet article, on construit une famille de systémes d’Euler de Kato sur €° (cf. §5) a
partir de zkato,,a(V;) ; ensuite on utilise la théorie des (¢, I")-modules en famille ([10], [32],
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34]) pour en déduire une famille de distributions sur €.
e On peut évaluer notre fonction L p-adique en un point critique et comparer le résultat avec
la construction de Bellaiche. Ceci est le sujet de [56].

(4) Le théoreme ci-dessus montre qu’il existe une fonction L p-adique en deux variables
L,(z,s), ou z varie sur @9, interpolant les fonctions L p-adiques de formes modulaires d’une
variable. Il permet donc de montrer que la fonction L p-adique de Panchishkin, qui & priori
n’est définie que sur un voisinage des points classiques, est la restriction d’une fonction
analytique sur toute la courbe.

Le plan de cet article est le suivant : la démonstration comporte deux étapes principales
mentionnées dans la remarque ci-dessus, qui correspondent aux chapitres §5 et §6. Ces deux
étapes reposent sur trois chapitres de préparations (§2, 3 et 4) : au chapitre §2, on rappelle
la théorie des (¢, I')-modules et la triangulation en famille; au chapitre §3, on rappelle la
construction de la famille de systeme d’Euler de Kato sur I’espace des poids et ses variantes,
& qui on appliquera la projection du systéme d’Euler de Kato sur €° (cf. §5.1) ; au chapitre
§4, on rappelle les constructions de la courbe de Hecke (celle de Coleman-Mazur-Buzzard
et celle d’Ash-Stevens) et on construit une famille de représentations galoisiennes sur €°, ce
qui nécessite de comparer ces deux constructions de la courbe de Hecke.
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1.2 Notations

On note Q la cloture algébrique de Q dans C, et fixe, pour tout nombre premier p, une
cloture algébrique Q, de @, ainsi qu’un plongement de Q dans Q,.

Si N € N, on note (y la racine N-ieme e*™/N € Q de 'unité, et on note Q% I'extension
cyclotomique de Q, réunion des Q({y), pour N > 1, ainsi que ngd I’extension cyclotomique
de Q,, réunion de Q,(¢y), pour N > 1.



Objets adéliques

Soient P I'ensemble des premiers de Z et Z le complété profini de Z, alors Z = [Lep Zp.
Soit Ay = Q ® 7 Vanneau des adéles finis de Q. Si z € Ay, on note z, (resp. 2Pl) la
composante de x en p (resp. en dehors de p). Notons 7l = [1;2p Zi. On a donc 7 = Loy, X A
Cela induit les décompositions suivantes : pour tout d > 1,

Md(Af) = Md(@p) X Md((@ ® Z}p[) et GLd(Af) = GLd(Qp) X GLd(@ ® Z]P[)'

On définit les sous-ensembles suivants de Ay et My(Ay) :

A

ZW =7 x 2" et M(Z)") = GLy(Z,) x My(ZV),
AP =75 x (Q® ZM) et My(A))® = GLy(Z,) x Ma(Q @ Z7).

Actions de groupes

Soient X un espace topologique localement profini, et V un Z-module. On note LC (X, V)
le module des fonctions localement constantes sur X a valeurs dans V' dont le support est
compact dans X. On note D,,(X, V') I'ensemble des distributions algébriques sur X a valeurs
dans V, c’est a dire des applications Z-linéaires de LC.(X, Z) a valeurs dans V. On note [y ¢u
la valeur de g sur ¢ ol p1 € Da(X, V) et ¢ € LC (X, Z).

Soit G un groupe localement profini, agissant contintiment a droite sur X et V. On munit
LC.(X,Z) et Da(X,V) d’actions de G & droite comme suit :

sigeG,o e X,¢p € LC.(X,Z), 11 € Dae(X, V), alors

(1) (65 9)x) = bl g™ et [ 6(uxg)= ([ (@xg7)n)xg.

Formes modulaires

Soient A un sous-anneau de C et I' un sous-groupe d’indice fini de SLy(Z). On note
M (', C) le C-espace vectoriel des formes modulaires de poids k& pour I". On note aussi
M (T, A) le sous A-module de M (T, C) des formes modulaires dont le g-développement est
& coefficients dans A. On pose M(T, A) = ®;5My (T, A). Et on note My (A) (resp. M(A))
la réunion des My (I", A) (resp. M(I", A)), ou I" décrit tous les sous-groupes d’indice fini de
SLy(Z). On peut munir l'algebre M(C) d’une action de GLy(Q) = {v € GLy(Q)|dety > 0}

de la fagon suivante :

(2) [y =(dety) ¥ fl v, pour f € My(C) et v € GLa(Q)4,

ol f|,7 est 'action modulaire usuelle de GLy(R)..
On définit de méme :

ME™(A) = U My(T, A) et M8(A) = | ME8(A).

I" sous-groupe de congruence

Soit K un sous-corps de C et soit K la cloture algébrique de K. On note Il le groupe des
automorphismes de K-algebres graduées M (K) sur M(SLy(Z), K); c’est un groupe profini.
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On note H:@ le groupe des automorphismes de M(Q) engendré par Ilg et GLy(Q), . Plus

generalement si S C P est fini, on note H ) le sous- groupe de HQ engendré par Ily et
GLy(Z9) ., out Z5) est le sous-anneau de Q obtenu en inversant tous les nombres premiers
qui n’appartiennent pas a S. Si f € M(K), le groupe de galois Gx agit sur les coefficients
du ¢g-développement de f; ceci nous fournit une section de I[Ix — G, notée par vx.

Le groupe des automorphismes de M8(Q¥) sur M (SLy(Z), Q%) est le groupe SLy(Z),
le complété profini de SLy(7Z) par rapport aux sous-groupes de congruence. D’autre part,
soit f € M@m8(QY), le groupe Gg agit sur les coefficients du g-développement de f & tra-
vers son quotient Gal(Q¥/Q) qui est isomorphe a Z* par le caractere cyclotomique. On
note H le groupe des automorphismes de M“"8(Q%) sur M(SLy(Z), Q). La sous-algebre
M8 (Q) est stable par Ilg qui agit a travers H. Le groupe H est isomorphe & GLQ(Z)
et on a le diagramme commutatif de groupes suivant (cf. par exemple [54, théoreme 2.2]) :

(3) 1 Ig o —= %o L,

| | % o

1——=SLy(Z) — GLy(Z) > 7" — 1

L

ou la section tg de Gg dans Iy décrite plus haut envoie u € Z* sur la matrice (1 9) € GLy(Z).

2  (p,I')-modules et représentations galoisiennes

2.1 Anneaux des séries de Laurent

Définition 2.1. Soit L un sous-corps de C,, on définit les anneaux des séries de Laurent a
coefficients dans L :
(1) L’anneau des fonctions analytiques sur le disque v,(T") > 0 :
R = a,T"ar,=0si k< —1et hmlnf vp(ag) > 0};
kEZ

\k|
(2) L’anneau des fonctions analytiques bornées sur le disque v,(7") > 0 :

EF =D ayT"ar, = 0si k < —1 et si la suite {v,(ay)} est minorée };
keZ

(3) L’anneau des fonctions annalytiques sur une couronne 0 < v,(7)) < r, ou r > 0
dépend de I’élément considéré (l’anneau de Robba) :

Rr = {Z apTF |hm1nf

1
o1 > L.
2 7 ‘ vp(ak) > 0 et l}ir_rggof kvk(ak) > 0};

(4) L’anneau des fonctions analytiques bornées sur une couronne 0 < v,(7') < r ou r
dépend de I'élément considéré :

& =1> a1 hmmf

kEZ

vp(ax) > 0 et la suite {v,(ay)} est minorée }.

Ik‘l



On a bien évidenment £ NR} = &£ Si L = Q,, on va simplement noter ces anneaux
par R*, EF, €T et R. On note OF = Z,[[T]] et on a EF = OF ® Q,,.

Soit C' un pro-p-groupe qui est isomorphe a 1 + pZ,, et si ¢ est un générateur de C,
l'algebre de groupe complété Ax de C' est isomorphe & Z,[[c— 1]]. On définit 'anneau R*(C)
en remplacant par ¢ — 1 la variable T intervenant dans la définition de R*. Si C,, est le
sous-groupe fermé de C' d’indice p", on a isomorphisme Ac ®5., RT(Cy) = RT(C).

Soit H un groupe isomorphe a Z7. On note H, le sous-groupe de H correspondant a 1+
pZ,. On définit 'anneau R (H) par le produit tensoriel Ay @ R™(Hy), qui est indépendant
du choix de Hy.

2.2 Raffinement et triangulation

Si A est un anneau topologique muni d’actions continues de ¢ et I' commutant entre
elles, un (¢, I')-module D sur A est un A-module de type fini muni d’actions semi-linéaires
continues de ¢ et I' commutant entre elles. Ceci s’applique en particulier & £, £ et R. Un
(o, I')-module sur & est dit étale si D possede un Og-réseau T' stable par ¢ et I' tel que ¢(7T')
engendre T' comme Og-module.

Proposition 2.2 (Fontaine). Il existe un anneau B muni des actions de ¢ et Gg, tel que
B?=' = L et BH% = &. Les foncteurs V et D définis par

D(V) = (B®qg, V)" et V(D) = (B@e D)*~!

sont inverses ['un de l'autre et établissent une équivalence de catégories entre la catégorie des
L-représentations de Gg, et celle des (¢, I')-modules étales sur L ®@q, £.

La théorie de Fontaine est complétée par des travaux Cherbonnier-Colmez [13], Berger
8] et Kedlaya [31], qui associe & V des (¢, ')-modules DT et D,;, sur T et R respectivement
et établit une équivalence de catégories entre L-représentations de Gg, et celle des (¢, I)-
modules de pente 0 sur L ®q, ET et sur L ®q, R respectivement. Le lecteur intéressé est
renvoyé a [19, remarque 0.4].

Définition 2.3. (1) Un (¢, I')-module D sur R est dit triangulable si c¢’est une extension
successive de (i, I')-modules de rang 1 sur R, i.e. si D possede une filtration croissante par
des sous-(¢, I')-modules D;, pour 0 < i < d, telle que 'on ait Dy = 0,D,; = D et D;/D; 4
est libre de rang 1 si 1 <7 <d.

(2) Soit V' une L-représentation de Gg,. On note DT(V) et Dy (V) = R ®¢t DY(V) respecti-
vement les (i, I')-modules sur £T et R associés & V. On dit que V est trianguline si D,;,(V)
est triangulable.

Soit D = Dyig(V) le (p,I')-module sur R associé a une L-représentation V' de Gg,. On
pose Deis(V) = (DQR[F])F; c’est un L-espace vectoriel de dimension < rankz D muni d'une
action L-linéaire de ¢ induite par celle sur D et d’une filtration induite par celle sur L., ((%))
via l'application de localisation (o, : R — Loo((t)). On dit que V' est une représentation
cristalline si dimy, D,5(V') = rankg, D. D’apres Berger [8], cette définition coincide avec la
définition usuelle.



Soit V' est une représentation cristalline de Gg, de dimension d. On peut l'associer une
filtration p-stable F = (F;)o<i<a de Depis(V) -

fozogflg---gfd:Dcris(V)‘

La proposition [7, proposition 2.4.1] suivant implique que les représentations cristallines sont
triangullines.

Proposition 2.4. Soit V' une représentation cristalline de Gg,. On note D le (p,I")-module
sur R associé a V. Lapplication (F;) — (Fily(D)) := (R[$]F;) N D induite une bijection
naturelle entre [’ensemble des filtrations p-stables de Dq,s(V') et ’ensemble des triangulations

de D = Dy, (V), dont Uinverse est donné par F; = (Fil;(D)[1])".

Soient N > 1 un entier premier a p, K > 2 un entier, et ¢ un caractere de Dirichlet
modulo N (pas nécessairement primitif). Fixons une forme modulaire primitive f de niveau
['1(N) de caractere de Dirichlet e. En particulier, a; = 1 et Q(f) = Q(ag, ..., ay, ...) est une
extension finie de Q.

On note H*P" l'algebre de Hecke engendré par les opérateurs de Hecke T'(I) avec [ 1 Np
et les opérateurs de diamond. On note I'(N;p) = I';(N) NTy(p). Si S est un sous-ensemble
fini de P tel que {{ € P: I[N} C S, et si M est un Q(f)-espace vectoriel muni d’actions des
T(1),T'(1),1 ¢ S U {p}, Vopérateur T, et (4" 2), pour u € U sous-groupe ouvert de Z*, on
note My, le quotient de M par le sous-Q( f)-espace vectoriel engendré par les x * T'(I) — a;,
onzx e Metl¢SU{p}.

D’apres Deligne [21], on sait associer une représentation galoisienne de Gg de dimension 2
a f de maniére explicite : On note T'; (V) le complété profini de I'; (V). On note Vo =Qpe1 @
Qpes la représentation standard de dimension 2 de GLy(Z,) donnée par e; * v = ae; + bey
et ey %y = cep +dey siy = (2Y) € GLy(Z,). On définit la représentation galoisienne de Gg
associée a f par

Vf = (Hl (f1<N)a Symk_2 Vp) ®Qp Qp(f))ﬂf ®Qp Qp(2 - k)

C’est une Q,(f)-représentation irréductible de Gg de dimension 2, non ramifiée en dehors de
Np . Silt Np, le déterminant de 1 — Frob; ' X agissant sur Vy est 1 — a; X + €(1)I* 1 X2, ou
Frob; est un frobenius arithmétique en [. La restriction de V; a Gg, est cristalline de poids de
Hodge-Tate ! 0,1—k et le polynome caractéristique de ¢ sur Deyis (V) est X2 —a, X +e(p)p* .

Définition 2.5. Si « est une racine du polynome caractéristique de 7},, on note V;, le plus
grand espace quotient de H'(T'(N;p), Sym*~2 Vp(1))=, propre pour l'opérateur U, avec la
valeur propre a; on dit que Vy, est un raffinement de V.

Par I'isomorphisme d’Eichler-Shimura [22], on a le diagramme commutatif Hecke-Galois

1. Par convention, le poids de Hodge-Tate du caractere cyclotomique est 1.



équivariant de Q,(f,) ® C,-modules

(H'(D1(N), Sym* ™ V) @ Qy(fa)) ®q, Cp(1) ——= My(T1(N), Qp(fa)) ® Cp

| |

(Hl(F(N;p), Symki2 Vp) ® Qp(fa>> ®q, (Cp(1> — My(T'(N;p), Qp(fa>) ®C,

| |

Vfa ®Cp Qp(fa)fa ®Cp

ot l'action de Gg est linéaire sur Q,(f,), semi-linéaire sur C, a travers Gg,. De plus, on a
un isomorphisme Vj, = Vy(k — 1). Le corollaire suivant est une conséquence immédiate de
la proposition 2.4.

Corollaire 2.6. Soit f une forme modulaire primitive de niveau I'y(N). Soit V; la représen-
tation galoisienne associée a f dans l'introduction. Alors il existe d’une bijection naturelle
entre l'ensemble des raffinements de Vy et l'ensemble des triangulations de D = Dy (Vy).

2.3 Famille faiblement raffinée
Le foncteur de Berger-Colmez Dgc ig

Soit S une Q,-algebre de Banach et soit Og I'anneau des éléments de S de norme < 1. On
note M (S) l'espace rigide analytique associé a S. Si x € M(S), on note m, 'idéal maximal
de S correspondant & z. On note £ = S®q,ET; les actions continues de ¢ et I' sur &
s’étendent par S-linéarité en des actions continues de ¢ et T' sur &L

Définition 2.7. (1) Une S-représentation Vg de Gg, est un S-module localement libre muni
d’une action continue S-linéaire de Gq,.

(2) Un (i, T')-module sur & est un £f-module Dg de type fini, localement libre muni d’actions
continues £¢-semi-linéaire de ¢ et I' commutant entre elles, tel que ¢*Dg = Dg. On dit qu'un
(¢,T)-module Dg sur &} est étale sil existe un sous-Og@Ogi-module N tel que p*Ng = Ng
et Ng B0s60,; 5; = Dg, ot Ogt est 'anneau des éléments de £T de norme < 1.

Soit Vs une S-représentation libre de Gg, de rang d munie d'un Og-réseau libre T’y stable
sous I'action de Gg, . Si # € M(S), on note V, = Va®g(S/m,). A la représentation Vs, Berger
et Colmez [10, théoréme 4.2.9] ont associé un (¢, I')-module étale Df(Vy) sur 5, de rang d,
tel que 'on ait Dho (V) ®g (S/me) = D(V,). En particulier, si S est une algebre affinoide
définie sur Q,, ceci définit (voir [33, §3]) un foncteur de la catégorie des S-représentations
de Gg, sur la catégrie des (¢, I")-modules étales sur &L, noté encore par Di,.

Si r > 0, on note R, 'anneau des fonctions analytiques sur la couronne

L ={T €C,:0<,(T) < -}

S|

et on a R = U,5oR,. On note R, g = SR, et Rg = UrsoRr 3.



Définition 2.8. (1) Un fibré vectoriel D sur R, g est un faisceau localement libre sur le Q,-
espace rigide I, x M (S). Un fibré vectoriel sur Rg est une limite directe de fibrés vectoriels
sur R, g pour r — o0.

(2) Un (¢,I')-module D sur Rg est un fibré vectoriel sur Rg muni d’actions semi-linéaires
de ¢ et I' commutant entre eux, tel que on a un isomorphism de fibrés vectoriels p*D = D.
(3) Un (¢,T)-module D sur Ry est étale s'il existe un (¢, I')-module étale D sur 5 tel que
D = l)Jr ® 5; Rs.

En composant le foncteur DTBC et le changement de base —®_i R, on obtient un foncteur
S

de la catégorie des S-représentations de Gg, sur la catégorie des (¢, I')-modules étales sur
Rs, noté Dpc yig-

Famille faiblement raffinée

Soit 2" un espace rigide analytique réduit et séparé.

Définition 2.9. Une famille de représentations p-adiques faiblement raffinée de dimension 2
sur 2" est la donnée d'un O(2")-module V-, localement libre de rang 2, muni d’une action
A -linéaire continue de Gg, et de données suivantes :

(1) 2 fonctions analytiques k1, ke € O(Z),

(2) une fonction analytique F' € O(%"),

(3) un sous-ensemble Zariski-dense Z de 2,
qui vérifient les conditions suivantes :

(a) Les poids de Hodge-Tate de Vg sont Ky, ko ;

(b) Si z € Z, alors V., est cristalline et x;(2) est le plus grand poids de Hodge-Tate de V. ;

(¢) Les valeurs propres de ¢ sur D;s(V;) sont distinctes et il existe une triangulation de
D,i;(V,) donnée par

0 G R @g, Dygg(V2)""1 2507 € Dy (V2);

(d) Si C € N, on note Z¢ l'ensemble des z € Z tels que k1(z) — ka(z) > C. Alors pour
tout C', Zo s’accumule en tout les points de Z. Autrement dit, pour tous z € Z, C' > 0, et
tout voisinage affinoide U de z, U N Z¢ est Zariski dense dans U ;

(e) Pour i = 1,2, il existe un caractere continu Z; — O(Z")*, dont la dérivée en 1 est
Iapplication x; et I'évaluation en z € Z est le caractere x — 2%(%).

Remarque 2.10. La notion de famille faiblement raffinée en dimension quelconque a été
étudiée par Bellaiche et Chenevier [7,84.2].

Le théoreme suivant montre qu’une famille de représentations p-adiques faiblement raf-
finée de dimension 2 admet d’une triangulation globale.

Théoréme 2.11. [3/, theorem 5.1.5] Soit (Vo , Z, F, k1, k2) une famille de représentations
p-adiques faiblement raffinée de dimension 2 telle que k1 = 0. Alors DBC’rig(Vgg-)“ﬂ:F’F:l est
un faisceau cohérent sur X de rang 1.
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3 Famille de Systeme d’Euler de Kato sur ’espace des
poids et ses variantes

3.1 L’espace des poids # et le caractere universel

On note A = Z,[[Z7]] I'algebre d’'Iwasawa, qui est un anneau semi-local régulier, noethé-
rien, de dimension de Krull 2. Le groupe rigide analytique # sur Q, qui lui est associé est
appelé l’espace des poids. Les Cp-points de # sont 1’ensemble Homcont(Z;, (C;‘,) des caracteres
continus sur Z; a valeurs dans C,. La décomposition de Z; = 1, 1 x (1 + pZy), ot 1, 1 est
le groupe des unités d’ordre p — 1, induit une décomposition

W (C,) = Hom(p,—1,C;) x Homeont (', C;), ot I' = 1 + pZ, est un pro-p-groupe.

Ceci implique que #  est un recouvrement fini du disque des unités p-adiques qui est ’espace
rigide associé¢ a l'algebre Z,[[I']]. On a une inclusion Z C # envoyant k sur le caractere
(2 +— 2F72).

L’inclusion naturelle Zy C Z,[Zy] induit un caractére canonique

KUY 2 — L) C O,

appelé le caractére universel de # . Soit U un ouvert affinoide de #. Si k € U(C,) est un
caractere continu sur Z; a valeurs dans C;, on définit une application Ev, : O(U) — C,
d’évaluation en point k. En particulier, on a k = Ev, o g™,

On rappelle que si 2~ est un Q,-espace rigide, un sous-ensemble Z C 2 est dit Zariski-
dense si pour tout sous-ensemble analytique U C 2" tel que Z C U, on a alors U = 2. Soit
Z C A un sous-ensemble Zariski-dense, tel que pour tout z € Z et tout voisinage ouvert
affinoide V' de z dans 2", V N Z est Zariski-dense dans chaque composante irréductible de
V' contenant z, on dira alors que Z est trés Zariski-dense dans 2 . Un exemple important
est que l'ensemble N (resp. Z) est tres Zariski-dense dans l'espace #.

On dira qu'un ouvert affinoide U = Spm R C 2" est agréable si 'anneau R et son anneau
résiduel R = R° /pR° sont des anneaux principaux, ot R? est 'anneau des entiers de R. Pour
tout 1 <neNetkecZCW,laboule fermée Wy, de centre k de rayon p~" est un ouvert
affinoide agréable de # . En particulier, tout point £k € Z admet une base de voisinages
d’ouverts affinoides agréables dans #'.

3.2 Familles de représentations de [j(p) sur #
A-Représentations de Banach d’un groupe topologique

Soit K un sous-corps complet de C, et soit (A, |- |4) une K-algebre de Banach. On note
Co(I) (resp. CY%(I)) 'ensemble des suites = (x;);e; d’éléments de A (resp. K) tendant vers
0 suivant le filtre des complémentaires de parties finies pour la norme |x| = sup;¢; |z;|4. Soit
M un A-module de Banach orthonormalisable et soit {e;};c; une base orthonormale de M.
On a un isomorphisme de A-modules :

M = Hom4(CY(I), A) = Homg (C%(I), A),
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ou M est le A-dual de M. On note M" I'image inverse de Homy (C%(I), K)&xA dans M
sous l'isomorphisme ci-dessus, qui en fait un sous-A-module de Banach. De plus, MV est
orthonormalisable.

Exemple 3.1. Si b € N, on note LAy(Z,, A) l'espace des fonctions f : Z, — A dont
la restriction & a + p"Z, est la restriction d’une fonction A-analytique sur le disque fermé
{z € C,;v,(x —a) > h}, quel que soit a € Z, ; c’est aussi un A-module de Banach orthonor-
malisable et on a LA, (Z,, A) = LA(Z,, K)®xA. On note Dy 4 = LA,(Z,, A)V.

On note PD}, le sous Z,-module de Q,[[T]] des %}N a,T"/[J5]!, ot les a,, sont dans Z,.

Le A-module de Banach Dj 4 est caractérisé completement par la transformée d’Amice
p=> Jz,(L+T)"p et il est isomorphe & PD, &gz, A.

Définition 3.2. Soit G un groupe topologique. Une A-représentation de Banach de G est
un A-module de Banach orthonormalisable muni d’une action A-linéaire continue de G.

Exemple 3.3. (1) Soit Vj une K-représentation de Banach de G (i.e. un K-espace de Banach
muni d’une action K-linéaire continue de G). On étend l'action de G sur V; par A-linéarité
en une action sur V = Vy®x A, ce qui est une A-représentation de Banach de G.

(2) Soit V une A-représentation de Banach de G a droite. On suppose que V' est munie d’une
structure d’anneau. On note V* le groupe des unités de V. Soit n : G — V* un 1-cocycle
(i.e. une fonction continue sur G a valeurs dans V' telle que n(hihg) = (n(h2) * h1)n(hy)). On
note V'(n) la A-représentation de Banach V' tordue par le 1-cocycle 7.

(3) Soit V une A-représentation de Banach de G & gauche. Sa A-duale V = Hom 4(V, A) est
munie de l'action de G a droite donnée par la formule

fxy(®) = f(w), siyeG, feV,veV.

Le sous-A-module VV de V est stable sous cette action, et donc une A-représentation de
Banach de G a droite.

Représentations de Banach sur un espace rigide

Soit 2" un K-espace rigide séparé et réduit.

Définition 3.4. Un 2 "-module de Banach est la donnée d’un faisceau F sur 2 tel que
(1) pour tout U C 2 ouvert affinoide, F(U) est un O(U)-module de Banach othonormali-
sable ;

(2) pour tout U’ C U ouverts affinoides, I'application canonique ¢f : O(U" )@ F(U) —
F(U') soit un isomorphisme de O(U’)-modules de Banach orthonormalisables.

Soit F un £ -module de Banach. Un endomorphisme compact ¢ de F est un endomor-
phisme de 2 -modules, tel que,
(1) pour tout U ouvert affinoide, oy : F(U) — F(U) soit un endomorphisme compact de
O(U)-modules de Banach orthonormalisables;
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(2) pour tout U’ C U ouverts affinoides, le diagramme suivant soit commutatif

1\ S ¢g/ !
OU")®@ow)F(U) F(U)
llU/é?O'U \LO—U’

U/
O(U’)@o(U)J_"(U) < F(U’).

Définition 3.5. Soit G un groupe topologique. Une 2 -représentation de Banach F de G est
la donnée d'un 2 -module de Banach muni d’une action continue de G, qui est compatible
avec la structure de 2 -module de Banach.

Dans ’exemple suivant, on explique la construction des grosses représentations du sous-
groupe d’Iwahori Iy(p) de GL2(Z,) utilisées dans cet article.

Exemple 3.6. Si 1 < j € N, il existe une % -représentation de Banach Mesy ; de Iy(p)
(cf. [55, §2.2]), qui est une interpolation p-adique en poids k des représentations algébriques
Vi jra de Io(p), ot Vi; = Sym*? V,, @ det® 7 avec V, la représentation standard de GLy(Z,).
Comme on a besoin de sa structure explicite, on rappelle sa construction ci-dessous en trois
étapes :

e On définit une action modulaire de Iy(p) sur Z, par la formule

b+ dz

) si Y= (Lc1 fl) € ]IO(p>7
et une action continue de Iy(p) sur C°(Z,, Z,) & droite par la formule :

vf(2) = f(vz), siy € Lo(p) et f € C*(Z,, Zy).

Ceci permet de lui associer un faisceau constant C, de I(p) sur # défini par : si U un ouvert
affinoide de #, on pose CY, (U) = C°(Z,,O(U)). Ce faisceau CY, est une # -représentation
de Banach de Iy(p).

e Sia € Z, et sic € pZy on définit une fonction sur Z, a valeurs dans O(#) par la
formule

fac(2) = "™ (a + cz),

qui appartient & lanneau CJ,(#') des sections globales de CY,. De plus, elle est une unité de
Panneau Cy, (#). Si 1 < j € N, on définit une fonction p™™ sur Iy(p) & valeurs dans Cj (#)*
par la formule :

9=(25) = pi"™(g) = fac(2)(detg)™7, sig=(284) € Iy(p),

uinv

qui est un 1-cocycle de Iy(p). On tord CJ par le 1-cocycle pi™ ce qui définit une /-

(]7 ulnv
représentation de Banach C,”"  de Io(p).
Si k € N, I'application d’évaluation Evy induit un 1-cocycle algébrique py ; sur Io(p) a
valeurs dans C°(Z,,Q,) donné par la formule :

Prj(9) = Evi(pf™ (g)) = (a + c2)**(det ).
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On note CY ; la Q,-représentation de Banach C°(Z,,Q,) tordue par le 1-cocycle py ;. Alors,

07 y z
I’application d’évaluation Ev; induit une application d’évaluation de C/J dans Cg,j, notée
par Evy, ;, qui est Iy(p)-équivariante.

uinv

07 i .
e On définit la % -représentation de Banach Mesy ; duale de C/J :si U C W est un
07 uinv
ouvert affinoide, Mesy ;(U) est défini par Mesy;(U) = C,”"  (U)".
On note "accouplement O(U)-linéaire Iy(p)-équivariant

uinv

(,): Mesy ;(U) x C,;" (U) = O(U)

par l'intégration pr ;on a

uinv

(e dy= [ flen) = [ (P siF ey (U)y € Lofp) et € Mesy (U).

P ZP

On note Mesy, ; la Q,-représentation de Iy(p) duale de (327 ;- Remarquons qu’on a une inclusion
de C°(Z,,Q,) dans C°(Z,,O(U)). Si k € Z appartient a U, alors I'application Evy; induit
une application Iy(p)-équivariante, notée encore par Evy, ,

Mesy ;(U) — Mesk’j;/z fEvi (1) = Evk(/z fu) avec f € C,(;j,u € Mesy ;(U).

Le faisceau Mesy ; nous donne une interpolation des représentations algébriques Vj ;1o
de Iy(p) pour k € N au sens suivant : la fonction f : Z, — Vj j+2, donnée par

2 f(2) = (e1 + zep)* 27,

est une fonction continue sur Z, a valeurs dans Vj ;2. On définit une application linéaire
continue Ip(p)-équivariante my; : Mesy; — Vo par lintégration : u — [ f(z)u. Si
U est un ouvert affinoide de # et si k € Z appartient a U, on définit une application de
spécialisation Spy, ; : Mesy ;(U) — Mesy, ; — Vj j42 en composant I'application d’évaluation
Evy ; et Iapplication my, j, qui est Iy(p)-équivariante. En particulier, la masse de Dirac dy en
0 fournit une section globale v; de Mesy ; qui interpole le vecteur de plus haut poids
ey 277 dans Vj, j.o; en effet, Jz, (€14 ze2)" 2778 = e¥ =2t~ ce qui se traduit par la formule
Spy. j(vs) = eyt

Des variantes de Mesy, ; utilisées dans cet article

En modifiant la construction de I'exemple 3.6, on construit des grosses représentations
de Iy(p), qui sont des variantes de Mesy ; et apparaissent dans la construction de la famille
de systéme d’Euler de Kato sur ¢°.

(1) La O"!(#')-représentation Mes} .

On note OP4(#') anneau des fonctions analytiques bornées sur I'espace des poids, qui
est isomorphe a I'anneau Z,[[Z}]] ® Q,. Soient a € Z} et ¢ € pZ,. La fonction f,.(2) =
K"V (a + cz) appartient & anneau C%(Z,, O*4(#')) et elle est une unité. Ceci nous permet
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d’appliquer la construction de Mesy ; & la donnée (C°(Z,, O™ (#)), pi™); il en résulte
une OP4(#)-représentation de Banach Mes%’j C Mesy ;j(#') ayant la méme propriété
d’interpolation : comme Mes} . C Mesy ;(#), on a Papplication lindaire continue Io(p)-
équivariante

SPij Mes%j — Mesy ; — Vi jto;

d’autre part, la masse de Dirac dy en 0 est dans Mes%j.

(2) Les W-représentations D,y

Soit n > 1 un entier ; on note r, > 1 le plus petit entier tel que (p — 1)p"™™ > n. L’espace
des poids # admet le recouvrement admissible {#,,},>0, ou #;, = p1,—1 x Spm C,, avec C,, le
sous-anneau de Q,[[T} — 1]] consistant des fonctions analytiques sur le disque v,(T} —1) > .
Pour chaque %#,,, on note LA, ,, = LA,(Z,, O(#,,)), si r > 0. Plus généralement, si W est
un ouvert affinoide de #/, on note LA, y le O(W)-algebre de Banach LA, (Z,, O(W)) avec
r > 0. On note LA%W la boule unité de LA, .

Lemme 3.7. Sir > r,, la fonction f,.(z) appartient @ LA, ,,. De plus, elle est une unité de
LA, .. Plus généralement, si W est un ouvert affinoide de W , il existe un nombre rationnel
rw > 0, tel que pour tout r > rw, la fonction f,.(z) appartient a LAS,W et est une unité de
lanneau LA,y .

Ce lemme nous permet d’appliquer la construction de Mesy ; a la donnée (LA, y, p}“nv) :
il en résulte une O(W)-représentation de Banach D, yy; de Iy(p) munie d'une application de
spécialisation :

Spk,j : Dr,W,j — Dr(kaj) — Vk,j+27
donnée par la méme formule dans 'exemple 3.6.

Le Ow-module D, yy,; est caractérisé completement par la transformée d’Amice et il est
isomorphe au f’f)r@)(’)(W) On note DIW’]- la boule unité de D,.yy;. Il est stable sous I'action
de Io(p) par le lemme ci-dessus et on a un isomorphisme Dl ; = PD,RO(W)*, ott O(W)*+
est la boule unité de O(W). Ces représentations {D, w;}, forment un systéme projectif de
représentations de Banach de Iy(p), qui sera utilisé dans la construction de la courbe de

Hecke d’Ash-Stevens (voir §4.2).

3.3 Famille de systemes d’Euler de Kato sur # et ses variantes

A partir des unités de Siegel, on construit une distribution algébrique Zgiegel SUr (Q ®
7)? —(0,0) & valeurs dans Q® (M(Q)[L])*, ott A = ¢TL,»1(1 — ¢")** est la forme modulaire
de poids 12. La distribution zgjege st invariante sous I'action du groupe H(/@.

La théorie de Kummer p-adique nous fournit un élément

Zé?e)gel S HI(H:@7 galg((Q ® 2)2 - (07 0)7 @p(l)))

Par cup-produit et restriction a Hg) C Iy et Ma(Q®Z)® C (Q®Z)? —(0,0))%, on obtient
une distribution algébrique :

ZKato € H2<Hg)7 galg(MQ(Q ® Z)(p)7 Qp<2)))
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En modifiant 2., par un opérateur (¢ — (¢, 1))(d® — (1,d)) (cf. [54] §2.3.2) avec ¢,d € Z
qui fait disparaitre les dénominateurs, on obtient une distribution algébrique a valeurs dans
Z,(2), que 'on peut donc voir comme une mesure, notée 2kato.c,d-

La technique de "Torsion a la Soulé" [55, §2.3], rappelée ci-dessous, permet de changer le
poids (i.e. passer de zkatoc.d & ZKatocd(k,J) et de déformer sur 'espace des poids).

Soit G un groupe localement profini, agissant contintiment a droite sur un espace topolo-
gique localement profini X. Soit V' une A-représentation de Banach de G a droite, ou A est
une Q,-algebre de Banach. On note C2(X, V) le A-module des fonctions continues & support
compact sur X a valeurs dans V' et Dy(X, V) le A-module des mesures sur X a valeurs dans
V. On munit C2(X,V) et Do(X,V) d’actions de G & droite comme suit : si g € G, z € X,
d(x) € CUX, V), et u € Do(X, V), alors

brg() = olweg ) rger [ o@)urg) = ([ (6xg7m) <o

Proposition 3.8 (torsion & la Soulé). Si f € CO(X, V)Y, alors la multiplication d’une mesure
e Do(X,Z,) par la fonction f induit un morphisme G-équivariant a droite de Do(X, Z,)
dans Do(X, V).

Exemple 3.9. (1) La représentation Vj,; dans 'exemple est muni d'un vecteur ef2¢7. La
fonction continue z > (eF~2t77) %z, sur My(Q®Z)® & valeurs dans V;;, induite par Paction
de GLy(Z,) sur Vi ;, est invariante sous 'action de GLy(Z,).

(2) Si j > Z, la famille de représentations de Banach de Iy(p) sur 'espace des poids Mesy ;
(cf. Pexemple 3.6 ou [55, §2.2]) admet une section globale v; interpolant les vecteurs ef 2t

dans Vi ;2 via une application de spécialisation Io(p)-équivariante Sp;, ;. La fonction z —

vj * x, est une fonction continue sur Mgp ) invariant sous Iaction de Io(p).

Multipliant la mesure zkato.cq par la fonction z +— (eb=2t77) « x, (resp. la fonction x —
v; * T,) qui est continue sur M, on définit, pour j € Z,

ZKato,c,d(kvj) = (ellc_zt_j) * xp X ZKato,c,d S H2<f0(p)7 QO(Mgp)a ‘/k,j))
(resp-2icatoca(Vy) = (v * ) © Zatoca € HA(To(p), Do(MF”, Mesy ;(#)(2)))),

olt To(p) agit sur Mesy ;(#)(2) a travers son quotient Iy(p).

Proposition 3.10. /55, théoréme 2.19] Si 1 < j € N, alors pour tout entier k > 1+ j, on a
Ska (ZKato,c,d<I/j)) = ZKato,c,d<k> .7) .
Comme la fonction = +— v; * x, est & valeurs dans Mes%j(W), I'élément zxato c,a(V;)
appartient aussi & H2(I'o(p), Do(MY, Mes} . (#)(2))).
4 Construction de la courbe de Hecke cuspidale

Dans §4.1, on rappelle la construction de la courbe de Coleman-Mazur-Buzzard cuspi-
dale. Dans §4.2, a partir de la cohomologie arithmétique H'(I', D(pi™)), ot D(p}™) =
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{Drw (p™) }rmrwy est le systeme projectif des représentations de Banach de To(p) sur les-
pace des poids # construit dans §3.2, on construit deux courbes de Hecke €+, qui contiennent
la courbe de Hecke cuspidale €Y. La comparaison entre les courbes €* et €Y est faite dans
§4.3. De plus, on construit un faisceau cohérent sans torsion ¥ sur €°, qui est une famille
de représentations galoisiennes.

Pour chaque W ouvert affinoide de #, le groupe de cohomologie H'(T'(N i), Dywj)
a priori n’est pas un O(W)-module de Banach, ce qui empéche d’utiliser la méthode de
Coleman-Mazur-Buzzard. On montre qu’il existe un isomorphisme de O(W)-modules

Hl(F(Nap)7 Dr,W,j) = Hl (F(va)a Dr,W,j)a

ce qui nous permet d’utiliser la méthode d’Ash-Stevens pour effectuer la projection sur €Y.

4.1 La théorie spectrale p-adique

Soit 2" un Q,-espace rigide séparé et réduit. Soit (F, o) un 2 -module de Banach muni
d’'un endomorphisme compact o. Pour tout U C 2" ouvert affinoide, on peut associer a oy
la série de Fredholm det(1 — Xoy) € 1+ XO(U){{X}}. La formation des séries de Fredholm
commutant aux changement de base ouverts affinoides, toutes ces séries proviennent par
restriction d’une série de Fredholm Fredr(c) € 1 + XO(2){{X}} sur 2.

Proposition 4.1. [11, theorem 3.3] Soit (F, o) comme ci-dessus. Soit U un ouvert affinoide
de 2. Si la série de Fredholm admet une décomposition Fredz(o) = Q(X)H(X) dans
OU){{X}}, ou

(1) Q(X) € O(U)[X] vérifiant que son coefficient dominant est une unité et Q(0) = 1,

(2) H(X) € OWU){{X}}, tel que (Q(X), H(X)) =1,

alors le O(U)-module de Banach orthonormailisable F(U) admet une unique décomposition
en somme directe topologique de O(U)-module projectif N(Q) de rang deg(Q) et un O(U)-
module de Banach F(Q), telle que Q*(X), le polynome réciproque de Q(X), est inversible
sur F(Q) et s’annule en N(Q).

En pratique, on travaille souvent avec des systémes de modules de Banach, introduites
dans [17,84.3] (voir aussi [12, §1]).

Définition 4.2. Un systeme injectif (resp. projectif) M de modules de Banach sur 2" est la
donnée d’un systeme injectif (resp. projectif) { M, w }n>now) de W-modules de Banach, pour
tout W ouvert affinoide de 2" et n(W) € N, avec les applications de transition compactes,
tel que, si W C W’ deux ouverts affinoides et si n > max{n(W),n(W’)}, Muw/|w = Muw.

Définition 4.3. Un endomorphisme d’un systéme injectif (resp. projectif) M = {M,, w} de
mdoules de Banach est la donnée d’un ensemble {¢,,  } d’endomorphismes de W-modules de
Banach M,, i, pour tout W C 2 ouvert affinoide et n > n(W), commutant aux applications
de transition M, w — M,i1w (resp. My w — M, w) et aux changements de bases
ouverts affinoides.

Un endomorphisme ¢ = {¢,w} d'un systéme injectif (resp. projectif) M = {M,, w}
de modules de Banach est dit compact s’il existe un endomorphisme 1), y de faisceaux de
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modules de Banach M,, y, pour tout W C 2" ouvert affinoide et pour tout n assez grand,
tel que le diagramme suivant soit commutatif :

¢n,W

Mn,W Mn,W (resp. Mn,W P me
n,
d}n,W
n W n W n W n W
¢ 1rbn,W
n+1,W
Mn+1,W n+1,W Mn+1,W Mn+1,W>-

Pnt1,W
En particulier, ¢, w est compact, et [16, A 2.3] assure que la série de Fredholm
Fredu,, ,, (¢nw) = det(1 — X w) € 1+ XO(W){{X}}

est indépendante de n. Donc toutes ces séries proviennent par restriction d’une unique série
de Fredholm Fred(¢) € 1 + XO(Z){{X}} sur Z .

Soit (M, o) un systeme de modules de Banach M sur 2" muni d'un endomorphisme
compact ¢. La série de Fredholm Fred (o) € 1 + XO(2){{X}} nous permet de définir
une hypersurface de Fredholm Z € 2" x A! par Fred (o) = 0, munie de deux projections
(m1,m2) : Z = 2 x Al appelée la variété spectrale associée a (M, o) .

D’apres [16, proposition A 5.8], la variété spectrale Z admet un recouvrement admis-
sible canonique C, consistant des ouverts affinoides Z C Z, finis et plats sur leurs images
71(Z), et ouverts et fermés dans I'image inverse 77 ‘7 (Z). En particulier, pour tout ouvert
affinoide W C 27, il existe une bijection entre le sous-ensemble de C, des ouverts Z véri-
fiant m(Z) = W et l'ensemble des décompositions de Fred (o) = Qz(X)H(X) sur W,
ou Qz(X) € O(W)[X] vérifiant que son coefficient dominant est une unité et Q(0) = 1, et
H(X) e OW){{X}}, tel que (Qz(X),H(X)) = 1. De plus, si Fredy (o) = Qz(X)H(X)
est une décomposition sur W correspondant a Z € C,, la bijection est donnée par Z =
Spm O(W)(X)/(Q%(X)), ot Q3% est le polynéme réciproque de Q.

Soit H une Q,-algebre commutative. Soit le couple (M, o) muni d’une représentation
p: H — Endy (M) telle qu’il existe un élément U € H vérifiant p(U) = o. Soit W un ou-
vert affinoide de 2". Si un ouvert affinoide Z C Z appartient a C,, on peut lui associer une
décomposition Fredr(c) = Qz(X)H(X) sur W = m(Z) C £ comme ci-dessus. D’apres
la proposition 4.1, pour tout n > ny, le O(W)-module de Banach M,, (W) se décompose
en somme directe topologique de N,,(Qz) et F,(Qz), o N,(Qz) est un O(W)-module pro-
jectif de rang deg(Qz). On note N(Qz) la limite de {N,(Qz) }n>ny, c’est un O(W)-module
projectif de rang deg ().

Comme H est commutative, N(Qz) est stable sous I'action de H. On note I'image de H
dans Endow)(N(Qz)) par T(Z), qui est une O(W)-algebre de type fini. De plus, I'espace
rigide D(Z) associé a T(Z) est un Q,-affinoide qui est fini et plat sur W. On dispose de plus
d’un morphisme d’anneaux p : H — O(D(Z)), ainsi que d’un diagramme commutatif :



Enfin, on peut construire un espace rigide D muni d’un morphisme fini 7 : D — Z, en
recollant les D(Z) par un processus standard (voir [17, §7.2]) a 'aide de C,, appelé la variété
de Hecke attachée a (M, o, p). Dans la suite, cette construction est appelée la méthode de
Coleman-Mazur-Buzzard.

Remarque 4.4. (1) Si f =312, a,,X™ est une série formelle, et si s est un entier > 0, on

pose
+oo
Asf = Z (m + S) (lm+sXm.
m=0 s
Soit Fred (o) = Qz(X)H(X) une décomposition de Fred (o) sur W ci-dessus. On pose
u=1-— gf ((g; . Si on note n = deg @z, alors, d’apres Serre [49], on a les formules explicites
A
de projecteurs : si on pose
(1 —u)A™ Fred (u) . uA" ! Fred y(u)
= e = —
L= A Fredu(u)1) 2T T AnFredu(u)(1)

alors p = p et ¢ = (p1 + p2)” — p} = 1 — p sont des projecteurs & F(Qz) et N(Qz)
respectivement.

(2) Dans le cas de la courbe de Coleman-Mazur, on a un accouplement O(W)-linéaire (cf.
[17, théoreme 7.1.1])

() :T(2) x N(Qz)

défini par : siT € T(Z) et f € N(Qz),ona (7, f) = a1(7- f), ot ay(7- f) est le coefficient de
q dans le g-développement de 7- f. Cet accouplement nous fournit une injection 0 — T(Z) —
Homow)(N(Qz), O(W)). Par contre, on ne sait pas que N(Qz) est localement libre de rang
1 sur T(Z) pour n’important quel Z € C,.

H,U € H,Z étant fixés, soit (M,, 0, p;) deux données de la méthode de Coleman-
Mazur-Buzzard, ou M; est un 2 -module de Banach muni d’un endomorphisme compact o;
et d’une représentation p; : H — Endy (M;) tel que p;(U) = oy, pour ¢ = 1,2. Chenevier
[12] donne un critére pour comparer deux variétés de Hecke associées a ces deux données
(M, 0;, pi). On rappelle ici une version locale de son résultat :

Proposition 4.5 (Chenevier). Soient (M;, ;) comme ci-dessus pour i =1,2. Soit W C 2
un ouvert affinoide muni d’un sous ensemble Zariski-dense Z. S’il existe une injection de H-
modules M5, C M3, pour tout z € Z, alors on a une injection de H-modules M3%, C M3,
pour tout x € W et une immersion canonique de variétés de Hecke Dy (W) — Do(W) sur
W, ot D;(W) sont les variétés de Hecke attachées a M; respectivement. De plus, si les H-
modules M, . sont semi-simples pour tout z € Z, alors les variétés de Hecke D;(W) sont
réduites.

La courbe de Coleman-Mazur-Buzzard

Soit N un entier premier a p. Soit X = X (N,p) la courbe modulaire sur Z, de niveau
I'(N;p). Elle est une courbe propre et plate sur Z,. On note X, la fibre générique du
schéma formel associé a X. Soit w le faisceau inversible habituel sur X,i,. Si p > 3, la série
d’Eisenstein normailsée E,_; est une section globale de w?~! sur X,;, qui reléve I'invariant
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de Hasse. Soit 0 < r < 1 € Q, on définit Z;(r) la composante connexe affinoide de co dans
le ouvert affinoide de X, sur lequel |E,_1| > p~". Soit K une extension complete de Q. Si
k € N, on note

M} (T(N;p); K) := H(Z(r), ")

le K-espace de Banach des formes modulaires r-surconvergentes de poids k£ de niveau T,
A coefficients dans K. On note M (T(N;p),K) = lim,_o M} (I'(N;p), K) espace des
formes modulaires surconvergentes de poids k de niveau I'. On note Sj(T'(N;p),K) C
MJ(D(N; p), K) son sous-espace des formes modulaires surconvergentes cuspidales,

Soit Hy la Z-algebre commutative engendrée par les opérateurs de Hecke abstraits T'(1)
pour tout premier [ avec ([, Np) = 1, 'opérateur d’Atkin-Lehner U, et les opérateurs de
diamant (a) pour a € (Z/NZ)*. Si k € N, on note My 2(I'(N;p)) (resp. Spr2(I'(N;p)),
M| (LN ), S +o(I'(N5 p))) Pespace des formes modulaires classiques (resp. classiques cus-
pidales, surconvergentes, surconvergentes cuspidales) de niveau I'(N; p) et de poids k+ 2. IIs
sont muni d’une action de Hy. Sir € Q,, on note M <" le sous-espace des formes modulaires
de pente < r, pour M un des espaces des formes modulaires ci-dessus.

Proposition 4.6. [6, corollary 2.6] On a un isomorphisme de Hecke modules :
S£+2(F)<k+1 _ Sk+2(F)<k+1.

Coleman dispose d'une famille d’Eisenstein restreinte qui est une série formelle E(q) €
1 4 gA[[¢]] telle que sa spécialisation en poids k est le g-développement a I'infini d’une série
d’Eisensteins Ej, qui est a coefficients dans une extension complete de Q,. Cette famille
joue un role important dans sa définition de forme modulaire surconvergente de poids k

quelquecon. En fait, si £ € N, la multiplication par FEj, induit un isomorphisme de K-
Banach de M{"(T'(N;p), K) sur M}"(I'(N;p),K). Si € #(Q,), une forme modulaire

r-surconvergente de poids x de niveau I'(N;p) est une série formelle F(q) = Y729 a,q",
a, € K telle que F(q)/Ev.(FE) est le g-développement d'une fonction rigide analytique sur
Zy(r), pour certain 0 < r < 1.

Posons v,, = m pour m € N. Soit W un ouvert affinoide de #". On note

MTvUM(F<N;p),W> et ST7UW(F(N;p)a W))

les O(W)-modules des familles de formes modulaires surconvergentes et surconvergentes
cuspidales de rayon v, respectivement. Le systeme

MI((N;p)) = {MM (D(N;p), W), resy, } (resp. S'(D(Nsp)) = { ST (D(N:p), W), res })

est un systeme injectif de modules de Banach sur I'espace des poids. L’opérateur d’Atkin-
Lehner U, est un endomorphisme compact de systéme MT(T'(N;p)) (resp. ST(T'(N;p))). Ceci
nous fournit deux données de la méthode de Coleman-Mazur-Buzzard :

(1) (MI(T(N:p)), Uy, pasr), 0l paes = Ha — Endy (M (T(N: p)))

(2) (S'T(N: ), Uy, pst), ol ps: = Hoy — Endy (S(D(N: ).

On applique la méthode de Coleman-Mazur-Buzzard a la donnée (MT(T'(N;p)), Uy, ppsi)
(resp. (ST(D(N;p)), Uy, psi)), et la courbe en résultant est appelée la courbe de Coleman-
Mazur-Buzzard (resp. cuspidale), notée € (resp. €°). La courbe €° est une sous-courbe fermée
de €.
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Remarque 4.7. (1) Coleman et Mazur [17] donnent aussi une construction de famille de
représentations de Gg sur la courbe de Hecke par une facon un peu tortue. En fait, ils
construisent une autre courbe de Hecke en utilisant la théorie de déformation, qui parametre
les pseudo-représentations, et ils montrent que la plus grande sous-courbe réduite de cette
courbe est exactement la courbe de Hecke construite ci-dessus. Ceci nous fournit une famille
de représentations galoisiennes sur la courbe de Hecke.

(2) Andreatta-Iovita-Stevens [3] et Pilloni [42] trouvent une fagons géometrique et directe &
définir les formes modulaires surconvergentes par des points de vue différent, et ils montrent
que leur définition coincide avec celle de Coleman.

(3) Soit Ay = Div’(P*(Q)) le groupe abelien des diviseurs de degré 0 sur P'(Q). L’action
naturelle de GLy(Q) sur P(Q) induit une action sur le groupe des diviseurs sur P}(Q),
qui préserve Ag. Soit V' un Z[['(N;p)]-module. On note Symby ., (V) = Homr(Ag, V)
le groupe des symboles modulaires a valeurs dans V. C’est un module muni d'une action
naturelle de 'algébre de Hecke et d’une convolution ¢ donnée par la matrice (§ % ) commutant
entre eux. Ash et Stevens [5, proposition 4.2] montrent qu’on a un isomorphisme

Symby ., (V) = H(T(N;p), V).

Ceci nous permet d’appliquer la méthode de Coleman-Mazur-Buzzard a H!(T'(N;p), V), ot
V = D(p¥). Clest ce que fait Bellaiche dans [6, Theorem 3.30].

J

4.2 La courbe d’Ash-Stevens

La décomposition de pente < v

Soit E un corps complet pour une valuation p-adique et soit (A, |- |4) une E-algebre de
Banach. Soit M un A-module muni d’'un A-endomorphisme u (donc un Afu]-module, et on
dira simplement "un A[u]-module M" dans la suite).

Soit Q(T) = X1y a;T* € A[T] un polynéme a coefficients dans A. Un polygone de Newton
Newtp de @ est I'enveloppe convexe de I'ensemble (i, —log, |a;|4) et de [0,n] x {+o00}. On
appelle pente de P un élément de Newty,([0,n]). On sait qu’il existe une racine de @ de norme
p~* si et seulement si —\ est une pente de Newtg. Le polynome @ est dit de pente < v si

les pentes de polygone de Newton de () sont < v.

Définition 4.8. (1)Un polynoéme Q(T") € A[T] est multiplicatif si le coefficient dominant de
() est une unité.

(2)Un élément m de M est de pente < v §'il existe un polynéme multiplicatif Q(T") € A(T)
de pente < v tel que m est annulé par Q*(u), ot Q*(T) = TU89Q(7) est le réciproque de

Q.

Remarque 4.9. Si m est un vecteur propre de u de valeur propre «, alors la pente de m est
—log,(lala).

On note S, le sous-ensemble de Afu] des polynémes multiplicatifs de pente < v, qui
est un sous-ensemble multiplicatif. On note M=V (resp. M>") le sous-A[u]-module de M

des éléments de pente < v (resp. > v). On a donc une décomposition de A[u]-module
M = M<v @ M>.
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Définition 4.10. Une décomposition d'un A[u]-module M de pente < v est la donnée d'une
décomposition de A[u]-module M = M=? @ M>" telle que

(1) M=V est un A-module de type fini,

(2) M~" est un sous-A-module de M sur lequel, Q*(u) est inversible, VQ € S,.

On résume les propriétés de la décomposition de pente finie dans la proposition suivante
et on renvoie le lecteur au [4, proposition 4.1.2] pour la démonstration :

Proposition 4.11. (1) Un Alu|-module M admet la décomposition de pente < v si et seule-
ment si M=Y est un A-module de type fini et si la suite canonique suivante est exacte :

00— MSh S M > M ® Alu] A[u][sv_l] — 0.

(2) Soient My, My deuz Alu]-modules admettant la décomposition de pente < v. Si ¢ : My —
My est un morphisme de Alu|-modules, alors ¢ est compatible avec la décomposition de pente
< wv. Autrement dit, si M; = M= @& M?>", pour i = 1,2, alors on a

G(ME") C Mz et 9(M7") C M3

(3) SiC* est un complexe des cochaines de Alu|-modules admettant la décomposition de pente
< w, alors le groupe de cohomologie H*(C*) admet la décomposition de pente < v donnée par :

H.(C.) o~ H'(C.’Sv) @ H.(C.’>U).

Remarque 4.12. Dans la décomposition de pente finie, on perd la projectivité de M=V,

Pour terminer ce paragraphe, on établit le lien entre la théorie spectrale p-adique et la
décomposition de pente finie. Soit 2" un espace rigide. Soit (F, o) un 2 -module de Banach
muni d'un endomorphisme compact o. Soit Z la variété spectrale associée a la série de
Fredholm Fredz(o) et soit C, [16, proposition A 5.8] le recouvrement admissible canonique
de Z.

Proposition 4.13. Un ouvert affinoide admissible Z de Z appartient a C, si et seulement
s’il existe un nombre v > 0 tel que le O(W)[o]-module F(W) admet la décomposition de
pente < v, ou W = m(Z).

Démonstration. On déduit cette proposition de la bijection entre le sous-ensemble de C, des
ouverts Z vérifiant m1(Z) = W et I'ensemble des décompositions de Fredz(c) sur W, et de
la bijection entre I’ensemble des décompositions Fred (o) sur W et celui des décompositions
de pente finie de F(W). O

Cohomologie du groupe profini et cohomologie du groupe discret

On note T'(N;p) le complété profini de T'(N;p). Rappelons que pour tout ouvert af-
finoide W C #/, il existe un nombre 7y, tel que, pour tout » > ry, on a défini une
O(W)-représentation de Banach D, y; de Ij(p) dans §3.2. La proposition suivante montre
que le O(W)-module H'(T'(N;p), D,.w;) (resp. le Qy-espace H'(I'(N;p), D, ;)) est une W-
représentation (resp. Q,-représentation) du groupe de Galois Gg.
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Proposition 4.14. On a les isomorphismes de modules de Hecke suivant :

(1) HY(T'(N;p), Drwy) = (im HYT(N;p), Dy ;/p")) ® Qp = H(T(N; p), Dyws).

(2) H{I'(N;p), Drgy) = (im Hg (Y, Dy ;/p") © Qp = HY(T(N;p), Drgy)-

Démonstration. Le (1) et (2) se démontrent de la méme maniere. On ne démontre que le
premier. Rappelons que on a D, y; = (mn Dj,w, ;/P") ® Q. Pour simplifier la notation, on

note I' = T'(N;p) et T' = I'(N; p) dans cette démonstration. On a une suite exacte
0 = (jim" H(T, Dy, /") © @y — HY(T, Dyary) — (lim. H'(F, Dy, /5) © @y — 0.

Pour démontrer I'isomorphisme (lim HY(T, D)y, /p") ® Q, = H(T', D,.;;), on se raméne
a montrer que (lﬁnql1 HO(T, D; /1)) ® Q, = 0. On constate que

Ho(faD:W,j/pn) = HO(F(N;p)aD:W,j/pn) C (DIW,]‘/pn)U

avec U est le sous-groupe unipotent de GLy(Z,). On note 0 'opérateur différentiel associé
a un générateur u du groupe p-adique analytique U. Un calcul immédiat montre que, pour
tout p € D, w;, on a

0A, =log(1+1T)A,, ou A, est la transformé d’Amice de p.

Ceci implique qu’il existe un nombre N > v,(log(1 + T')) tel que (D, ;/p™)?=" sont pN-
torsions, pour tout les n. On en déduit que (Mi HO(T, D/ yw,;/p") ®Q, = 0.
D’autre part, d’apres [49, p.15 Exercises], on a un isomorphisme
Hi(RD;r,W,j/pn) = Hi(fa D:I/V,j/pn)'
Ceci nous permet de conclure la proposition. O]

Algebre de Hecke et 'opérateur U,
On note A, le sous-monoide de Mj(Z,) engendré par Iy(p) et (§5) :

A, ={(2Y) € My(Zy) : a € Ly, c € pZy, ad — be # 0}.

On note A = G(A%) x A, qui est un sous-monoide de G(Ay) contenant K. Soit A une F-
algebre de Banach et soit M un A[A]-module & droite. Dans ce paragraphe, on explique une
description d’opérateur U, sur H (I'(N;p), M) en relevant au niveau de complexe suivant
I'idée d’Ash-Stevens [4] (voir aussi [26]).

Soit H le demi-plan de Poincaré. La cohomologie H!(T'(N;p), M) se calcule par deux
complexes :

(1) Le complexe des cochaines adéliques C34(M) = Homyar,(q)xx](Ce(Ha), M) munis
d’une action naturelle de GL2(Q) x GL2(Af), ot Hy = H x GLy(Ay), K est le sous-groupe
compact de GLy(Z) définissant la courbe modulaire de niveau D(N;p) et Co(Hy) est le
complexe des chaines singulieres sur Hy muni d’une action naturelle de GLy(Q) x GLo(Af).
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(2) Le complexe de Borel-Serre Chg(M) = Homp(x,,) (C2S, M), ot CB¥ est une résolution
finie libre de Z consistant des Z[['(N; p)]-modules libres de rang fini obtenue de la compac-
tification de Borel-Serre de I'(V; p)\H. De plus, il existe une équivalence d’homotopie

CPS %C°(H) )

ou Co(H) le complexe des chaines singuliére sur H muni d’une action a gauche de I'(N;p)
induite par celle de G(Q),. Ceci induit une équivalence d’homotopie

*

g
Chs(M) === Caa(M)

Le complexe C2;(M) est muni d’une action naturelle de A a droite donnée par la formule :
Gx0=q(ox51) x4

On note H4 lalgebre de Hecke sur A engendrée par des classes doubles [K(}?)K] dans
GL2(Q;) pour tout {1 N. On a un morphisme de A-algébres :

€ :Ha— Enda(Cog(M)).

Cette action commute avec ’application de cobords et induit ’action de Hecke usuelle définie
par la correspondance sur cohomologie. En fixant une équivalence d’homotopie

*

g

Chs(M) == Cia(M)

on a un morphisme de A-algebre
€1 Ha — Enda(Chs(M));E(T) = [* o &(T) o

On note U, la classe double [K ( § ) K] agissant sur le complexe Cg (M ). Elle est complétemet

continfie et induit I'opérateur usuel U, agissant sur la cohomologie.

La courbe d’Ash-Stevens

Pour tout r > ry, I'endomorphisme U, € Endoaw)(Chs(D,w,;)) est compact et on
note Fiy(X) € 1+ XO(W){{X}} sa série de Fredholm, qui est indépendante de r. En
plus, toutes ces séries Fy(X) proviennent par restriction d’une unique série de Fredholm
F(X) e 1+ XOW){{X}} sur #. On en construit une courbe spectrale Zgg associée a
la série de Fredholm F(X), ainsi qu'un recouvrement admissible Cy o, de Zgs. En plus, un
ouvert affinoide Z C Zgg appartient a CU si et seulement s’il existe un nombre v € Q. tel
que Chs(Dywj), avec W = m(Z) et r un nombre rationnel > ry,, admet la decomposition
de pente < v. Ceci implique que H'(I'(N; p), D,.w;) admet la décomposition de pente < v :

Hl(F(Nap)v Dr,W,g) Hl(F(N p) DT’ W])<U ¥ Hl(F(va)a Dr,W,j)>v~

Si v est un nombre réel positif, il existe un ouvert affinoide W C # adapté a v (i.e. on a
un isomorphisme de O(W)-module HY(T'(N; p), D,.1y;)<" = HY(I'(N; p), D,v ;)<Y pour tout
r, 7" > ry). De plus, on suppose que W = Spm R est agréable.
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Théoréme 4.15 (théoreme d’évaluation). Soit k € N C W et soit v > ry. Il existe un
isomorphisme Hecke-Galois équivariant de Q,-espaces de Banach,

Hl(F(Nup)7 Dr,W,j) ®O(W),k Qp = Hl (F<N7p>7 Dr,k,j)-

Démonstration. On a une suite exacte de Q,-représentations de Banach de Iy(p) induite par
I'application d’évaluation Evy, ; :

Ekaj

my
0 DT7W7.j DT’ij DT,k,j O 7

ou my est I'idéal maximal de R associé¢ a k. Comme D%Z) = 0, en prenent la cohomologie
de T'(IV; p), on a une suite exacte de ¥y(p)-module :

HYT(N;p),D,w.) EVk;
0 ——= D) . U (D (N; p), D, ;) —= H2(T(N; p), Dywy)

Par ailleurs, H*(T'(N; p), Dyw (™)) = 0 car la dimension cohomologique de T'(N;p) est 1.
Ceci permet de conclure le théoréme. O

Remarque 4.16. (1) Ce théoréme est un analogue de [6, theorem 3.10] qui décrit la situation
dans la duale (I’espace des symboles modulaires). Mais dans ’espace des symboles modu-
laires, 'application d’évaluation est injective, et elle est surjectivesik #0ou N # 1. Sik =0
et N =1, le conayou est un Q,-espace de dimension 1 qui correspond a une forme modulaire
quasi-holomorphe ES§™® dont son caractére Hy — Q, associé est donné par envoyer T sur
1+1, Uy sur p et (a) sur 1.
(2) A. Tovita signale le fait que H'(I'(V; p), D,.w;) est un R-module sans torsion comme on
a 'injection

0 ——H"T(N;p), Dyw;) —=H'(T(N;p), D)
pour tout kK € W et m, I'idéal maximal associé a k.

Proposition 4.17 (théoreme de classicité a la Ash-Stevens). Le morphisme de Io(p)-modules
T Drgj — Vij+o induit un morphisme de modules de Hecke-Galois

T - Hl(F(N§p>7Dr,k,j) — HI(F(N§P); Vijr2)-
De plus, on a un isomorphisme de modules de Hecke-Galois pour la partie de pente < k—1 :
HY(T(N; p), Dr,k,j)<k_1 =~ H'(I'(N; p), Vk,j+2)<k_1-

La matrice ({ % ) définit une involution ¢ sur H'(T'(N;p), V), ot V est une des représen-
tations de A, : Dy (p4™), Dy (k, ), ou Vi ;. On note H*(I'(N;p), V) le sous-module de
HYT'(N;p),V) des éléments fixés ou multipliés par —1 sous cette involution, qui sont des
Hy-modules car 'involution commute avec I'action de I'aglebre de Hecke H .

Proposition 4.18 (Eichler-Shimura). Si j = 1, il existe un isomorphisme Hecke-équivariant
Es : H'(D(N; p), Vi1) = Mi(T(N; p))®Se(T(N;p)) = Sk(D(N; p))@E(T(N; p))®Sk(T(N; p)).-
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Il se décompose en somme directe Es = Es™ ®Es™ par linvolution ¢, ou Est, Es™ sont deuz
morphismes injectifs Hecke équivaraints :

Es® : H"=(D(N;p), Vi1) = Sk(T(N;p)) ® E(D(N;p)),
dont ses images contiennent Sk(I'(N;p)).
En composant I'isomorphisme de Eichler-Shimura avec ’application 7, on a :

Corollaire 4.19. [l existe deux morphismes canoniques de modules de Hecke :

Es® om,; : HYH(T(N;p), Dyjeyt) <F 1 Sp(D(N; p))<F 1 @ E(T(N; p)) <k

Es™ oyt HV(D(N;p), D) 7 = Sy (T(N5p)) ¥ @ E(T(Np))<F 7,

dont ses images contiennent Sp(I'(N;p))<F1.

Dans la suite, on note M le O(W)-module H'(I'(N;p), D, w1)S" et on note M* ses
sous-modules H'®(I'(N; p), D,.w1)=Y. Comme W est agréable, les modules M* sont des R-
modules libres de rang fini muni d’une action de Hy. On en déduit deux morphismes de
Q,-algebres Hy — Endg(M®) et on note Ty, la sous-R-algebre de Endg(M*) engendrée
par I'image de H respectivement, qui est de rang fini comme M¥* est un R-module de rang
fini. En plus, T%Vw sont sans-torsion. Ceci nous fournit deux courbes rigides Q:ﬁ/,v = Spm T%V’U
muni de deux morphismes de poids finis plats &= : Cﬁ,ﬂ) — W; c’est le morceau local de la
courbe d’Ash-Stevens.

La courbe d’Ash-stevens globale se construit par recoller ces morceaux locaux par un
processus standard. En plus, les M* se recollent en un faisceau cohérent #* sur la courbe
¢+ respectivement.

4.3 Famille de représentations galoisiennes sur la courbe de Hecke
cuspidale

4.3.1 Coleman-Mazur-Buzzard VS. Ash-Stevens

En utilisant la proposition 4.5 de Chenevier, on peut comparer les morceaux locaux de
la courbe d’Ash-Stevens avec ceux de la courbe de Coleman-Mazur-Buzzard. Le théoreme
suivant est un analogue du [6, théoreme 3.27].

Théoreme 4.20. Soient v, W comme ci-dessus.

(1) II existe une immersion fermée 6%,71) C Qfﬁ,,v C €y, qui est compatible avec les mor-
phismes de poids kT et k. De plus, toutes ces courbes sont réduite.

(2) Soit k € Z. 1l existe une injection de modules de Hecke

Sli(F(N;p))ss,Sv C Evk(Mi)ss C Ml;r(F(N;p))ss,gv’

ot ss signifie la semi-simplification comme module de Hecke.
(3)Soit fo € C?MU une forme classique cuspidale raffinée. On a

dim(S{(T'(N;p))(a)) = dim(M ).
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Démonstration. On utilise le théoréeme 4.5 de Chenevier a maintes reprises. Comme W est
adapté a v, dans la suite, on va jeter I'indice en bas r et on notera D,y (resp. D, ;) par
Dy ; (resp. Dy ;).

D’abord, on pose M; = ST(I'(N;p), W)=Y et My un des modules M* = HY*(T'(N; p), Dy )=°.
Soit X 'ensemble des entiers k € N tels que £ > v+ 1. Comme W est agréable, X est Zariski-
dense dans W.

Le fibre M, de M; en un point k € X est S} (T(N;p))=?, qui est isomorphe & S (I'(N; p)) ="
par le théoreme de classicité de Coleman (cf. proposition 4.6 ). D’autre part, le fibre My, de
My en un point k € X est HY(T'(N; p), Dy.1)=Y. On déduit du corollaire 4.19 que Pexistence
des injections M, C My, pour k € X. Alors, le théoreme 4.5 de Chenevier implique qu’il
existe deux immersions fermée de courbes Q:%V’v C Q:?/Ev,m ainsi que deux inclusions de modules
de Hecke M5, C M55, pour tout x € W. Ensuite, on prend Mz = MT(T'(N;p), W)= et on
prend le méme sous-ensemble X de N comme ci-dessus. Le théoreme de classicité de Coleman
dit que Mz = Mi(T(N;p))=?, pour tout k € X. Le corollaire 4.19 dit que My C My,
pour tout k € X. En appliquant le théoréeme de Chenevier a My et Ms, on obtient deux
immersions fermée de courbes Qﬁjﬁ/ﬂ] C Cyy,, ainsi que deux inclusions de modules de Hecke
Ev,.(M*)% C M35, pour tout k € W.

En particulier, on obtient deux inclusions M75, C M35, C M35, pour tout k € ZNW(Q,).
D’autre part, tout les points k£ € Z admet un voisinage W C # agréable, ce qui permet de
montrer existence des inclusions S} (T'(N;p))Svs5 C Evg(M*)* c M} (T(N;p))<"ss, pour
tout k € Z.

Les arguments ci-dessus montrent que les assertions (1) et (2) sont vrais sauf que les
courbes sont réduites. On prend un sous-ensemble X' C X des entiers > 2v — 1, qui est
aussi Zariski-dense dans W. On se rameéne a montrer que les opérateurs de Hecke agissant
sur My (T'(N;p))=¥ sont semi-simples, pour k € X'. Les opérateurs de Hecke sauf U, sont
normales, et donc semi-simples. Il ne reste qu’a montrer que U, est semi-simple sur chaque
espace propre généralisé. La théorie d’Atkin-Lehner montre que c’est vrais pour les formes
primitives. Pour les formes qui sont vieux en p, la condition & > 2v — 1 assure qu’il existe
une seule racine o de I'équation X2 — a,X + €(p)p*~! telle que v,(a) < v. Ceci implique
que si la forme propre f est nouvelle pour le niveau I'y (V') avec N'| N, alors l'espace propre
My(Ty(N")) () = Mk(F(N;p))(ng et U, agit par la multiplication de « sur cet espace propre
généralisé. On conclut que les courbes sont réduites.

L’assertion (3) est évidente. O

4.3.2 La transformation stricte
Comme €° C €*, on peut construire un faisceau sans torsion
V=Y N ®V e
sur la courbe de Hecke cuspidale.

Définition 4.21. Un morphisme 7 : 2’ — 2 d’espaces rigides réduits est birationnel
s’il existe un faisceau d’idéal cohérent H C Oy, tel que, le complément U du sous-espace
fermé V' (H) défini par H est Zariski-dense dans 2, le morphisme 7 induit un isomorphisme
7~ U) — U et I'image inverse 7~ '(U) est Zariski-dense dans 2.
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Soit 7w : 27 — £ un morphisme propre et rationnel d’espaces rigides réduits. Fixons un
faisceau d’idéal cohérent H dans la définition ci-dessus. Si M est un O 4--faisceau cohérent,
on définit un O g -faisceau cohérent M’'; appelé la transformée stricte M’ de M, en quo-
tientant le Oy -faisceau cohérent 7*M par ses H ®-torsions, ot H' est le faisceau d’idéal
cohérent définissant le sous-ensemble fermé 7~1(V(H)) C 2”. En général, la définition de
la transformée stricte de M dépend du choix de H. Si M est muni d’une action continue
O 4--linéaire d'un groupe topologie GG, ceci induit une action continue O y--linéaire sur M’ et
Papplication naturelle 7*M — M’ est G-équivariant. En particulier, si M est sans torsion,
alors M’ est aussi sans torsion et M’ ne dépend pas du choix de H.

Le lemme suivant nous permet de modifier le faisceau #" en une vraie famille de repré-
sentations de Ggp sur CY la normalisation de CO.

Lemme 4.22. [7, lemma 3.4.2] Soit M un faisceau cohérent sans torsion sur un espace
rigide réduit. Il existe un morphisme propre et birationnel © : 2" — Z avec X' reduit,
tel que, la transformée stricte M’ de M par 7 est un faisceau cohérent localement libre.
En particulier, on peut choisir m par ’éclatement de la normalisation X de X le long un
sous-espace fermé non-dense partout. De plus, si X est une courbe, il suffit de prendre la
normalisation de la courbe.

Soit ¥’ la transformée stricte de ¥ par le morphisme propre et birationnel 7 : €0 — €2,
qui est une famille de représentations de G. En particulier, ¥’ est une famille de représen-
tations de Gg,. On note Z le sous-ensemble de €Y des formes cuspidales raffinées réguliéres
non-critiques, qui est Zariski-dense dans €°. On note & € O(€?) I'image inverse de o € O(€?)
sous l'application de normalisation.

Proposition 4.23. La donnée (V' &, Z, k1 = K, ky = 0) est une famille faiblement raffinée
de représentations p-adiques de dimension 2 sur €°.

Remarque 4.24. Récemment, Andreatta, lovita et Stevens [2] ont donné une autre construc-
tion de familles de représentations galoisiennes grace a l'isomorphisme d’Eichler-Shimura
surconvergent.

5 Construction de la famille de systéeme d’Euler de
Kato sur la courbe de Hecke cuspidale

5.1 Projection du systéeme d’Euler de Kato

Soit I' un sous-groupe de congruence de GLQ(Z) tel que l'application [—9% 7% est
surjective, et on note I' image inverse de I' dans Il via 'application IIg — GLQ(Z) et T
son intersection avec Ilg, qui est le complété profini de I' = fﬂSLz(Z). On a une suite exacte
de groupes :

1T =T —Gg— 1.

On note A" = Z,[[T1, T3, - - - T,,]] Palgebre d'Iwasawa en n-variables et m son idéal maxi-
mal. On dira qu'une QQ,-représentation V' de T est de type compact si elle admet un A”-sous-
module V* de rang fini stable sous I’action de I tel que

VE=lim VF/m' et V=V" 2z, Q,
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Soit z € H(T, ’DO(Mép), V), ou V est une Q,-représentation de T de type compact. Si ¢
est une fonction localement constante sur M,(Z)®) & valeurs dans Z invariante sous 'action
de T, on définit une mesure 2z, € H2(T', Do(ZP, V)) par

- det i€ (2", z,).
o V700 = [ oy Vet IO()2, 51 € CBY, 7,)
Lemme 5.1. Soit V une Q,-représentation de T comme ci-dessus. On a un isomorphisme
B2, Dy(Z20, V) 2 lim, o (im B (F, 2,20 /Ny @ V* /m)) @, Q,
Démonstration. Par définition, on a
HA(D,D0(27, V) = lim, o (lim HA(L,Z,[Z7/Np"] @ V7)) © Q.

Le lemme déduit du fait que {Z,[Z®) /Np"] @ V*/mt},,; est un systéme projectif de Mittag-
Leffler avec la limite projective Z,[Z® /Np"| @ V'+.
[l

Par la suite spectrale de Hochschild-Serre, on a une application naturelle :
H(T, 2,29 /Np"] @ V* ) — HY (G, HY (T, Z, 2 INp") @ V* /).
Comme T agit trivalement sur Z(p) on a un isomorphisme :
H'(Go, H'(T, Z,[Z%) /Np"] ® V¥ /m')) 22 H' (Gg, Z, (2 /Np"] @ H'(T, V* /ml)).

Comme la cohomologie de ' dans un module fini est un groupe fini, le systéme projectif
{Z,|Z%) Np"] @ H'(T, V* /mb)},.; est un systéme de Mittag-Leffler. Ce(:1 implique que

ling,, (i H (G, Z,[Z0/Np") @ H'(E, V* /) @ Q, 2 Hi(Q H'(T, V).

En composant les applications obtenus ci-dessus, on déduit d’un morphisme, appelé le pro-
jecteur d’'Iwasawa,

moy : B3I, (MY, V) — HL (Q,H'(T, V).

Si z € HY(I, D4(MY, V)), on note z, € HL (Q,H'(T,V)) I'image de z sous l'application

TT, V- B
Comme Mes};; ;(2) est une représentation de I' de type compact, le projecteur d’Twasawa

est applicable; et on note le projecteur d’Iwasawa sur Mes%j@) et sur Vi, ; par myy ; et
Tek,; respectivement. On a une application de spécialisation

Hi, (Q, H'(T, Mesj? ;(2)) — Hi, (Q, H'(T, Viy))

induite par I'application de spécialisation Spy, ; : Mes%j(Q) — Vj,4, notée encore par Spy ;.
Le théoreme suivant est un résumé de la construction ci-dessus :

Théoreme 5.2. On a le diagmmme commutatif suivant :

H*(T, ©p(MY), Mesh! ((2))) —2"— H}_(Q,H(I, Mes}? (2))) .

iSpk,j lSpk,j

H2(T, Do(MY, Vi) Hi, (Q, HY(T, Vi)
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5.2 Application a la famille de systeme d’Euler de Kato

Soit K le sous-groupe compact de GLQ(Z) défini comme suit : on pose un sous-groupe de
GLy(ZIP)
KPPl ={(eb)eGZM)y:c=d—1=0 mod N};

et on note K = Kl x Io(p). Alors son image sous 'application de détermiant est 7* et
K N SLy(Z) = T(N;p). On note T(N;p) le complété profini de I'(N;p). On note K l'image
inverse de K dans Ilg sous lapplication Tl — GLy(Z). Soit ¢ une fonction localement
constante sur MQ(Z)(p) a valeurs dans Z invariante sous 'action de K. Le théoréme 5.2 nous
fournit un diagramme commutatif suivant

H?(K, (MY, Mesly (2))) —"~H]_(Q, H(T(N; p), Mes}? .(2))) .
\LSpk,j \LSpk,j
H(K, D9(MY, Vi.;)) i, (Q,H'(T(N; p), Vi)

Soit v un nombre réel et soit W = Spm R un ouvert affinoide de # adapté a v. Pour
tout r > 7y, on a un morphisme naturel de OP4(#)-modules Iy(p)-équivariant

Mes i Mesy/] Qevayy B — Dy
Ceci induit un morphisme
i, (Q, H' (D (N3 p), Mesy ;(2))) — Hy, (Q, H(T(N; p), Dy (2)))-

Si k € W, alors I'application de spécialisation Spy ; : Dyw;;(2) — V4,; induit un morphisme
de spécialisation

Spk; - Hiy(Q H'(D(N;p), Drw(2))) — i (Q H'(D(N3p), Vi),

tel que, le diagramme suivant est commutatif :

Hi,, (Q, H'(T(N3 p), Mesy? (2))) — Hi, (Q, H'(T(N: p), Drw;(2))) -

SPr,

H%W(@? Hl(f(N7p>7 Vk,j))
D’aprés la proposition 4.14, on a HY{(T'(N; p), D,.w;) & HY(T(N; p), D,.w;). Comme I’action

de groupe de Galois commute avec l'action de U, la décomposition de pente < v pour
I'opérateur U, nous donne un diagramme commutatif :

Hi (@ HY(T'(N: p), Dyw;(2))) — Hi, (Q HY(I'(N; p), Drw(2))=") -

\LSpk,j J/Spk,j

Hi (Q HY(I'(N3p), Vi) Hi (@ HY(T(N;p), Viy)=")

30



On applique la construction de la courbe d’Ash-Stevens a H(I'(N;p), D, ;(2)) en ré-
sultant un faisceau ¥y, (1 — j) sans torsion sur €Y. Soit f, € €Y, une forme cuspidale
raffinée non-critique de poids k de pente v,(«). D’apres le (3) du théoreme 4.20, on a un
isomorphisme de représentations galoisiennes

Evy, (Hve) = H(L(N;p), Via)z,, = Vi,

Ceci induit un morphisme de spécialisation de Hy, (Q, ¥ (¢€°)) dans Hj,(Q, V},), noté Spy .
La proposition suivante est une conséquence immédiate de la construction de la projection
sur €° et de la construction de Sp fu

Proposition 5.3. Soit f, € Qf?,v’v une forme raffinée classique de poids k de pente v,(c). Le
diagramme suivant est commutatif :

Hiy (@ H' (Yo, D (p")(2))=") — Hi, (Q Ava (1 = ) -

ispk,j J/Spfa

HY, (Q,H' (Yg, Vi))s") — 2 HL(Q, V}. (1 - j))

En composant les diagrammes commutatifs obtenues ci-dessus, on obtient un diagramme
commutatif :

Sk, j

(4) H?(K,Do(MY), Mesly (2))) H(K,Do(MY, Vi)

\Lwtb,"f%j iﬂ'ﬂﬁ,k,j

HY, (Q, H'(T(IV; p), Mesb (2))) 2 HL, (Q, H (D(V; p), Vi)

| ?

HL (Q, Fivo(1 — ) ——2 1 (Q, V(1 — )

On note ZKato@(@%ﬂv, J) (resp. zkatos(fa, 7)) U'image de zkatocda(Vj) (resp. zkatocd(k,j)) dans
Hi (Q, #w.p(1 — j)) (vesp. Hi,(Q, V}, (1 — 7))) sous Papplication construite ci-dessus.

Théoréme 5.4. On a Sp;, (2Kato,e(Ciyar J)) = 2Katos (far J)-

Démonstration. Ce théoreme se déduit de la relation Spy, ;(2Kato,cd(V))) = 2Kato,ca(k, J), des
définitions de ZKato7¢(€%V7U, J) €t ZKato.s(fas J), €t de la construction du diagramme (4). O

6 Fonction L p-adique en deux variables

6.1 La distribution zp (%, J)

Soit A un sous-anneau de@. On note Dir(Q) le C-espace vectoriel des séries de Dirichlet
formelles a coefficients dans Q. On note Dir(A) le sous A-module de Dir(Q) des séries de
Dirichlet formelles dont ses coefficients sont dans A.
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Soit o € Q/Z. On définit les séries de Dirichlet formelles ((a, s) et (*(«, s), appartenant
a Dir(Q®), par les formules :

Cla,s) = > et ("(a, s) Z g2imany =
nEQj_
n=a mod Z

On définit les séries d’Eisenstein E(g et ch 5), éléments de M¢(QV), par ses ¢-
développements :

sik>1,k#2et a, b€ Q/Z, alors le g-développement > a,q" de E%) est donné
a,B
n€Qy ’
par

> == = (o, 8)C*(Bys —k+ 1) + (=1)*¢(—a, s)¢* (=B, s — k + 1).

De plus, on a : si k # 1 et si a # 0 (resp. o = 0), alors ag =0 (resp ap =C*(B,1—k));

si k=1etsia#0 (resp. a =0), alors ag = ((a, 0)(resp. ag = 3(¢*(3,0) — ¢*(—4,0))).
(2)sik>1leta,feQ/Z (sik=2,(a,p) #(0,0)), alors le ¢- developpement > a,q™ de

neQy
F ékg est donné par

ST D C(ays — R+ 1B, 8) + (D)=, s — b+ 1)C (=B, ).

nEQ7L

De plus, on a:si k # 1, alors ag = ((«, 1—k), la valeur spéciale de la fonction zéta de Hurwitz ;
sik=1etsia#0 (resp. a =0), alors ag = ((a,0) (resp. ag = £(¢*(8,0) — ¢*(—5,0))) .

L’action de GL, (Z) induited par celle de Iy sur ces fonctions est donnée par les formules
suivantes (cf. [54, proposition 2.12]) : Si v = (‘; g) € GLy(Z),k > 1 et (a, B) € (Q/Z)?, on
a:

k k k
(5) Efx,% *7 = Ec(za)-i-cﬁ,ba—i-dﬁ et Fo(c,ﬂ) *77 = Fa(oc)-i-cﬁ ba+dps-

Soit ((-)) : Z;, — 7* Vinclusion naturelle en envoyant z sur ((z)) = (1,--- ,z,1,---), ol &
est & la place p. Considérons I'inclusion de Z* dans GLy(Z) en envoyant d sur (¢9). D’aprés

la proposition 5, cela définit une action de d € 7* sur les séries d’Eisenstein par les formules :
sik>1et (a,p) € (Q/Z)? on a

k k k k
(6) d'Eg,ﬁ:Ec(la),d,B E&% ( 9)etd- F Fd(oc?dB:Fo(c,/z’*(gg)v

ot 'action de * est celle de GLy(Z) sur les séries d’Eisenstein.
Considérons I'injection de M;™"#(Q) dans M;”"#(Q,). On peut définir une variante de
séries d’Eisenstein a coefficients dans Qp comme ci-dessous : si ¢ € Zg, on pose

) {CQEé) —c E<(< ))>a (g Stk =Tetk#2,
e T 2p@) _ 25O .
CEop — CEaans Stk =2
FY =S — AR oy Sk = Let k# 2, ousi (a, 8) # (0,0) et k= 2.

Elles sont des combinaisons linéaires de séries d’Eisenstein.
Les relations de distribution des séries d’Eisenstein se traduitsent en 1’énoncé suivant :
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Proposition 6.1. [54, proposition 2.14] Soit ¢ € Z;. Si k > 1, il existe une distribution

algébrique zgisc(k) (resp. zg,) € Dag((Q @ 2)2,Mzong(ngC1)) vérifiant : quel que soient
reQ* et(ab)eQ? ona

ZEisc(k) = r=k g (resp. i o (K) = rk_zF@, C1p-)

. A —1gp—1 ) .
/(a+rZ)><(b+rZ) erTiarTih (a-+72) x (b+77)

De plus, si v € GLy(Ay), alors on a
ZEis,C(k) *Y = ZEiS,C(k» et Z],Eis,c *y = | det 7|I_kZ;3is,c(k)'

On peut identifier A% x A} avec My(Ay) via ((a,b), (c,d)) — (g 2) Soient ¢, d € Zs,.
En utilisant le fait que le produit de deux formes modulaires de poids 7 et j est une forme
modulaire de poids i + j, si k > 2 et 1 < j < k — 1, on définit une distribution zgs . q(k, j)
appartient a Dq(Ma(Af), M (QY)) par la formule :

1

is,c kjylzil‘ k—j is ).
ZEis, 7d( ]) (] — 1)!2E1s,c( ]) ® 2E 7d(])
Sl Y € GLQ(Q X Z)) on a ZEis,c,d(kaj)\k,y = |det7|jileis,C,d(k7]’)'

6.2 La méthode de Rankin-Selberg

Soit € un caractere de Dirichlet modulo N. Soit f = 3,51 anq" € Si(I'o(IV), €) une forme
primitive. On note f* la conjuguée complexe de f (i.e. f*(z) = f(2) = X a,q" ). Le corps
Q(f) = Q(ag, -+ ,ay, -+ ) est une extension finie de Q. De plus, on a @, = x~!(n)a, quel
que soit n € N premier a N, et f«T(1) = aif, f*T'(1) = @ f, [+ (%, 9) = e(u)f, sil{ N
k—1

est un nombre premier et u € Z*. Soient «, (3 les racines du polynome X? — a, X + €(p)p
Soit v,(a) < k — 1, on pose fo(7) = f(7) — Bf(p7) le raffinement de f.

On reprend la présentation de Colmez [18,§3.2] sur la méthode de Rankin-Selberg dans
§6.2.1, on effectue les calculs pour la convolution de Rankin pour nos séries d’Eisenstein
dans §6.2.2, ce qui permet d’expliciter la période utilisée pour rendre algébriques les values
spéciales de la fonction L de f,.

6.2.1 Généralité

Soit I'(N) = {(2%) € SLy(Z),b = ¢ = O[N]} et soit x; et x2 des caractéres de Di-
richlet modulo N (pas nécessairement primitifs). Soient & > 2,1 < j < k — 1. Soient
f = > ang” € Sp(I'(N),x1) et g = > bhg" € My_;(T'(N), x2) des formes

nG%Z,n>O nG%Z,nZO
propres pour tous les opérateurs T'(l) avec (I, N) = 1. Sous les notations au-dessus, on a
les produits d’Euler suivants :

n n 1 —
Z afg = ( Z a—) H avec a1y o = xa(DIF1,

n>0 n nGZ[%]*,n>O ns UN (1 — Oll,llfs)(l — Qljglfs)’
Z " = Z bi) . H 1 avec B1812 = x2()IF 771,
O neZ[ LT 0 ns s (1 — Bl,ll_sxl _ ﬁul—s) 1P
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Soient D(f, g, s) la série de Dirichlet définie par

D(f,9,8) = L(X1x2,] +2(s —k+1))- >

n>0

dnbn

nS
et la série d’Eisenstein non-holomorphe de poids j de niveau I'(N) définie par

1 Imr

Ei(r) = Z <|c7'—i-d|2

: )s+1fk:
c=d—1=0[N] (CT + d)J

Si Re(s) > 0, le produit gFy est une forme modulaire quasi-holomorphe au sens de Shimura.
On note le C-espace vectoriel des formes modulaires quasi-holomorphe de poids & pour I'(N)
par M (T(N)) et son sous-espace des formes cuspidales par SP(T'(N)). 1l existe un produit
scalaire de Petersson :

(,)n = S (T(N)) x MR (T(N)) — C,

donné par la formule :
o 1 . dxdy
- = Gy T oo 2

Proposition 6.2. [18, proposition 3.4, corollaire 3.5] Sous les hypothése ci-dessus, on a :

0 Difgs=( 3 ] !

nez[%]* n e (1 i 51551,1)(1 i al,;sﬁl,Q)(l i al’?sﬁl’l)(l . az,?sﬂzz)

I'(s)

[SLa(Z) : T(N)]

(8) (47T)5D(faga3) = N <f’gEs>N
En conséquence, on a
Fk—1) T() _ [SLy(Z) : T(N)] j
®) (dm)k=1 (=2im)i Do k=1 = N+ { gE((xQN'

Démonstration. La formule (7) est exactement le résultat du lemme de Rankin ([51, lemma
1]), qui se démontre facteur d’Euler par facteur d’Euler. La démonstration pour la formule
(8) se trouve en détail dans [18, proposition 3.4].

On ne démontre que la formule (9) , qui se déduit par le calcul ci-dessous :

e
F(]) 1 = 1 dxdy
(2 N/F(N)\” o c=d— 1—Oz:mod [N} m(lm 2 y?
L) 1 drdy
~(~2imyi N+ /F<N)\ fo E;Zz w+ %) (Im )=
= [SL2(]ZV)J';1F(N)} (f, gEé{%)N

]

Remarque 6.3. La définition de la séries d’Eisenstein F,; dépend du choix de niveau N, et
donc le produit scalaire (f, gEs)n, pour f,g fixées, en dépend. Par contre, la convolution de
Rankin D(f, g,k — 1) ne dépend pas du choix de niveau N.
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6.2.2 Périodes et algébricité de valeurs spéciales

Soit y; est un caractere de Dirichlet modulo M; (pas nécessaire primitif). Choisissons x»
un caractere de Dirichlet de conducteur My tel que xix2(—1) = (—=1)¥77. On pose

My Mo

: 1 i
F(k*J) — a b F(f 7) ,
ST 360 i O

M2 . b
. 2im b o
ot G(x2) = 3 x2(b)e™ " ™2 est la somme de Gauss associée & xa.
b=1

Lemme 6.4. (1) Soit v = (2Y) € SLy(Z) avec b =0 mod M;, ¢ =0 mod M, et p | be .
Alors laction de v sur F)glf;é) est donnée par la formule

(F(k_j))lkfj'y = Xlxgl(d)F(k_j)

X1,X2 X1,X2 °

. k—i . .
(2) Le q-développement de F>517X32) est donné par :

Cn s—(k—j —s+k—j— ; N
> =M =)Ly s = (k=) + 1) - L 9).

.
neQy

Démonstration. (1) Pour tout v = (2%) € SLy(Z), par la formule (5), on a :

. 1 M, Mo i
Fe=Dy = ao)ya(bo)FE :
( Xxe )‘k’—er QG(XQ) aolv(zagvp)l b()z::l Xl( O)XQ( 0) aﬁJrc%,bﬁer%
Sib=0 mod M; et ¢c =0 mod Ms, on a F(k;;j) by ran by = Ffjjg{?bo. Par ailleurs on a
aM71+CM72’bM71+dF2 le,m

(a,p) =1 car p | be. On en déduit que

» 1 My Mo B iy B »
(F)Elf,sz))hfj’y = 2G(x) Z Z x1(aao)xz2(dbo)x1x2 1(d)F£@L jd)bo = X1X2 1(d)F>£]f,sz)7

(10:1,(a0,p):1 bo=1 My

M, Mo

ou la premiere égalité vient de la rélation y;(dety) = x;(ad) = 1, pour i = 1,2.

(2) Rappelons que la série de Dirichlet formelle associée a F (i_& est
My ' My
(s = (b= )+ D (e 8) + ()5 = (k= ) 4 ¢ (3 0 5)
M, J My M, J My
M
Par ailleurs, on a L(x1,s) = NZ . Xln(f) = M;* le x1(a)C(57,8)- On en tire que
nelN,n> a=
My a
> Xl(a)C(ﬁa s) = M7 (1 —x1(p)p~°)L(x1, 5)-
a=1,(a,p)=1 1
Si n§:@+ cnq" est le g-développement de F)E’f;é), on a :
n s—(k—j i Lx1,s—(k—j)+1
Z i :A]\/[1 (k J)Jrl(l_Xl(p)p s+k—j l) (Xl S ( J)+ )A,
neqy 2G(x2)
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Qlﬁb Mo —2mibn

+o00 N
ot A= > n*Y xaobe + Z n=* Y x2(—b)e M2 . On conclut la proposition de la
n=1 b=1 n=1 b=1
. Mo 2wibn _1
relation Y xa(b)e 2 = x5 (n)G(x2). O
b=1

Soient y; un caractere de Dirichlet modulo M et x» un caractere de Dirichlet de conduc-
teur N tels que

xixa(=1) = (=) 7 et L(f3, xo", k — 1) #0.
Si H est un multiple de N, p et M, on pose
(k=) LA (k=)
F 1_‘7 H = Z ZXI a X .
xexe G(XQ) a=1

a b
=1,(a,p)=1b=1 H>H

Proposition 6.5. Soient f = 3,51 anq" € Sp(I'o(N),€), x1,Xx2 et H ci-dessus. Si1 < j <
k — 1, alors,

[Sb(?jf( Nig F P2 4B, vy
_TPk-1) T@G) HZ*D
~ (4m)k-t (=2im) N

A(fa X1, x2)(1 = axa(p)p™ ) (fasx1,J)L (fouXQ ke —1),

ot A(fa,x1,X2) = > ‘T”f% avec les B,, sont définis par la série de Dirichlet

nEZ[%]*
s~ Bn s (k—j)-1 ' -
> == )L(x1,s — (k—7) + 1)L(x3", 5).
n=1

Démonstration. De la formule (9), on a

B I ) b = ) T D S ok = ),

on se ramene donc a calculer la série de Dirichlet associée a F(1 o Par la relation de
distribution de Faﬁ(cf. [54, lemme 2.6]), on a

DI S I 1 wul s
= —— a .
et N G<X2) a=1,(a,p)=10=1 . * i % !
Soit > heq, % la série de Dirichlet associée a Fé i xa - On déduit du lemme 6.4 que
2~ (k=3) B, (b i) . B
An= "y B, on Z — =0 =xa@p LG, s = (k=) + DL(G ' 5).

D’autre part, si fo = > ,eq, bng", on a b, =0 avec n ¢ N, b, = a, avec p{n et

L(faas) = ( Z

nel[%}*

a,, 1 1
7 T ap 1 (1= al=)(1 =Bl =)’

UNp

avec a3 = x(D)IF 1.
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Un calcul direct, en utilisant la méthode de Rankin, montre que

D(fas ¥ 10 5)

X1,x2,H>
HQ_(k_j) QBNn - —s —§)— * . * -
= ns )(1_aX1<p)p +E=9) 1)L(fa,X1,S—(k—j)+1)L<fa,X21,S).
nEZ[%]*
On conclut la démonstration en prenant s = k — 1. ]

On note <, >p(ny) le produit scalaire de Petersson pour le groupe I'(NV; p). Il est bien
connu ([45],[52]) que les nombres

L(f;t?lej)L(fa*v X;la k— ]-)
TR (fo, fa)rvgp)

pour j€ENet 1 <j<k-—1, et xixo(—1) = (=1)k79, sont algébriques. On pose

L)Lk = DL(fa, x1,0)L(faxa ' k= 1)
Tk IHISLy(Z) : T(N; p)[(far fa)rav)

EXQ(fS)Xl?j) =

qui dépend du choix de y».

6.3 Raffinement du systeme d’Euler de Kato

Dans ce paragraphe, on effectue la projection du systeme d’Euler de Kato sur une forme
modulaire raffinée f, en utilisant la méthode de Rankin-Selberg et on obtient un systeme
d’Euler de Kato raffiné associé a f,. De plus, on donne une caractérisation de ce systeme
d’Euler de Kato raffiné via I’exponentielle duale de Bloch-Kato (cf. théoreme 6.7).

6.3.1 Des fonctions localement constantes

Si A, My, My, N sont des entiers > 1, on définit le sous-groupe fA(Ml),N(Mg) comme l'in-
tersection de GLy(Z) avec I'ensemble des matrices (¢8) de My(Z) vérifiant a — 1 € AZ,
be AMlz, cE NM2Z, d—1€ NZ. En particulier, on note fA7N le groupe fA(M1)7N(M2) avec
Ml = MQ =1.

Fixons un caracteére de Dirichlet x de conducteur N avec (N, p) = 1. Soit M un multiple
de N et p tel que P(M) = P(N) U {p}, ot P(NN) désigne ’ensemble des facteurs premiers
de N. Soient a,b deux entiers tels que 1 < a < M, (a,p) =1et 1 <b< M. On pose

Aa,b’M:{g:(f{f)EMg(Z)(—”):B—bza—azézv—lzo mod M},

et on définit une fonction localement constante

N M M
Cbx,M = M Z ZX(b)lAa,b,M

a=1,(a,p)=1b=1
sur My (Z)® | qui est invariante sous l'action de D(1(M), M) a droite.
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Proposition 6.6. Si M', M sont deuz multiples de N et p tels que P(M) = P(M') =
P(N) U {p}, alors on a

Law ot
cor I(1( M) M) ¢X 1(M’ M’ (bX
Démonstration. 11 s’agit a montrer que cor 82%,) M) gbx v = Oy pour M'|M. Comme ¢,y
est stable sous 'action de D(1(N), M), alors corrgg gbx M = 2%y n. Posonsm = M/M'.

On note G (resp. H) le sous-groupe de GLy(Z/M) tel que
P(1(M"), M)\ GLs(2) 2 G\ GLa(Z/M)(resp. T(1(M"), M')\ GLo(Z) = H\ GLa(Z/M)).

Comme P(M) = P(M’'), pour tout (z,y) € (Z/m)?* on peut fixer un élément s, , de
GL(Z/M) de la forme ( 1497, ) tel que w =z mod met v =y mod m. Les s, forment
un systéme de représentants de H\G. Alors, la fonction localement constante %gbx, M est en-
voyé sur la fonction localement constante 3=, ,ye(z/m)2 377 qu M *Sgzy = Oy n Par I'application

P(1(M), M) —~

de corestriction cory, (MM

On note K = I'y y N (GLy(ZP1) x Iy(p)). On pose ¢, = cor{f(l(M),M) &M, qui est indépen-
damment du choix de M par la proposition ci-dessus. On va utiliser cette fonction comme la
fonction localement constante commune dans la stratégie de Colmez pour projeter le systeme

d’Euler de Kato a une forme raffinée et sur la courbe de Hecke cuspidale.

6.3.2 Caractérisation du raffinement de systéme d’Euler de Kato

Si V' est une représentation de de Rham de Gg,(,,), le cup-produit avec log Xcya €
H°(Go,(ca)» @p) fournit un isomorphisme

HO(ng(CM%BcTR(@p) ® V) >~ H! (ng(CM%BchrR(@p) ® V)v

et on définit l'application exponetielle duale de Bloch-Kato expgg comme l'inverse de cet
isomorphisme.

Rappelons que on a construit une fonction localement constante ¢, € LC(My(Z)®), Z)
En appliquant la stratégie de Colmez a la donnée (¢, Vi ;, 2Kato,c.a(k, j)) de telle sorte quun
¢élément

K

ZKato x(k ]) € Hl(g(@7©0( HI(F(N;p>’Vk,j))'

On note zkato,y (fa,J) 1a projection de zkato,y (K, j) sur
(HI(F(N;p)7 Vk,j) & Q(foz))wjfa = Vfa(l - j)

Théoréme 6.7. Il existe un élément 2kao(fo) de H (Gg, Do(ZP), V},)), tel que, quels que
sotent | € {0,--- ,k—2} et n un caractére de Dirichlet modulo Np™ vérifiant que nx(—1) =
(=1)*=1 on ait

eXp*BK ( /

7.(p)

_ A —1-1y _
(@)1 o (o)) = Aealn Ao ) (Oj’;(gffl Lt Do

ot Aca(n, x) est le facteur 2G(x)(c? — " x({c1))) (& — d™*'x((d)) - 1((d))) et A(fa;1,X)

est le facteur d’Euler aux places | avec || N.
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Démonstration. La construction de zkatoy(fa, ), pour j = 1, nous fournit un élément dans
H'(Go, Do(ZP,V},)), noté par zkaten(fa). On montre dans la suite qu’il est 'élément que
Pon cherche. Il ne reste qu’a calculer I'image de intégrale [, 1(2)2, " zKato,x (fa) sous Vappli-
cation exponentielle duale de Bloch-Kato. Dans ce cas, Kato [30, §10] (revisité par Colmez
[18, §2], Scholl [46] et l'auteur [54]) a construit une autre application exponentielle duale
€XPgato DOUr calculer cet image. Plus précisément, il a montre que expgg = €XPi.i, dans ce
cas et on a la loi de réciprocité explicite de Kato expi,io(2Kato.c.a(k, 7)) = Zgisc.a(k, j) pour
1<j<k-1
Par construction, il équivaut a calculer I'image de

CorfI‘<(1(M),M) /MQ(Z)(P) n(det x)¢X7M($)ZKatO,C,d(k> [+ 1)

sous l'application expk,,, avec M = Np™ et a calculer sa projection sur la composant
correspondant a f, .
(1) Par la loi de réciprocité explicite de Kato, on a

XPicacal [ Mt D)drr (1) earocalbsl+ 1) = X S Ton(@x(B) M VBN

a=1,(a,p)=1b=1 1M

Ceci implique que, en revenant a la définition de Fc( a) 5 et Ec(la 5 (cf. §6.1), I'image de

Jo00 1(%) 2Katox (K, L 4+ 1) sous Papplication expi,,, est

: N1 -
cortngy (Aca(n. ) 77 MBS VD).
ot Aca(n, x) est le facteur 2G(x)(c* — > nx((c™))) (@ — d*x((d))u((d))) avec ¢((d)) €
GLy(Z).

(2) La projection sur la composant correspondant & f, nous conduit a calculer le produit
scalaire de Petersson de f, avec le produit de séries d’Eisenstein ci-dessus; on utilise la
méthode de Rankin pour ce faire car yn(—1) = (—=1)¥7=1. En fait, on déduit de la proposition
6.5 que

SLa(Z) : D(N: p)){fos expxc [

N
=37 Aca(m X)[SLa(Z) : T(M)]MFH 2lzl<f0“ nkxM)Eéfg)W
(k

—a —1-1 _
:Ac,d(nu X)A(fav n, X) <1 (—;72(7]:))5'1 )L<f;7 7, l + 1>1;471_>1€_11)L(f;7 X717 k— 1)7

) n(fL‘)CC;lZKato x(fa))>F(Nip)

ot A(fa,n, x) est le facteur d’Euler aux places dans S = {l € P,l | N}. Ceci implique

(fos exPBK (Jom) 1(T) 2Katox (K, 7 + 1)) r(vip)
<fo<7 fa)F(Nm)

= —l-1y
Aea( A0 (ig(j;}fl Li(fml 4 1),
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6.4 Fonction L p-adique d’une forme raffinée f,

Dans ce paragraphe, on construit la fonction L p-adique associée a la forme f, a partir
d’un raffinement du systeme d’Euler de Kato zkatoy(fa)- La technique que I'on utilise ici est
une variante de celle de Colmez [18]. Plus précisément, Colmez utilise la p-base du ¢-module
filtré admissible Dyyis(Vy, ) pour décomposer un élément de DT(Vy, )¥=! dans Dy, (V},) @ R[3]
et on utilise la théorie de représentation trianguline, dont son comportement bien varie en
famille.

La transformée de Fourier

Sin € LC.(Qp, Q) est constante modulo p™, on définit sa transformée de Fourier 1) €
LC.(Q,, Q) par la formule

Az)=p™ D nly)e >,

y mod p™

olt m est un entier arbitraire > sup(n, —v,(z)), e ™ est la racine de I'unité d’ordre une
puissance de p en utilisant 'isomorphisme Q,/Z, = Z[%] /7.

Sin:Z,— Q est un caractére de Dirichlet de conducteur p”, on a

A(z) = au (") sin 2> 1,
1z,(7) — %1])71217(:15) sin=0.

Si n, € LC(Q,,Q), si nPl € LC(ZP Q) et si n € LC(Q, x Z*|,Q) est donnée par
la formule n(x) = n,(z,)nPl(z!?l), on définit sa p-transformation de Fourier F,(n) comme
Pélément de € LC,(Q, x ZL, Q) donné par la formule

Fpn(z) = 0x)n? ().

On étend F, en une application Q-linéaire de LC,.(Q, x Z/Pl, Q) dans lui-méme.

Fonction L p-adique d’une forme raffinée f,

Le (¢, I')-module D,y (Vy, ) sur R admet une triangulation
—a.'= k—1
0 & R & Dug(Vy,)" T Xeya & Duig(Vy,)-

Le (¢, I')-module R®Drig(Vfa)¢:a’F:X§y_C% derang 1 est isomorphe a R(§) avec § € Homeon: (Q,
tel que 0(p) = v et dlz; = X’jy’c} On note e, un générateur de R(d). Le produit exterieur
ADyig(V7,) est un (¢, I')-module étale de rang 1 sur Ry, qui est engendré par un élément e
vérifiant p(e) = e et y(e) = Xffy_c% (7)e pour vy € I'.

L)

Proposition 6.8. Soit v,(a) > 0. On note D = Dy (V},). Siz € DT(Vy, )V~ et sizNe, =
wee € AD avec w, € R, alors il existe une distribution ji, d’ordre v,(a) sur Z, da valeurs
dans L vérifiant ¥ (pe) = a g telle que Uon ait w, = J7, L+ 1) pa.
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Démonstration. On déduit de la condition z € DT(V},)¥=! que 9(w,) = o 'w,. L'existence
d’une distribution vient de ce qu’une solution dans Ry d’une équation de type ¥(z)—a 'z €
R} ot «a € L vérifie v,(a) > 0, appartient a R}, et donc est la transformation d’Amice d'une
distribution. On déduit de [9, proposition V.3.2] ou [18, proposition 4.10] que w, est d’ordre
vp(a). O

Soit V' une repésentation p-adique de Gg, de dimension finie. On a le résultat suivant,
di a Fontaine (cf. [18, théoreme 4.8]), qui décrit la cohomologie d'Iwasawa en utilisant la
théorie de (¢, I')-module.

Proposition 6.9. Soit V' une représentation p-adique de Gg, de dimension finie. On a un
isomorphisme :
EXp* : H%w(@p’ V) = DT<V)w:17

ou DT(V) est le (o, T')-module surconvergent associé a 'V et 1 est linverse a gauche de .

Par la théoreme de comparaison, on a f, € Deuis(Vy,). Comme on est en poids de
Hodge-Tate positifs, on a D,ig (V7. ) C Deris(Vy, ) ® R. D’autre part, I'isomorphisme d’Eichler-
Shimura montre que f, est de poids 0. On en déduit que f, € Dyig(V},) et fo Aeq # 0.

Théoréeme 6.10. Siv,(a) > 0, il existe une distribution py, ,, d’ordre vy,(«) sur Z, vérifiant

(1) Exp*(zxatox(fa)) A €a = (pr(l + 1) tfo) for N €
(2) sin un caractére de Dirichlet modulo Np™ tel que nx(—1) = (—1)

- Gn) (1 —an(pp )
/Z@) (@) g = Aca(n, X)A(far 0, X)amn(—l)pl 20y

F==1 on g

Ex(f;:an_la l + 1)7

ot les facteurs Aca(n, x) et A(fa,n,Xx) sont définis dans le théoréme 6.7.

Démonstration. On déduit 'existence de la distribution vérifiant la condition (1) de la pro-
position 6.8. Il ne reste que a vérifier la deuxieme condition. On donne dans la suite un calcul
pour [ = 0. Les autre valeurs spéciales se déduisent de la torsion a la Soulé.
(1) On applique la loi de réciprocité de Colmez [18, théoreme 4.9] & la mesure zxatox(fa),
on obtient
p_mgp_m<EXp*(ZKato,x(fa)) A ea) = a—m(z eXp*BK(/ leKato,X(fa))) A €q-
€7 14+p™Zyp

k—

Si on pose n un caractére de Dirichlet de conducteur p™ tel que nx(—1) = (—=1)¥1, alors,

de la caractérisation de zkatoy(fa) (cf. théoreme 6.7), on obtient

Y Xy (7)) (" (Exp™ (2Katon (fa))) * v) A €q

’YEF/Fm

[ X @)X el [

a€Zs ) (14+p™ L) 1€Z L+pnZy

= Zexpik(ato(/Z* n(x)f_lZKato,X(fa))) N €q

(ax)lZKato,X(fa))) A €q

leZ

=D~ Aca(m, X)A(far 1, x) 4 _(ig(gl)fl 71)Ex(f2, N4+ 1) fo t) Aeq.

lEZ
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On constate que le terme constant de cette série en t est

(I—an(p)p™)

— 9% Ex(fim, 1) fa N eq.

Ac,d(”; X)A<fou m, X)

(2) En utilisant la définition de py, ,, on obtient

( Z n(XCyCI(V))(pimgpim(EXp*(ZKato,X<fa>)) * ’Y) AN €a

’YEF/Fm

m, X
(10) = Z U(chcl('y (P~ ™( 1 Exp (ZKato,x(fa)) Aeq) * 7y
~el' /T, Xeyel (7)
> nera)p e @ (U TV g % 7)o A
~el' /Ty, Zp

On déduit de la formule ™" (f; (1 + 1)1y, ) = (J2, Cone™ P iy ) que

(10)= > nla)p " ’"/ C‘”ep g fo N €a

a€L% [ 14p™ Ly

t
S s e [ A e

I€Z a€Z%/14+p™ T,

=S [ Y <>cw<“m>>ufaxfama

Z

lez a€Zy /[1+p™Zp
Comme p™"" Yoezs j14pmz, N(a)(pm = H(—%) = G(nl,l)nfl(—x), on en déduit que le terme
constant est 1
m -1
o ~ i (_x),u as fOc N €q.
z, G(n™") o

On conclut la formule suivant pour [ = 0, en comparant les termes constants dans les
deux développement en ¢ ci-dessus :

" [ o s = Al 00 S E, (1)

Ceci implique que

G(n~! 1—a -1y _
/m"‘l(x)“fwx:Ac:d“%X>A<fw”>><>amn<”1<_)1>( LS,

6.5 Fonction L p-adique en deux variables

Soit S une Q,-algebre affinoide. On définit les anneaux £F, RY par les formules :
g;«_ = g+®@p8 et R+ = R+®QPS.
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Si I' = Gal(Qp (G ) /Qy), on définit de la méme maniere
EST) =ET(M)&S et RE(D) = RTI)DS.

Soit 2" un espace rigide analytique réduit et séparé. Soit ¥ une famille de représentations
p-adiques sur £ . Supposons que ¥ admet une structure entiere, c’est a dire, pour tout
X = Spm S ouvert affinoide de 27, la S-représentation ¥s contient un sous S*-module ¥4
invariant sous 'action de Gg,, tel que ¥5" ®Q, = ¥5, ot S la Z,-algebre des éléments s € S
de norme < 1 pour la norme de Banach sur S.

On note Hi, (Q,, ¥) le faisceau? sur 2" défini comme suit : pour tout X = Spm S ouvert
affinoide de 2", on pose

1w(Qp, 7)(X) = (im, H'(Gr,, 75")) ®z, Qp-

Fixons un ouvert affinoide X = Spm S. Le module Hi_(Q,, ¥)(X) est un £ (T')-module.
Le résultat suivant, di a Kedlaya-Pottharst-Xiao (cf. [32, corollary 4.4.10]), est une ver-
sion en famille de I'application exponentielle duale Exp* de Fontaine :

Proposition 6.11. Soit Vs une S-représentation localement libre de Gg, muni d’une struc-
ture entiére. Alors on a un isomorphisme de R&(T)-modules :

Exp : Hi,(Q,, Vo) ®e+ R (L) = Dpcig(Vs) ",

ou ¢ est l'inverse a gauche de ¢. Cet isomorphisme est compatible avec le changement de
base. En particulier, si x € X = Spm .S , on a

Ev,(Exps) = Exp* : Hi,,(Qp, Vi) ®@a) RT(T) = Dy (V2) =

Rappelons que (¥’ Z, &, k1 = 0, k2 = k) est une famille faiblement raffinée de représen-
tations p-adiques sur €° de poids de Hodge-Tate 0, x, dont k(z) est le plus grand poids de
V., pour tout z € Z. D’apres le théoreme 2.11, Dpc i (#”) admet un sous-faisceau cohérent
localement libre de rang 1

D; := RODpc g (¥')P=HH=roXerel,
On note e4 la base de D; comme Rg-module et on a

@(6&) = aeg et ’Y(ed) =KO chcl(’Y)-

D’autre part, le Rgo-module A*Dpgc ig(¥”) est localement libre de rang 1, qui admet une
base e telle que

p(e) =e et y(e) = ko Xeya(7)-

Proposition 6.12. Soit ||, < 1 et & # 1. Soit z une section globale de Dpc ig(¥")V=".
Alors il existe une section globale wr de Rgo telle que z N\ eg = wae, qui est la transformée

d’Amice d'une famille de distributions sur €.

2. On déduit que ce préfaisceau est un faisceau du théoreme 6.11.

43



Démonstration. On a (2 A ez) = 2z Ab(ea) = @ 12 A eg = & 'wze. D’autre part, on a
P(wae) = P(ws)e. On en déduit que ¥(wz) = @ 'ws. L'existence de la famille de distri-
butions vient de ce qu'une solution dans Rz d'une équation du type ¢(z) — ax € Rgo, ol

o € O(C°) vérifiant lal, > 1 et o # 1, appartient a Rgo, et donc est la transformée d’Amice

d’une famille de distributions. O

En particulier, cette proposition s’applique a la famille de systemes d’Euler de Kato
ZKato.s(€?), image de zkai0.4(€°) sous la transformée stricte par rapport a 'application de
normalisation. On note pgo, la famille de distributions telle que

Expo (ciaton (€)) Aa = [ (14T) nen e

P

On note Z le sous-ensemble des points classiques non-critiques de €°.

Théoréme 6.13. Si f € Z, il existe une constante non-nulle C(f) dépendant f, telle que,
on ait
Ev(pgo ) = C(f)psy, ot Evy est Uapplication d’évaluation en f.

Démonstration. Si f, € Z est une forme de poids k, on a f Ae, est une base du (¢, I')-module
ADyig(Va). On a done Evy, (€) = C(fa) fa A €a, ot C(fo) € Q) est une constante dépendante
de la forme f,. On déduit des définitions de pigo ,, et g, , que Evy, (pgo ) = C(fa)ttfy - O

Enfin, on définit la fonction L p-adique en deux variables
Lyls.n, f) =Bvy( [ n(z) < 2 > pgo )

Remarque 6.14. Soit U C €° un voisinage d’un point classique non-critique f,, ot la fonction
L p-adique en deux variables de Panchishkin Lp,,(s,n, f) est définie. Il existe un élément F’
dans le corps des fractions de O(U) x A sans zéro ni pdle sur

S={(f,): feUnZet 0<1<k—1tels que nx(—1) = (=1)*! ol k est le poids de f},

telles que, pour tout point (f,l) € X, on a L,,(l,n, f) = Evgi(F)Lpan(l,n, ) avec Evy,
I'application d’évaluation en (f,1).
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