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REsuME. La construction de la suite spectrale de Hodge-Tate d’une variété propre et lisse sur
un corps p-adique nous sert de fil conducteur pour revenir, en suppléant nombre de détails,
sur P’approche de Faltings en théorie de Hodge p-adique. Cette suite spectrale tire son origine
de la suite spectrale de Cartan-Leray pour la projection canonique du topos de Faltings sur le
topos étale d’'un modéle entier de la variété. L’aboutissement de cette derniére se calcule grace
au principal théoréme de comparaison de Faltings d’ou dérivent tous les autres théorémes de
comparaison entre la cohomologie étale p-adique et d’autres cohomologies p-adiques. Son terme
initial est lié aux faisceaux des formes différentielles par un morphisme évoquant ’isomorphisme
de Cartier.

AsstrACT. The Hodge-Tate spectral sequence for a proper smooth variety over a p-adic field
provides a framework for us to revisit Faltings’ approach to p-adic Hodge theory and to fill in
many details. The spectral sequence is obtained from the Cartan-Leray spectral sequence for
the canonical projection from the Faltings topos to the étale topos of an integral model of the
variety. Its abutment is computed by Faltings’ main comparison theorem from which derive all
comparison theorems between p-adic étale cohomology and other p-adic cohomologies, and its
initial term is related to the sheaf of differential forms by a construction reminiscent of the
Cartier isomorphism.
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Introduction

1. Le but de ce travail est de consolider et de compléter les fondations de la théorie de Hodge
p-adique suivant 'approche initiée par Faltings dans |10}, [11]. Parmi celles-ci, Gabber et Ramero se
sont concentrés sur la théorie des presque-anneaux et sur le théoréme de presque-pureté [14}, [15] et
Tsuji a donné dans ([2] V) une présentation concise de la théorie des extensions presque-étales, plus
proche de I’approche originale de Faltings. Ce sont a d’autres aspects de la théorie de Faltings que
nous nous intéressons ici, a savoir les applications de son théoréme de presque-pureté a des calculs
de cohomologie galoisienne, le recollement de ceux-ci grace au topos de Faltings et les théorémes de
comparaison entre divers groupes de cohomologie p-adique. Nous avons entamé ce projet dans [2],
otll nous avons repris les aspects de la théorie nécessaires au développement de la correspondance de
Simpson p-adique, en particulier ceux concernant le topos de Faltings (J2] VI). Nous poursuivons
le travail dans ce volume en nous focalisant sur deux aspects plus avancés, a savoir

(i) le principal théoréme de comparaison de Faltings;

(ii) la suite spectrale de Hodge-Tate.

2. Soient K un corps de valuation discréte complet de caractéristique 0, a corps résiduel
parfait de caractéristique p > 0, Ok l'anneau de valuation de K, K une cloture algébrique de
K, 0% la cloture intégrale de Ok dans K, G le groupe de Galois de K sur K. On note O¢ le
séparé complété p-adique de 0%, mc son idéal maximal et C' son corps des fractions. Rappelons
Pénoncé du théoréme de décomposition de Hodge-Tate conjecturé par Tate (|[43] Remark page 180)
et démontré indépendamment par Faltings [10), 1] et Tsuji [44]. Pour tout K-schéma propre et
lisse X et tout entier n > 0, il existe un isomorphisme canonique fonctoriel et G i-équivariant

(2.1) Hg (X7, Qp) ®g, C = &7H (Xo, Q)0 (i —n).

Cette énoncé équivaut a existence d’une suite spectrale canonique fonctorielle et G k-équivariante,
la suite spectrale de Hodge-Tate,

(2.2) By = H{(Xc, O 0)(—) = By (Xe, Q) @g, C.

L’équivalence des deux énoncés est une conséquence du théoréme de Tate sur la cohomologie
galoisienne des tordus de C' ([43] Theorem 2 page 176) : la nullité de H°(G g, C(j)) pour tout
entier j # 0 implique la dégénérescence de la suite spectrale en Ey et la nullité de H (Gg, C(j))
pour tout entier j # 0 implique sa décomposition.

Lorsque X admet un modéle semi-stable sur Ok, nous déduirons la suite spectrale d’une
suite spectrale de Cartan-Leray pour la projection canonique du topos de Faltings du modéle dans
son topos étale. Nous suivrons la preuve donnée dans [11] & quelques améliorations et simplifications
prés. Notre approche permet entre autres de dégager une analogie entre la suite spectrale de Hodge-
Tate et la suite spectrale conjuguée en caractéristique p.
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6 INTRODUCTION

3. Faltings a explicitement introduit son topos dans [I1I] comme le cadre naturel de son
approche pour la théorie de Hodge p-adique. Ce topos répond a deux objectifs. D’une part, il permet
de recoller des calculs locaux de cohomologie galoisienne, et d’autre part, il permet de comparer
diverses cohomologies p-adiques. Ce dernier aspect ressort plus clairement de notre interprétation
du topos de Faltings comme un topos co-évanescent généralisé, généralisant les produits orientés
de topos de Deligne (2] VI). Rappelons ici sa définition (cf. [[.I1.).

On pose S = Spec(Ok) et S = Spec(O%) et on note s (resp. 7, resp. 1) le point fermé de S
(resp. générique de S, resp. générique de S). Pour tout entier n > 1, on pose S,, = Spec(Ox /p" Ok ).
Pour tout S-schéma Y, on pose

(3.1) ?ZYXSg et Y,=Y xg5,.

Changeant de notation, X désigne dans la suite de Iintroduction un S-schéma lisse de type
fini. Nous considérerons dans ce travail une situation logarithmique lisse plus générale (cf. .
Toutefois, pour simplifier la présentation, nous nous limitons dans cette introduction au cas lisse
au sens usuel. On désigne par Et /x le site étale de X et par Xg son topos étale. On note E la
catégorie des morphismes (V' — U) au-dessus du morphisme canonique X7 — X, autrement dit
des diagrammes commutatifs

| ]

(3.2)

[

tel que U soit étale sur X et que le morphisme canonique V' — Uy soit fini étale. 11 est utile de
considérer la catégorie E comme fibrée par le foncteur

3.3 T E—Et)x, (VoU)—U.
/

La fibre de 7 au-dessus d’un objet U de Et /x est canoniquement équivalente a la catégorie Et; /U
des revétements étales de Uy. On I'équipe de la topologie étale et on note Us sst le topos associé
(. [LLT1).

On équipe E de la topologie co-évanescente, c’est-a-dire de la topologie engendrée par les
recouvrements {(V; — U;) = (V — U)};er des deux types suivants :

(v) U; =U pour tout i € I et (V; = V);er est un recouvrement ;

(¢) (U; = U),er est un recouvrement et V; =V Xy U; pour tout ¢ € 1.
On montre alors que se donner un faisceau F' sur E est équivalent & se donner :

(i) pour tout objet U de Et/X, un faisceau Fyy de Us g4, & savoir la restriction de F' a la fibre

de 7 au-dessus de U ;

(ii) pour tout morphisme f: U’ — U de Et/x, un morphisme v;: Fy — fp. (Fur).
Ces données sont sujettes a des conditions de cocycle (pour la composition des morphismes) et a
des conditions de recollement (pour les recouvrements de Et /X)-

4. Les foncteurs
ot Et)x - E, Uw (U;— ),

BT Etyx, > B, Vi (V= X),
(4.3) v E—EBty, (VoU) eV,
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sont exacts & gauche et continus ((1.11.1]). Il définissent donc trois morphismes de topos

(4.4) o E — X,
(45) 51 E — Xﬁ’fét,
(46) ’(/JZ Xﬁ’ét — E

Les deux premiers sont des analogues des projections canoniques pour les produits orientés de topos
de Deligne, et le troisiéme est un analogue du morphisme des cycles (co-)proches. On rappelle que
Deligne a introduit les produits orientés de topos pour généraliser les cycles évanescents pour les
faisceaux étales relativement & une base de dimension > 1.

Pour tout groupe abélien fini GG, notant encore G le faisceau constant de valeur G' de X5 ¢t ou

de E, on a un isomorphisme canonique G = v,.(G) (2] VI1.10.9(iii)).

Proposition 5 (cf.[2.5.2). Pour tout faisceau abélien de torsion localement constant constructible
F de X4, on a R (F) = 0 pour tout i > 1.

Cet énoncé est une conséquence du fait que tout point géométrique T de X admet un voisinage
étale U dans X tel que Uy soit un schéma K(m,1) dans le sens de Cette propriété a été
démontrée par Faltings ([I0] Lemme 2.3 page 281), généralisant des résultats d’Artin ([4] XI),
sous ’hypothése en vigueur dans cette introduction que X est lisse. Elle a été récemment étendue
au cas semi-stable par Achinger [3]. Ne disposant pas de cette généralisation dans [11]], pour traiter
le cas semi-stable Faltings est contraint de changer de stratégie par rapport a celle de son premier
article [I0]. Le détour qu’il a proposé est assez technique et compliqué. Nous reprenons dans ce
travail, y compris dans le cas semi-stable, la stratégie initiale.

La proposition [5| implique que pour tout entier ¢ > 0, on a un isomorphisme canonique

(5.1) HY (X560, F) 5 HY(E, ¢, (F)).

Nous sommes donc ramenés a un calcul de cohomologie dans E. Pour ce faire, Faltings introduit
un anneau de F qui joue le role d’anneau structural.

6. Pour tout objet (V — U) de E, on désigne par UV la fermeture intégrale de U = U x g S
dans V' et on pose

(6.1) BV —U)=T@T",Ouv).

Le préfaisceau % sur E ainsi défini est en fait un faisceau. Pour tout entier n > 1, on pose
By = B/p"B.
Théoréme 7 (cf.[2.4.16). Supposons X propre, et soient n un entier > 1, F' un faisceau localement

constant constructible de (Z/p"Z)-modules de X5 s;. Alors, pour tout entier i > 0, le noyau et le
conoyau du morphisme canonique

(7.1) H (X560, F) ®z, Oc — H{(E, . (F) ®z, B)
sont annulés par mc.

On dit que le morphisme (7.1)) est un a-isomorphisme (ou un presque-isomorphisme dans la
terminologie classique) (cf.

C’est le principal théoréme de comparaison de Faltings d’ou dérivent tous les autres théorémes
de comparaison entre la cohomologie étale p-adique et d’autres cohomologies p-adiques. Nous le
démontrerons suivant la stratégie de Faltings dans [11] basée sur la suite exacte d’Artin-Schreier
pour le “perfectisé” de Z;. L’un des principaux ingrédients de la preuve , da a Faltings et
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dégagé par Scholze, est un énoncé de structure pour les p-modules sur le “perfectis¢” de 0 /pO3
vérifiant certaines conditions, dont une condition de presque-finitude dans le sens de Faltings. Dans
notre application a la cohomologie du topos de Faltings annelé par le “perfectis¢” de %1, la preuve
de cette derniére condition résulte de la conjugaison de trois ingrédients : (i) des calculs locaux de
cohomologie galoisienne utilisant le théoréme de presque-pureté de Faltings ; (il) une étude
fine des conditions de presque-finitude pour les faisceaux de modules sur les schémas ; (1ii)
le résultat de Kiehl sur la finitude de la cohomologie d’un morphisme propre . La méme
stratégie de Faltings a été reprise par Scholze pour généraliser I’énoncé aux variétés rigides [42].

8. Compte tenu de la proposition[f|et du théoréme[7], pour établir (2.1)), nous sommes amenés
a calculer les groupes de cohomologie H* (E, %,,) pour tout n > 1. La suite spectrale s’obtient
alors a partir de la suite spectrale de Cartan-Leray pour le morphisme o . Pour ce faire, nous
avons besoin de calculer les faisceaux de cohomologie R, (%,,) pour tout i > 0. Une suite exacte
de Kummer permet de relier ces derniers aux faisceaux des formes différentielles QZ %./5. (13-1)).

Notons #: X — X le morphisme canonique . On a un homomorphisme canonique
(8.1) he(O%) — 0.(B)

qui correspond pour chaque objet U de Et /x au morphisme canonique ﬁUW — U. Pour tout entier

n > 1, on désigne par 2,, le monoide de E défini par le diagramme cartésien d’homomorphismes
de monoides

(8.2) T — 0" (h(0%))
72—

ou v désigne I"endomorphisme de monoides de % d’élévation a la puissance p-iéme et la fleche
verticale de droite est induite par (8.1). Notons Fpn le groupe constant de E de valeur le groupe
ppn (OF) des racines p™-iémes de 1'unité dans ﬁf 1l existe une suite canonique

(8.3) 0= fiyn g —> Zn — 0" (h(0%)) >0

qui n’est pas exacte en général. Nous montrons toutefois qu’elle est exacte au-dessus de la fibre
spéciale E, de E c’est-a-dire au-dessus du sous-topos fermé de E complémentaire de 'ouvert
o*(X,) (cf. [2.1.6 - Celui-ci s’insére dans un diagramme commutatif a isomorphisme canonique
pres

(8.4) BE,——F
Xs,ét L> Xét

ou a est I'injection canonique, J§ est le plongement canonique et o est induit par o. Nous n’utili-
serons du topos de Faltings que sa fibre spéciale. On observera que %,, est un objet de Ej.

9. Supposons dans la suite de cette introduction que k soit algébriquement clos et notons

@: X, — X linjection canonique. Soit n un entier > 1. On considére O <, €t Ql X, /5, comme des
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faisceaux de X ¢. Le morphisme o, et 'homomorphisme (8.1)) induisent un morphisme de topos
annelés

(9.1) on: (Be, Bn) = (Xoa, Ox,)-
La suite (8.3]) induit une suite exacte de monoides de Es
(9.2) 0— o B, 0" (2,) — Jj(&*(ﬁ%)) — 0.

En particulier, §*(2,,) est un faisceau abélien. Le morphisme bord de la suite exacte longue de
cohomologie obtenue en appliquant le foncteur o, induit un morphisme 0% -linéaire

(9.3) (@ 0%) @z Ox, = R'0p.(Bn(1)).
Par ailleurs, le morphisme dlog induit un morphisme 05 -linéaire surjectif
(9.4) (@* ﬁ%) ®z 0%, — Qly /5.

Aprés une légére modification de la torsion & la Tate dans %,,(1), nous montrons que le morphisme
se factorise a travers , établissant un lien entre formes différentielles et cohomologie étale.
La nouvelle torsion est définie grace aux épaississements infinitésimauzr p-adiques de Fontaine,
qui servent aussi & définir 'outil principal pour établir la factorisation, & savoir le torseur des
déformations.

10. Rappelons que 'anneau

(10.1) (0%) = lim O /pOr

est intégre et parfait de caractéristique p. L’application
(10.2)  {(@)nz0 € (60)" | (@) =2, Vn e N} = (0g)",  (@")nzo = @")uz0,

ou ™ désigne la classe de z(™ dans O3 /p07%, est un isomorphisme de monoides multiplicatifs.
Pour tout z € (ﬁ?)b, on note (z(™),>0 la suite de &¢ qui lui est associée par I’isomorphisme
inverse de (10.2). On désigne par W((0%)") I'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans
(O)" relatif & p et par
(10.3) 0: W((0x)) = Oc, (vo,21,...) Zp”x;”)

n>0
I’homomorphisme de Fontaine. On fixe une suite (p,)n>0 d’éléments de O telle que py = p et
pflﬂ = p, pour tout n > 0 et on note w ’élément associé de (ﬁ?)b. On pose

(10.4) ¢=[w]-peW(Og)),

ou [ ] est le représentant multiplicatif. La suite

(10.5) 0— W((0g)) =5 W((0g)") -5 6c — 0
est exacte. Considérons ’anneau
(10.6) (Og) = W((0F)")/ ker(6)?

qui s’insére dans une suite exacte

(10.7) 0— Oc % at(O) 5 6o — 0,

ol on a encore noté # '’homomorphisme induit par 6. L'idéal ker(§) de <% (0%) est de carré nul.
C’est un Oc-module libre de base & qui sera noté £0¢. On observera que contrairement a &, ce
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module ne dépend pas du choix de la suite (p,,)n>0. On note £ 10¢ le Oc-module dual de £0¢.
Pour tout Oc-module M, on désigne les Oc-modules M ® ¢, (£0¢) et M ®4,. (€71 0¢) simplement
par €M et €1 M, respectivement.

On a un homomorphisme canonique Z,(1) — ((€%)")*. Pour tout ¢ € Z,(1), on note encore
¢ son image dans ((0)")*. Comme 6([¢] — 1) = 0, on obtient un homomorphisme de groupes

(10.8) Zp(1) = (0g), ¢ log([C]) = [¢] -1,

dont l'image est contenue dans ker(#) = £0¢. Celui-ci est clairement Z,-linéaire. Son image en-
gendre l'idéal pr— = £0¢c de o5(0%), et le morphisme Oc-linéaire induit

(10.9) Oc(1) = prioc

est un isomorphisme.

On déduit de (9.3) et (10.9) un morphisme 05 -linéaire canonique
(10.10) (@ 0%) @z Ox, = Rlon.(EBn).

Théoréme 11 (cf. [2.7.9). Soit n un entier > 1.
(i) Le morphisme (10.10) se factorise a travers (9.4) et il induit un morphisme

(11.1) ok X./5, — R0, (B,).

(ii) I existe un unique homomorphisme de O% -algebres graduées

(11.2) AETOY <) = @izoR0n(Bn)

Xn/Sn

dont la composante de degré un est le morphisme - Son noyau est annulé par ppzdlm
2d

et son conoyau est annulé par pr- F=i m, ot d = dim(X/S).
La suite spectrale de Hodge-Tate s’obtient & partir de la suite spectrale de Cartan-Leray
pour les morphismes o,, et de I’énoncé ci-dessus.
Il ressort de notre preuve du théoréme [11| que le morphisme est un analogue de l'iso-
morphisme de Cartier en caractéristique p, ce qui suggére une analogie entre la suite spectrale de
Hodge-Tate et la suite spectrale conjuguée en caractéristique p.

12. Pour établir le théoréme | on peut supposer X = Spec(R) affine et petit dans le sens de
Faltings, autrement dit qu’il existe un S-morphisme étale de X dans le tore G¢, s de dimension d
au-dessus de S, et que X est non-vide. Pour alléger les notations, on suppose, de plus Xy connexe.
Soient T un point géométrique de X5, (V;);cr un revétement universel de Xz en T, A = 7r1(X T)
le groupe fondamental de X5 en Z. Pour tout ¢ € I, notons X; = Spec(R;) la fermeture intégrale
de X dans V; et posons
(12.1) R =lim R;,

—
iel

qui est une représentation discréte de A. On note R le séparé complété p-adique de R et on pose

—b R —
(12.2) R = ?IPR/pR.

On a une suite exacte

(12.3) 0 WER) -SWER)-S R0,
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ot # est 'homomorphisme canonique analogue a ([10.3)) (cf.[1.3.2)) et £ est I’élément ((10.4]). On pose
(12.4) (R) = W(R')/ ker(6)?,

qui est donc une extension de R par un idéal de carré nul isomorphe & ¢R.
Comme X est affine, il existe une déformation lisse X de X ®g4, Oc au-dessus de % (0%)

(12.5) X ®ox Oc ——— X

| e ]

Spec(O¢) — Spec(#»(0%))

Fixons une telle déformation dans la suite de cette introduction et considérons le diagramme
commutatif privé de la fleche pointillée

(12.6) Spec(ﬁ) Spec(%(R))

| v

X®ﬁK ﬁC—>')z

i - l/

Spec(O¢) — Spec(#2(0%))

/
S

Les morphismes représentés par des fleches pointillées qui complétent ce diagramme de fagon a le

laisser commutatif forment un torseur . sur Spec(R) pour la topologie de Zariski sous le R-module
(12.7) Homﬁ(Q}Q/ﬁK ®r R,ER).

On désigne par .Z le R-module des fonctions affines sur . (cf. [2] 111.4.9). Celui-ci s’insére dans
une suite exacte canonique

(12.8) 0= R—.7>¢ 'O, ©r R— 0.
Cette suite induit pour tout entier n > 1 une suite exacte

(12.9) 0= SymZ ™} (F) = Sym(F) — Sym2(§ 'y, O R) — 0.

Les R-modules (Sym%(ﬁ ))nen forment donc un systéme inductif filtrant dont la limite inductive

(12.10) € = h_I)n Symﬁ(ﬁ')

n>0

est naturellement munie d'une structure de R-algébre. Le R-schéma Spec(%’) représente alors ca-
noniquement le torseur .Z ([2] II1.4.10).

L’action naturelle de A sur le schéma % (R) induit une action R-semi-linéaire de A sur %,
telle que les morphismes de la suite ((12.8) soient A-équivariants.
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Proposition 13. Sous les hypothéses de[12], on a un diagramme commutatif

(13.1) R* HY(A, pyr (OF))

dlogl lleg([ D

ko, @ox (O /P"Ox) —=HY(A,ER/p"¢R)

ot la fleche verticale de droite est induite par [’homomorphisme (10.8)), la fleche horizontale infé-
rieure est induite par le morphisme bord de la suite exacte (12.8)), et la fleche horizontale supérieure
associe 4t € R* la classe du ppn (O)-torseur Xg[T]/(TP —t) au-dessus de Xz.

On en déduit que lextension % , dont la classe d’isomorphisme ne dépend pas de la
déformation X , fournit la factorisation recherchée.

La preuve de la proposition ii) est classique dans la théorie de Faltings. L’assertion étant
locale, elle résulte d’un calcul de cohomologie galoisienne utilisant le théoréme de presque-pureté
de Faltings.

14. Pour expliquer ’analogie entre le morphisme et l'isomorphisme de Cartier en
caractéristique p, nous avons besoin de l'interprétation de ce dernier due a Ogus et Vologodsky
[37] généralisant des résultats de Deligne et Illusie [8].

Soient T le spectre d'un corps parfait k de caractéristique p, Y un T-schéma propre et lisse.
Considérons les deux suites spectrales d’hypercohomologie

(14.1) By =W (Y, Qp) = Hyy (V/T)=HY(Y,05,7),
(14.2) Ey! = H'(Y, A7 (0,7)) = Hg (Y/T).

La premiére suite spectrale, dite de Hodge vers de Rham, ne dégénére pas nécessairement en FEj ;
mais quand elle dégénére en FE7, la seconde suite spectrale, dite conjuguée, dégénére en Es. C’est
une conséquence de I'isomorphisme de Cartier. En effet, considérons le diagramme commutatif

Fy

7N

(143) Y4F>Y/ g S Y

N
T—257T
ou o (resp. Fy) est 'endomorphisme de Frobenius de T (resp. Y), Y’ est le changement de base

de Y par o et F est le morphisme de Frobenius relatif de Y sur T'. Pour tout entier i > 0, il existe
un isomorphisme Oy -linéaire canonique

(14.4) oak Q@,/T - %ﬂi(F*(Q;f/T))v

dit isomorphisme de Cartier (inverse). Pour toute section locale f de Oy, on a
(14.5) P f) = 7

(14.6) Y™ f) = TS

On en déduit un isomorphisme k-linéaire canonique

(14.7) ot () 55 B
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15. Posons T = Spec(Ws(k)) et supposons dans ce numéro qu’il existe un relévement Y de
Y au-dessus de T. On note Y’ le changement de base de Y par ’endomorphisme de Frobenius

oz de T.SiF:Y — Y’ est un relévement de F: Y — Y, le morphisme F*: Q%/'/T — Q%/T est

divisible par p et on obtient un diagramme commutatif

711—}*
(15.1) 0F, 7 ———Fu(2)1)

.

R )

ol 5’,@} /T désigne le faisceau des cocycles du complexe de de Rham 25, /7 et ¢ est le morphisme

Oy -linéaire induit par p~'F*.
En général, il existe une extension canonique de modules & connexion intégrable sur Y

(15.2) 0= (Oy,d) = (65, V) = (F* Q5 p,d) = 0,
ol F*Q%/, /T €st muni de la connexion définie par descente par Frobenius, vérifiant les deux pro-

priétés suivantes :
(i) Le morphisme bord de la suite exacte longue de cohomologie de de Rham

(15.3) HO(Y', Q4 /p) = Hig (Y, F*Qy ) = Hig (Y/T)

est le morphisme défini par Deligne et Illusie & un signe prés.
(ii) Le morphisme bord de la suite exacte longue de faisceaux de cohomologie de de Rham

(15.4) Q%”/T = f%’ﬁoR(F*Q%///T) — Hir(Oy)
est 'opposé de I'isomorphisme de Cartier '.
16. L’extension (15.2) est construite comme suit. Posons Jy /7 = Home,, (Q%,,/T, Oy).
Les relévements du morphisme de Frobenius relatif F' forment un torseur .25 sur Y pour la topologie

de Zariski sous le Oy-module F*(% /7). Notons & le Oy-module des fonctions affines sur .Z5.
Celui-ci s’insére dans une suite exacte canonique

(16.1) 0= Oy = & = F* Q5 p — 0.

Cette suite induit pour tout entier n > 1 une suite exacte

(16.2) 0— Sym%;l(é"f,) — Symp,, () — Symyg,, (F*Q%/,/T) — 0.

Les Oy-modules (Sym%(é"f,))neN forment donc un systéme inductif filtrant dont la limite inductive

(16.3) ¢y = lim Symj, (&)

n>0

est naturellement munie d’une structure de Oy-algebre. Le Y-schéma Spec(¢5) représente alors
canoniquement le torseur Z%. Le torseur % est naturellement muni d’une connexion

(16.4) Vi 2y = F(Fyr) Roy QlY/T

compatible avec la connexion sur F*(.7% 1) définie par descente de Frobenius. Si F est une section
locale de .75, alors

(16.5) V(F): Q) = Q) p



14 INTRODUCTION

est le morphisme induit par (g (15.1)).
La connexion V sur %5 induit une connexion sur &5 dont la p-courbure

. * )1l
est induite par le morphisme identique de F*Q1L,, /T (16.1)).

17. L’article est organisé en deux chapitres, le premier consacré a des préliminaires tech-
niques, le second & la théorie de Hodge p-adique proprement dite. Aprés un rappel de diverses
conventions et notations dans la section [1.1} nous définissons dans la section la notion de
schéma K (m,1) (1.2.2) et en établissons quelques propriétés. La sectionporte sur les épaississe-
ments p-adiques infinitésimaux de Fontaine afin de préciser les structures logarithmiques dont nous
les munissons . Les cinq sections suivantes sont consacrés & établir divers résultats, pour les-
quels des références font défaut, de presque-algébre omniprésente dans ’approche de Faltings de la
théorie de Hodge p-adique. Pour alléger, nous avons choisi dans cet article de substituer au préfixe
presque le préfixe o suggéré par le almost anglais. On reprend dans la section le formalisme
des catégories abéliennes localisées dans un cadre légérement plus général que ce qu’on trouve ha-
bituellement dans la littérature afin de développer la notion de faisceau sur un site & valeurs dans
une catégorie de a-modules . La section aborde I'examen des questions de a-finitude
pour les modules d’un topos annelé, type a-fini, présentation a-finie et a-cohérence , et de
leurs propriétés usuelles de stabilité. La section [1.6| est consacrée a I’étude de ces propriétés pour
les modules sur des schémas. Nous y introduisons la notion de module a-quasi-cohérent et
nous établissons pour ceux-ci un critére simple pour la présentation a-finie, similaire a celui pour le
topos ponctuel (i.e., pour les modules usuels) . Combiné avec un théoréme fondamental de
Kiehl, nous en déduisons un énoncé de a-finitude pour les morphismes propres . Apres la
section constituée de brefs rappels sur les extensions a-étales, on rappelle dans la section la
structure des modules de type a-fini sur un anneau de valuation non-discréte de hauteur 1 (|1.8.8)).
On en déduit en caractéristique p une description de certains p-modules & a-isomorphisme prés
. Les trois derniéres sections de ce chapitre sont consacrées & diverses questions dans les
topos intervenant au cours de cet article. Dans les sections [I.9) et [I.10] nous établissons quelques ré-
sultats sur les topos co-évanescents de Deligne qui seront utiles pour les développements ultérieurs
de ce travail. Pour clore ces préliminaires, la section [I.11| revient sur le topos de Faltings.

18. Le chapitre [2| débute en précisant, dans sa section [2.1) notre cadre géométrique, celui
des morphismes adéquats f: (X, #x) — (S, #s) de schémas logarithmiques ([2] II1.4.7), et les
notations relatives au topos de Faltings associé. La donnée d’une carte convenable pour un tel
morphisme f nous permet dans la section de définir et d’étudier les propriétés géométriques de
la tour de revétements qui lui est associée. Nous utilisons cette derniére en particulier pour améliorer
des énoncés locaux sur la propriété K (m,1) . Lorsque, de plus, X est affine, nous rappelons
dans la section I’énoncé du théoréme de presque-pureté de Faltings (2.3.2)), et nous en déduisons
des énoncés de a-finitude de certains groupes de cohomologie galoisienne ([2.3.10)). Nous en donnons
aussi quelques conséquences cohomologiques relatives au topos de Faltings (2.3.33| et [2.3.36)). La
section [2.4] exploite ces résultats locaux et établit lorsque X est propre sur S la a-finitude de
certains groupes de cohomologie du topos de Faltings . Nous démontrons ensuite le principal
théoréme de comparaison de Faltings (2.4.16f en utilisant la suite exacte d’Artin-Schreier
pour le “perfectisé” de %;. La courte section traite des conséquences cohomologiques pour
le topos de Faltings des propriétés K (m,1). La section rappelle les définitions du torseur des
déformations et de lalgébre de Higgs-Tate relatifs a une déformation logarithmique de X au-dessus
de I'épaississement infinitésimal universel p-adique de Fontaine (|2] I1.10). Enfin, dans la section
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277 nous développons la théorie de Kummer du topos annelé de Faltings et nous en déduisons
grace a I'extension de Higgs-Tate le lien recherché entre les faisceaux de cohomologie R'o,(%,,) et

les faisceaux des formes différentielles logarithmiques (Nl% /5 (12.7.9)).

19. Cette rédaction laisse temporairement en suspens divers pans de la théorie : cohomologie
a supports compacts, dualité de Poincaré, généralisation de la suite spectrale de Hodge-Tate a une
situation relative, ainsi que les variations de structures de Hodge p-adiques dont la théorie a été
trés sommairement esquissée par Hyodo dans le cas affine [27]. Nous reviendrons a ces questions
dans une diffusion ultérieure de ce travail.

Remerciements. Les auteurs tiennent & exprimer toute leur reconnaissance & G. Faltings
pour 'inspiration constante suscitée par ses travaux. Ils remercient également chaleureusement T.
Tsuji pour les différents échanges qu’ils ont pu avoir sur ces questions. Ce travail a bénéficié du
soutien du programme ANR Théorie de Hodge p-adique et Développements (ThéHopadD) ANR-
11-BS01-005.






CHAPITRE 1
Préliminaires

1.1. Notations et conventions

Tous les anneaux considérés dans cet article possédent un élément unité ; les homomorphismes
d’anneauzx sont toujours supposés transformer l’élément unité en l’'élément unité. Nous considérons
surtout des anneauxr commutatifs, et lorsque nous parlons d’anneau sans préciser, il est sous-
entendu qu’il s’agit d’un anneau commutatif; en particulier, il est sous-entendu, lorsque nous
parlons d’un topos annelé (X, A) sans préciser, que A est commutatif.

On sous-entend par monoide un monoide commutatif et unitaire. Les homomorphismes de
monoides sont toujours supposés transformer I’élément unité en [’élément unité.

1.1.1. Soient A un anneau, p un nombre premier, n un entier > 1. On désigne par W(A)
(resp. W,,(A4)) Panneau des vecteurs de Witt (resp. vecteurs de Witt de longueur n) a coefficients
dans A relatif & p. On a un homomorphisme d’anneaux
(1.1.1.1) D,:  W,(A) — A,

n—1 n—2
(T1,..ymy) = 2} 4 pah -+ p iy,

appelé n-iéme composante fantéme. On dispose aussi des morphismes de restriction, de décalage
et de Frobenius

(1.1.1.2) R: Woii(4) — Wa(A),
(1.1.1.3) ViWa(4) = Waii(A),
(1.1.1.4) F: Wopi(4) = Wa(A).

Lorsque A est de caractéristique p, F induit un endomorphisme de W,,(A4), encore noté F.

1.1.2. Pour tout anneau R et tout monoide M, on désigne par R[M] la R-algébre de M
et par e: M — R[M] 'homomorphisme canonique, ot R[M] est considéré comme un monoide
multiplicatif. Pour tout € M, on notera e* au lieu de e(x).

On désigne par Ajs le schéma Spec(Z[M]) muni de la structure logarithmique associée a la
structure pré-logarithmique définie par e: M — Z[M] (J2] I1.5.9). Pour tout homomorphisme de
monoides ¥: M — N, on note Ay: Ay — Ajs le morphisme de schémas logarithmiques associé.

1.1.3. Dans tout cet article, on fixe un univers U possédant un élément de cardinal infini, et
un univers V tel que U € V. On appelle catégorie des U-ensembles et I’on note Ens, la catégorie des
ensembles qui se trouvent dans U. C’est un U-topos ponctuel que l’on note encore Pt ([4] IV 2.2).
On désigne par Sch la catégorie des schémas éléments de U. Sauf mention explicite du contraire,
il sera sous-entendu que les anneaux et les schémas logarithmiques (et en particulier les schémas)
envisagés dans cet article sont éléments de 'univers U.

17
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1.1.4. Pour une catégorie €, nous notons Ob(%) I'ensemble de ses objets, €° la catégorie
opposée, et pour X,Y € Ob(%), Hom¢(X,Y) (ou Hom(X,Y') lorsqu’il n’y a aucune ambiguité)
I’ensemble des morphismes de X dans Y.

Si € et €' sont deux catégories, nous désignons par Hom (%', ¢”’) 'ensemble des foncteurs de
€ dans €, et par Hom(%,%") la catégorie des foncteurs de ¢ dans ¢”.

Soient & une catégorie, € et ¢’ deux catégories sur & ([19] VI 2). Nous notons Homg (%, €”)
'ensemble des &-foncteurs de ¢ dans ¢’ et Homeuy /s (%, 6”) 'ensemble des foncteurs cartésiens
([19] VI 5.2). Nous désignons par Homg (%, ¢") la catégorie des &-foncteurs de ¢ dans 6" et par
Hom,,,/s(¢,%") la sous-catégorie pleine formée des foncteurs cartésiens.

1.1.5. Soit € une catégorie. On désigne par % la catégorie des préfaisceaux de U-ensembles
sur €, c’est-a-dire la catégorie des foncteurs contravariants sur 4 a valeurs dans Ens ([4] I 1.2). Si
% est munie d'une topologie ([4] II 1.1), on désigne par € le topos des faisceaux de U-ensembles
sur € ([M] II 2.1).

Pour F un objet de ¢, on note %) la catégorie suivante ([4] I 3.4.0). Les objets de €/x sont
les couples formés d’un objet X de € et d’'un morphisme u de X dans F. Si (X, u) et (Y,v) sont
deux objets, un morphisme de (X, u) vers (Y, v) est un morphisme g: X — Y tel que u =vog.

1.1.6. Soient ¥ un U-site (4] II 3.0.2), € le topos des faisceaux de U-ensembles sur €, X
un préfaisceau de U-ensembles sur 4". On munit la catégorie ¢ x de la topologie induite par la
topologie de 4 au moyen du foncteur “source” jx: ¢,x — ¢ ([4] 111 3.1). D’apreés ([4] 111 5.2), jx
est un foncteur continu et cocontinu. Il définit donc une suite de trois foncteurs adjoints :

(1.1.6.1) Jxi: (%/X)N =%, jx:%€— (%/X)N, JXx: (%/X)N — E,

dans le sens que pour deux foncteurs consécutifs de la suite, celui de droite est adjoint & droite
de l'autre. Le foncteur jxi se factorise par la catégorie € xa, ot X* est le faisceau associé a X,
et le foncteur induit (¢ x)~ — ‘5/ xa est une équivalence de catégories ([4] III 5.4). Le couple de

foncteurs (j%, jx«) définit un morphlbme de topos qu’on notera aussi abusivement ] x: %/ xa — ‘5
dit morphisme de localisation de % en X# (cf. [4] IV 5.2). Pour tout objet F de €, on pose
(1.1.6.2) F|X? = j%(F).

Supposons, de plus, que les limites projectives finies soient représentables dans € et que X soit
un objet de €. Soit e un objet final de ¢ (qui existe par hypothése). On note j;g: C — C)x le
foncteur de changement de base par le morphisme canonique X — e¢. Alors, j;g est exact & gauche
et continu (4] III 1.6 et 3.3). Comme j% prolonge j5% ([4] III 5.4), le morphisme de localisation
Jx: € xa — € s’identifie canoniquement au morphisme de topos associé a j;g.

1.1.7. Soient ¥ un U-site, % la catégorie des préfaisceaux de U-ensembles sur %, % le topos
des faisceaux de U-ensembles sur ¢’. On désigne par Mon. (resp. Mon.>) la catégorie des monoides

(commutatifs et unitaires) de 2 (resp. %) (cf. [4] I 3.2, resp. 11 6.3.1). Les U-limites inductives et
projectives dans Mon.; sont représentables et se calculent terme a terme. Les U-limites inductives
et projectives dans Mon sont représentables. Le foncteur d’injection canonique

(1.1.7.1) i: Monz — Mon
admet un adjoint & gauche

(1.1.7.2) a: Mon — Mon.z, M — M?,
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qui est exact a gauche ([4] II 6.4). D’aprés ([4] II 6.5), le foncteur “faisceau d’ensembles sous-jacent”
Mong — % admet un adjoint & gauche et commute donc aux limites projectives. De plus, pour
tout préfaisceau de monoides M sur %, le faisceau d’ensembles sous-jacent & M? est canoniquement
isomorphe au faisceau d’ensembles associ¢ au préfaisceau d’ensembles sous-jacent a M.

On note 1 le monoide unité de ¢, c’est-a-dire le faisceau de monoides associé au préfaisceau
de monoides sur %" de valeur 1. C’est un objet initial et final de la catégorie Mon.;. On appelle
conoyau d’'un morphisme u: N — M de Mon. la somme amalgamée de u et du morphisme
canonique M — 1. On a un isomorphisme canonique

(1.1.7.3) coker(u) = a(coker(i(u))).

Si w est un monomorphisme, on appelle coker(u) le quotient de M par N et on le note M/N.

1.1.8. Pour tout morphisme de topos f: Y — X, les foncteurs f* et f. induisent un couple
de foncteurs adjoints f*: Mony — Mony et f,: Mony — Mony. Le foncteur f* est exact a
gauche d’aprés |1.1.7]

1.1.9. Soit (X, A) un U-topos annelé ([4] 11.1.1). On note Mod(A) ou Mod(4, X) la ca-
tégorie des A-modules de X. Si M est un A-module, on désigne par S (M) (resp. Aa(M), resp.
T'4(M)) Palgébre symétrique (resp. extérieure, resp. a puissances divisées) de M et pour tout entier
n > 0, par S (M) (resp. A% (M), resp. I', (M)) sa partie homogene de degré n. Les formations de
ces algébres commutent & la localisation au-dessus d’'un objet de X.

Définition 1.1.10 (J5] I 1.3.1). Soit (X, A) un topos annelé. On dit qu'un A-module M de X est
localement projectif de type fini si les conditions équivalentes suivantes sont satisfaites :
(i) M est de type fini et le foncteur SZom4(M,-) est exact;
(ii) M est de type fini et tout épimorphisme de A-modules N — M admet localement une
section ;
(iii) M est localement facteur direct d’'un A-module libre de type fini.

Lorsque X a suffisamment de points et que pour tout point x de X, la fibre de A en x est un
anneau local, les A-modules localement projectifs de type fini sont les A-modules localement libres
de type fini (J5] I 2.15.1).

1.1.11. Pour tout schéma X, on désigne par Et/X le site étale de X, c’est-a-dire, la sous-
catégorie pleine de Schx formée des schémas étales sur X, munie de la topologie étale;
c’est un U-site. On note X¢; le topos étale de X, c’est-a-dire le topos des faisceaux de U-ensembles
sur Et /X

On désigne par Et., /x la sous-catégorie pleine de Et /x formée des schémas étales de pré-

sentation finie sur X, munie de la topologie induite par celle de Et /x5 ¢’est un site U-petit. Si X
est quasi-séparé, le foncteur de restriction de Xg; dans le topos des faisceaux de U-ensembles sur
Etcon/x est une équivalence de catégories ([4] VII 3.1 et 3.2).

On désigne par Etf /x la sous-catégorie pleine de Et /x formée des schémas étales finis sur X,
munie de la topologie induite par celle de Et /x5 ¢’est un site U-petit. On appelle topos fini étale
de X et on note Xy, le topos des faisceaux de U-ensembles sur Etf/X (cf. [2] VI.9.2). L’injection
canonique Et;/x — Et,y induit un morphisme de topos

(1.1.11.1) px: Xet — Xrat-
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1.1.12. Soit X un schéma. On désigne par X,,, le topos de Zariski de X et par
(11121) ux : Xét — Xzar

le morphisme canonique ([4] VII 4.2.2). Si F' est un 'x-module quasi-cohérent de X,,,, on désigne
par ((F) le faisceau de X défini pour tout X-schéma étale U par ([4] VII 2 c))

(1.1.12.2) WF)U) =T(U,F @y Op).
11 est commode, lorsqu’il n’y aucune risque de confusion, de désigner ¢(F') abusivement par F. On
notera que ((Ox) est un anneau de X et que t(F') est un ¢(0x)-module.
Notant MoquOh(ﬁ 'x s Xyzar) la sous-catégorie pleine de Mod(Ox, X, ) formée des &' x-modules
quasi-cohérents (|1.1.9)), la correspondance F' — ((F) définit un foncteur
(1.1.12.3) v Mod®"(Ox, X,a0r) — Mod (O, Xet).
Pour tout &x-module quasi-cohérent F' de X,,,, on a un isomorphisme canonique
(1.1.12.4) F 5 ux. (u(F)).
Nous considérons donc ux comme un morphisme de topos annelés
(11125) ux: (Xét,ﬁx) — (Xzar,ﬁx).
Nous utilisons pour les modules la notation u}l pour désigner I'image inverse au sens des faisceaux

abéliens et nous réservons la notation u% pour I'image inverse au sens des modules. L’isomorphisme
(1.1.12.4) induit par adjonction un morphisme

(1.1.12.6) uyx (F) — o(F).

Celui-ci est un isomorphisme. En effet, pour tout point géométrique T de X, on a un isomorphisme
canonique

(1.1.12.7) ((F)z 5 lim T(U, F ®¢, Oy),

ot la limite est prise sur les voisinages de ¥ dans Et /x (on peut évidemment se limiter au voisinages
affines au-dessus d’un ouvert affine de X contenant 'image = de T). Notant X’ le localisé strict de
X en T, on en déduit, d’aprés (J26] 8.5.2(i)), un isomorphisme canonique

(1.1.12.8) (F)z S T(X',F®g, Ox/).

Par ailleurs, on a un isomorphisme canonique

(1.1.12.9) ukx (F)z 5 F @y, (Ox)z.

La fibre du morphisme (|1.1.12.6)) en T s’identifie au morphisme canonique

(111210) F, ®ﬁxw F(X/,ﬁxl) *)F(X’,F@ﬁx ﬁxl),

qui est un isomorphisme. Par suite, est un isomorphisme. On en déduit que ¢ est un
adjoint & gauche du foncteur ux,. La fleche d’adjonction id — ux, ot est un isomorphisme d’aprés
(1.1.12.4). En particulier, ¢ est pleinement fidéle.

Soient f: X’ — X un morphisme, F' un &x-module quasi-cohérent. Pour tout &x/-module
quasi-cohérent G, on note ¢/(G) le Ox/-module associé de X/,. Il existe un morphisme canonique
fonctoriel

(1.1.12.11) UF) = f((fF(F))).
Le morphisme f induit donc un morphisme de topos annelés que I'on note encore
(1.1.12.12) [ (X, Ox1) = (X, Ox).
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Nous utilisons pour les modules la notation f~! pour désigner I'image inverse au sens des faisceaux
abéliens et nous réservons la notation f* pour I'image inverse au sens des modules.
Compte tenu de ((1.1.12.8)), le morphisme ((1.1.12.11]) induit par adjonction un isomorphisme

(1.1.12.13) F(F)) S J(F5(F)).
1.1.13. Soient X un schéma connexe, T un point géométrique de X. On désigne par
(1.1.13.1) wz: Ety/x — Ens

le foncteur fibre en T, qui & tout revétement étale Y de X associe I’ensemble des points géométriques
de Y au-dessus de Z, par m(X,Z) le groupe fondamental de X en T (c’est-a-dire le groupe des
automorphismes du foncteur wz) et par By, (x ) le topos classifiant du groupe profini 7 (X,7),
c’est-a-dire la catégorie des U-ensembles discrets munis d’une action continue & gauche de 71 (X, T)
([ IV 2.7). Alors wz induit un foncteur pleinement fidele

(1.1.13.2) i Bty x — Boy(xm)

d’image essentielle la sous-catégorie pleine de By, (x ) formée des ensembles finis ([19] V § 4 et
§ 7). Soit (X;)ier un systéme projectif sur un ensemble ordonné filtrant I dans Et; /X qui pro-
représente wg, normalisé par le fait que les morphismes de transition X; — X; (¢ > j) sont des
épimorphismes et que tout épimorphisme X; — X’ de Etf /x est équivalent & un épimorphisme
Xi = X (j <) convenable. Un tel pro-objet est essentiellement unique. Il est appelé le revétement
universel normalisé de X en T ou le pro-objet fondamental normalisé de Etf/X en T. On notera
que 'ensemble I est U-petit. Le foncteur

(1.1.13.3) vz Xegr — B'frl(X,f)a F— h_H>1 F(XZ)

i€l

est une équivalence de catégories qui prolonge le foncteur u% (cf. [2] VI.9.8). On I’appelle le foncteur
fibre de X¢gt en .

1.2. Schémas K(m,1)

Proposition 1.2.1. Soient X un schéma cohérent, n'ayant qu’un nombre fini de composantes
connezes, P un ensemble de nombres premiers, px : Xet — Xter le morphisme canonique (1.1.11.1)).
Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout faisceau abélien de P-torsion F de Xis (J4] IX 1.1), le morphisme d’adjonction
F — Rpx.(pi F) est un isomorphisme ;

(ii) pour tout faisceau abélien de P-torsion, localement constant et constructible F' de Xg, et
tout entier i > 1, Ripx.(F) =0;

(iil) pour tout entier n dont les diviseurs premiers appartiennent & P, tout (Z/nZ)-module
localement constant et constructible F' de Xg; et tout entier i > 1, Ripx*(F) =0;

(iv) pour tout faisceau abélien de P-torsion, localement constant et constructible F de X,
tout entier i > 1 et tout ¢ € H(X, F), il existe un revétement étale surjectif X' — X tel que
image canonique de & dans H{(X', F) soit nulle;

(v) pour tout revétement étale Y — X, tout faisceau abélien de P-torsion, localement constant
et constructible F' de Yy, tout entier i > 1 et tout ¢ € HY(Y, F), il existe un revétement étale
surjectif Y — 'Y tel que l’image canonique de & dans H(Y', F) soit nulle;

(vi) pour tout entier n dont les diviseurs premiers appartiennent a P, tout (Z/nZ)-module
localement constant et constructible F de Xe, tout entier i > 1 et tout & € HY(X, F), il
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existe un revétement étale surjectif X' — X tel que l'image canonique de & dans HY (X', F)
soit nulle.

En effet, le morphisme d’adjonction id — px.p% est un isomorphisme d’aprés ([2] VI.9.18).
Les conditions (i) et (ii) sont donc équivalentes en vertu de ([2] VI.9.12, VI.9.14 et VI.9.20) et
([4] VI 5.1). L’équivalence des conditions (ii) et (iii) est aussi une conséquence de ([2] VI.9.12 et
VI.9.14) et ([4] VI 5.1).

Pour tout faisceau abélien G de Xy et tout entier i > 0, le faisceau Ripx.(G) est le faisceau
de Xpe associé au préfaisceau qui a tout Y € Ob(Etf/X) associe le groupe H (Y, G) ([4] V 5.1).
On a donc (iii)=(iv) et (v)=-(iii).

Montrons (iv)=-(v). Supposons la condition (iv) satisfaite. Soient f: ¥ — X un revétement
étale, F' un faisceau abélien de P-torsion localement constant constructible de Yz, 4 un entier > 1,
¢ € HY(Y, F). D’aprés (4] V 5.3, VIII 5.5 et XVI 2.2), f.(F) est un faisceau abélien de P-torsion
localement constant constructible de Xg;, et le morphisme canonique

(1.2.1.1) HY(X, f.(F)) — H(Y, F)

est un isomorphisme. Notons ¢ l'image inverse de £. D’aprés (iv), il existe un revétement étale
surjectif g: X’ — X tel que I'image canonique de ¢ dans H*(X’, f.(F)) soit nulle. Posons Y’ =
Y xx X' et notons f’: Y’ — X’ la projection canonique. On a un diagramme commutatif

(1.2.1.2) HY(X, f.(F)) - HY(Y, F)

i o

H(X', fo(F)) ——H'(X', fl(FY")) ——H(Y', F)
ol les fleches verticales sont les morphismes canoniques, les morphismes u et v’ sont induits par
la suite spectrale de Cartan-Leray et le morphisme v est induit par le morphisme de changement
de base f.(F)|X" — f.(F|Y"). On en déduit que I'image canonique de ¢ dans H*(Y’, F) est nulle;
d’ou la condition (v).
Enfin, les conditions (iv) et (vi) sont équivalentes en vertu de ([4] VI 5.2).

Définition 1.2.2. Soient X un schéma cohérent, n’ayant qu’un nombre fini de composantes
connexes, P un ensemble de nombres premiers. On dit que X est un schéma K(m,1) pour les
faisceauz abéliens de P-torsion ([4] IX 1.1) si les conditions équivalentes de sont remplies.
Si P est I’ensemble des nombres premiers inversibles dans @x, on dit simplement que X est un
schéma K (m,1).

Remarque 1.2.3. Soient X un schéma, I’ un faisceau abélien de torsion, localement constant
et constructible de Xg;. Par descente ([19] VIII 2.1, [26] 2.7.1 et 17.7.3), F est représentable par
un schéma en groupes étale et fini G au-dessus de X. Le groupe H! (X, F) classifie alors les G-
fibrés principaux homogenes au-dessus de X (4] VII 2 a)). Par descente, tout G-fibré principal
homogéne au-dessus de X est un revétement étale de X. Par suite, pour tout & € HY(X, F), il
existe un revétement étale surjectif X’ — X tel que 'image canonique de & dans H! (X', F) soit
nulle. Notant px : Xg — Xps le morphisme canonique (1.1.11.1]), on en déduit que Rlpx.(F) =0
([ 4] V 5.1). 1l en résulte, par la suite spectrale de Cartan-Leray, que le morphisme canonique

(1.2.3.1) H'(Xet, px«(F)) — H' (Xe, F)

est un isomorphisme.
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Supposons, de plus, que X soit cohérent et qu’il n’ait qu'un nombre fini de composantes
connexes. Pour tout faisceau abélien de torsion G de Xys, le morphisme d’adjonction G —
px+(p%G) est un isomorphisme d’aprés (J2] VI.9.18). On en déduit que le morphisme canonique

(1.2.3.2) H' (Xt41, G) — H' (Xat, px (GQ))
est un isomorphisme.

Lemme 1.2.4. Soient X un schéma cohérent et étale localement conneze (|2] VI.9.7), f: Y — X
un revétement étale, P un ensemble de nombres premiers. Alors,
(i) Si X est un schéma K(m,1) pour les faisceaur abéliens de P-torsion, il en est de méme de
Y.
(ii) Supposons f surjectif. Pour que X soit un schéma K(mw,1) pour les faisceauz abéliens de
P-torsion, il faut et il suffit qu’il en soit de méme de Y .

Cela résulte aussitot de [[L.2.11

Proposition 1.2.5. Soient I une catégorie filtrante et essentiellement U-petite ([4] 1 8.1.8),
p: I° — Sch un foncteur qui transforme les objets de I en des schémas cohérents n’ayant
qu’un nombre fini de composantes connexes, et les morphismes de I en des morphismes affines, X
la limite projective de ¢ ([26] 8.2.3), P un ensemble de nombres premiers. Supposons que X soit
cohérent et qu’il n’ait qu’un nombre fini de composantes connexes. Alors,
(i) Si pour tout i € Ob(I), X; est un schéma K(m,1) pour les faisceauz abéliens de P-torsion,
il en est de méme de X.
(ii) Supposons que ¢ transforme les morphismes de I en des revétements étales surjectifs.
Alors, pour que X soit un schéma K (m,1) pour les faisceaux abéliens de P-torsion, il faut et
il suffit qu’il en soit de méme de X; pour tout i € Ob(I), et il suffit qu’il en soit de méme
de X; pour un seul objet i de I.

(i) En effet, soit F' un faisceau abélien de P-torsion, localement constant et constructible de
Xsi. Par descente, F' est représentable par un schéma en groupes abélien fini et étale au-dessus
de X. D’aprés ([26] 8.8.2, 8.10.5 et 17.7.8), il existe ¢+ € Ob(I) et un faisceau abélien de P-
torsion localement constant constructible F, de X, ¢ tels que F' soit I'image inverse de F,. Quitte
a remplacer I° par I9,, on peut supposer que ¢ est un objet initial de I. Pour tout i € Ob([), on
note F; I'image inverse canonique de F, sur X;. En vertu de ([4] VII 5.8), pour tout entier ¢ > 0,
on a un isomorphisme canonique

~

(1.2.5.1) HY(X,F) — hgl HY(X;, F;).
el

La proposition s’ensuit aussitot.

(ii) Supposons que X soit un schéma K (m, 1) pour les faisceaux abéliens de P-torsion. Soit
v € Ob(I), F, un faisceau abélien de P-torsion, localement constant et constructible de X, ¢. Quitte
a remplacer I° par I9,, on peut supposer que ¢ est un objet initial de I. Pour tout i € Ob(I), on
note F; (resp. F') 'image inverse canonique de F, sur X; (resp. X). Soient n > 1, £ € H"(X,, F,).
Par hypotheéses, il existe un revétement étale surjectif X’ — X tel que "image canonique de &
dans H"(X', F') soit nulle. D’aprés ([26] 8.8.2, 8.10.5, 17.7.8 et 8.3.11), il existe un ¢ € Ob(I), un
revétement étale surjectif X! — X; et un X-isomorphisme X! x x, X = X’. Par un isomorphisme
analogue a , on voit qu’il existe un morphisme i — j de I tel que 'image canonique de
¢ dans H™(X! xx, X;, Fj) soit nulle. Comme le morphisme X; — X, est un revétement étale
surjectif, on en déduit que X, est K (m, 1) pour les faisceaux abéliens de P-torsion. La proposition
s’ensuit compte tenu de (i) et ii).
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Corollaire 1.2.6. Soient K un corps, L une extension algébrique de K, X un K-schéma de type-
fini, P un ensemble de nombres premiers. Alors, pour que X soit K(m, 1) pour les faisceauz abéliens
de P-torsion, il faut et il suffit qu’il en soit de méme de X Qk L.

Quitte a remplacer L par la cloture séparable de K dans L (J4] VIII 1.1), on peut supposer L
séparable sur K. La proposition résulte alors de ii) et [1.2.5(ii).

Proposition 1.2.7. Soient X un schéma, X° un ouvert de X, T un point géométrique de X, X'
le localisé strict de X en T, P un ensemble de nombres premiers. Pour tout X -schéma Y, posons
Y° =Y xx X°. Supposons que le schéma X'° soit cohérent et qu’il n'ait qu’un nombre fini de
composantes connexes. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le schéma X'° est K(m, 1) pour les faisceauz abéliens de P-torsion.

(ii) Pour tout X -schéma étale T-pointé Y, tout faisceau abélien de P-torsion, localement cons-
tant et constructible F de Y3, tout entier ¢ > 1 et tout & € HI(Y°, . F), il existe un'Y -schéma
étale T-pointé U et un revétement étale surjectif V.— U° tel que l'image canonique de & dans
HY(V, %) soit nulle.

On peut supposer X affine. On désigne par Uz la catégorie des X-schémas affines étales et
Z-pointés. C’est une catégorie filtrante essentiellement U-petite ([4] IV 6.8.2). D’aprés ([26] 8.2.3),
X'° est la limite projective du foncteur

(1.2.7.1) ¢: Bz — Sch, Y —Y°.

Supposons d’abord la condition (ii) satisfaite. Soient F' un faisceau abélien de P-torsion localement
constant constructible de X, ¢ un entier > 1, £ € HY(X'°, F'). Montrons qu’il existe un revétement
étale surjectif W — X’° tel que l'image canonique de £ dans H4(W, F') soit nulle. Par descente, F’
est représentable par un schéma en groupes abéliens fini et étale au-dessus de X’°. D’apreés ([26]
8.8.2, 8.10.5 et 17.7.8), quitte a remplacer X par un objet de Uz, on peut supposer qu'’il existe un
faisceau abélien de torsion localement constant constructible .# de X, tel que F soit isomorphe a

I'image inverse de .#. En vertu de ([4] VII 5.8), on a un isomorphisme canonique

(1.2.7.2) HY(X"°,F) > lim HY(Y°,.%).
—

o
YeUz

1l existe donc un objet Y de Uz tel que £ soit I'image canonique d’une classe ( € HI(Y*°, F).
D’apres (ii), il existe un morphisme U — Y de Uz et un revétement étale surjectif V' — U° tels
que 'image canonique de ¢ dans H?(V,.%) soit nulle. Le revétement étale surjectif V x o X'© — X'°
répond alors a la question ; d’ou la condition (i).

Inversement, supposons la condition (i) satisfaite. Soient % un faisceau abélien de P-torsion,
localement constant et constructible de Xg, ¢ un entier > 1, £ € H?(X°, #). D’aprés (i), il
existe un revétement étale surjectif V' — X’° tel que I'image canonique de ¢ dans HY(V, #|X’°)
soit nulle. D’apres ([26] 8.8.2, 8.10.5 et 17.7.8), il existe un objet Y de Uz, un revétement étale
surjectif W — Y° et un X'°-isomorphisme V = W xyo X’°. En vertu de (|4] VII 5.8), on a un
isomorphisme canonique

(1.2.7.3) HY(V, Z|X°) 5 lim HYW xye U°, 7).

Ue(‘n%)/y

11 existe donc un morphisme U — Y de U tel que I'image canonique de & dans HY(W xyo U°,.F)
soit nulle; d’ou la condition (ii).
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Définition 1.2.8 ([4] XI 3.1, [35] 1.3.1). On appelle courbe élémentaire un morphisme de schémas
f: X — S qui s’insére dans un diagramme commutatif

(1.2.8.1) x—tov<vy

WA

S

satisfaisant aux conditions suivantes :
(i) f est une courbe relative projective et lisse, a fibres géométriquement irréductibles ;
(ii) j est une immersion ouverte, i est une immersion fermée, et X est ouvert complémentaire
de i(Y) dans X ;
(iii) g est un revétement étale surjectif.
On dit alors aussi que X est une courbe élémentaire au-dessus de S.

Définition 1.2.9 ([4] XI 3.2, [35] 1.3.2). On appelle polycourbe élémentaire un morphisme de
schémas f: X — S qui admet une factorisation en courbes élémentaires. On dit alors aussi que X
est une polycourbe élémentaire au-dessus de S.

Proposition 1.2.10 ([4] XI 3.3). Soient k un corps algébriquement clos, X un k-schéma lisse,
x € X(k). Alors, il existe un ouvert de Zariski de X contenant x qui est une polycourbe élémentaire
au-dessus de Spec(k).

Lemme 1.2.11 (d’Abhyankar). Soient f: X — S un morphisme lisse de schémas localement
noethériens, D un diviseur & croisements normaux sur X relativement ¢ S ([19] XIII 2.1), U
DUouwvert complémentaire de D dans X, U’ un revétement étale surjectif de U, modérément ramifié
au-dessus de X. On note X' la cloture intégrale de X dans U’ et D' le sous-schéma fermé réduit
de X' de méme support que D x x X'. Alors, X' est lisse sur S, D' est un diviseur a croisements
normauz sur X' relativement a S, et le morphisme canonique D' — D est un revétement étale
surjectif.

Cela résulte de ([19] XIII 5.5).

Proposition 1.2.12. Soient S un Q-schéma noethérien, régulier et K(m,1), f: X — S une courbe
élémentaire. Alors, X est un schéma K(7,1).

On notera d’abord que X est cohérent et n’a qu'un nombre fini de composantes connexes.
Considérons un diagramme commutatif

(1.2.12.1) x—lex< vy

vérifiant les conditions de Soient F' un faisceau abélien de torsion, localement constant et
constructible sur X, n un entier > 1, £ € H"(X, F'). Montrons qu’il existe un revétement étale
surjectif X’ — X tel que I'image canonique de & dans H"(X', F') soit nulle. On peut se borner
au cas ou n > 2 (|1.2.3). Il existe un revétement étale surjectif Z — X tel que F|Z soit constant.
D’aprés le morphisme Z — S induit par f est une courbe élémentaire. On peut donc se
borner au cas ou F' est constant, de valeur un groupe cyclique fini A.
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En vertu du théoréme de pureté ([29] XVI 3.1.1), on a un isomorphisme canonique i'Ax —
Ay (—1)[-2]. Le triangle distingué de localisation induit alors un triangle de D* (X, A)

(1.2.12.2) Ax — Riju(Ax) — in(Ay)(=1)[=1] £

et par suite, g étant fini, un triangle de DV (S, A)

(1.2.12.3) Rf,(Ax) — Rf.(Ax) — go(Ay)(=1)[-1] =5
Montrons que le morphisme induit

(1.2.12.4) g«(Ay)(=1) = R*f,(A%)

est surjectif. En effet, la formation de ce morphisme commute a tout changement de base 8" — S,
d’aprés ([29] XVI 2.3.2). On peut donc se réduire au cas ou S est le spectre d’un corps algébri-
quement clos et ot Y est un point fermé de X. La classe de cycle définie par Y engendre alors
H2(X,A(1)) ([7] Cycle 2.1.5); d’out I'assertion.

Il résulte de ce qui précéde qu’on a un isomorphisme canonique f,(As) = f.(Ax) et une suite
exacte canonique

(1.2.12.5) 0—R'f,(Ax) = R'fi(Ax) = g.(Ay)(—1) = R*f,(A5) — 0,

et que RIf,(Ax) = 0 pour tout ¢ > 2. Comme f et g sont propres et lisses, pour tout g > 0,
RYf.(Ax) est localement constant constructible ([4] XVI 2.2 et IX 2.1).
Considérons la suite spectrale de Cartan-Leray

(1.2.12.6) EYY = HY(S,R*f.(Ax)) = HOT* (X, Ax),

et notons (Ej)o<q<n la filtration aboutissement sur H" (X, Ax) (on rappelle que n> 2). Comme
on a EL"1=E7 / Ej, pour tout 0 < ¢ < n, on en déduit une suite exacte canonique

(1.2.12.7) H™(S, f.(Ax)) % H*(X,Ax) % H" (S, R f.(Ax)) — H" (S, f.(Ax)).

Celle-ci est compatible & tout changement de base S’ — S dans un sens évident que nous n’ex-
plicitons pas. Comme le schéma S est K(m, 1), il existe un revétement étale surjectif S — S
tel que I'image canonique de v(¢) dans H*1(S’, R f.(Ax)) soit nulle. On peut donc supposer
qu’il existe ¢ € H™(S, f«(Ax)) tel que & = v(¢). De méme, il existe un revétement étale surjectif
S” — S tel que I'image canonique de ¢ dans H"(S”, f.(Ax)) soit nulle. L’image canonique de &
dans H"(X xg S”, Ax) est donc nulle; d’ou lassertion recherchée.

Corollaire 1.2.13. Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique 0, X un schéma lisse
sur k, x € X. Alors, il existe un owvert U de X contenant x, qui est un schéma K(m,1).

En effet, quitte & remplacer x par une spécialisation, on peut se réduire au cas ot z € X (k).

La proposition résulte alors de et

Lemme 1.2.14. Soient S un schéma noethérien régulier, d un entier > 1, f: X — A% un mor-
phisme lisse d’un schéma X dans l’espace affine de dimension d au-dessus de S. Notons ng,s
Uouvert de A‘é ot les coordonnées ne s’annulent pas, U = ffl(G‘fmS) et 7: U — X l'injection
canonique. Soient n un entier > 1 inversible dans Os, A = Z/nZ, F un faisceau de A-modules lo-
calement constant et constructible de X¢,. Notons m: Afé — A‘é le morphisme défini par l’élévation
a la puissance n-ieéme des coordonnées de Ag, X' le changement de base de X par 7, w: X' — X
la projection canonique, U' = w=1(U), j': U — X' Uinjection canonique et F' = w*(F). Alors,
pour tout entier ¢ > 1, le morphisme de changement de base

(1.2.14.1) @ (R7j.(j°F)) = R1jL(j" F)
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est nul.

En effet, la question étant locale pour la topologie étale de X’ et donc aussi pour celle de X, on
peut se borner au cas ou F' est constant de valeur A. Notons (A, )i1<a<a les axes de coordonnées de
Afé et pour tout 1 < a < d, posons D, = X X pd A, et notons i,: D, — X l'injection canonique.
En vertu de ([29] XVI 3.1.4), on a un isomorphisme canonique

(1.2.14.2) RYj.(Av) = @1<a<d fax(Ap, (—1)).
De plus, pour tout entier ¢ > 1, le morphisme
(1.2.14.3) A (RYja(Ar)) = R (Ap)

défini par cup-produit est un isomorphisme. De méme, considérons X’ comme un Ag—schéma lisse
via la projection canonique f: X’ — A% et pour tout 1 < a < d, posons D/, = X' Xpa Aq et
notons i,,: D!, — X' linjection canonique. On a alors des isomorphismes canoniques

(1.2.14.4) RYL(Av) 5 @i1ca<d in.(Apy (—1)),

(1.2.14.5) A(RYL(A)) = RIGL(A).

Pour tout 1 < a < d, D/, s’identifie canoniquement au sous-schéma réduit de X’ sous-jacent a

D, xx X'. De plus, on a w*(D,) = nD,, en tant que diviseurs de Cartier. Il résulte de ([29] XVI
3.4.8) que le diagramme

(1.2.14.6) @* (R (Ay)) — @1<a<d @ (iax(Ap, (~1)))
,\l lv
RYjL(Ay) ——— ®1<a<d in.(Apy (—1))

ol A est le morphisme de changement de base et v est induit pour chaque 1 < a < d par n fois le
morphisme de changement de base, est commutatif. La proposition s’ensuit puisque v est nul.

Lemme 1.2.15. Soient f: Y — X, g: Y’ — Y deuzx morphismes de schémas tels que f soit fini
et que g soit étale, T un point géométrique de X tels que le morphisme

(1.2.15.1) Y' ®x k(@) = Y ®x k(T)

induit par g soit surjectif. Alors, il existe un X-schéma étale T-pointé X' et un Y -morphisme
Y xx X' =Y.

Il suffit de montrer que si X est le spectre d’'un anneau local strictement hensélien de point
fermé 7, alors g admet une section ([26] 8.8.2(i)). On a un X-isomorphisme Y ~ Ilzcy g, vz Y(9),
ol Yy est le localisé strict de Y en le point géométrique y. On peut évidemment se réduire au
cas ol Y est connexe et non vide. Donc Y est isomorphe au spectre d’un anneau local strictement
hensélien. D’apreés et (J26] 18.5.11), Y’ est la somme de deux schémas, dont I'un est
isomorphe & Y ; d’ou la proposition.

Proposition 1.2.16 ([3] 8.1). Soient S un Q-schéma noethérien régulier, X un S-schéma lisse,
D un diviseur & croisements normauz sur X relativement ¢ S ([19] XIII 2.1), U louvert complé-
mentaire de D dans X, T un point géométrique de X, F un faisceau abélien de torsion, localement
constant et constructible sur U, q un entier > 1, £ € HY(U, F). Alors, il existe un X-schéma étale
T-pointé Y, et posant V = U x x Y, un revétement étale surjectif V! — V tels que l’image canonique
de & dans H1(V', F) soit nulle.
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On notera d’abord que 'assertion est immédiate si T est & support dans U, auquel cas on peut
prendre Y = V = V'’ ([4] V 3.1). On peut donc se borner au cas out T est a support dans D.
Soient U’ — U un revétement étale surjectif tel que le faisceau F'|U’ soit constant, X’ la fermeture
intégrale de X dans U’. En vertu de X' est lisse sur S, et U’ est le complémentaire dans
X’ d’un diviseur a croisements normaux sur X’ relativement a4 S. Supposons que la proposition
soit démontrée pour (X', U’, F|U’) et pour tout point géométrique de X’ au-dessus de T. Il existe
donc un morphisme étale X” — X’ tel que le morphisme

(1.2.16.1) X" ox k(@) = X' ®x &(T)

soit surjectif, et posant U” = X" x x U, un revétement étale surjectif W — U” tel que I'image
canonique de & dans HZ(W, F') soit nulle. D’aprés il existe un X-schéma étale T-pointé Y et
un X’'-morphisme X’ xx Y — X”. Posons V =Y x x U et considérons le diagramme commutatif
& carrés cartésiens

(1.2.16.2) W <——W Xy~ (U/ Xy V)
U’ U xyV “ 1%
X X' xxY Y

Le couple formé de Y et du revétement étale surjectif u o v répond alors a la question. On peut
donc se borner au cas ou F est constant de valeur Z/nZ et n est un entier > 1.

La question étant locale pour la topologie étale sur X, on peut supposer qu’il existe un entier
d > 1 et un morphisme lisse f: X — Ag tels que D soit 'image inverse du diviseur des coordonnées
de A%. Notons j: U — X linjection canonique et considérons le morphisme composé

(1.2.16.3) HY(U, F) — H*(X,R9j,F) — (R%j,F)z,

ou la premiére fléche est induite par la suite spectrale de Cartan-Leray et la seconde fleche est
le morphisme canonique. Notons 7: Aflg — Ag le morphisme défini par ’élévation & la puissance
n-iéme des coordonnées de A”Sl, X’ le changement de base de X par 7, @w: X’ — X la projection
canonique, U’ = w 1(U), F' = F|U’ et j': U' — X' I'injection canonique. Il résulte de (|4] VIII
5.5) et de la fonctorialité de la suite spectrale de Cartan-Leray que le diagramme

(1.2.16.4) HY(U, F) (RYjF)z
Al l
HY(U', F') —— Oz exaxn@ (RUGF )z
ott les flsches horizontales sont les morphismes composés (1.2.16.3), A est induit par w* et v est

induit par le morphisme de changement de base (1.2.14.1}), est commutatif. En vertu de|1.2.14] ~
est nul. Il existe donc un morphisme étale X’ — X’ tel que le morphisme

(1.2.16.5) X"@x k(T) = X' @x K(T)

soit surjectif, et posant U” = X" x x U, 'image canonique de ¢ dans HY(U" | F) soit nulle ([4] V
5.1(1) et IV (6.8.4)). D’apres [1.2.15] il existe un X-schéma étale ZT-pointé Y et un X’-morphisme
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X'xxY — X”. Posons V =Y x x U et considérons le diagramme commutatif & carrés cartésiens

(1.2.16.6) U'<—U' xyg V—"">V

L

X'=—X'xxY —>Y
Le couple formé de Y et du revétement étale surjectif w répond alors a la question.

Corollaire 1.2.17. Soient k un corps algébriguement clos de caractéristique 0, X un schéma lisse
sur k, D un diviseur a croisements normaux sur X, X° Douvert complémentaire de D dans X,
T un point géométrique de X, X' le localisé strict de X en T. Alors, X' xx X° est un schéma
K(m1).

Cela résulte de et [1.2.16| puisque X’ X x X° est noethérien et intégre.

1.2.18. Soient V un anneau de valuation discréte, S = Spec(V), s (resp. 7, resp. 7j) le point
fermé (resp. le point générique, resp. un point géométrique générique) de S. On suppose que le corps
des fractions de V' est de caractéristique 0, et que son corps résiduel est parfait de caractéristique
p > 0. On munit S de la structure logarithmique .#g définie par son point fermé, autrement dit,
Ms = u.(0, )N Os, ot u: n— S est 'injection canonique. On renvoie a ([2] I1.5) pour un lexique
de géométrie logarithmique.

Proposition 1.2.19 ([3] 6.1). Conservons les hypothéses de[[.2.18] soient de plus (X, .#x) un
schéma logarithmique fin, f: (X, Mx) — (S, #Ms) un morphisme lisse tel que le schéma usuel X,
soit lisse sur n, T un point géométrique de X. Alors, il existe un voisinage étale U de T dans X
tel que U, soit un schéma K(m,1).

Corollaire 1.2.20 ([3] 9.5). Conservons les hypothéses de supposons de plus que S soit
strictement local. Soient (X, #x) un schéma logarithmique fin, f: (X, #x) — (S, #s) un mor-
phisme lisse tel que X,, soit lisse sur n, T un point géométrique de X au-dessus de s, X' le localisé
strict de X en T. Alors, X; est un schéma K(m,1).

Montrons d’abord que le schéma X’ﬁ n’a qu'un nombre fini de composantes connexes. Soit £ un
nombre premier différent de p. D’aprés ([7] Th. finitude 3.2), le Fy-espace vectoriel HO(X%7 Fy) est
de dimension finie. Il s’ensuit que ’ensemble € des sous-schémas ouverts et fermés de X,% est fini
(4] VIII 6.1). Pour tout point z de X’ﬁ7 notons U, l'intersection de tous les sous-schémas ouverts
et fermés de X% contenant z. Comme € est fini, U, est ouvert et fermé dans X’ﬁ, autrement dit,
c’est un objet de €. Par suite, U, est connexe, et est donc égal & la composante connexe de X%

contenant z. On en déduit que X’ﬁ n’a qu'un nombre fini de composantes connexes. La proposition
résulte alors de [L.2.7 et [1.2.19

Remarque 1.2.21. On établira dans [2.2.10{1’énoncé le plus général de ([3] 9.5).

1.3. Epaississements infinitésimaux p-adiques de Fontaine

1.3.1. Dans cette section, p désigne un nombre premier. Commengons par rappeler la cons-
truction suivante due & Grothendieck ([22] IV 3.3). Soient A une Z,-algebre, n entier > 1.
L’homomorphisme d’anneaux (1.1.1.1))

(1.3.1.1) D1 Woi1(4/p"A) — A/p"A

n—1

(X1, oy Tpr1) — 2 +prh + o+ p T
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s’annule sur V*(A/p™ A) et induit donc par passage au quotient un homomorphisme d’anneaux
(1.3.1.2) ne1: Wi(A/p"A) — A/p"A,

n—1

(@1, yzn) = @l 4pad e pt Tl

Ce dernier s’annule sur

(1.3.1.3) W, (pA/p"A) = ker(W,,(A/p"A) — W, (A/pA))
et se factorise a son tour en un homomorphisme d’anneaux
(1.3.1.4) On: W, (A/pA) — A/p" A.

Il résulte aussitot de la définition que le diagramme

(13.1.5) W (A/pA) 2 Ajprtia

W (A/pA) —2 o A/pn A

ol R est le morphisme de restriction (|1.1.1.2), F est le Frobenius (1.1.1.4)) et la fléeche non libellée
est ’homomorphisme canonique, est commutatif.
Pour tout homomorphisme de Z,)-algébres commutatives ¢: A — B, le diagramme

(1.3.1.6) W (A/pA) — W, (B/pB)

o] Jo.

AfprA—— = B/pB
ou les fleches horizontales sont les morphismes induits par ¢, est commutatif.

1.3.2. Soient A une Z)-algébre, Ale séparé complété p-adique de A. On désigne par A” la
limite projective du systéme projectif (A/pA)yn dont les morphismes de transition sont les itérés
de endomorphisme de Frobenius de A/pA.

(1.3.2.1) A’ = lim A/pA.

x:p
C’est un anneau parfait de caractéristique p. Pour tout entier n > 1, la projection canonique
A® — A/pA sur la (n + 1)-iéme composante du systéme projectif (A/pA)y (i.e., la composante
d’indice n) induit un homomorphisme

(1.3.2.2) Un: W(A") = W, (A/pA).
Comme v, = FoR oy, 1, on obtient par passage & la limite projective un homomorphisme
(1.3.2.3) v: W(A%) — lim W, (A/pA),

n>0

ou les morphismes de transition de la limite projective sont les morphismes FR. On vérifie aussitot
qu’il est bijectif. Compte tenu de ([1.3.1.5)), les homomorphismes 6,, induisent par passage a la limite
projective un homomorphisme

(1.3.2.4) 9: W(A") — A.
On retrouve ’homomorphisme défini par Fontaine ([12] 2.2). On pose

(1.3.2.5) dy(A) = W(A”)/ ker(6)?,
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et on note encore 6: %(A) — A homomorphisme induit par 6 (cf. [13] 1.2.2).
Pour tout homomorphisme de Z,)-algébres commutatives ¢: A — B, le diagramme

(1.3.2.6) W(AY) — W(B”)

al la

A—B

ou les fléches horizontales sont les morphismes induits par ¢, est commutatif (1.3.1.6]). La corres-
pondance A — a#(A) est donc fonctorielle.

Remarque 1.3.3. Soit k£ un corps parfait. La projection canonique VV(k)b — k sur la premiére

composante (i.e., d’indice 0) est un isomorphisme. Elle induit donc un isomorphisme W(W (k)”) =
W (k), gs’identifie alors & I’endomorphisme de Frobenius de W(k).

Proposition 1.3.4 ([2] 11.9.5; [44] A.1.1 et A.2.2). Soit A une Z,)-algebre vérifiant les conditions
suivantes :

(i) A est Z)-plat.

(ii) A est intégralement clos dans A[%},

(iii) L’endomorphisme de Frobenius absolu de A/pA est surjectif.

(iv) Il existe une suite (pp)n>0 d’éléments de A tels que po = p et pl, | = py pour tout n > 0.
On désigne par w 1’élément de A® induit par la suite (Pn)n>0 €t on pose

(1.3.4.1) §=[w] —peW(A),

ou [ ] est le représentant multiplicatif. Alors la suite

(1.3.4.2) 0 — WA S w540
est exacte.

1.3.5. Soient A une Z,)-algébre, X = Spec(A), .#x une structure logarithmique sur X (|2]
11.5.9), M un monoide, u: M — I'(X, #x) un homomorphisme. Considérons le systéme projectif
de monoides multiplicatifs (A)nen, ol les morphismes de transition sont tous égaux a ’élévation
a la puissance p-iéme. On désigne par Q) le produit fibré du diagramme d’homomorphismes de
monoides

(1.3.5.1) M
m A4

ou la fleche horizontale est la projection sur la premiére composante (i.e., d’indice 0) et la fleche
verticale est le composé de u et de ’homomorphisme canonique I'(X, .#x) — A, et par ¢ ’homo-
morphisme composé

(1.3.5.2) Q— lim A— A 1L wa),
—

z—azP
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ou la premiére et la deuxiéme fleches sont les homomorphismes canoniques ([1.3.2.1)) et [ ] est le
représentant multiplicatif. Il résulte aussitot des définitions que le diagramme

(1.3.5.3) Q——M

|

W) =4

ot les fleches non libellées sont les morphismes canoniques, est commutatif.
On pose X = Spec(A) que 'on munit de la structure logarithmique .#¢ image inverse de .Zx .
On munit Spec(W(4%)) de la structure logarithmique 2 associée & la structure pré-logarithmique

définie par ¢ (1.3.5.2)). D’aprés (|1.3.5.3)), 6 induit un morphisme
(1.3.5.4) (X, M 5) — (Spec(W(A%)), 2).

Proposition 1.3.6 (|2] 11.9.7). Conservons les hypothéses de notons, de plus, X° ['ouvert
mazximal de X ot la structure logarithmique M x est triviale et supposons les conditions suivantes
remplies :

(a) A est intégre et normal.

(b) X° est un Q-schéma non-vide et simplement connexe.

(c) M est integre et il existe un monoide fin et saturé M' et un homomorphisme v: M’ — M

tels que I’homomorphisme induit M’ — M/M* soit un isomorphisme.

Alors :

(i) Le monoide Q est intégre et le groupe M'8P est libre.

(ii) On peut compléter le diagramme (1.3.5.1)) en un diagramme commutatif

(1.3.6.1) M — =M

lim A
A
Notons B: M' — @Q I’homomorphisme induit.
(iii) La structure logarithmique 2 sur Spec(W(A®)) est associée a la structure pré-logarithmi-
que définie par ’homomorphisme composé

(1.3.6.2) M5 QS wa).

En particulier, le schéma logarithmique (Spec(W(A®)), 2) est fin et saturé.
(iv) Si de plus, ’homomorphisme composé uwov: M' — T'(X, #x) est une carte pour X, alors

le morphisme (1.3.5.4)) est strict.

1.4. Faisceaux de a-modules

1.4.1. Dans cette section, A désigne un sous-groupe ordonné et dense de R, A" I’ensemble
des éléments strictement positifs de A, et R un anneau muni d’une suite d’idéaux principaux m,,
indexée par AT. Pour tout € € AT, on choisit un générateur 7° € R de m.. On suppose, de plus,
que pour tout € € AT, 7 n’est pas un diviseur de zéro dans R et que pour tous £, € AT,
ot = Ue,s met9 ou Ue,s est une unité de R. On pose m = U cp+m.. Ces hypothéses sont celles
fixées dans ([11] page 186 et [2] V Notations). On notera que m est R-plat et que m? = m.
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1.4.2. Solent & une catégorie abélienne qui est une U-catégorie ([4 I1.1), End(idey)
Panneau des endomorphismes du foncteur identique de <7, p: R — End(idy) un homomorphisme.
Pour tout objet M de < et tout v € R, on note (M) endomorphisme de M défini par ¢(7). On
observera que pour tout morphisme f: M — N de &/, on a py(N)o f = fopu,(M). En particulier,
pour tous objets M et N de &, Hom(M, N) est naturellement muni d’une structure de R-module.

Suivant (J1I] page 187), on dit qu’un objet M de & est a-nul (ou presque-nul) s’il est annulé
par tout élément de m, i.e., si p, (M) = 0 pour tout v € m. On vérifie aussitét que pour toute
suite exacte 0 - M' — M — M" — 0 de &/, pour que M soit a-nul, il faut et il suffit que M’ et
M" soient a-nuls. On appelle catégorie des a-objets (ou presque-objets) de o7 et 'on note a-o7 le
quotient de la catégorie o par la sous-catégorie épaisse formée des objets a-nuls ([16] III § 1). On
note

(1.4.2.1) ar A = o, Mw— a(M)

le foncteur canonique ; on notera aussi M* au lieu de (M) lorsqu’il n’y a aucun risque de confusion.
La catégorie a-/ est abélienne et le foncteur « est exact (J16] III § 1 prop. 1). Si f: M — N est
un morphisme de &7, pour que a(f) soit nul (resp. un monomorphisme, resp. un épimorphisme), il
faut et il suffit que im(f) (resp. ker(f), resp. coker(f)) soit e-nul ([16] III § 1 lem. 2). On dit que f
est a-injectif (resp. a-surjectif, resp. un a-isomorphisme) si a(f) est injectif (resp. surjectif, resp.
un isomorphisme), autrement dit si son noyau (resp. son conoyau, resp. son noyau et son conoyau)
sont a-nuls.

La famille des a-isomorphismes de & permet un calcul de fractions bilatére ([28] I 1.4.2).
La catégorie a-o/ s’identifie & la catégorie localisée de &/ par rapport aux a-isomorphismes et «
est le foncteur canonique (de localisation). On laissera le soin au lecteur de vérifier ces propriétés,
valables d’ailleurs pour tout quotient d’une catégorie abélienne par une sous-catégorie épaisse ([17]
I2.5(d)).

Lemme 1.4.3. Les hypothéses étant celles de (1.4.2)), soient, de plus, f: M — N un morphisme de
o, v € R tels que le noyau et le conoyau de f soient annulés par . Alors, il existe un morphisme
g: N = M de o tel que go f = p2(M) et fog=pp(N).

En effet, comme g (coker(f)) = 0, le morphisme p(N): N — N se factorise uniquement &
travers un morphisme ¢.: N — im(f). Comme 1 (ker(f)) = 0, le morphisme p(M): M — M se
factorise uniquement & travers un morphisme 1., : im(f) — M. Il est clair que g = ¢, 0py: N = M
répond a la question.

1.4.4. Soit o/ une catégorie abélienne tensorielle qui est une U-catégorie, autrement dit, <7
est une catégorie abélienne munie d’un foncteur bi-additif ®: & x &/ — & et d’un objet unité
A, vérifiant certaines conditions ([9] 1.15), et soit ¢: R — End(A) un homomorphisme. On a un
homomorphisme canonique End(A) — End(idg) (cf. [40] I 1.3.3.3 et 2.3.3). On peut donc définir
la catégorie quotient a-&7 suivant Il résulte aussitot de que pour tout a-isomorphisme
f: M — M de o et tout N € Ob(&), f®idy: M ® N - M’ ® N est un a-isomorphisme. Par
suite, le produit tensoriel induit un foncteur

(1.4.4.1) a-d X - — a-o, (M,N)— M ®N,

qui fait de a-&7 une catégorie abélienne tensorielle, dont A“ est un objet unité.

Le foncteur « induit un homomorphisme End(A) — End(A%). Par suite, pour tous objets M
et N de a-o7, Hom, (M, N) est canoniquement muni d’une structure de End(A4)-module. On
voit aussitot que pour tout P € Ob(%), Papplication

(1.4.4.2) Hom,_os(M,N) = Hom,_ (M ® P,N ® P)
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définie par fonctorialité est End(A)-linéaire ([40] I 2.2.6).

1.4.5. Pour toute R-algébre A (appartenant a U), on désigne par Mod(A) la catégorie abé-
lienne tensorielle des A-modules qui se trouvent dans U. Prenant pour ¢: R — A = End(A)
I’homomorphisme structural, on appelle catégorie des a-A-modules et 'on note a-Mod(A) le quo-
tient de la catégorie abélienne Mod(A) par la sous-catégorie épaisse des A-modules a-nuls. Nous
utiliserons les conventions de notation de [I.4.2] et [[.4.4] On observera en particulier que pour tous
a-A-modules M et N, Hom,-noda(a)(M, N ) est naturellement muni d’une structure de A-module.

Pour tout homomorphisme de R-algébres A — B, le foncteur d’oubli Mod(B) — Mod(A)
induit un foncteur exact

(1.4.5.1) a-Mod(B) — a-Mod(A).

Lemme 1.4.6. Pour qu’un morphisme de R-modules M — N soit un a-isomorphisme, il faut et
il suffit que le morphisme induit m ®p M — m ®g N soit un isomorphisme.

En effet, la condition est suffisante puisque le morphisme canonique m ® g M — M est un
a-isomorphisme ((1.4.3)), et elle est nécessaire car m est R-plat et pour tout R-module a-nul P,
m®gr P =0.

1.4.7. Soit A une R-algébre. D’apreés la catégorie des a-isomorphismes de Mod(A) de
but un A-module M donné admet un objet initial & savoir le morphisme canonique m®gz M — M.
Par suite, pour tous A-modules M et N, on a un isomorphisme canonique

(1.4.7.1) I‘IOHIOL_I\/[,:,C](A)(]WO‘7 Na) = HomMod(A) (m ®pr M, N)

On voit aussitot que cet isomorphisme est A-linéaire.
On désigne par o, le foncteur

(1.4.7.2) o.: a-Mod(A) — Mod(A), P+ Hom, noaca) (A%, P),

et par oy le foncteur

(1.4.7.3) o1: a-Mod(A4) — Mod(4), P~ m®pgo.(P).

D’aprés , pour tout A-module M, on a un isomorphisme canonique fonctoriel
(1.4.7.4) o (M*) = Homp(m, M).

On en déduit que pour tout homomorphisme de R-algébres A — B, les diagrammes

(1.4.7.5) a-Mod(B) == Mod(B) a-Mod(B) ——> Mod(B)

l L l

a-Mod(A) —~—>Mod(4) a-Mod(A) —— Mod(A)

ou les fléches verticales sont les foncteurs d’oubli (1.4.5.1)), sont commutatifs & isomorphismes
canoniques pres; ce qui justifie 'abus d’omettre A dans les notations o, et o;.

Proposition 1.4.8. Soit A une R-algébre.
(i) Le foncteur o, est un adjoint & droite du foncteur de localisation « .
(ii) Le morphisme d’adjonction o o, — id est un isomorphisme, i.e., le foncteur o, est
pleinement fidéle.
(iii) Le morphisme d’adjonction id — o, o o induit un isomorphisme o ~ a0 7, o cv.
(iv) Le foncteur oy (1.4.7.3) est un adjoint ¢ gauche du foncteur de localisation «.
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(v) Le morphisme d’adjonction id — « o oy est un isomorphisme, i.e., le foncteur o\ est plei-
nement fidéle.

Soient M, N deux A-modules, P un a-A-module.
(i) On a des isomorphismes canoniques fonctoriels
(1.4.8.1) Homg nod(a) (M, N%) 5 Homa(m®gr M, N)
= Homa(M,Hompg(m, N))
5 Homa(M,o.(N%)).

L’assertion s’ensuit compte tenu de ([I7] I 1.2).
(ii) Le morphisme d’adjonction a(o,(M®*)) — M correspond par (1.4.7.1)) et (1.4.7.4) au
morphisme canonique

(1.4.8.2) m®p Homp(m, M) — M,

qui est un a-isomorphisme car les morphismes canoniques m @ g M — M et M — Hompg(m, M)
sont des a-isomorphismes .

(iii) Le morphisme d’adjonction M — o.(a(M)) s’identifie par au morphisme cano-
nique M — Homp(m, M) qui est un a-isomorphisme.

(iv) D’apres (ii), on a des isomorphismes canoniques fonctoriels

(1.4.8.3) Hom, mod(a)(P,a(M)) = Homu(a(o.(P)),a(M))
5 Homa(m ®p o.(P), M)
Z) HOInA(J!(P),M).

(v) Le morphisme d’adjonction M* — «a(oy(M®)) correspond par (1.4.7.1) et (1.4.7.4) au
morphisme canonique

(1.4.8.4) m®r M — m®g Hompg(m, M),

qui est un isomorphisme (|1.4.6)).

Corollaire 1.4.9. Soit A une R-algébre.
(i) Le foncteur de localisation o (1.4.2.1) commute auz limites inductives (resp. projectives)
représentables et le foncteur o, (resp. o ) commute aux limites projectives
(resp. inductives) représentables.
(ii) Les foncteurs o et oy sont exacts, et le foncteur o, est exact & gauche.
(iil) Pour toute catégorie U-petite I et tout foncteur ¢: I — a-Mod(A), les limites projective
et inductive de ¢ sont représentables et les morphismes canoniques

(1.4.9.1) lim ¢ — a(lim o, o v)
T T
(1.4.9.2) a(lim oy 0¢) — lim ¢
T T

sont des isomorphismes.

(i) Cela résulte de [L.4.8]i)-(iv) et ([4] I 2.11).

(ii) En effet, il résulte de (i) que « est exact, o, est exact a gauche et o) est exact a droite.
Comme m est R-plat, o) est aussi exact a gauche .

(iii) Cela résulte de (i), [[.4.8[ii)-(v) et du fait que les U-limites inductives et projectives sont
représentables dans la catégorie Mod(A).
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Corollaire 1.4.10. Pour toute R-algébre A, la catégorie abélienne a-Mod(A) est une U-catégorie
vérifiant la propriété (AB 5) de ([18] § 1.5) et admettant un générateur, & savoir A*.

En effet, comme a admet un adjoint & droite, & savoir o, , la sous-catégorie épaisse
de Mod(A) formée des A-modules a-nuls est localisante dans le sens de ([16] p. 372). Par suite,
d’aprés (loc. cit., III § 2 lem. 4 et § 4 prop. 9), la catégorie a-Mod(A) est une U-catégorie avec
générateur, a savoir A%, et limites inductives exactes ; d’ou la proposition compte tenu de (loc. cit.,
1§ 6 prop. 6).

1.4.11. Soit A une R-algébre. On appelle a-A-algébre (ou A®-algébre) un monoide unitaire
commutatif de a-Mod(A4). On désigne par Alg(A) la catégorie des A-algébres qui se trouvent
dans U et par a-Alg(A) la catégorie des a-A-algébres. Le foncteur de localisation « étant
monoidal, il induit un foncteur que I’on note encore

(1.4.11.1) a: Alg(A) = a-Alg(A).
Compte tenu de I'isomorphisme canonique A% 5 A® ® 40 A%, le foncteur o, (1.4.7.2)) induit

un foncteur que I’on note encore
(1.4.11.2) 0. a-Alg(A) — Alg(A), P+ Homg moaa)(A”, P).

Pour toute A-algébre B, I'isomorphisme m = m ® m induit sur Hompg(m, B) une structure
canonique de A-algébre. On a un isomorphisme canonique fonctoriel de A-algébres

(1.4.11.3) 0.(B*) = Hompg(m, B).
Proposition 1.4.12. Soit A une R-algébre.

(i) Le foncteur o, est un adjoint a droite du foncteur de localisation « ,

(ii) Le morphisme d’adjonction o o o, — id est un isomorphisme, i.e., le foncteur o, est
pleinement fidéle.

(iii) Le morphisme d’adjonction id — o, o a induit un isomorphisme o = oo 7, o a.

Soient B, C' deux A-algébres, u: B* — C® un morphisme de a-Mod(A), v: m®r B — C
et w: B — Hompg(m, C) les morphismes A-linéaires associés (L.4.7.1). On vérifie aussitot que les
conditions suivantes sont équivalentes :

(a) u est un morphisme de A%*-algébres.

(b) Le diagramme

(1.4.12.1) (m®p B) ®4 (m®p B) —> C @,y C —< s
TU
m®R
(m®rm)@p (B®a B) S m®p B

ol fim, up et pc désignent les morphismes de multiplication de m, B et C, respectivement,
est commutatif.
(¢) w est un morphisme de A-algébres.
On en déduit des isomorphismes canoniques fonctoriels

Homa-Alg(A) (Baa Ca) 1> HomAlg(A) <37 HomR(m7 C))
(1.4.12.2) :> HOInAlg(A)(B7U*(Ca)).

La proposition (i) s’ensuit compte tenu de (JI7] I 1.2). On notera que les morphismes d’adjonction
aoo, — id et id — 0, o a s’identifient aux morphismes d’adjonction pour les A-modules (1.4.8]).
Les propositions (ii) et (iii) résultent alors de [1.4.8|(ii)-(iii).
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1.4.13. Dans ce numéro, si D est une R-algebre, nous affecterons d’un indice D les foncteurs

a (1.4.2.1)) et o, (1.4.7.2) pour les D-modules ainsi que leurs variantes (1.4.11.1)) et (1.4.11.2) pour
les D-algébres.

Soit A une R-algébre. On pose B = agr(A) (1.4.11.1)) et on désigne par Mod(B) la catégorie
des B-modules unitaires de a-Mod(R). Le foncteur agr étant monoidal, il induit un foncteur

(1.4.13.1) 3: Mod(A) — Mod(B).

Celui-ci transforme clairement les a-isomorphismes en des isomorphismes. Il induit donc un fonc-
teur

(1.4.13.2) b: a-Mod(A) — Mod(B).

On pose A’ = op.(B) (1.4.11.2). D’apres [1.4.12] on a un homomorphisme canonique de R-
algébres \: A — A’, qui induit un isomorphisme ar(A4) = ar(A4’) (1.4.11.1). Pour tous R°-
modules P et @), on a morphisme R-linéaire

(1.4.13.3) Homa_Mod(R) (Ra, P) QR Homa-Mod(R) (Ra, Q) — Homa—Mod(R) (Ra, P QR Q),

défini par fonctorialité et composition (|1.4.4.2)). Par suite, le foncteur og, (1.4.7.2) induit un
foncteur

(1.4.13.4) 7.: Mod(B) — Mod(A4").
Composant avec le foncteur induit par A, on obtient un foncteur
(1.4.13.5) T«: Mod(B) — Mod(A)

Soient M et N deux A-modules, u: S(M) — S(N) un morphisme de a-Mod(R), v: mRgM —
N et w: M — Homp(m, N) les morphismes R-linéaires associés a u ((1.4.7.1]). On vérifie aussitot que
u est B-linéaire si et seulement si v (ou ce qui revient au méme w) est A-linéaire. L’isomorphisme

(1.4.7.1) induit donc un isomorphisme canonique
(1.4.13.6) Homwod(s) (B(M), B(N)) = Homnrod(ay(m ®@p M, N).

Calquant alors la preuve de on en déduit que 7, est un adjoint & droite de §; le morphisme
d’adjonction o7, — id est un isomorphisme ; et le morphisme d’adjonction id — 7, o 8 induit un
isomorphisme 3 = B o7, o 3.

On pose

(1.4.13.7) t = a4 07: Mod(B) » a-Mod(A).
L’isomorphisme 3 o 7, = id induit un isomorphisme
(1.4.13.8) bot S id

Par ailleurs, le morphisme d’adjonction id — 7, o 8 induit un isomorphisme a4 = a4 o 7, o 5.
Compte tenu de ([I7] I 1.2), on en déduit un isomorphisme

(1.4.13.9) id S tob.

On vérifie aussitot que les isomorphismes (|1.4.13.8)) et (1.4.13.9) font de ¢ un adjoint & droite de b.
Par suite, b et ¢ sont des équivalences de catégories. On a des isomorphismes canoniques

(1.4.13.10) B boas et as Htof,

compatibles aux isomorphismes (1.4.13.8) et (1.4.13.9). On en déduit aussitét un isomorphisme

(1.4.13.11) oA~ T4 0b.
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1.4.14. Soit V un univers tel que U C V. On affectera d’un indice U ou V les catégories
et foncteurs dépendants de I'univers. Soit A une R-algébre appartenant & U. On a un foncteur
pleinement fidéle canonique

(1.4.14.1) Mody(4) — Mody(A).
Celui-ci induit un foncteur

(1.4.14.2) a-Mody(4) — a-Mody(A)
qui s’insére dans un diagramme commutatif

(1.4.14.3) Mody(4A) —— Mody(A)

a-Mody(A4) —— a-Mody(A4)

Le foncteur (1.4.14.2)) est pleinement fidéle. En effet, comme le foncteur (|1.4.14.1)) est pleinement
fidele, il suffit de montrer que pour tout objet M de Mody(A), notant a-Iy(M) (resp. a-Iy(M))

la catégorie des a-isomorphismes de Mody(A4) (resp. Mody(A)) de but M, le foncteur d’inclusion
dum: o Ij(M) — o-I5(M) est cofinal. Soit f: N — M un objet de a-Iy(M). D’apres [1.4.3
pour tout ¢ € AT, il existe un morphisme A-linéaire g.: M — N tel que f o g. = 7idys et
g o f = 7€idy. Comme l'ensemble AT est U-petit, U,cp+im(ge) est représentable par un sous-
objet N’ de N appartenant & Mody(A4). Comme 'injection canonique g: N’ — N est clairement
un o-isomorphisme, fog: N’ — M est un objet de a-Iy(M), d’ou assertion recherchée en vertu
de (J4] T 8.1.3(c)).

1.4.15. Dans la suite de cette section, € désigne une U-catégorie (1.1.3) ([4] I 1.1) et Z la
catégorie des préfaisceaux de U-ensembles sur ¢ ([4] I 1.2). On note Rz le préfaisceau d’anneaux
constant sur ¢ de valeur R. On désigne par Mod(R ) la catégorie abélienne tensorielle des U-
préfaisceaux de R-modules sur ¢, que I'on identifie a la catégorie des (R )-modules de ¢ (4] 1
3.2). Prenant pour ¢: R — End(R;) = R I'homomorphisme identique, on appelle catégorie des
a-(Rz)-modules et 'on note a-Mod(R) le quotient de la catégorie abélienne Mod(R.) par la
sous-catégorie épaisse des (R.z)-modules a-nuls. Nous utiliserons les conventions de notation de

42 et [L44

Définition 1.4.16. On appelle catégorie des préfaisceaur de a-R-modules sur € et 'on note -
la catégorie des préfaisceaux sur € a valeurs dans la catégorie a-Mod(R), i.e., la catégorie des
foncteurs de €° a valeurs dans a-Mod(R) ([4] II 6.0).

On note R% le préfaisceau constant sur ¥ de valeur R®. Pour deux préfaisceaux de a-R-
modules M et N, on définit le produit tensoriel M ® R N par la formule suivante : pour tout

X € Ob(%),
(1.4.16.1) (M®R% N)(X)=M(X)®ge N(X),
ou le terme de droite désigne le produit tensoriel dans la catégorie a-Mod(R) (1.4.4.1]). Munie de

ce produit, a-% est une catégorie abélienne tensorielle, ayant R% pour objet unité.

Proposition 1.4.17. Les U-limites inductives et projectives dans a-% sont représentables. Pour
tout X € Ob(%), le foncteur

(1.4.17.1) a-€ — a-Mod(R), M ~ M(X)
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commute aux limites inductives et projectives.
Cela résulte immédiatement de [1.4.9

Corollaire 1.4.18. La catégorie a-% est une catégorie abélienne vérifiant Uaziome (AB 5) de ([18]

§ 1.5).

C’est une conséquence de et

1.4.19. Le foncteur a: Mod(R) — a-Mod(R) définit un foncteur exact et monoidal
(1.4.19.1) a: Mod(R) — a-%.

Celui-ci transforme les modules a-nuls en dans le préfaisceau de a-R-modules nul. Il induit donc
un foncteur exact et monoidal

(1.4.19.2) u: a-Mod(R.;) — a-% .

Les foncteurs o (1.4.7.2) et oy (1.4.7.3) (pour les R-modules) induisent des foncteurs que 'on
note respectivement

(1.4.19.3) G.:a-¢ — Mod(R,),
(1.4.19.4) G:a-¢ — Mod(Ry).

D’aprés[1.4.8] 7, (resp. 61) est un adjoint & droite (resp. & gauche) de @; les morphismes d’adjonc-
tion @ o 7, — id et id — @ o 7, sont des isomorphismes ; et le morphisme d’adjonction id — 7, o &
induit un isomorphisme & = @0 7, o Q.

On note v le foncteur composé

(1.4.19.5) V=000, -F — a-Mod(R.),

ou « désigne le foncteur de localisation pour les R-modules de €. L’isomorphisme & o 7, — id
induit un isomorphisme

(1.4.19.6) uwov 3 id.

D’aprés [1.4.8(iii), le morphisme d’adjonction id — &, o & induit un isomorphisme o = v o u o .
Compte tenu de ([I7] I 1.2), on en déduit un isomorphisme

(1.4.19.7) id = vou.

On vérifie aussitot que les isomorphismes (1.4.19.6]) et (1.4.19.7) font de v un adjoint & droite de
u. Par suite, u et v sont des équivalences de catégories abéliennes tensorielles, quasi-inverses I'une
de I'autre. On a des isomorphismes canoniques

(1.4.19.8) aSuoa et a3voa,

compatibles aux isomorphismes (1.4.19.6) et ((1.4.19.7)). On en déduit aussitot que le foncteur

(1.4.19.9) o« ou: a-Mod(R;) — Mod(R.)

est un adjoint & droite du foncteur de localisation a, et que le foncteur
(1.4.19.10) oyou: a-Mod(Rz) — Mod(R.)

est un adjoint & gauche de a.
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~

1.4.20. La donnée d'un monoide commutatif unitaire de Mod(Rz) (resp. a-%’) est équi-
valente & la donnée d’un préfaisceau sur € a valeurs dans la catégorie Alg(R) (resp. a-Alg(R))

(1.4.11). On note Alg(R) (resp. Alg(a-%?)) la catégorie des monoides commutatifs unitaires de

Mod(R) (resp. oz—‘g). Le foncteur & (1.4.19.1)) étant monoidal, il induit un foncteur que 1’on note
encore

(1.4.20.1) a: Alg(Ry) — Alg(a-%).
Par ailleurs, compte tenu de(1.4.11} le foncteur 7, ([1.4.19.3)) induit un foncteur que I’on note encore

~

(1.4.20.2) 0. Alg(a-%) — Alg(R).
D’aprés [1.4.12] 7, est un adjoint & droite de @; le morphisme d’adjonction @ o 7, — id est un

isomorphisme ; et le morphisme d’adjonction id — 7, o @ induit un isomorphisme a — @ o 7, o Q.

1.4.21. Lorsque la catégorie € est U-petite, % est une U-catégorie. Mais lorsque € est une
U-catégorie, 6y n’est pas en général une U-catégorie ([4] I 1.2). Soit V un univers tel que € € V
et U C V. On affectera d’un indice U ou V les catégories et foncteurs dépendants de I'univers. Le
foncteur pleinement fidéle canonique Mody(R) — Mody(R) induit un foncteur pleinement fidéle

(1.4.21.1) Mod(R) — Mod(R.).

De méme, le foncteur pleinement fidéle canonique a-Mody(R) — a-Mody(R) (1.4.14.2)) induit
un foncteur pleinement fidéle

(1.4.21.2) -Gy — a-Fy.

Tout (R )-module M définit un foncteur

(1.4.21.3) M: (€y)° = Mody(R), X + M(X) = Hom (X, M).

61
Pour tout objet P de a—‘f{u, on consideére le foncteur
(1.4.21.4) P: (CKAU)O — a-Mody(R), X — «a(0.(P)(X)),
o 5, est le foncteur (1.4.19.3). On obtient ainsi un foncteur
(1.4.21.5) a-¢ — Hom((%y)°, a-Mody(R)), P+ P.

D’aprés (ii), on a un isomorphisme canonique fonctoriel ﬁ|‘€° 5 P. 1l est alors commode et
sans risque d’ambiguité de noter P encore P.

Drapreés ([4] I 3.5), pour tout (R )-module M et tout X € Ob(%%), on a un isomorphisme
canonique et fonctoriel en M,

(1.4.21.6) M(X)= lim  M(®Y).

«—
(Yw)e(€,x)°
Par suite, en vertu de [1.4.9(i), pour tout objet P de a-%y et tout X € Ob(‘gAU), on a un isomor-

phisme canonique fonctoriel en P,

(1.4.21.7) P(X)3  lim  P(Y).

-
(VW) E(, x)°
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1.4.22. Dans la suite de cette section, on se donne une topologie sur € qui en fait un U-site,
i.e., tel que € admette une U-petite famille topologiquement génératrice ([4] IT 3.0.2). On désigne
par % le topos des faisceaux de U-ensembles sur €. On note R le faisceau d’anneaux constant de
valeur R sur ¢ et m le faisceau d’idéaux constant de valeur m sur €, i.e., les faisceaux associés
au préfaisceaux constants sur ¢ de valeurs R et m, respectivement ([4] II 6.4).

Soit A une (Rj)-algebre de %, i.e., un U-faiscean de R-algebres sur ¢ (4] 11 6.3.1). On
désigne par Mod(A) la catégorie abélienne tensorielle des A-modules de %. Prenant pour ¢: R —
F(%?, A) = End(A) 'homomorphisme canonique, on appelle catégorie des a-A-modules et on
note a-Mod(A) le quotient de la catégorie abélienne Mod(A) par la sous-catégorie épaisse des
A-modules a-nuls. Nous utiliserons les conventions de notation de et [LZ4l On observera en
particulier que pour tous A-modules M et N, Hom, nioa(a)(M, N) est naturellement muni d’une

structure de T'(%, A)-module.

Lemme 1.4.23. Soit A une (R.)-algebre de %.
(i) Pour tout A-module M, les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) M est a-nul en tant qu’objet de Mod(A) ;
(b) M est a-nul en tant qu’objet de Mod(R;) ;
(c) M est a-nul en tant qu’objet de Mod(R.5) ;
(d) pour tout U € Ob(¥), mM((U) =0;
(e) m%;M =0.
(ii) Pour tout (R.)-module a-nul P de %, le (R.z)-module associ¢ P* de % est a-nul.
(iii) Pour tout morphisme de A-modules f: M — N, les conditions suivantes sont équiva-
lentes :
(1) f est un a-isomorphisme en tant que morphisme de Mod(A) ;
(2) f est un a-isomorphisme en tant que morphisme de Mod(R;) ;
(3) f est un a-isomorphisme en tant que morphisme de Mod(R.) ;
(4) le morphisme mz®p_ M — m;®p_ N induit par f est un isomorphisme.

(iv) Pour tous A-modules M et N, on a un isomorphisme T'(€, A)-linéaire canonique
(1.4.23.1) Homa_Mod(A)(Ma, N) = Hompgoq(a) (m%: QR M,N).

(i) En effet, les conditions (a), (b), (c) et (d) sont clairement équivalentes. Comme m_M est
le faisceau associé au préfaisceau U — mM (U), (d) implique (e). Il est clair que (e) implique (a).

(ii) Cela résulte aussitot de (i)

(iii) Les conditions (1) et (2) sont équivalentes en vertu de (i). L’implication (2) = (3) résulte
de et 'implication (3) = (2) est une conséquence de (ii). L'implication (4) = (2) est une
conséquence du fait que le morphisme canonique m_ ® Rr;M — M est un a-isomorphisme ({1.4.3).
Par ailleurs, le (R.)-module m. est plat ([4] V 1.7.1) ot pour tout (R.)-module a-nul F', on a
mz®p . F'=0; d’ot 'implication (2) = (4).

(iv) Dapres (iii), le morphisme canonique m_® ryM — M est un obJet 1n1t1al de la catégorie
des a-isomorphismes de Mod(A) de but M ; d ol llsomorphlsme . On vérifie aussitot
qu'il est T'(%, A)-linéaire.

Définition 1.4.24. On dit qu'un préfaisceau de a-R-modules F sur & est séparé (resp. est un
faisceaw) si pour tout objet X de & et tout crible couvrant Z de X, le morphisme canonique

(1.4.24.1) F(X) — F(%)
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est un monomorphisme (resp. isomorphisme) (cf.|1.4.21)). On note a-% la sous-catégorie pleine de
a-% formée des faisceaux de a-R-modules.

D’aprés (1.4.21.7), pour qu'un préfaisceau de a-R-modules F' sur & soit séparé (resp. un
faisceau), il faut et il suffit que pour tout objet X de % et tout crible couvrant Z de X, le
morphisme canonique

(1.4.24.2) F(X)— lm F(Y)

P
(Y, u)e(€,4)°

soit un monomorphisme (resp. isomorphisme). Les faisceaux de a- R-modules sont donc les faisceaux
sur ¢ a valeurs dans la catégorie a-Mod(R) dans le sens de ([4] II 6.1).

Proposition 1.4.25. Soient F' un préfaisceau de a-R-modules sur €, X € Ob(%), Z un crible
de X. Pour que le morphisme canonique F(X) — F(Z) soit un monomorphisme (resp. isomor-
phisme), il faut et il suffit qu’il en soit de méme du morphisme canonique (1.4.19.3))

(1.4.25.1) 0.(F)(X) = 0.(F)(%#).
En effet, d’aprés i) et (1.4.21.7)), on a un isomorphisme canonique
(1.4.25.2) 0. (F(#)) = 6.(F)(%).

L’image du morphisme u: F(X) — F(%) par le foncteur o, s’identifie alors au morphisme
(1.4.25.1)). Si u est un monomorphisme (resp. isomorphisme), il en est de méme de o, (u) en vertu
de[1.4.9(i). Inversement, si o, (u) est un monomorphisme (resp. isomorphisme), il en est de méme

de u d’apreés [1.4.8(ii) et [1.4.9(i).

Corollaire 1.4.26. Pour qu’un préfaisceau de a-R-modules F' sur € soit séparé (resp. un faisceau,),
il faut et il suffit que le préfaisceau de R-modules o,(F) sur € (1.4.19.3) soit séparé (resp. un
faisceau,).

Proposition 1.4.27. Pour tout X € Ob(%¥), soit # (X) un ensemble de cribles de X . Supposons
que les K (X) soient stables par changement de base et qu’ils engendrent la topologie de €. Alors,
pour qu’un préfaisceau de a-R-modules F sur € soit séparé (resp. un faisceau), il faut et il suffit
que pour tout X € Ob(€) et tout Z € # (X), le morphisme canonique

(1.4.27.1) F(X)— F(%)
soit un monomorphisme (resp. isomorphisme).

Cela résulte [1.4.25 et ([4] II 2.3).

Corollaire 1.4.28. Si la topologie de € est définie par une prétopologie, pour qu’un préfaisceau
de a-R-modules F' sur € soit un faisceau, il faut et il suffit que pour tout objet X de € et tout
recouvrement (X; = X);er, la suite de a-R-modules

(1.4.28.1) 0= F(X) = [[F(x) = [] F(Xixx X)),
icl (4,5)€I?

ot la derniére fléche est la différence des morphismes induits par les projections de X; x x X; sur
les deux facteurs, soit exacte.

Cela résulte de (11.4.21.7) et ([4] I 2.12).
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1.4.29. Rappelons la définition du foncteur L sur la catégorie Mod(R.2) (|4] IT 3.0.5). Soient
V un univers tel que € € Vet U C V, G une U-petite famille topologiquement génératrice de €
([4] 11 3.0.1). Pour tout objet X de ¥, on désigne par J(X) '’ensemble des cribles couvrants de
X et par Jg(X) Pensemble des cribles couvrants de X engendrés par une famille (X; — X);er
telle que X; € G pour tout ¢ € I. L’ensemble J(X) est V-petit, et ordonné par 'inclusion, il est
cofiltrant. Pour tout U-préfaisceau de R-modules F' sur €,
(1.4.29.1) lim F(Z)

RET(X)O
est représentable par un R-module de V (.4.21)). D’apres ([4] 11 3.0.4), pour tout Z € Jo(X), F(Z)
est U-petit, et comme J;(X) est un U-petit ensemble cofinal dans J(X) (loc. cit.), il résulte de ([4]
I 2.3.3) que la limite inductive est représentable par un R-module U-petit. Choisissons
pour tout F et tout X un R-module appartenant & U qui représente cette limite inductive et posons
(1.4.29.2) LF(X)= lm F(#).
FeT(X)°

Pour tout morphisme f: Y — X de %, le foncteur de changement de base f*: J(X) — J(Y) définit
un morphisme LF(f): LF(X) — LF(Y) faisant de X — LF(X) un U-préfaisceau de R-modules
sur €. Pour tout X € Ob(%¥), le morphisme identique de X étant un objet de J(X), on a une
application canonique ¢(F)(X): F(X) — LF(X). On définit ainsi un morphisme ¢(F): F — LF
de Mod(R.). La correspondance F'+ LF est clairement fonctorielle en F et les £(F') définissent

un morphisme de foncteurs ¢: id — L.
Avec les notations de on désigne par .Z le foncteur composé

(1.4.29.3) L =doLod,: a-% — a-F.

Le morphisme ¢ et I'isomorphisme @ o &, = id induisent un morphisme de foncteur A: id — .Z.

D’apres (1) et compte tenu de la définition (1.4.21.4)), pour tout objet P de a-% et tout
X € Ob(%¥), on a un isomorphisme canonique fonctoriel
(1.4.29.4) ZP(X)5 lm  P(R).

.%eT(;()O
Le composé de cet isomorphisme et du morphisme A(P)(X): P(X) — ZP(X) n’est autre que le
morphisme induit par Uobjet idx de J(X).

Proposition 1.4.30. (i) Le foncteur £ est exact & gauche.
(ii) Le foncteur L transforme les a-isomorphismes en des a-isomorphismes.
(iii) Le diagramme

(1.4.30.1) Mod(R;) —-> Mod(R,)
l ~ < l ~
o€ a-F
est commutatif & un isomorphisme canonique pres
(1.4.30.2) aoL S Zoa,

induit par le morphisme d’adjonction id — G, o Q.

(iv) Pour tout préfaisceau de a-R-modules P, le préfaisceau L P est séparé.

(v) Pour qu’un préfaisceau de a-R-modules P soit séparé, il faut et il suffit que \(P): P — ¥ P
soit un monomorphisme. Le préfaisceau L P est alors un faisceau.
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(vi) Pour qu’un préfaisceau de a-R-modules P soit un faisceau, il faut et il suffit que A\(P): P —
ZLP soit un isomorphisme.

(i) En effet, les foncteurs @, L et 7. sont exacts a gauche en vertu de [1.4.9] |1.4.17 et ([4] II
3.2(Q)).

(11) En vertu de i), pour tout (R.z)-module F' et tout X € Ob(%), on a un isomorphisme
canonique

(1.4.30.3) GLF)(X)S lim  o(F(2)).

—
ZeJ(X)°

Compte tenu de ([1.4.21.6]), pour tout crible £ de X, on a un isomorphisme canonique

~

(1.4.30.4) aF@) S lim  a(F(Y)).

(Y, u)e(€,5)°

La proposition s’ensuit.

(iii) Cela résulte de (ii) et iii).

(iv) D’apres i), & transforme les préfaisceaux séparés de R-modules en des préfaisceaux
séparés de a-R-modules. La proposition résulte donc de ([4] IT 3.2(i)).

(v) Si P est un préfaisceau séparé de a-R-modules, A(P) est un monomorphisme en vertu de
(1.4.29.4) car une limite inductive filtrante de monomorphismes est un monomorphisme (1.4.18).
Inversement, si A(P) est un monomorphisme, P est un sous-préfaisceau d’un préfaisceau séparé
de a-R-modules; il est donc séparé. Dans ce cas, 7.(P) est un préfaisceau séparé de R-modules
d’apres [1.4.9(i) ; donc L o . (P) est un faisceau de R-modules en vertu de ([4] II 3.2(iii)) et par
suite .Z P est un faisceau de a-R-modules d’aprés [T.4.9]i).

(vi) En effet, la condition est nécessaire compte tenu de ((1.4.29.4) et elle est suffisante en vertu
de (v).

Proposition 1.4.31. Le foncteur d’inclusion ¢: a-€ — a-€ admet un adjoint & gauche
(1.4.31.1) a:a-C = ot

tel que le composé Lo@ soit canoniquement isomorphe au foncteur £ o % (1.4.29.3)). Pour tout pré-
faisceau de a-R-modules P, le morphisme d’adjonction P — 1oa(P) se déduit par l’isomorphisme
précédent du morphisme N(ZLP)o A(P): P — .%o .Z(P).

En effet, d’aprés [1.4.30} il existe un foncteur a: a-€ — a-€ tel que toa=20.2.0naun
morphisme de foncteurs
(1.4.31.2) id— o3,

défini pour tout préfaisceau de a-R-modules P, par le morphisme A(ZP)o A(P): P - ZL o
Z(P). Si P est un faisceau de a-R-modules, A(.ZP) o A(P) est un isomorphisme. On en déduit un
isomorphisme ¢ 0@ o ¢ =5 ¢ et par suite un isomorphisme

(1.4.31.3) 3013 id.

On vérifie aussitot que les morphismes (|1.4.31.2)) et (1.4.31.3) font de @ un adjoint a gauche de ¢;
d’oul la proposition.

Définition 1.4.32. Pour tout préfaisceau de a-R-modules F, on appelle a(F) le faisceau associé

a F (T43110).
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Proposition 1.4.33. (i) Le foncteur a (1.4.31.1) commute aux limites inductives et est exact.
(ii) Les U-limites inductives dans a-% sont représentables. Pour toute catégorie U-petite I et
tout foncteur ¢: I — =%, le morphisme canonique

(1.4.33.1) lim ¢ — a(lim ¢ o )
7 7
est un isomorphisme. B
(iil) Les U-limites projectives dans a-€ sont représentables. Pour tout objet X de €, le foncteur

F — F(X) commute aux limites projectives ; i.e., le foncteur d’inclusion v: a-€ — a-€ commute
aux limites projectives.

En effet, @ commute aux limites inductives et ¢ commute aux limites projectives d’aprés
Soit V un univers tel que € € V et U C V. Comme les limites projectives commutent aux limites
projectives, il résulte de[1.4.17| et (1.4.21.7) que pour tout X € Ob(%) et tout crible Z de X, le

foncteur (1.4.21.5)

(1.4.33.2) a-%y = a-Mody(R), F i+ F(%)

commute aux limites projectives. Les propositions (ii) et (iii) s’ensuivent compte tenu de [1.4.17
Comme toa ~ % 0. d’apres|l.4.31|et que .Z est exact a gauche en vertu de|1.4.30(1), @ est exact

a gauche et donc exact ; d’ou la proposition (i).

Proposition 1.4.34. La catégorie a-€ est une catégorie abélienne vérifiant laziome (AB 5) de

(18] § 1.5).

Il résulte de [1.4.18| et |1.4.33| que a-% est une catégorie additive ou les noyaux et les conoyaux
sont représentables. Plus précisément, soit w: F' — G un morphisme de a-%. D’aprés|1.4.33} on a
des isomorphismes canoniques

(1.4.34.1) tker(u)) = ker(u(u)),
(1.4.34.2) coker(u) = a(coker(c(u))).

On en déduit un isomorphisme canonique
(1.4.34.3) coim(u) = a(coim(t(u))).

Montrons que le morphisme canonique coim(u) — im(u) est un isomorphisme. D’aprés [1.4.33((iii),
il suffit de montrer que la suite

(1.4.34.4) 0 — t(coim(u)) = +(G) — t(coker(u))

est exacte. Compte tenu de (1.4.34.2)) et (1.4.34.3) et comme le morphisme d’adjonction id — &@o¢
est un isomorphisme, cette suite est isomorphe & I'image par le foncteur ¢ o @ de la suite

(1.4.34.5) 0 — coim(e(u)) — ¢(G) — coker(e(u)).

Or, cette suite est exacte et le foncteur ¢ o @ est exact & gauche d’aprés|1.4.33 Par suite, a-% est
une catégorie abélienne. Comme o-% est une catégorie abélienne vérifiant (AB 5) (1.4.18]), il en
est de méme de a-% en vertu de
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1.4.35. On identifie la catégorie Mod(R.») a la catégorie des U-faisceaux de R-modules sur

¢ (4] 11 6.3.1). D’aprés i), le foncteur & (1.4.19.1) transforme les faisceaux de R-modules en

des faisceaux de a-R-modules. I1 définit donc un foncteur
(1.4.35.1) a: Mod(R) — a-%,

qui s’insére dans un diagramme commutatif
(1.4.35.2) Mod(Rz) — > 4.4
Mod(Ry) — %> .

ol 7 est ¢ sont les foncteurs d’injection canoniques. D’aprés [1.4.23(iii), & transforme les a-isomor-
phismes en des isomorphismes. Il induit donc un foncteur

(1.4.35.3) pi: a-Mod(R ;) — a-%.

D’autre part, le foncteur 7, (1.4.19.3)) transforme les faisceaux de a-R-modules en des faisceaux
de R-modules d’apreés Il induit donc un foncteur

(1.4.35.4) 0 =% — Mod(R).
On note v le foncteur composé
(1.4.35.5) v=ao0d,: € — a-Mod(R.2),

ot « est le foncteur de localisation pour les (R 7)-modules . D’aprés le foncteur o,
est un adjoint & droite de & ; le morphisme d’adjonction @ o o, — id est un isomorphisme; et le
morphisme d’adjonction id — &, o & induit un isomorphisme & = & o . o &.

L’isomorphisme & o 7, — id induit un isomorphisme

(1.4.35.6) pov = id.

D’aprés [1.4.23((iii), le morphisme d’adjonction id — &, o & induit un isomorphisme a = v oy o a.
On en déduit un isomorphisme

(1.4.35.7) id = vopu.

On vérifie aussitot que les isomorphismes (1.4.35.6) et (1.4.35.7) font de v un adjoint & droite de p.
Par suite, p et v sont des équivalences de catégories, quasi-inverses I'une de I'autre. Ce sont donc
des foncteurs exacts ([16] I § 1 prop. 13). Il s’ensuit que le foncteur & est aussi exact.

Proposition 1.4.36. Le diagramme
(1.4.36.1) MOd(RCg) 2 MOd(Rg)
a-% a-%

ot a est le foncteur (1.4.31.1)) et a est le foncteur “faisceau de R-modules associé” ([4] 11 6.4), est
commutatif a isomorphisme canonique pres.
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En effet, notant i: Mod(R.z) — Mod(R) le foncteur d’injection canonique, on a un iso-

morphisme canonique i oa — Lo L (4] II 3.4 et 6.4). Par suite, en vertu de |1.4.30(iii), on a un
isomorphisme canonique

(1.4.36.2) doioa3iLo@oaq.
La proposition s’ensuit puisqu’on a @ oi = o a (1.4.35.1)).

Proposition 1.4.37. La catégorie abélienne a-€ admet une famille de générateurs, indexée par
un ensemble appartenant a U.

Cela résulte de|1.4.35] ([4] 11 6.7) et ([L6] III § 2 lem. 4).

1.4.38. Pour tout R*-module P, on appelle faisceau de a-R-modules constant de valeur P
sur € et 'on note P le faisceau associé au préfaisceau de a- R-modules constant de valeur P sur
% (1.4.16). D’apreés [1.4.36 pour tout R-module M, notant M. le faisceau constant de valeur M
sur %, on a un isomorphisme canonique
(1.4.38.1) Mg = a(Myg).

On munit a-% de la structure de catégorie abélienne tensorielle déduite de celle de a- Mod(R Z)

(1.4.4.1) via I'équivalence de catégories y (1.4.35.3) ; on note ® Re: le produit tensoriel dans a- €. Le
foncteur & est donc monoidal : pour tous R_modules M et N on a un isomorphisme canonique

(1.4.38.2) a(M ®gr_N) = M* ®Re. N&.

D’aprés (|1.4.38.1)), > est un objet unité de a-%.

Proposition 1.4.39. Pour tous préfaisceaux de a-R-modules M et N sur €, on a un isomor-
phisme canonique fonctoriel

(1.4.39.1) a(M) ®@ge aA(N) SaM ®prs N),
ou M ®R% N désigne le produit tensoriel dans o-% (1.4.16.1]).
Cela résulte aussitot de [1.4.36|et ([4] IV 12.10) puisque le foncteur w (1.4.19.2)) est une équi-

valence de catégories tensorielles.

1.4.40. Considérons les foncteurs adjoints (|1.4.31])

L

(1.4.40.1) - — -

D’aprés|1.4.39 pour tout objet A de a—‘g, on a un isomorphisme canonique
(1.4.40.2) a(L(A) ®Re 1(A) S A ®Re A.

On en déduit par adjonction que la donnée d’une structure de monoide commutatif unitaire de ot
sur A est équivalente a la donnée sur +(A) d’une structure de monoide commutatif unitaire de a-€.
Par suite, la donnée d’un monoide commutatif unitaire de a-% est équivalente a la donnée d’un
préfaisceau sur € a valeur dans a-Alg(R) dont le préfaisceau de a-R-modules sous-jacent
est un faisceau . On note Alg(a—’g) la catégorie des monoides commutatifs unitaires de
a-%6.
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De méme, la donnée d’'un monoide commutatif unitaire de Mod(R.) est équivalente & la

donnée d'une (R.>)-algébre de % (4] 1I 6.3.1 et IV 12.10). On note Alg(R;) la catégorie des
monoides commutatifs unitaires de Mod(R.3).
Le foncteur & (|1.4.35.1]) étant monoidal, il induit un foncteur que ’on note encore

(1.4.40.3) a: Alg(Rz) — Alg(a-%).
Compte tenu de[1.4.11] le foncteur o, (|1.4.35.4)) induit un foncteur que ’on note encore
(1.4.40.4) &.: Alg(a-7) — Alg(R).

D’aprés [1.4.12] o, est un adjoint & droite de & ; le morphisme d’adjonction & o 7, — id est un
isomorphisme ; et le morphisme d’adjonction id — &, o & induit un isomorphisme & = & 0 &, o @.

1.4.41. Dans ce numéro, si D est une (R ;)-algébre de 3 (resp. une R-algébre), nous affec-
terons d’un indice D le foncteur de localisation « (|1.4.2.1]) pour les D-modules.

Soit A une (R.;)-algébre de %. On pose B = a(A) ([.4.40.3) et on désigne par Mod(B) la

catégorie des B-modules unitaires de a-% . Tl résulte aussitot de(1.4.39 que la donnée d’une structure
de B-module unitaire sur un faisceau de a-R-modules M est équivalente a la donnée pour tout

X € Ob(¥) d’une structure de ar(A(X))-module unitaire sur M (X) dans le sens de [1.4.13] telles
que pour tout morphisme X — Y de %, le morphisme M(Y) — M(X) soir linéaire relativement
au morphisme de R*-algébres ag(A(Y)) = ar(A(X)).

Le foncteur o ((1.4.35.1) étant monoidal, il définit un foncteur
(1.4.41.1) 3: Mod(A) — Mod(B).
Celui-ci transforme les a-isomorphismes en des isomorphismes d’aprés [1.4.23[iii). Il induit donc un
foncteur (T.4.22)
(1.4.41.2) b: a-Mod(A) — Mod(B).
On pose A" = 7.(B) (1.4.40.4). D’aprés [1.4.40, on a un homomorphisme canonique de (R.>)-
algébres A\: A — A’, qui induit un isomorphisme a(A4) = a(A’). Compte tenu de|1.4.13} le foncteur

04 (1.4.35.4) induit un foncteur

(1.4.41.3) 7,: Mod(B) — Mod(A").
Composant avec le foncteur induit par A, on obtient un foncteur
(1.4.41.4) T«: Mod(B) — Mod(A).

On pose

(1.4.41.5) t =ayoT.: Mod(B) — a-Mod(A).

D’aprés|1.4.13|et |1.4.19} le foncteur 7, est un adjoint & droite de 5; le morphisme d’adjonction
Bo ?*~—> id est un isomorphisme ; et le morphisme d’adjonction id — 7, 0 8 induit un isomorphisme
B = BoT.op.

L’isomorphisme E o7, — id induit un isomorphisme
(1.4.41.6) bot = id.

D’aprés [1.4.23(iii), le morphisme d’adjonction id — 7, o E induit un isomorphisme vy — toboay.
On en déduit un isomorphisme

(1.4.41.7) id S tob.
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On vérifie aussitot que les isomorphismes (|1.4.41.6) et (1.4.41.7) font de ¢ un adjoint & droite de b.
Par suite, b et ¢t sont des équivalences de catégories, quasi-inverses I'une de 1’autre.

1.5. Conditions de a-finitude

1.5.1. Les hypothéses et notations de sont en vigueur dans cette section. On se donne,
de plus, un U-topos .7 annelé par une R-algébre A (4] IV 11.1.1). Nous considérons toujours
7 comme muni de sa topologie canonique ([4] II 2.5), qui en fait un U-site. Pour tout objet X de
T, le topos ) x sera annelé par I'anneau A[X .

1.5.2. Soit v € R. On dit qu'un morphisme de A-modules est un y-isomorphisme si son
noyau et son conoyau sont annulés par .

On appelle suite de A-modules un complexe de longueur finie de A-modules, & différentielle
de degré 1, le degré étant écrit en exposant. On dit qu’une suite de A-modules est y-ezacte si ses
groupes de cohomologie sont annulés par 7, et qu’elle est a-ezxacte si elle est y-exacte pour tout
v Em.

Définition 1.5.3. Soient F' un A-module, n un entier > 0, v € R.
(i) On dit que F est de n-présentation ~y-finie si la sous-catégorie pleine de 7 formée des
objets X tels qu’il existe une suite y-exacte ([1.5.2))

(1.5.3.1) E" s B 5. 5 B 5 FIX =0,

avec E' un (A|X)-module libre de type fini pour tout —n < i < 0, est un raffinement de
Pobjet final de 7. On dit que F est de type y-fini (resp. présentation ~y-finie) s'il est de
O-présentation ~-finie (resp. 1-présentation v-finie).

(ii) On dit que F' est de n-présentation a-finie s’il est de n-présentation v-finie pour tout
~v € m. On dit que F est de type a-fini (resp. présentation a-finie) s'il est de O-présentation
a-finie (resp. 1-présentation a-finie).

(iii) On dit que F est a-cohérent s'il est de type a-fini et si pour tout objet X de 7 et tout
(A|X)-morphisme u: F — F|X, ou F est un (A|X)-module libre de type fini, ker(u) est un
(A]X)-module de type a-fini.

Si 7y est une unité de R, la notion de n-présentation ~-finie correspond & la notion standard de
n-présentation finie introduite dans ([5] I 2.8). La notion de a-cohérence est modelée sur la notion
standard de cohérence ([5] I 3.1).

Remarque 1.5.4. (i) Supposons que .7 soit le topos ponctuel, annelé par un anneau standard
A. Pour qu'un A-module F soit de type a-fini (resp. présentation a-finie), il faut et il suffit que
pour tout v € m, il existe un 7-isomorphisme f: G — F avec G un A-module de type fini (resp.
de présentation finie) ((1.5.2]).

(ii) Nous donnerons dans un cas intéressant pour lequel on dispose d’une caractérisation
des modules de type a-fini (resp. présentation a-finie) similaire a celle pour le topos ponctuel (i).

Lemme 1.5.5. Soient 7,7 € R, E — F un y-isomorphisme de A-modules, n un entier > 0.

(i) Si E est de n-présentation '-finie, F' est de n-présentation 7' -finie.
(ii) Si F est de n-présentation +'-finie, E est de n-présentation v*v'-finie.

L’assertion (i) est immédiate et ’assertion (ii) résulte aussitot de

Lemme 1.5.6. Soient f: E — F un morphisme de A-modules qui est un a-isomorphisme, n un
entier > 0. Pour que E soit de n-présentation a-finie (resp. a-cohérent), il faut et il suffit qu’il en
soit de méme de F'.
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L’assertion relative a la n-présentation a-finie résulte aussitot de [I.5.5] Supposons que F soit
a-cohérent et montrons que E est a-cohérent. On sait déja que E est de type a-fini. Soient X
un objet de 7, E’' un (A|X)-module libre de type fini, u: E/ — E|X un (A|X)-morphisme. Le
morphisme canonique ker(u) — ker(f o u) étant un a-isomorphisme, on en déduit que ker(u) est
un (A|X)-module de type a-fini. Par suite, F est a-cohérent. Inversement, supposons que E soit
a-cohérent et montrons que F' est a-cohérent. On sait que F est de type a-fini. Soient X un objet
de 7, F’ un (A|X)-module libre de type fini, v: F' — F|X un (A|X)-morphisme. Pour tout v € m,
il existe un +2-isomorphisme ¢g: F — F . Le morphisme canonique ker(v) — ker(g o v) est
donc un 2-isomorphisme. Comme ker(g o v) est de type a-fini, on déduit que ker(v) est de type
y-fini d’apreés [1.5.5((ii) et est donc de type a-fini. Par suite, F' est a-cohérent.

Lemme 1.5.7. Soient f: (7', A") = (7, A) un morphisme de topos annelés, v € R.
(i) Si u: E — F est un y-isomorphisme de A-modules, alors f*(u): f*(E) — f*(F) est un
~v2-isomorphisme.

(ii) Si E - F — G — 0 est une suite y-ezacte de A-modules, son image inverse f*(E) —
[*(F) = f*(G) = 0 est y*-exacte.

(iil) Si F est un A-module de type y-fini (resp. de présentation y-finie, resp. de type a-fini, resp.
de présentation a-finie), son image inverse f*(F) est de type vy-fini (resp. de présentation
v2-finie, resp. de type a-fini, resp. de présentation a-finie).

(i) Cela résulte aussitot de

(ii) Notant G’ le conoyau du morphisme E — F, il revient au méme de dire que la suite
E - F — G — 0 est v-exacte ou que le morphisme induit G — G est un 7-isomorphisme. La
proposition résulte alors de (i).

(iii) Cela résulte aussitot de (ii) et des définitions.

Lemme 1.5.8. Soient X un objet de 7, F un A-module. Si F' est a-cohérent, il en est de méme
du (A|X)-module F|X.

Cela résulte aussitot des définitions [L5.3]

Lemme 1.5.9. Soient (X;)ic; un raffinement de l’objet final de 7, F un A-module, n un entier
>0, v € R. Si pour tout i € I, le (A|X;)-module F|X; est de n-présentation y-finie (resp. de
n-présentation a-finie, resp. a-cohérent), il en est de méme de F'.

Cela résulte aussitot des définitions [[.5.3

Proposition 1.5.10. Soient F' un A-module, n un entier > 0, v € R. Supposons que 7 soit
équivalent au topos des faisceaur de U-ensembles sur un U-site €. Pour tout objet X de €, on
note X? le faisceau associé a X. Alors,
(i) Pour que F soit de n-présentation v-finie, il faut et il suffit que pour tout U € Ob(%), la
sous-catégorie pleine de €y formée des objets X — U tels qu’il existe une suite y-exacte

(1.5.10.1) E" 5 E 5. 5 B 5 FIX? -0,

avec E* un (A|X?)-module libre de type fini pour tout —n < i < 0, soit un raffinement de
U.

(ii) Pour que F soit a-cohérent, il faut et il suffit que F soit de type a-fini et que pour tout
X € Ob(%) et tout morphisme u: E — F|X?, ou E est un (A|X?)-module libre de type fini,
ker(u) soit un (A|X?®)-module de type a-fini.

Cela résulte aussitot de et ([4] II 4.4 et 4.10).
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1.5.11. Soient v € R,

(1.5.11.1) E——=F—=( 0
|
0 B

un diagramme commutatif de A-modules tel que les lignes soient y-exactes. Ce dernier induit des
morphismes E' — ker(v') et coker(u) — G et un diagramme commutatif

(1.5.11.2) E———F coker(u) —=0
e'J/ fl gli
0 — ker(v') F v el

On en déduit un diagramme commutatif

(1.5.11.3) ker(e) coker(e)

| N |

ker(e’) —— ker(f) —— ker(g’) —— coker(e’) —— coker(f) —— coker(g’)

N Ny

ker(g) coker(g)

ou la ligne centrale est exacte, a est injectif et d est surjectif. Il résulte aussitot des hypothéses que
a, b, c et d sont des y-isomorphismes. En particulier, les suites (u1,v1) et (u},v}) sont y?-exactes.

Proposition 1.5.12. Soient v,7',~" et A des éléments de R, 0 — F' — F — F"" — 0 une suite
A-ezacte de A-modules.
(i) Si F est de type vy-fini, F"' est de type (A\y)-fini.
(ii) Si F' est de type +'-fini (resp. présentation ' -finie) et F" est de type v"'-fini (resp. pré-
sentation v"'-finie), F est de type (\2y'y")-fini (resp. présentation (\>~"3~"")-finie).
(iii) Si F est de type y-fini et F" est de présentation v"-finie, F' est de type (\8y~"*)-fini.
(iv) Si F est de présentation y-finie et F' est de type v/ -fini, F" est de présentation (\y3v')-
finie.

(i) C’est immeédiat.

(ii) La question étant locale, on peut supposer qu’il existe des morphismes A-linéaires f': E' —
F'et f": E" — F" avec E' et E” des A-modules libres de type fini dont les conoyaux sont annulés
par 7' et v" respectivement. Notons u': B/ — F le morphisme induit par f’. D’autre part, il
existe un morphisme v”: E” — F qui reléve Af”. On voit aussitot que le conoyau du morphisme
u' +u": E'®E" — F est annulé par \2v'+". Par suite, F est de type (A\%y/y")-fini. D’aprés 1.5.11|,
on a une suite (A2v')-exacte

(1.5.12.1) 0 — ker(f") — ker(u' +u") — ker(Af") — 0.

Supposons F’ de présentation «/-finie et F”' de présentation +”-finie, et montrons que F est de
présentation (A*y/3~")-finie. La question étant locale, on peut supposer de plus ker(f’) de type
~'-fini et ker(f”) de type ~”-fini. Par suite, ker(Af”) est de type (\y”)-fini. Il résulte alors de
(1.5.12.1)) et de ce qui précéde que ker(u’ + u') est de type (A\>y'34")-fini; d’ott I'assertion.
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(iii) La question étant locale, on peut se borner au cas ou il existe une suite v”-exacte
(1.5.12.2) "L E Lo
avec E" et G” des A-modules libres de type fini. Il existe alors un diagramme commutatif

g M

(1.5.12.3) G// B F 0
0 F F " 0

Les lignes étant (A\24")-exactes, le morphisme canonique coker(v) — coker(u) est un (A\*y’?)-
isomorphisme en vertu de[L.5.11} D’apreés (i), coker(u) est de type y-fini. Donc coker(v) est de type
(A84"1~)fini en vertu de (ii) ou de @ Compte tenu de la suite exacte 0 — im(v) = F' —
coker(v) — 0, on en déduit par (ii) que F” est de type (A8yy"4)-fini.

(iv) La question étant locale, on peut se borner au cas ou il existe un A-module libre de type
fini £ et un morphisme A-linéaire f: E — F dont le conoyau est annulé par v et dont le noyau
est de type v-fini. Notons u: F — F” le morphisme donné et posons [’/ =wuo f: E — F”. On a
alors une suite exacte

(1.5.12.4) 0 — ker(f) — ker(f”) — ker(u) — coker(f).

Le conoyau du morphisme canonique F’ — ker(u) est annulé par \. Par suite, ker(u) est de type
(AY')-fini. On en déduit que ker(f”) est de type (Ay3y/)-fini en vertu de (ii). Comme coker(f”) est
annulé par Ay, F” est de présentation (Ay34/)-finie.

Corollaire 1.5.13. Soit 0 — ' — F — F"" — 0 une suite a-exacte de A-modules. Alors,
(i) Si F est de type a-fini, il en est de méme de F".
(ii) Si F' et F" sont de type a-fini (resp. présentation a-finie), il en est de méme de F.
(iil) Si F est de type a-fini et F"' est de présentation a-finie, F' est de type a-fini.
(iv) Si F est de présentation a-finie et F' est de type a-fini, F" est de présentation a-finie.

Proposition 1.5.14. Soit 0 — F' % F % F" — 0 une suite a-ezacte de A-modules. Si deux
A-modules sont a-cohérents, il en est de méme du troisiéme.

Supposons d’abord que F' et F" soient a-cohérents. D’aprés (iii), F’ est de type a-fini.
La question étant locale, on peut supposer qu’il existe un morphisme A-linéaire et a-surjectif
w: A" — F. Comme F” est cohérent, E = ker(u o w) est de type a-fini. Il en est alors de méme
de w(E) C F, qui est donc a-cohérent. L’injection canonique w(E) — ker(v) et le morphisme
canonique F’' — ker(v) sont des a-isomorphismes. On en déduit que F’ est a-cohérent d’aprés
1.0.0l

Supposons ensuite que F' et F’ soient a-cohérents. Il est loisible de remplacer F” par ker(v)
. Le morphisme canonique coker(u) — F”' étant un a-isomorphisme, on peut supposer que
c’est un isomorphisme ((1.5.6]). D’aprés i), F" est de type a-fini. Soient X un objet de .7,
f: (A|X)™ — F”|X un morphisme (A|X)-linéaire. Montrons que ker(f) est de type a-fini. La
question étant locale, on peut supposer qu’il existe un morphisme (A|X)-linéaire f’: (A|X)" —
F|X tel que f =vo f’. Comme F est de type a-fini, on peut supposer qu’il existe un morphisme
(A|X)-linéaire et a-surjectif h: (A|X)™ — F’|X. On en déduit un morphisme g: (A]X)™+" —
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F|X qui s’insére dans un diagramme commutatif

(1.5.14.1) F'|X = F|X Y~ "X

T
(AX)™ —L (A]X) ™ (A1)

ou identifiant (A|X)™*t" a (A|X)™ @ (A|X)", i(z) = x + 0 et 7(z + 2’) = 2’. On en déduit une
suite exacte

(1.5.14.2) ker(g) — ker(f) — coker(h).

Par hypothése, ker(g) est de type a-fini et coker(h) est a-nul; donc ker(f) est de type a-fini, ce
qui prouve que F" est a-cohérent.

Supposons enfin que F’ et F” soient a-cohérents. Il est loisible de remplacer F’ par ker(v)
. D’apres ii), F est de type a-fini. Soient X un objet de 7, f: (A|X)" — F|X un
morphisme (A|X)-linéaire. Montrons que ker(f) est de type a-fini. Comme F” est a-cohérent,
ker(v o f) est de type a-fini. La question étant locale, on peut supposer qu'il existe un mor-
phisme (A|X)-linéaire et a-surjectif w: (A|X)™ — ker(vo f). Il existe un morphisme (A|X)-linéaire
f (A X)™ — F'|X qui s’insére dans un diagramme commutatif

(1.5.14.3) Fl'IX —F|X —=F"|X

| E

(A X)™ s (A X

ot w’ est induit par w. On en déduit un morphisme (A|X)-linéaire et a-surjectif ker(f’) — ker(f).
Comme F' est cohérent, ker(f’) est de type a-fini; donc ker(f) est de type a-fini d’apres|1.5.13(i),
ce qui prouve que F' est a-cohérent.

Corollaire 1.5.15. Soit F', G deux A-modules a-cohérents, u: F' — G un morphisme A-linéaire.
Alors, ker(u), im(u) et coker(u) sont a-cohérents.

En effet, im(u) est clairement de type a-fini; étant un sous-module d’'un A-module a-cohérent,
il est a-cohérent. La proposition résulte alors de|1.5.14] appliqué aux suites exactes 0 — ker(u) —
F — im(u) — 0 et 0 — im(u) — G — coker(u) — 0.

1.6. Modules a-cohérents sur un schéma

1.6.1. Les hypothéses et notations de sont en vigueur dans cette section. Pour tout
R-schéma X, on désigne par Mod(0x) la catégorie des Ox-modules de X,y (1.1.12)) et par
a-Mod(Ox) la catégorie des a-Ox-modules, c’est-a-dire le quotient de Mod(€x) par la sous-
catégorie pleine formée des Ox-modules a-nuls (cf. . Lorsque nous parlons de &x-module
sans préciser, il est sous-entendu qu’il s’agit d’un &x-module de X,,,.

Proposition 1.6.2. Soient X un R-schéma, F' un Ox-module. Les conditions suivantes sont
équivalentes :
(i) Il existe un Ox-module quasi-cohérent G et un isomorphisme de a-Ox-modules a(F) =
a(G).
(ii) Pour tout x € X, il existe un voisinage ouvert U de x dans X, un Oy-module quasi-
cohérent G et un isomorphisme de a-Oy-modules a(F|U) = a(G).
(iil) Le Ox-module m Qg F est quasi-cohérent.
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On a clairement (i)=-(ii). Montrons (ii)=-(iii). La question étant locale, on peut supposer la
condition (i) remplie. D’apres iv), il existe donc un Ox-module quasi-cohérent G et un a-
isomorphisme u: m®pr F' — G. Comme m ® g m ~ m, le morphisme m @z F' — m ®p G induit par
u est un isomorphisme en vertu de [[.4.23(iii) ; d’ou la condition (iii). Enfin, l'implication (iii)=>(i)
est immédiate puisque le morphisme canonique m ® g F' — F est un a-isomorphisme.

Définition 1.6.3. Soient X un R-schéma, F' un Ox-module. On dit que F est a-quasi-cohérent
'l remplit les conditions de

Lemme 1.6.4. Soient X un R-schéma cohérent (i.e., quasi-compact et quasi-séparé), v € R, F
un Ox-module quasi-cohérent de type v-fini (1.5.3). Alors, il existe un Ox-module quasi-cohérent
de présentation finie G et un morphisme Ox -linéaire f: G — F de conoyau annulé par ~y.

En effet, d’aprés (|23] 6.9.12), F est isomorphe & la limite inductive d’un systéme inductif
filtrant de Ox-modules de présentation finie (F;);c;. Pour tout ¢ € I, notons f;: F; — F le
morphisme canonique. Montrons qu’il existe i € I tel que le conoyau de f; soit annulé par .
Comme X est quasi-compact et que la catégorie I est filtrante, on peut supposer qu’il existe un
morphisme Ox-linéaire u: £ — F avec E un Ox-module libre de type fini, dont le conoyau est
annulé par 7. Il existe ¢ € I et un morphisme Ox-linéaire u;: £ — F; tel que u = f; ou;. Par suite,
le conoyau de f; est annulé par 7 ; d’ou la proposition.

Proposition 1.6.5. Soient X un R-schéma cohérent (i.e., quasi-compact et quasi-séparé), F un
Ox -module a-quasi-cohérent. Pour que F soit de type a-fini (resp. présentation a-finie) , il
faut et il suffit que pour tout v € m, il existe un y-isomorphisme f: G — F avec G un Ox-module
quasi-cohérent de type fini (resp. de présentation finie).

Considérons d’abord I’assertion non-respée. La condition est clairement suffisante. Inversement,
supposons F' de type a-fini et montrons que la condition est satisfaite. Soit 7 € m. On peut se
borner au cas ot F' est quasi-cohérent . D’aprés|1.6.4] il existe un &'x-module quasi-cohérent
de présentation finie G’ et un morphisme Ox-linéaire f': G’ — F de conoyau annulé par ~v. Le
morphisme f: im(f’) — F induit par f’ satisfait alors a la condition pour 7.

Considérons ensuite ’assertion respée. La condition est clairement suffisante. Inversement,
supposons F' de présentation a-finie et montrons que la condition est satisfaite. Soit v € m. On
peut se borner au cas o F' est quasi-cohérent . D’apres m il existe un &'x-module quasi-
cohérent de présentation finie G’ et un morphisme &x-linéaire f': G’ — F de conoyau annulé
par 7. En vertu de [L.5.12[(iii), ker(f’) est quasi-cohérent de type ~'2-fini. D’aprés il existe
un Ox-module quasi-cohérent de présentation finie G” et un morphisme f”: G’ — G’ tel que
flof" =0et que ker(f’)/im(f") soit annulé par ¥'2. Le morphisme f: G'/im(f") — F induit par
f' répond alors & la condition pour v!'2.

Corollaire 1.6.6. Soient X un R-schéma affine d’anneau A, F un Ox-module a-quasi-cohérent.
Pour que F soit de type a-fini (resp. de présentation a-finie), il faut et il suffit que le A-module
(X, m®g F) soit de type a-fini (resp. de présentation a-finie).

Compte tenu de[I.5.6] on peut se réduire au cas ou F est quasi-cohérent ; il faut alors démontrer
que F est de type a-fini (resp. de présentation a-finie) si et seulement si le A-module I'( X, F') est
de type a-fini (resp. de présentation a-finie). Cette assertion résulte de

Proposition 1.6.7. Soient f: X' — X un R-morphisme fidelement plat et quasi-compact de R-
schémas, F' un Ox-module a-quasi-cohérent. Pour que F soit de type a-fini (resp. de présentation
a-finie), il faut et il suffit que son image inverse F' sur X' le soit.
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En effet, la condition est nécessaire en vertu de[I.5.7] Montrons qu’elle est suffisante. On peut
supposer X affine. Remplagant X par une somme d’ouverts affines qui recouvrent X', on est ramené
au cas o X' est également affine. L’assertion résulte alors de et (J2] V.8.1 et V.8.5).

Proposition 1.6.8. Soient X un R-schéma cohérent, F' un Ox-module a-quasi-cohérent. Suppo-
sons que l'anneau Ox soit cohérent. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est a-cohérent ;

(ii) F est de présentation a-finie ;

(iii) pour tout v € m, il existe un y-isomorphisme G — F avec G un Ox-module cohérent.

On a clairement (i)=-(ii). L’implication (ii)=-(iii) résulte de Montrons (iii)=-(i). Suppo-
sons la condition (iii) satisfaite. D’apreés m F est de type a-fini. Il suffit donc de montrer que
pour tout morphisme Ox-linéaire f: E — F ou E est un Ox-module libre de type fini, ker(f) est
de type a-fini. Soient v € m, g: G — F un ~-isomorphisme tel que G soit un &’x-module cohérent.
Il existe un morphisme Ox-linéaire f': E — G tel que g o f' = ~f. Le conoyau de l'injection
canonique ker(f’) — ker(yf) est annulé par . Par ailleurs, la multiplication par v dans E induit
un morphisme ker(yf) — ker(f) dont le conoyau est clairement annulé par 7. On en déduit un
morphisme Ox-linéaire ker(f’) — ker(f) dont le conoyau est annulé par v2. Comme G est cohérent,
ker(f') est de type fini. Par suite, ker(f) est de type v>-fini et donc de type a-fini.

Corollaire 1.6.9. Soient f: X' — X un R-morphisme fidélement plat et quasi-compact de R-
schémas, F un Ox-module a-quasi-cohérent. Supposons que les anneaur Ox et Ox: soient cohé-
rents. Pour que F soit a-cohérent, il faut et il suffit que son image inverse F' sur X' le soit.

Cela résulte de [[L6.8 et 6.7

Définition 1.6.10 (J1] 1.4.1). On dit qu’un anneau A est universellement cohérent si ’anneau de
polynémes A[tq,...,t,] est cohérent pour tout entier n > 0.

Théoréme 1.6.11. Soient Y un R-schéma, f: X — Y un morphisme propre de présentation
finie, F' un Ox-module a-quasi-cohérent et a-cohérent. Supposons que Y admette un recouvrement
par des ouverts affines (U;);er tels que I'(U;, Oy) soit universellement cohérent pour tout i € I.
Alors, pour tout entier ¢ > 0, R1f.(F) est un Oy-module a-quasi-cohérent et a-cohérent.

On notera d’abord que les anneaux Ox de X, et Oy de Y, sont cohérents d’apres ([I]
1.4.2 et 1.4.3). Par ailleurs, la question étant locale sur Y, on peut le supposer affine, de sorte
que X est cohérent. Le morphisme canonique R?f.(m ®p F) — RIf.(F) est un a-isomorphisme
(L.4.3). Comme m ®p F est quasi-cohérent, R7f,(m ®p F) est quasi-cohérent et donc R?f,(F) est
a-quasi-cohérent. Par ailleurs, pour tout v € m, il existe un ~v-isomorphisme u: G — F avec G
un Ox-module cohérent d’apreés Il existe donc un morphisme &Ox-linéaire v: F' — G tel que
uov =2 idr et vou = 2 -idg (1.4.3). En vertu de ([I] 1.4.8), le Oy-module R?f,(G) est
cohérent. Par suite, R?f, (F) est a-cohérent (1.6.8).

Corollaire 1.6.12. Soient Y un R-schéma affine d’anneau A, f: X — Y un morphisme propre
de présentation finie, F' un Ox-module a-quasi-cohérent et a-cohérent. Supposons que Y admette
un recouvrement par des ouverts affines (U;)icr tels que T'(U;, Oy) soit universellement cohérent
pour tout i € I. Alors, pour tout entier ¢ > 0, le A-module H1(X, F') est a-cohérent.

On notera d’abord que 'anneau Ox de X, est cohérent ([I] 1.4.2 et 1.4.3). Pour tout v € m,
il existe un vy-isomorphisme u: G — F avec G un Ox-module cohérent d’aprés Il existe donc
un morphisme Ox-linéaire v: F' — G tel que uov = 72 -idp et vou = ’yz -idg (1.4.3). En vertu de
(J1] 1.4.8 et 1.4.3), le A-module H?(X, G) est cohérent. Par suite, HY(X, F) est a-cohérent (.6.8).
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Remarque 1.6.13. On notera que ([I] 1.4.8), utilis¢ dans les preuves de|1.6.11| et [1.6.12] est un
corollaire d’un théoréme de Kiehl ([34] 2.9’a) (cf. [I] 1.4.7)

1.7. Rappel sur les extensions a-étales

1.7.1. Les hypothéses et notations de [I.4.1] sont en vigueur dans cette section. On renvoie
a (2] V) pour les définitions et les principales propriétés des notions utilisées en «-algébre (ou
presque-algébre dans loc. cit.) : modules a-projectifs (loc. cit. V.3.2), a-plats (loc. cit. V.6.1) et
a-fidelement plats (loc. cit. V.6.4) et a-rang d’un module a-projectif de type a-fini (loc. cit. V.5.14).

Définition 1.7.2 (J2] V.7.1). Soit f: A — B un homomorphisme de R-algébres. On dit que f est
a-étale si les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) B est a-projectif de type a-fini et de a-rang fini en tant que A-module;

(ii) B est a-projectif en tant que B ® 4 B-module.

On renvoie a (J2] V.7) pour les principales propriétés de cette notion.

Proposition 1.7.3 ([2] V.7.11). Soit f: A — B un homomorphisme a-étale de R-algébres tel que
pour tout (ou ce qui revient au méme pour un) o € AT, % ne soit un diviseur de zéro dans A,
et que Spec(A) soit normal et localement irréductible (|2] 111.3.1). Notons Ar (resp. By) Uanneau
des fractions de A (resp. B) dont les dénominateurs sont de la forme ©¢ pour o € AT, et B’ la
cloture intégrale de A dans B,. Alors, I’homomorphisme canonique B — B, se factorise en

(1.7.3.1) B — Hompg(m, B') — Homp(m, Bx) = Bx,

ot la premiere fleche est un a-isomorphisme et les autres fleches sont les homomorphismes cano-
niques (1.4.11.3). En particulier, I’homomorphisme A — B’ est a-étale.

En effet, on peut se borner au cas ou A est intégre ([2] V.7.4(2) et V.7.8), auquel cas I’assertion
est démontrée dans ([2] V.7.11).

Définition 1.7.4. Soient A une R-algébre, G un groupe fini, B une A[G]-algébre. On dit que B
est un a-G-torseur sur A s’il existe un homomorphisme a-fidélement plat A — A’ et un homomor-
phisme de A’[G]-algebres

(1.7.4.1) Bas A —[[4
G

ou G agit sur le terme de droite par multiplication & droite sur lui méme, qui est un a-isomorphisme.
On renvoie & (J2] V.12) pour les principales propriétés de cette notion.

Proposition 1.7.5 ([2] V.12.5). Soient A une R-algébre, G un groupe fini, B un a-G-torseur
sur A, M un B-module muni d’une action semi-linéaire de G. Alors, le morphisme canonique
B®a MY — M est un a-isomorphisme.

Corollaire 1.7.6 (J2] V.12.6). Soient A une R-algébre, G un groupe fini, B un a-G-torseur sur
A. Alors, ’homomorphisme naturel A — BS est un a-isomorphisme.

Proposition 1.7.7 ([2] V.12.8). Soient A une R-algébre, G un groupe fini, B un a-G-torseur
sur A, M un B-module muni d’une action semi-linéaire de G, Trg le morphisme A-linéaire de M
défini par ) . 0. Alors, pour tout ¢ > 1, H(G, M) et M Trg(M) sont a-nuls.
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Proposition 1.7.8 ([2] V.12.9). Soit A une R-algébre telle que pour tout (ou ce qui revient au
méme pour un) o € AT, m* ne soit un diviseur de zéro dans A, et que Spec(A) soit normal et
localement irréductible (|2] I11.3.1). Notons A, l’anneau des fractions de A dont les dénominateurs
sont de la forme ™ pour o € A*. Soient U un ouvert de Spec(Ar), V. — U un morphisme étale
fini et galoisien de groupe G, Y la fermeture intégrale de Spec(A) dans V., B=T(Y,Oy). Si B est
une extension a-étale de A, alors B est un a-G-torseur au-dessus de A.

On peut se borner au cas ou U est irréductible ([2] V.7.4(3)). 11 suffit alors de calquer la preuve
de (2] V.12.9) en remplagant (J2] V.7.11) par [1.7.3

1.8. Modules de type a-fini sur un anneau de valuation non discréte de hauteur 1

1.8.1. Dans cette section, R désigne un anneau muni d’une valuation non discréte de hauteur
1, v: R — R. On note m I'idéal maximal de R et on pose A = v(R) et AT = v(m). Pour tout
e € AT, on note m. l'idéal de R formé des éléments z € R tels que v(z) > e. On observera
que les hypothéses de sont satisfaites. Il est donc loisible de considérer dans ce contexte les
notions introduites dans les sections [I.4] [I.5] et Nous considérons toujours R comme muni de
la topologie définie par I’idéal m, pour un élément quelconque € € A1 ; c’est un anneau prévaluatif
séparé ([1] 1.9.8).

Proposition 1.8.2 ([1] 1.12.15). Si R est complet et séparé, toute R-algébre topologiquement de
présentation finie est un anneau universellement cohérent ((1.6.10)).

1.8.3. Suivant ([42] 2.2), pour tous R-modules M et N et tout v € m, on dit que M et N
sont y-équivalents et on note M =, N, s’il existe deux R-morphismes f: M — N et g: N — M
tels que fog=~-idy et go f =v-idps. On dit que M et N sont a-équivalents et on note M ~ N
si M et N sont vy-équivalents pour tout v € m. Les relations ~, et ~ sont clairement symétriques.
Pour tous R-modules M, N et P et tous 7,6 € m, si M ~, N et N ~;5 P, alors M ~.; P. En
particulier, la relation & est transitive.

1.8.4. Pour tout ¢ € R>g, on désigne par I. 'idéal de R formé des éléments x € R tels
que v(z) > e. Alors I. = R. En effet, pour tout v € m, il existe 71,72 € R tels que vy; = 2 et
v(y1) < € < v(72). Les morphismes R — I. et I. — R définis par les multiplications par v et v; *,
respectivement, montrent que I. ~, R. Par ailleurs, comme m- I, = I., sie € A, R et I. ne sont

pas a-isomorphes en vertu de et (1.4.7.1).

Remarques 1.8.5. (i) Deux R-modules a-isomorphes sont a-équivalents (1.4.3). La réciproque
n’est pas vraie (|1.8.4)).

(i) Pour qu'un R-module M soit de type a-fini (resp. de présentation a-finie) il faut et il suffit
que pour tout v € m, il existe un R-module de type fini (resp. de présentation finie) N tel que

M ~, N, d’apres (1) et

Proposition 1.8.6 ([42] 2.6). Tout R-module de type a-fini est de présentation a-finie.

Corollaire 1.8.7. Tout sous-R-module d’un R-module de type a-fini est de type a-fini.
Cela résulte de [L.8.6] et [L5.13

Théoréme 1.8.8 ([42] 2.5). Soit M un R-module de type a-fini. Alors, il existe une unique suite
décroissante de nombres réels positifs (€;)i>1, tendant vers 0, et un unique entier n > 0 tels que

(1.8.8.1) M~ R"& (&>1R/1I.,).
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1.8.9. On désigne par & le R-espace vectoriel des suites de nombres réels (g;);>1, tendant
vers 0, et par &> le sous-ensemble formé des suites décroissantes. Pour tout € = (g;);>1 € 6, on
pose

(1.8.9.1) llell = sup(|&;)-

i>1
On munit &> de la relation d’ordre définie pour toutes suites € = (g;);>1 et &’ = (&})i>1 de &>,
par e > ¢’ sipour tout ¢ > 1,1 + - + & 26'1+-~-+5;.

1.8.10. En vertu de on peut associer a tout R-module de torsion de type a-fini M une
unique suite ey = (epr,5)i>1 de &> telle que

(1.8.10.1) M =~ @;>1 R/, ;.

On appelle longueur de M et 'on note A(M) I'élément

(1.8.10.2) )\(M) = ZEALZ‘ eRyoU {OO}
i>1

D’apres ([42] 2.11), la suite eps et la longueur A(M) vérifient les propriétés suivantes :
(i) Pour tout R-module de torsion et de présentation finie M, il existe des éléments v; € R
(1 <i<n)tels que v(y1) > v(7y2) > -+ > v(7y,) et un R-isomorphisme

(1.8.10.3) M > R/MMR®R/vwR& - @ R/v,R

On a alors e, = v(7y;) pour tout 1 < i < n et epr; = 0 pour tout ¢ > n.

(ii) Pour que deux R-modules de torsion de type a-fini M et N soient y-équivalents (pour
v € m), il faut et il suffit que |leas — en|| < v(7). En particulier, pour qu'un R-module de
torsion de type a-fini M soit a-nul, il faut et il suffit que la suite £;; soit nulle.

(iii) Pour tous R-modules de torsion de type a-fini M et M’ si M’ est un sous-quotient de M
alors €57 ; < epm,; pour tout ¢ > 1.

(iv) Pour toute suite exacte 0 — M’ — M — M" — 0 de R-modules de torsion de type a-fini,
onaey <epr +epr et A(M) =AM+ A(M"). De plus, si ey = epr (vesp. enr = eprr),
alors M" (resp. M') est a-nul.

Lemme 1.8.11. Soient M un R-module, @ un élément non nul de m. On pose R =lim R/w™R et
—
M =1lim M/@w"M, et on suppose que le R-module M/wMl est de type a-fini. Alors, le R-module
—
M est de type a-fini.

On notera d’abord que R et M sont complets et séparés pour les topologies w-adiques et
pour tout entier n > 1, que le morphisme canonique hn: M — M/@"M est surjectif (J6] III
§ 2.11 prop. 11) et que le morphisme canonique R/w"R — R/w"R est un 1somorphlsme ([6]

IIT § 2.11 cor. 1 a prop. 11). Soient d un entier > 1, ¢: RY - M un morphisme R- linéaire,
¢1: (R/wR)? — M/wM le morphisme induit par ¢. Supposons que coker(y;) soit annulé par un
élément v € m tel que v(y) < v(w). Alors, la suite

(1.8.11.1) R 5 M 2% coker(¢1) — 0,

ou u est le morphisme canonique, est exacte. En effet, u est surjectif puisque h; est surjectif. Soit
z € M tel que u(z) = 0. On montre par récurrence que pour tout entier n > 1, qu'il existe y,, € R4
et x, € M tel que = p(y,) + Y "w" 2, et Y1 — Yn € 'y*”w"j%d. On en déduit qu’il existe
y € R4 tel que x = p(y); d’ou assertion recherchée. Par suite, coker(p) est annulé par v, ce qui
implique la proposition.
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1.8.12. On suppose dans la suite de cette section que R est de caractéristique p, et on note
 son endomorphisme de Frobenius. Soit @ un élément non nul de m. Pour tout entier n > 1, on
pose R, = R/@w"R, R= (Rn)n>1 et RP) = (Rpn)n>1- On considére R et R® comme des anneaux
du topos Ens" (J2] 1IL7.7). L’endomorphisme ¢ induit un homomorphisme d’anneaux que l'on
note

(1.8.12.1) @: R — R®.

Pour tout R-module M = (M,)n>1, on pose My = 0, M[—1] = (M,,)n>0 qui est naturellement
un R-module, et M®) = (Mpyn)n>1 qui est naturellement un R _-module. Les correspondances

M + M[~1] et M + M® sont clairement fonctorielles, et on a un morphisme R-linéaire canonique
fonctoriel M — M[-1].

Lemme 1.8.13 ([11] page 224, [42] 2.12). Conservons les hypothéses de [1.8.12], soient de plus
M = (M,)n>1 un R-module, u: M[—1] — M un morphisme R-linéaire,

(1.8.13.1) ¢: M@y R® X

un isomorphisme R®) _linéaire. On pose R =lim R, et M = lim M,,. On note encore ¢ [’endo-
— —

morphisme de Frobenius de R et on désigne par
(1.8.13.2) ¢: M — M

le morphisme R-semi-linéaire induit par ¢. On suppose que
(a) le R-module M est de type a-fini;
(b) le composé M[—1] % M — M[—1], ou la seconde fleche est le morphisme canonique, est
induit par la multiplication par w.
(¢c) pour tout entier n > 0, la suite de R-modules

on

(18133) Ml “ Mn-i—l Mn

est exacte au centre.
Alors,
(i) Pour tout entier n > 1, le morphisme canonique M, 1 — M, est a-surjectif et le mor-
phisme canonique J\/Z/w"]\//f — M, est un a-isomorphisme.
(ii) Le R-module M est de type a-fini.
(iii) Si le corps des fractions de R est algébriquement clos, il existe un entier d > 0 et un
morphisme R-linéaire

(1.8.13.4) m@gr M — RY,

compatible auz morphismes ¢ et v, et qui est un a-isomorphisme.

En effet, il résulte de (c), [1.5.13] et [1.8.10(iii)-(iv) que pour tout entier n > 1, le R-module
M, est de type o-fini et on a ey, < en, + e, . Par suite, epr, < nepy,. Par ailleurs, on a

€M, = Pem, d’aprés (1.8.13.1). On en déduit que ey, = nen,. Notons My, et M) les images

des premiére et seconde fléches de (|1.8.13.3)), respectivement, de sorte qu’on a une suite exacte
0— M} | — M,41 — M), — 0. D’aprés|1.8.10} on a

(1.8.13.5) (n+1envy, =em,y <emp,, temy, Sem +em, = (n+1)em,.
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Par suite, on a EM:,, = €M, et eny = en,- 11 résulte alors de [1.8.10iv) que les morphismes
canoniques M; — M wiq €t M) — M, sont des a-isomorphismes, en particulier, la suite

(1.8.13.6) 0 — My “55 My — My, — 0

est a-exacte. Pour tout entier m > 1, le diagramme suivant

(1.8.13.7) My - My ———= My,

uo(m+n)

1 — = Mm4nt1 —> Mm+n
M, ——— M,

permet de déduire (par récurrence sur m) que la suite

(1.8.13.8) 0 — My ™55 My — My, — 0

est a-exacte. Le systéme projectif (a(M,))n>1 de a-Mod(R) vérifie donc la condition de Mittag-
Leffler. Compte tenu de et (]25] 0.13.2.2), on en déduit que la suite de R-modules

(1.8.13.9) 0— M Z5 M — M, —0

est a-exacte ; d’out la proposition (i). Le morphisme

(1.8.13.10) M' =1lim M/@"M — M
—

dedult par_passage a la limite projective, est donc un a-isomorphisme d’apres [[.4.9] II résulte de
(i) et que le R-module M1 est de type a-fini; d’ou la proposition (ii).

Supposons enfin le corps des fractlons K de R algébriquement clos. Il résulte du lemme de
Krasner que le corps des fractions K de R est aussi algebrlquement clos. Par suite, ¢: R — R
est un isomorphisme; il en est alors de méme de ¢: R — R® m et donc de ¢: M— M

(1.8.13.2). On note encore ¢ Pendomorphisme de Frobenius de K. D’apres (ii) et ([33] 4.1.1), il

existe un entier d > 0 et un isomorphisme K-linéaire
(1.8.13.11) [ Moz K S K?

compatible & ¢ et ¢. Notons N l'image canonique de M dans M ®p K. 11 résulte de la suite

a-exacte ([1.8.13.9) que le morphisme canonique M — N est un a-isomorphisme. Par ailleurs, on
a(¢p®p)(N) = N. Comme N est de type a-fini d’aprés (ii), il existe v € m tel que I'on ait
'yﬁd C f(N) C 7’1@1. Appliquant les puissances négatives de ¢ a ces inclusions, on en déduit que
f(m®r N) C R? et que le morphisme

(1.8.13.12) m®@r N — R

induit par f est un a-isomorphisme; d’ou la proposition (iii).
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1.9. Topos co-évanescents

1.9.1. Soient X et Y deux U-sites dans lesquels les limites projectives finies sont représen-
tables, f*: X — Y un foncteur continu et exact a gauche. On note X et Y les topos des faisceaux
de U-ensembles sur X et Y, respectivement, f: Y = X le morphisme de topos associé & fT et ex
et ey des objets finaux de X et Y, respectivement, qui existent par hypothése.

On désigne par Z;+ la catégorie des paires (U,V — fT(U)), ou U est un objet de X et
V — fT(U) est un morphisme de Y ; un tel objet sera noté (V — U). Soient (V — U), (V' — U’)
deux objets de Z;+. Un morphisme de (V' — U’) dans (V' — U) est la donnée de deux morphismes
V' -V deY et U — U de X, tels que le diagramme

v/ —— ()

|

V——=f"(U)

soit commutatif. Il résulte aussitot des hypothéses que les limites projectives finies dans Z,+ sont
représentables. On munit Z;+ de la topologie co-évanescente ([2] VI1.4.1), c’est-a-dire, la topologie
engendrée par les recouvrements

{Vi = Ui) = (V= U)lier

des deux types suivants :

(o) Uy =U pour tout ¢ € I, et (V; = V);er est une famille couvrante.

(8) (Ui — U)er est une famille couvrante, et pour tout ¢ € I, le morphisme canonique

Vi =V X+ f1(U;) est un isomorphisme.

Le sms ainsi défini est appelé site co-évanescent associé au foncteur f* ; c’est un U-site. On désigne
par @fr (resp. 9f+) la catégorie des préfaisceaux (resp. le topos deb faisceaux) de U-ensembles
sur Z¢+. Pour tout préfaisceau F' sur ¢+, on note F** le faisceau associé.

Les foncteurs

(1.9.1.1) pi: X — P, Us (fT(U)—U),
(1.9.1.2) p3:Y = Dp, Vi (V—>ex),

sont exacts a gauche et continus. Ils définissent donc deux morphismes de topos

(1.9.1.3) pi: P50 — X,
(1.9.1.4) p2: Zpr — Y.

On a un 2-morphisme

(1915) T: fp2 — P1

défini par le morphisme de foncteurs (fpz). — p1. suivant : pour tout faisceau F' sur Z;+ et tout
U € Ob(X),

(1.9.1.6) fe(P2.(F)(U) = p1(F)(U)

est 'application canonique

F(ft(U) = ex) = F(ft(U) = U).
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D’apres (J2] VI.3.7 et V1.4.10), le quadruplet (§f+ ,P1, D2, T) est universel dans le sens suivant :

pour tout U-topos 7" muni de deux morphismes de topos a: T — Xeth:T > Y et dun 2-
morphisme t: fb — a, il existe un triplet

(h: T — éﬁ,a: pih = a,B: pah = b),

unique a isomorphisme unique prés, formé d’un morphisme de topos h et de deux isomorphismes
de morphismes de topos a et (3, tel que le diagramme

(1.9.1.7) fpsh "> pih

Wl l

fo ' sa

soit commutatif. Par suite, éﬁ ne dépend que du morphisme f: Y > X (cf. [2] VI.3.9). On

I’appelle le topos co-évanescent de f et on le note aussi X §)? Y ([2] V1.2.12).
Le foncteur

(1.9.1.8) Ut g =Y, (VU =V
est continu et exact a gauche ([2] VI.4.13). Il définit donc un morphisme de topos
(1.9.1.9) TV 5 X xgV

tel que p1¥ = f, po¥ = idy et 7+ ¥ = idy. Ces relations déterminent ¥ compte tenu de la
propriété universelle du topos co-évanescent.

(1.9.1.10) Y

Le morphisme ¥ est appelé¢ morphisme des cycles co-proches. De la relation p2.¥, = idg, on
obtient par adjonction un morphisme

(1.9.1.11) ps — W,

Celui-ci est un isomorphisme d’aprés ([2] V1.4.14), en particulier, le foncteur ¥, est exact.

1.9.2. Conservons les hypothéses et notations de [I.9.1] Le foncteur
(1.9.2.1) P+ =X, V=2U)=U

est fibrant, canoniquement clivé et normalisé ([4] VI 7.1). Pour tout U € Ob(X), la catégorie fibre
au-dessus de U est canoniquement équivalente a la catégorie Y+, et pour tout morphisme
u: U’ — U de X, le foncteur image inverse j; : Y s+ w)y = Y+ nest autre que le foncteur de
changement de base par fT(u). Munissant chaque fibre Y+ @) de la topologie induite par celle
de Y (L.1.6), 7 devient un U-site fibré, vérifiant les conditions de ([2] VI.5.1). On désigne par

(1.9.2.2) Fpi = X
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le U-topos fibré associé a 7 ([4] VI 7.2.6). La catégorie fibre de .%;+ au-dessus de tout U € Ob(X)

est canoniquement équivalente au topos ?/f*(U) (1.1.6), et le foncteur image inverse par tout
morphisme u: U’ — U de X s’identifie au foncteur image inverse j du morphisme de localisation

(1.9.2.3) Ju: Yypewn = Y pe)
associé a f*(u) ([4] IV 5.5). On note
(1.9.2.4) Ty, = X°

la catégorie fibrée obtenue en associant a tout U € Ob(X) la catégorie 37/ #+(U), et & tout morphisme
u: U — U de X le foncteur image directe j,. du morphisme j, (1.9.2.3). On désigne par Y la
catégorie des préfaisceaux de U-ensembles sur Y, par

(1.9.2.5) ﬂvar — X°

la catégorie fibrée obtenue en associant a tout U € Ob(X) la catégorie }A’/ f+(U) des préfaisceaux de
U-ensembles sur Y/ F+(), et & tout morphisme u: U’ — U de X le foncteur “restriction de Weil”

Y/f*(U’) — Y/f+ U) défini, pour tous F' € Ob(Y/f+ U’)) et Ve Ob(Y/f+ U)) par

(1~9~2'6) Jus(F)(V) = F(jy (V) = F(V X gy fT(U").
On a une équivalence de catégories
(1.9.2.7) Pp+ S Homyo(X°, 2Y,)

F — {Uw~ Fy},
définie, pour tout (V — U) € Ob(Zy+ ), par la relation
(1.9.2.8) Fy(V) = F(V = U).

On identifiera dans la suite F' a la section {U — Fy} qui lui est associée par cette équivalence.
D’aprés ([2] V1.4.4), le foncteur (1.9.2.7) induit un foncteur pleinement fidéle

(1.9.2.9) P+ — Homyo (X°, 7))
d’image essentielle les sections {U — Fy } vérifiant une condition de recollement.

1.9.3. Soient X, Y, X' et Y’ des U-sites dans lesquels les limites projectives sont représen-
tables,

f+

(1.9.3.1) X——Y
Fias
X —Y’
un diagramme de foncteurs continus et exacts & gauche, commutatif & isomorphisme prés :
(1.9.3.2) a:vtoft S fTout.

On note X, Y, X" et Y les topos des faisceaux de U-ensembles sur X, Y, X’ et Y’, respectivement,
(1.9.3.3) v s 5

~ f ~
Y—X
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le diagramme de morphismes de topos déduit de et

(1.9.3.4) a:uf’ S fo

I'isomorphisme induit par a. On a un foncteur

(1.9.3.5) Ot Dy — D+,

qui & tout objet (V — U) de Z+ associe I'objet (v(V) — ut(U)) de 2+ défini par le composé

(1.9.3.6) (V) —= ot (fH(U) =2kt (U)) ©

Il est clairement exact a gauche.
Pour tout U € Ob(X), on désigne par 1@ le foncteur composé

.
ER) ~
(1.9.3.7) Ve ) ————>=Y (e ) — Y/t ) »

ou la seconde fleche est 1’équivalence de catégories induite par I'isomorphisme a(U). Celui-ci est
exact a gauche et continu lorsque I'on munit Y ¢+ () et Y/’ P (ut (U)) des topologies induites par

celles de Y et Y, respectivement ([4] III 1.6 et 3.3). Pour tout morphisme ¢: U' — U de X, le
diagramme de foncteurs

’U+
(1.9.3.8) Vi) —= Y/ iy

. 1+
Jt+ l l]ﬁ (t)
ot

Y ey —= Y/ p et )

ot j; et j;t(t) sont les foncteurs de changement de base par fT(¢) et f'*(u™(t)), respectivement,
est commutatif & isomorphisme canonique prés.
Pour tout préfaisceau F = {U’ +— Fy} sur i+, on a

(1.9.3.9) Fod®t ={Uw F,+qyovf}

Si F est un faisceau sur Zy+, F o ® est un faisceau sur Z;+ en vertu de (|2] VI1.4.4). Par suite,
®* définit un morphisme de topos

~ ~ ~
(1.9.3.10) [oR X/ X)?' Y’ — X X)? Y.

Les carrés du diagramme de morphismes de topos
~  PI o~ +— o~ Py
(19311) X/ - X/ X)?, Y/ - T s Y/
ul ic} lv
~ P1 ~ ~ P2 ~
X< XxgY—>Y
ou les fleches horizontales sont les projections canoniques, sont commutatifs & des isomorphismes

canoniques pres :

(1.9.3.12) i up)
(1.9.3.13) §: vph

pl(I)v

=
— p2¢7
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le premier étant induit par a (1.9.3.2) et le second tautologique. On vérifie que le diagramme de
2-morphismes

a*pl, )
(1.93.14) wf'ph S foph L fpad
u*r’l lr*@
up] 2 p1®

ou 7 et 7/ sont les 2-morphismes canoniques (1.9.1.5)), est commutatif. Il résulte alors de la propriété

universelle de X ; 5 Y que ¢ est uniquement déterminé par le quadruplet (u,v,7,?).
Le diagramme
(1.9.3.15) S AT

L |o N

ps N ~
Yy —X X)zY

ou ¥ et ¥’ sont les morphismes des cycles co-proches (1.9.1.9)), est clairement commutatif & iso-
morphisme canonique pres.

Remarque 1.9.4. Soient X et Y deux U-sites dans lesquels les limites projectives finies sont
représentables, f7: X — Y un foncteur continu et exact & gauche. On note X et Y les topos des
faisceaux de U- ensembles sur X et Y, respectivement, ex: X — X et ey: Y — Y les foncteurs
canoniques et f: Y > X le morphisme de topos associé & f*. On notera que le diagramme

f+

(1.9.4.1) X =Y

EX \L \LEY
~ T =
X—>Y
est commutatif & isomorphisme canonique prés. On considére X et Y comme des U-sites munis
des topologies canoniques. Les foncteurs ex et ey sont continus et exacts a gauche ([4] IIT 3.5).

Il en est évidemment de méme du foncteur f*. Les topos des faisceaux de U-ensembles sur X et

Y s’identifient & X et Y par les morphismes de topos associés a ex et ey, respectivement (M4 v
1.2). Le morphisme de topos associé a f* s’identifie & f. D’aprés le foncteur (|1.9.3.5))

(1.9.4.2) ot D+ = Dy, (V=2U) = (ev(V) = ex(U))
est continu et exact & gauche, et le morphisme de topos associé d: éf* — éﬁ est une équivalence
de topos. On retrouve le fait que le topos co-évanescent X >< P Y ne dépend que des topos XetY

et du morphisme f: Y - X.

Proposition 1.9.5. Reprenons les hypothéses et notations de[[.9.1]; supposons de plus, que tous
les objets de X et de'Y soient quasi-compacts. Alors, _ B
(i) Les topos X et'Y sont cohérents et le morphisme f: Y — X est cohérent.
(ii) Pour tout objet (V. — U) de D+, le faisceau associé (V — U)* est un objet cohérent de
X >< - Y.
~ ~
(iii) Le topos X x 5 Y est cohérent.
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(i) Cela résulte de ([4] VI 2.4.5 et 3.3).
(ii) & (iii) Pour tout objet V' de Y, notant V¢ le faisceau associé¢ de Y, le topos Y,y. est
cohérent ([4] VI 2.4.2 et 2.4.5). Les propositions résultent donc de ([2] VI.5.27 et VL.5.5).

Corollaire 1.9.6 (|2] VI.5.30). Soient )Z', Y deuz U-topos cohérents, f: Y = X un morphisme

~ ~
cohérent. Alors le produit orienté X x ¢ Y est cohérent. En particulier, il a suffisamment de points.

1.9.7. Soient X et Y deux U-sites dans lesquels les limites projectives finies sont représen-
tables, f7: X — Y un foncteur continu et exact a gauche. On note X et Y les topos des faisceaux
de U-ensembles sur X et Y, respectivement, f: Y = X le morphisme de topos associé & fT et ex
et ey des objets finaux de X et Y, respectivement. Soient (B — A) un objet de Z;+, A* le faisceau

de X associé a A, B® le faisceau de Y associé & B. On de81gne par ja: X/A —Xetjp:Yp—=Y
les foncteurs canonlques et aussi abusivement par j4: X JAa = X et j B: Y/ Ba — Y les morphismes

de localisation de X en A% et de Y en de B2, respectivement (cf. |1 . On munit X,4 et Y,p des
topologies induites par celles de X et Y, respectivement. Le foncteur

(1.9.7.1) [t Xa—=YE, Ue f1(jaU)) Xp+a) B

est exact a gauche et continu en vertu de ([4] III 1.6 et 3.3). Le morphisme de topos
(1.9.7.2) F Y pa = X

associé & f't s’identifie au morphisme composé

~ ~ f/Aa ~
Yipo == Y)pran) == Xyao
ou la premiére fleche est le morphisme de localisation associé¢ & B* — f*(A*) ([4] IV 5.5) et la

seconde fleche est le morphisme déduit de f ([4] IV 5.10).
On a un foncteur

(1973) j(B_)A)Z .@f/+ — .@er
qui & tout objet (V' — U) de P+ associe I'objet (jp(V) — ja(U)) de P+ défini par le composé
(1.9.7.4) is(V) = js(f(U)) = [T(ja(U)) x p+ay B = f7(ja(U)),

ou la seconde fléche est I'isomorphisme canonique (|1.9.7.1) et la derniére fléche est la projection
canonique. Celui-ci se factorise a travers une équivalence canonique de catégories

(1.9.7.5) n: Dt = (ngr)/(B%A)-

Draprés ([2] VI.4.18), la topologie co-évanescente de %+ est induite par la topologie co-
évanescente de Z;+ au moyen du foncteur jp_, 4); en particulier, n induit une équivalence de
topos

~ ~ ~ o~ +— ~
(1976) m: (X XX. Y)/(B_>A)a — X/Aa X)?/Aa Y/Ba.
Par ailleurs, le diagramme
+
(1.9.7.7) x—1 -y
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ol jj et jg sont les foncteurs de changement de base par A — ex et B — ey, respectivement, est
commutatif & isomorphisme canonique prés. Le foncteur induit par ce diagramme ({1.9.3.5))

(1.9.7.8) O Dpr = Dy, (V—=U) = (G5(V) = 55H(U))
est exact & gauche et continu d’apreés et Il définit donc un morphisme de topos

~ ~

~ +— ~
(1979) P: X/Aa X)?/Aa Y/Ba — X X% Y.

On notera que le composé n o ®+ n’est autre que le foncteur de changement de base par (B — A).
Par suite, ®m est le morphisme de localisation

~ ~
(1.9.7.10) j(B%A): (X X5 Y)/(BﬂA)a - X X5 Y.

Lemme 1.9.8. Soient Y un U-topos, B un ouvert de Y (i.e., un sous-objet de l’objet final de'Y ),
V' un objet de Y. On note jp: Y/p =Y et jy: Y,y =Y les morphismes de localisation de Y en
B et V, respectivement, Z le sous-topos fermé de Y complémentaire de 'owvert B ([4] IV 9.3.5)
eti: Z —'Y le morphisme d’inclusion. Alors,

(i) Le morphisme

(1981) jB/V: Y/va — Y/V

induit par jp ([4] IV 5.10) est un plongement ouvert, d’ouvert de Y,y associé B x 'V ([4] IV
9.2).

(ii) Le morphisme

induit par i ([4] IV 5.10) est un plongement, et le foncteur (i) ). identifie Z ;- vy au sous-
topos fermé de Y,y complémentaire de l'ouvert B x V.

(i) En effet, on a B x V = ji;(B) ([4] III 5.4); c’est donc un ouvert de Y,y . Le foncteur
jjé/vv induit par jj, est le changement de base par le morphisme B x V' — V. Par suite, jp,y est
isomorphe au morphisme de localisation de Yy en B x V.

(ii) Notons Z’ le sous-topos fermé de Yy complémentaire de B x V et i': Z' — Y,y le
morphisme d’inclusion. D’aprés ([4] IV 9.4.3), il existe un morphisme j': Z’ — Z, unique a iso-
morphisme prés, tel que le diagramme

(1.9.8.3) 7Yy
j/l ljv
VA _ Y

soit 2-cartésien. Par ailleurs, le diagramme

(1.9.8.4) Zyie vy -2 Yy
jqz*(V)l ljv
7 o Y

ol j(vy est le morphisme de localisation de Z en i*(V'), est 2-cartésien en vertu de ([4] IV 5.11);
d’ott la proposition.
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Proposition 1.9.9. Soient f: Y — X un morphisme de U-topos, ex un objet final de X, B un
ouwvert de Y (i.e., un sous-objet de l’objet final de Y'). On note jp: Y, — Y le morphisme de
localisation de'Y en B, Z le sous-topos fermé de Y complémentaire de l'ouvert B ([4] IV 9.3.5) et
i: Z — Y le morphisme d’inclusion. Pour tout V€ Ob(Y'), on désigne par jp,v:Y/pxv — Y)v
le morphisme de localisation de Y,y en B x V' et par i,y : Z-vy — Yy le morphisme induit

par i (1.9.8). Notons X xx Y, X xx Y,p et X xx Z les topos co-évanescents de f, fjp et fi,
respectivement. Alors,
(i) Le morphisme

(1.9.9.1) J X XxYip— X xxV

. . . \ .
induit par jp (1.9.3.10) est un plongement ouvert, d’ouvert de X xx Y associé (B — ex)®

([4 IV 9.2). Pour tout objet G = {U — Gy} de X ;X Y/, on a un isomorphisme canonique
fonctoriel

(1.9.9.2) J.(G) S A{U = (jg/@))«(Gu)}.
Pour tout objet F = {U — Fy} de X ;X Y, on a un isomorphisme canonique fonctoriel
(1.9.9.3) J*(F) 5 {U — Fy x B},

ot Fy x B désigne abusivement l'objet Fiy X -y (f*(U) X B) de Y, ¢+ u)xB-
(ii) Le morphisme

(1.9.9.4) I:XXxZ X XxY
. . . . . —
induit par ¢ (1.9.3.10) est un plongement. Le foncteur I, identifie X Xx Z au sous-topos

fermé de X ;X Y complémentaire de 'ouvert (B — ex)®. Pour tout objet G = {U — Gy}

-
de X Xx Z, on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(1.9.9.5) L(G) S {U = (i)p+@))«(Gu)}-

(iii) Pour tout objet F = {U — Fy} de X ?X Y, I*(F) est le faisceau de X ;X 7 associé au
préfaisceau {U — (i) ¢+ 1)) (Fu)} sur le site Di-p- (1.9.4)).
(i) En effet, d’aprés m on a une équivalence canonique de topos (|1.9.7.6|)
— ~ —
(1.9.9.6) m: (X Xx Y)/(Bﬁex)a — X Xx Y/B7

et Jm est le morphisme de localisation de X §X Y en (B = ex)* Ona (B — ex)* =p5(B);
c’est donc un ouvert de X ZX Y. L’isomorphisme ({1.9.9.2]) résulte aussitot des définitions (1.9.3.9)).
Pour tout objet F = {U — Fy} de X xx Y, on a un isomorphisme canonique fonctoriel
(1.9.9.7) m*(J*(F)) & F x p3(B).

En vertu de (]2] VI.4.12), p3(B) est le faisceau {U — f*(U) x B}. Compte tenu de ([4] II 4.1(3)),
on en déduit un isomorphisme canonique fonctoriel

(1.9.9.8) m*(J*(F)) = {U — Fy X =y (fF(U) x B)};
d’ou I'isomorphisme ((1.9.9.3)).
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-
(i) Pour tout objet G = {U +— Gy} de X xx Z, on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(11.9.3.9)
(1.9.9.9) L(G) S {U = (i)p-w))+(Gu)}-
On observera que pour tout morphisme ¢: U’ — U de X, le diagramme de morphismes de topos

ISR

(1.9.9.10) Zyi ey ==Yy

i 1/ )

Zjis(frU)) —= Y U)

ou les fléches verticales sont les morphismes de localisation associés aux morphismes f*(¢) de Y et
*(f*(t)) de Z, est commutatif & isomorphisme canonique prés. Pour tout U € Ob(X), le foncteur

(i/5+())« est pleinement fidéle d’aprés Il en est donc de méme du foncteur I, (1.9.2.9)), de

sorte que I est un plongement. Pour tout objet G' de X ;X Z, J*(I.(G)) est un objet final de
— —

X xXx Y,p en vertu de et (1.9.9.3)). Inversement, soit {U — Fy} un objet de X x x Y tel que

J*(F') soit un objet final de X ;X Y. Pour tout U € Ob(X), Fy x B est donc un objet final de

Y p-wyxp (1.9.9.3). D’aprés 1.9.8|7 il existe un objet Gy de Z;+(p+(uy) tel que Fyy = (i)« 1))«(Gv)-

Il résulte aussitot de (1.9.9.10)) et ([2] VI.4.4) que la collection G = {U +— Gy} est naturellement

un objet de X ;X Z.0On a I,(G) ~ F (1.9.9.9)). Par suite, le foncteur I, identifie X §X Z au
—

sous-topos fermé de X x x Y complémentaire de 'ouvert (B — ex)®.

(iii) On notera d’abord que {U — (i/f+ )" (Fu)} est naturellement un préfaisceau sur Z;- s« ,
compte tenu de (1.9.9.10). D’apres ([4] I 5.1 et III 1.3), I*(F) est le faisceau sur Z;« s+ associé au
préfaisceau P défini pour tout (W — U) € Ob(Z;«s+) par

(1.9.9.11) PW —=U)= lim FV' = U"),

’ ’ o
(V/=UNECRy, 1y

ot C(y_py est la catégorie des couples ((V' — U’),t) formés d’un objet (V' — U’) de Py et
d’un morphisme ¢: (W — U) — (i*(V') = U’) de Z;-y-. Notons B, la catégorie des couples
(V, k) formés d'un objet V' de Y, 7y et d'un morphisme k: W — (i) 5+ 17))* (V) de Z i+ (+(vy)- Les
catégories By ) et Cw_y) sont clairement cofiltrantes. On a un foncteur pleinement fidéle

(1.9.9.12) ¢: Bwov) = Cowsvy, Ve (V= U).

Pour tout objet (V' — U’),t) de Cw_yy, t induit un morphisme u: U — U’ de X et un
morphisme

kW — (’L/f*(U))*(VI Xf*(U’) f*(U))
de Z i (p~vy), de sorte que (V' x gy f*(U), k) est un objet de By ). On a un morphisme
o(V! X gy f1(U), k) = (V! = U'),t)

de Cw_v). Le foncteur ¢° est donc cofinal d’aprés ([4] I 8.1.3(c)). Par suite, on a un un isomor-
phisme canonique

(1.9.9.13) P(W—U)S  lim  F(V - U),

o
VEeBw LUy

La proposition résulte alors de ([2] VI.5.17 et VI.5.5) et ([4] I 5.1 et III 1.3).
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1.9.10. Solent X et Y deux U-sites dans lesquels les limites projectives finies sont représen-
tables, f*: X — Y un foncteur continu et exact a L gauche. On note X et Y les topos des faisceaux
de U—ensembles sur X et Y, respectivement, f: Y = X le morphlsme de topos associé a fT et
XX 5 Y le topos co-évanescent de f. La donnée d’un point de XX 5 Y est équivalente a la donnée
d’une paire de points z: Pt — X et y: Pt — Y et d'un 2-morphisme u: f(y) — = ([2] V1.3.11).
Un tel point sera noté (y — z), ou encore (u: y — z). Pour tous F € Ob(X) et G € Ob(Y), on a
des isomorphismes canoniques fonctoriels

(1.9.10.1) PIF)ysa) = Fu,
(1.9.10.2) P3G gy — Gy
L’application

induite par 7 (1.9.1.5), s’identifie canoniquement au morphisme de spécialisation F, — F(,) défini
par u (cf. [2] VI.4.20). On a un isomorphisme canonique fonctoriel ([2] (VI1.4.20.4))

(1.9.10.4) (V@) (ysa) = Gy

~ ~
D’aprés la propriété universelle de X X ¢ Y, on a un isomorphisme canonique fonctoriel de points

~
deXx)?Y

(1.9.10.5) U(y) = (y — fly)-
Pour tout (V' — U) € Ob(Z¢+), on a un isomorphisme canonique fonctoriel ([2] (VI1.4.20.6))

(1.9.10.6) (V = U)lysa) S U2 xya V2

fay Y7
ou l'exposant * désigne les faisceaux associés, Iapplication V" — U;?( ) est induite par le morphisme

(y—a

structural V — f7(U) et 'application U2 — Uf(J) est le morphlsme de spécialisation défini par u.

On désigne par Z(,_,, la catégorie des voisinages de (y — x) dans Z;+ (4] IV 6.8.2),
autrement dit, la catégorie des triplets ((V — U), &, () formés d'un objet (V — U) de %+ et d’'un
élément (¢,() € U2 xpa V' (L9.10.6). Pour tout préfaisceau F' = {U — Fy} sur P4+, on a un

isomorphisme canonique fonctoriel ([4] IV 6.8.4)

(1.9.10.7) (FD) (yrsa) = lim Fy (V).

—
V=0).60e2?,

1.9.11. Soient X un U-topos local de centre z: Pt — X ([4] VI 8.4.6), f: Y — X un

+—

morphisme de U-topos, X X x Y le topos co-évanescent associé. On note ¢: X — Pt 'unique
morphisme de topos ([4] IV 4.3). Par définition, on a un isomorphisme z* = ¢,. On en déduit un
isomorphisme

(1.9.11.1) (20)" = 6" ¢u.

Composant avec le morphisme d’adjonction ¢*¢, — idx, on obtient un morphisme de foncteurs
(z¢)* — idx et par suite un 2-morphisme

(1.9.11.2) idy — 6.

Les morphisme z¢f: Y — X et idy: Y — Y et le 2-morphisme f — z¢f déduit de (1.9.11.2))
induisent un morphisme

(1.9.11.3) 7Y 5 X Xx Y
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tel que p1y = zof et pay =idy (1.9.1) :

(1.9.11.4) x<—1 vy
zq&l ’Yl idv
X P1 X ;X v P2 %
idx f
X
De la relation psy = idy on obtient un morphisme de changement de base
(1.9.11.5) p2x = 7",

composé de pay — PaxYsY* — 7*, oil la premiére fleche est induite par le morphisme d’adjonction
id — v,7", et la seconde fléche par la relation pyy = idy.

Proposition 1.9.12 (Gabber, [29] XI 2.3). Sous les hypothéses de pour tout objet F' de
X ;X Y et tout point y de Y, l'application

(1.9.12.1) (p2+F)y = (7 F),y

déduite du morphisme de changement de base (1.9.11.5)) est bijective.

En effet, le composé x¢fy: Pt — X est canoniquement isomorphe & x. Le 2-morphisme
(1.9.11.2)) induit donc un 2-morphisme u: f(y) — = définisant un point de X % x Y (1.9.10), qui
n’est autre que y(y). Notons &, la catégorie des voisinages de v(y) dans Z;- (fy la
catégorie des voisinages de y ([4] IV 6.8), autrement dit la catégorie des couples (V, () formés d’un
objet de Y et d’un élément ¢ € V,,. Soient ex un objet final de X, & 'unique élément de z*(ex).
On a un foncteur

(1.9.12.2) LGy = Py, V,Q) = (V= ex), &, ().
Les catégories &2, et G, sont cofiltrantes ([4] IV 6.8.2) et le foncteur ¢ est pleinement fidéle. On

vérifie aussitot que ((1.9.12.1) est 'application

(1.9.12.3) lim  Fey (V) — lim Fy (V)
(V,0)€6P ((V=0),6.0e28

induite par (°. Il suffit donc de montrer que ¢° est cofinal. Soit ((V — U),(,§) € Ob(Zyy).
L’isomorphisme z* = ¢, permet d’identifier £ € U, & une section que I’on note encore & € U(ex).

On observera que I'image canonique {y(,) de cette section dans Ug(,) n’est autre que l'image
de ¢ par le morphisme de spécialisation U, — Uy, défini par u . Considérons alors
lobjet W =V X« f*(ex) de Y défini par § € U(ex). D’aprés ce qui précede, W, s’identifie &
I'image inverse de £f(,) € Uy, par I'application V;, — Uy, définie par le morphisme structural
V — f*(U). En particulier, ¢ est un élément de W, de sorte que (W, () est un objet de %,. Par
ailleurs, ¢ induit un morphisme

(1.9.12.4) LW, Q) = (W = ex), &, ¢) — (V= U),&,0)
de Z,(,). On en déduit que ° est cofinal en vertu de ([4] IV 8.1.3(c)) ; d’ott la proposition.

Corollaire 1.9.13. Sous les hypotheses de[[.9.11] si, de plus, Y a assez de points, alors le mor-
phisme de changement de base pa. — v* (1.9.11.5) est un isomorphisme ; en particulier, le foncteur
P2« €st exact.
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Corollaire 1.9.14. Sous les hypotheses de|1.9.11] si, de plus, Y est local de centre y, alors X ;X Y
est local de centre v(y).

En effet, pour tout objet F' de X ;X Y, le diagramme

(1.9.14.1) D(Y, pou F) —— (P2« L)y

|

I(X Xy Y, F)—Fy)

ou les fleches horizontales sont les applications canoniques et la fléche verticale de droite est 'ap-

plication (|1.9.12.1) est commutatif. La proposition résulte donc de|1.9.12

Corollaire 1.9.15. Conservons les hypothéses de supposons, de plus, que Y ait assez de
points. Alors :

(i) Pour tout faisceau F de X ;X Y, Uapplication canonique
(1.9.15.1) [(X Xx Y,F) = D(Y,7*F)

est bijective.

(ii) Pour tout faisceau abélien F de X ;X Y, Uapplication canonique
(1.9.15.2) H (X Xx Y, F) — H(Y,7*F)
est bijective pour tout i > 0.

Cela résulte aussitot de[1.9.12] (cf. la preuve de 1’énoncé analogue |2] VI.10.28).

1.9.16. Soit f: Y — X un morphisme de schémas. On désigne par Z;+ le site co-évanescent

du foncteur f71: Et /X — Et /vy de changement de base par f, et par Xe ; X Yot le topos co-
évanescent du morphisme de topos associé f: Ye — Xg (cf. [.1.1T] et [1.9.1)). D apres [1.9.10] et (4]
VIII 7.9), la donnée d’un point de Xg¢ ; X, Yeér est équivalente & la donnée d’'une paire de points
géométriques T de X et 7 de Y et d’une fleche de spécialisation u de f(7) vers T, ¢’est-a-dire, d’un
X-morphisme u: ¥ — X(z), ou X(z) désigne le localisé strict de X en Z. Un tel point sera noté
(¥ ~ T) ou encore (u: § ~ T).

On désigne par Z..5) la catégorie des objets (7 ~» T)-pointés de P+, définie comme suit.
Les objets de Z(..5) sont les triplets ((V — U),§, () formés d'un objet (V — U) de Z+, d’'un
X-morphisme £: 7 — U et d'un Y-morphisme ¢: y — V tels que, notant encore §: X(z) — U le
X-morphisme induit par & ([4] VIII 7.3), le diagramme

(1.9.16.1) 7 ——X@

Cl lﬁ

V——U
soit commutatif. Soient ((V — U),&,¢), (V' — U’),£,¢’) deux objets de & (3..7). Un morphisme
e (V! = U, ¢, () dans ((V — U),&,() est la donnée d’un morphisme (g: U' = U, h: V' = V)

de P+ (1.9.1) tel que go&’ = £ et ho(’ = (. Il résulte de ((1.9.10.6) et ([2] VI.10.19(i)) que P(5..z)

est canoniquement équivalente & la catégorie des voisinages de (y ~» T) dans Z;+ ([4] IV 6.8.2).
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Elle est donc cofiltrante et pour tout préfaisceau F' = {U + Fy} sur %+, on a un isomorphisme
canonique fonctoriel ([4] IV (6.8.4))

(1.9.16.2) (F)(gwm) — lim Fy (V).

(Vo062

1.9.17. Soient f:Y — X un morphisme de schémas, T un point géométrique de X, X le
localisé strict de X en 7, Y = Y xx X, i: Y — X la projection canonique. On désigne par

“— —
KNet X x, Yoo et Xy X x, Y les topos co-évanescents de f et f, respectivement, et par

(1.9.17.1) v Y — Xy 25& Y

le morphisme défini dans ((1.9.11.3)). Le morphisme canonique X — X induit par fonctorialité un
morphisme (|1.9.3.10))

(1.9.17.2) ®: Xy Xx, Yoo = X Xxs0 Yoro
On note
(1.9.17.3) ort Xeo X xa Yoo = Yo

le foncteur composé v* o ®*.

Proposition 1.9.18. Conservons les hypothéses de[L.9.17]. Alors,

Pl

(i) Pour tout faisceau F de X¢ X x,, Yar, on a un isomorphisme canonique fonctoriel
(1.9.18.1) pP1«(F)z = T(Yy,, px(F)).

+—
(ii) Pour tout faisceau abélien F' de Xg, X x,, Yer €t tout entier i > 0, on a un isomorphisme
canonique fonctoriel

(1.9.18.2) Rip1(F)z = H (Y, p=(F)).

Cette proposition sera démontrée dans
Remarque 1.9.19. Conservons les hypothéses de soient, de plus, 7 un point géométrique

—
de Y, u: § — X un X-morphisme, de sorte que (g ~ T) est un point de X¢ X x,, Yst. Notons Z le
point fermé de X, v: § — Y le morphisme induit par u, y le point géométrique de Y défini par v
et vy: Y4 — Ens le foncteur fibre associé a y. Le foncteur composé
—

(1.9.19.1) vy o @z Xey Xx, Yoo — Ens
est alors canoniquement isomorphe au foncteur fibre associé au point (g ~~ T).

1.9.20. Reprenons les hypothéses et notations de On note %% la catégorie des X-
schémas étales Z-pointés ([4] VIII 3.9) que l'on identifie & la catégorie des voisinages de T dans le
site Et/x ([] TV 6.8.2). C’est une catégorie cofiltrante. Pour tout objet (U,£: T — U) de %, on
désigne encore par £: X — U le morphisme déduit de & ([4] VIII 7.3) et par

(1.9.20.1) fy: Y - Uy

son changement de base par f. Soit F = {U — Fy} un préfaisceau sur Z;+ tel que pour tout
U € Ob(Et /x), Fu soit un faisceau de (Uy )s;. On a alors un foncteur

(1.9.20.2) Gy =Yy, (U8 & (Fu),
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qui & tout morphisme ¢: (U',¢') — (U, &) de 6% fait correspondre le morphisme composé

& (Fu) = &7 (65 (Fu)) — &5 (Fur),

ot la premiére fleche est induite par la relation £ = to&’ et la seconde fleche provient du morphisme
de transition Fyy — ty.(Fy/) de F.

—
Pour tout (U, &) € Ob(%%), le topos (X¢: xx,, Yst)/(y —u)s est canoniquement équivalent au
—
topos co-évanescent Ugy Xy, (Uy)s du morphisme fi: Uy — U (1.9.7)). Notons

— —
(19203) Ju: (Xét X Xt Y:ét)/(Uy—>U)a — Xét X Xt Y;;t

-
le morphisme de localisation de X¢; X x,, Ys en (Uy — U)®. Le morphisme : X — U induit donc
par fonctorialité un morphisme de topos (1.9.3.10))

“— “—
(19204) ‘I)gt Két Xiét Zét — (Xét X Xt }/ét)/(UY‘)U)a.
D’aprés (1.9.3.11)), le diagramme

— L3 —
(1.9.20.5) Nep Xx,, Yoo = (Xaw Xxo Yer) 0y —0)e
p2l lpg
&y
Yy (Uy st

ou p, et pY sont les projections canoniques (1.9.1.4) est commutatif & isomorphisme canonique
prés. On en déduit un morphisme de changement de base

(1.9.20.6) EPs. — b, P
D’apres ([I] 1.2.4(i)), le composé
(1.9.20.7) VD3 = D, P = VL,

ou la seconde fleche est induite par (|1.9.11.5)), est le morphisme de changement de base induit par
I’isomorphisme

(1.9.20.8) py o Peoy S &y

déduit de la relation p,y = idy.

Soit F' = {U — Fy} un objet de Xg; <;Xét Yi.. D’apres ([4] III 5.3), on a un isomorphisme
canonique

(1.9.20.9) Py (777 (F)) = Fu.
Le morphisme (|1.9.20.7) induit donc un morphisme fonctoriel
(1.9.20.10) & (Fu) = ¢z(F).

D’aprés ([I] 1.2.4(i)), ¢’est un morphisme de systémes projectifs sur la catégorie €2 (1.9.20.2)). On
en déduit un morphisme fonctoriel

(1.9.20.11) lim & (Fu) — ez(F).

—
(U,6)e€2

Remarques 1.9.21. Conservons les hypothéses de [1.9.20]
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(i) D’aprés ([4] XVII 2.1.3), le morphisme (1.9.20.7)) est égal au composé
(1.9.21.1) &5, 5y oy pY, — v @,
ou la premiére fleche est induite par (|1.9.20.8)) et la seconde fléche est induite par le mor-
phisme d’adjonction p§*p¥, — id.
(ii) Choisissons un objet affine (Xo,&p) de €& et notons I la catégorie des Xop-schémas étales
&o-pointés qui sont affines au-dessus de Xg. Le foncteur canonique I — %% est alors cofinal

([4] VIII 4.5). On peut donc remplacer dans la limite inductive dans (|1.9.20.11) la catégorie
%% par I.

Proposition 1.9.22. Les hypothéses étant celles de [1.9.20], soient, de plus FF = {U — Fy} un

+— .
préfaisceau sur Dyv, F le faisceau de Xgy X x,, Yor associé a I, et pour tout U € Ob(Et,x),
le faisceau de (Uy)e, associé a Fy. Alors, on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(1.9.22.1) lim &5 (FS) ™ oa(F),

(U6 €62

qui coincide avec le morphisme (1.9.20.11)) lorsque F' est un faisceau sur Py+.

On notera d’abord que {U + F{}} est naturellement un préfaisceau sur %5+ et que le mor-
phisme canonique {U — Fy} — {U — F{j} induit un isomorphisme entre les faisceaux associés,
d’apres (J2] VI.5.17 et VL.5.5). On peut donc se borner au cas ot Fyy est un objet de (Uy )¢ pour
tout U € Ob(Et/X), de sorte que le systéme inductif 62 — Y, (U,€) — & (Fv) (1.9.20.2) est
bien défini. Posant F* = {U — Gy}, on a des morphismes canoniques fonctoriels

. * u . * v a
(1.9.22.2) lim &y )ie(Fv) = lim - (§y)fe (Gu) = @al(F),
(U,£)e6 (U.£) €€y

le second étant ((1.9.20.11)). Montrons que v o u est un isomorphisme. Il suffit de montrer que pour

tout point géométrique y de Y, notant v5: Y4 — Ens le foncteur fibre associé, vy(v o u) est un

isomorphisme. Soient pry-: Y — Y la projection canonique, § = pry (3). Le point § définit une
—

fleche de spécialisation de f(y) dans 7, i.e., (j ~ T) est un point de X¢; X x,, Ys;. Notons Pz
la catégorie des objets (7 ~» T)-pointés de Z;+. On a un foncteur

(1.9.22.3) T2 Pz = Gz, (V—=U),6¢) — (U,§).

Pour tout (g, &) € Ob(%%), la fibre de 7 au-dessus de (U, §) est canoniquement équivalente a la

catégorie 27 des Uy-schémas étales, &y (y)-pointés (|1.9.20.1). D’apres [1.9.19) v o pz est le
(U,8) 7O P

-
foncteur fibre de X¢; X x,, Yat associé au point (g ~ Z). Compte tenu de ([4] IV (6.8.3)), on peut
alors considérer vg(v o u) comme une application

(1.9.22.4) vi(vou): lim h;n Fy(V) = (F*) (gwz)-
WOEF (v.oe@ly, )°

Il suffit de montrer que cette application est l'inverse de l'isomorphisme canonique (1.9.16.2)), ou
encore que pour tout objet ((V — U),&,() de P..7), I'application canonique

(1.9.22.5) Fy(V) = (F*) @)
est le composé

(1.9.22.6) Fy (V) = vy(&y- (Fv)) = vy(e=(F*)),
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ou la premiére fleche est définie par l'objet (V,() de @(gU €) et la seconde fleche est 'image de

(1.9.20.10) par vy. Par localisation (1.9.7)), on peut supposer U = X. D’aprés|(1.9.21(i), I'image par
vy du morphisme (pry )iy (Fx) = ¢z(F) (1.9.20.10) coincide avec 'application

induite par le morphisme d’adjonction p}(pe«(F)) — F et Iisomorphisme (1.9.10.2)), d’ou I'asser-

tion recherchée.

Proposition 1.9.23. Soient X, Y deux schémas cohérents, f: Y — X un morphisme. Pour tout
point géométrique T de X, soient X(z) le localisé strict de X enT, Yz =Y Xx Xz,

(1.9.23.1) . ;Xét Yer = Y76t

le foncteur défini dans (1.9.17.3). Alors, la famille des foncteurs (pz), lorsque T décrit ’ensemble
des points géométriques de X, est conservative.

-
En effet, la famille des foncteurs fibres de X¢ Xx,, Ye associés aux points (g ~ T) est
conservative d’aprés La proposition s’ensuit compte tenu de[1.9.19

1.10. Limite projective de topos co-évanescents

1.10.1. On désigne par 9 la catégorie des morphismes de schémas et par € la catégorie
des morphismes de 9. Les objets de € sont donc des diagrammes commutatifs de morphismes de
schémas

(1.10.1.1)

HU

v

Y —X

ou l'on considére les fléches horizontales comme des objets de 90t et les fléches verticales comme des
morphismes de 9; un tel objet sera noté (V,U,Y, X). On désigne par © la sous-catégorie pleine

de € formée des objets (V,U,Y, X) tels que les morphismes U — X et V — Y soient étales de
présentation finie. Le “foncteur but”

(1.10.1.2) DM (V,U,Y,X) e (Y = X),

fait de ® une catégorie fibrée, clivée et normalisée. Avec les notations de [[.I.11} tout morphisme
de schémas f: Y — X induit un foncteur

(1.10.1.3) f—gh: Etcoh/X - Etcoh/Y'

C

La catégorie fibre ®; de ((1.10.1.2)) au-dessus de f est la catégorie sous-jacente au site co-évanescent

2 £ associé au foncteur f-, (1.9:1). Pour tout diagramme commutatif de morphismes de schémas
(1.10.1.4) v Ly
|,k
f
Y——X

le foncteur image inverse de ((1.10.1.2)) associé au morphisme (¢’, g) de 9N est le foncteur
(1.10.1.5) D 5Dy, V-oU s (VxyY =Uxx X').
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Celui-ci est continu et exact & gauche d’apreés Munissant chaque fibre de © /0t de la topologie
co-évanescente ([1.9.1), © devient un U-site fibré ([4] VI 7.2.4). On désigne par

(1.10.1.6) )

le U-topos fibré associé a © /M ([4] VI 7.2.6). La catégorie fibre de § au-dessus d’un objet f: ¥ — X
de M est le topos D s des faisceaux de U-ensembles sur le site co-évanescent D ¢, et le foncteur image
inverse relatif au morphisme défini par le diagramme ([1.10.1.4)) est le foncteur ®*: ©; — D, image

inverse par le morphisme de topos ®: © ¢ — D¢ associé au morphisme de sites ®* (1.10.1.5). On
note

(1.10.1.7) TV — e

la catégorie fibrée obtenue en associant a tout objet f: Y — X de I la categorle S = CDf, et a
tout morphisme défini par un dlagramme m ) le foncteur @, ;D = D ¢ image directe par
le morphisme de topos ®: Df/ — ©f

1.10.2. Soient I une catégorie cofiltrante essentiellement petite ([4] I 2.7 et 8.1.8),
(1.10.2.1) e: I =M i (fi: Vi = Xy)

un foncteur tel que pour tout morphisme j — 7 de I, les morphismes Y; — Y; et X; — X, soient
affines. On suppose qu’il existe ig € Ob(I) tel que X;, et Y;, soient cohérents. On désigne par

(1.10.2.2) D, — I
(1.10.2.3) Fo — I
(1.10.2.4) 5, — I°

les site, topos et catégorie fibrés déduits de ® (1.10.1.2), § (1.10.1.6) et FV (1.10.1.7)), respective-
ment, par changement de base par le foncteur . On notera que §, est le topos fibré associé¢ a ©,,
(4] VI 7.2.6.8). D’apres (]26] 8.2.3), les limites projectives

(1.10.2.5) X= lim X; e¢ Y= lim Y,
— —
i€Ob(I) i€Ob(I)

sont représentables dans la catégorie des schémas. Les morphismes (f;);c; induisent un morphisme

f:Y — X, qui représente la limite projective du foncteur (1.10.2.1]).
Pour tout ¢ € Ob([), on a un diagramme commutatif canonique

(1.10.2.6) y—lsx
L
Yi —X;

Il lui correspond un foncteur image inverse (|1.10.1.5))

(1.10.2.7) oDy — Dy,

qui est continu et exact & gauche, et par suite un morphisme de topos
(11028) P;: @f — @f@..
On a un foncteur naturel

(1.10.2.9) Dy — Dy,
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dont la restriction a la fibre au-dessus de tout i € Ob(I) est le foncteur ®; (1.10.2.7). Ce foncteur
transforme morphisme cartésien en isomorphisme. Il se factorise donc de fagon unique & travers un
foncteur ([4] VI 6.3)

(1.10.2.10) lim D, — D.

IO

Le I-foncteur ®, — ® ¢ x I déduit de (1.10.2.9) est un morphisme cartésien de sites fibrés ([4] VI
7.2.2). 1l induit donc un morphisme cartésien de topos fibrés ([4] VI 7.2.7)

(1.10.2.11) D xI—F,.

Proposition 1.10.3. Le couple formé du topos 5f et du morphisme (1.10.2.11)) est une limite
projective du topos fibré §,/1 (|4] VI 8.1.1).

On notera d’abord que le foncteur (1.10.2.10) est une équivalence de catégories en vertu de
(]26] 8.8.2 et 17.7.8). Soient T un U-topos,

(1.10.3.1) h:T xT—3,

un morphisme cartésien de topos fibrés au-dessus de I. Notons e7: ©, — §,, le foncteur cartésien
canonique ([4] VI (7.2.6.7)), et posons

(1.10.3.2) ht =h*oe;: @, - T x L.
Pour tout ¢ € Ob([), on désigne par
(1.10.3.3) ht:®p =T

la restriction de A" aux fibres au-dessus de 7. Compte tenu de I’équivalence de catégories (1.10.2.10))
et de ([4] VI 6.2), il existe un et un essentiellement unique foncteur

(1.10.3.4) gt Dy =T
tel que ht soit isomorphe au composé

gt xidy

(1.10.3.5) D, —=Dpx1 Tx1I,

ol la premiére fléche est le foncteur déduit de (1.10.2.9). Montrons que g est un morphisme de
sites. Pour tout objet (V — U) de Dy, il existe i € Ob({), un objet (V; — U;) de Dy, et un
isomorphisme de D

(1.10.3.6) (V=U)5 (Vi = Uy).

Comme les foncteurs h;r et <I>:r sont exacts & gauche, on en déduit que g* est exact & gauche.
D’autre part, tout recouvrement fini de type (a) (resp. (8)) de Dy est I'image inverse d’un
recouvrement de type (a) (resp. (8)) de Dy, pour un objet i € I, en vertu de ([26] 8.10.5(vi)).
Comme les schémas X et Y sont cohérents, on en déduit que g+ transforme les recouvrements de
type (a) (resp. (8)) de Dy en familles épimorphiques de T'. Par suite, g est continu en vertu de
([2] VI.4.4). Il définit donc un morphisme de topos

(1.10.3.7) g: T =Dy

tel que h soit isomorphe au composé

gxidy

(1.10.3.8) Tx]————9;x[—>Fp,
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ou la seconde fléche est le morphisme (|1.10.2.11}). Un tel morphisme g est essentiellement unique
car la “restriction” g*: ®; — T du foncteur g* est essentiellement unique d’aprés ce qui précede,
d’ott la proposition.

1.10.4. Munissons D, de la topologie totale ([4] VI 7.4.1) et notons Top(®,) le topos
des faisceaux de U-ensembles sur ©,. D’aprés ([4] VI 7.4.7), on a une équivalence canonique de

catégories (|1.1.4))
(1.10.4.1) Top(D,) = Hompo (I°,F)).

D’autre part, le foncteur naturel ®, — D7 (1.10.2.9) est un morphisme de sites ([4] VI 7.4.4) et
définit donc un morphisme de topos

(1.10.4.2) w: D; — Top(D,).
En vertu de[1.10.3| et (J4] VI 8.2.9), il existe une équivalence de catégories © qui s’insére dans un

diagramme commutatif

(11043) /}5]0 ° Homcart/l"(Ingg)

~
w*l

Top(D,) —— Homyo (I°,F)

ou la fleche horizontale inférieure est ’équivalence de catégories (|1.10.4.1)) et la fléche verticale de
droite est I'injection canonique.
Pour tout objet F' de Top(®D,), si {i ~ F;} est la section correspondante de Homyo (1°,§y),
on a un isomorphisme canonique fonctoriel ([4] VI 8.5.2)
(1.10.4.4) w(F) — hLIl DI (F;).
i€1®
Corollaire 1.10.5. Soient F un faisceau de Top(D,,), {i + Fi} la section de Hompo (I°,§)) qui

lui est associée par l’équivalence de catégories ((1.10.4.1). Alors on a un isomorphisme canonique
fonctoriel

(1.10.5.1) h_n} I(®;, F) 3 T@;, h_n} DI (F)).

Corollaire 1.10.6. Soit F' un faisceau abélien de Top(D,) et soit {i — F;} la section de
Homjo. (IO,S’Z}) qui lui est associée par I’équivalence de catégories (1.10.4.1)). Alors pour tout entier
q >0, on a un isomorphisme canonique fonctoriel

: q(%) N X HUD . T (T
(1.10.6.1) li_rl>n HY(Dy,, F;) = H (©f7,-li_ljg DI (Fy)).

Les corollaires|1.10.5et [1.10.6| résultent de[1.10.3|et ([4] VI 8.7.7). On notera que les conditions
requises dans ([4] VI 8.7.1 et 8.7.7) sont satisfaites en vertu de et ([4] VI 3.3, 5.1 et 5.2).

1.10.7. Nous pouvons maintenant démontrer la proposition Choisissons un voisinage
étale affine Xy de T dans X. Notons I la catégorie des Xg-schémas étales T-pointés qui sont af-
fines au-dessus de X (cf. [4] VIII 3.9 et 4.5), et ¢: I — M le foncteur qui a un objet U de
I, associe la projection canonique fy: Uy — U. Alors, f s’identifie canoniquement a la limite

—
projective du foncteur . Pour tout U € Ob(I), le topos co-évanescent Ug Xy, (Uy)et est ca-
—

noniquement équivalent au topos C‘SfU (1.10.1). Notant (Uy — U)* le faisceau de X¢ X x,, Yer
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+—

associé & l'objet fy de Dy, le topos Usy xu,, (Uy)e est aussi canoniquement équivalent au topos
—

(Xst X x¢ Yot) /Uy —U)e, €0 vertu de Par suite, avec les notations de cette section, pour tout

faisceau F' de Xg; ZXét Yer, {U — F|(Uy — U)%} est naturellement une section de Homy. (I°, {3’:2)
Elle définit donc un faisceau de Top(®D,,) (1.10.4.1). On a un isomorphisme canonique fonctoriel

(T.10.4.4)

(1.10.7.1) O*(F) S w*({U — F|(Uy — U)*}).
(i) D’apres ([4] VIII 3.9 et 4.5), on a un isomorphisme canonique
(1.10.7.2) p1«(F)z = h;n MUy - U)*, F).
Ueir®

Celui-ci induit un isomorphisme fonctoriel
~ “ .
(1.10.7.3) P+ (F)z = DXy Xx,, Y, @7(F)),

en vertu de|1.10.5| La proposition s’en déduit compte tenu de [1.9.15(1).
(ii) Cela résulte, comme pour (i), de[1.9.15(ii), [1.10.6] et de I'isomorphisme canonique ([4] V
5.1(1))

(1.10.7.4) R'p1«(F)z = lim H((Uy — U)*, F).
U?O
1.11. Topos de Faltings

On renvoie & (J2] VI.10) pour la définition et les principales propriétés du topos de Faltings.

1.11.1. Dans cette section, f: Y — X désigne un morphisme de schémas et
(1.11.1.1) T B — Et)x

le site fibré de Faltings associé (J2] VI.10.1). On rappelle que E est la catégorie des morphismes
de schémas V' — U au-dessus de f tels que le morphisme U — X soit étale et que le morphisme
V = Uy =U xx Y soit étale fini. Pour tout (V — U) € Ob(E), on a

(1.11.1.2) (V= U)=U.
La fibre de E au-dessus de U s’identifie canoniquement au site fini étale de Uy (1.1.11]). On note
(1.11.1.3) wr: Bty = E, Vs (V= U)

le foncteur canonique (J2] (VI.5.1.2)).
On désigne par

(1.11.1.4) §— Et)x

le U-topos fibré associé a m. La catégorie fibre de § au-dessus de tout U € Ob(Et /x) est canonique-
ment équivalente au topos fini étale (Uy )tey de Uy et le foncteur image inverse pour tout
morphisme t: U — U de Et/x s’identifie au foncteur (ty )iy : (Uy)eee — (Uy )ser image inverse
par le morphisme de topos (ty)eet: (Us )tet — (Uy )ger ([2] VI.9.3). On désigne par

(1.11.1.5) §Y — (Bt/x)°
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la catégorie fibrée obtenue en associant & tout U € Ob(Et /x) la catégorie (Uy)ter, et a tout
morphisme t: U' — U de Et/x le foncteur (ty)rets: (Ui )ter — (Uy)ser image directe par le
morphisme de topos (ty ). On désigne par

(1.11.1.6) 2V — (Bt/x)°
la catégorie fibrée obtenue en associant a tout U € Ob(Et / x) la catégorie (Etf /UY)/\ des préfais-
ceaux de U-ensembles sur Etf /Uy » et & tout morphisme ¢: U" — U de Et /x le foncteur

(1.11.1.7) (ty )gotx : (]*jtf/U'Y)A — (Etf/Uy)/\

obtenu en composant avec le foncteur image inverse t;;: Etf Uy — Etf JUL -
On note E la catégorie des préfaisceaux de U-ensembles sur E. On a alors une équivalence de
catégories ([2] VI.5.2)
5l n o \%
(1.11.1.8) E — Homy, .((Bt/x)°,2")
F — {Uw— Foun}.
On identifiera dans la suite F' a la section {U — F oy} qui lui est associée par cette équivalence.
On munit E de la topologie co-évanescente définie par 7 (J2] VI.5.3) et on note E le topos des
faisceaux de U-ensembles sur E. Les site et topos ainsi définis sont appelés site et topos de Faltings

associés & f (J2] VI.10.1). Si F est un préfaisceau sur F, on note F'* le faisceau associé. D’aprés
(2] VI.5.11), le foncteur (1.11.1.8) induit un foncteur pleinement fidéle

(1.11.1.9) E — Homy, .((Et/x)°.§"),

d’image essentielle les sections {U +— Fy } vérifiant une condition de recollement.
Les foncteurs

(1.11.1.10) ot Bty - E, Uw (Uy = U),

(1.11.1.11) axi: Bty - B, Ve (V= X).

sont exacts a gauche et continus ([2] VI.10.6). Ils définissent donc deux morphismes de topos
(1.11.1.12) o E — Xe,

(1.11.1.13) B: E — Y.

Pour tout faisceau F' = {U — Fy} sur E, on a B.(F) = Fx.
Le foncteur

(1.11.1.14) VT E = Ety, (VU =V
est continu et exact a gauche ([2] VI.10.7). 11 définit donc un morphisme de topos
(1.11.1.15) V: Yo — E.

Nous changeons ici de notations par rapport a loc. cit., en réservant la notation ¥ aux foncteurs des
cycles co-proches dans le sens strict ((1.9.1.9). Pour tout faisceau F' de Yy, on a un isomorphisme
canonique de F

(1.11.1.16) Vi (F) 5 {U = puy «(F|Uy)},
ou pour tout objet U de Et/X, puy - (Uy)es = (Uy)get est le morphisme canonique (|1.1.11.1)).
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1.11.2. On désigne par Etcoh /x la sous-catégorie pleine de Et /x formée des schémas étales
de présentation finie sur X, munie de la topologie induite par celle de Et/X (1.1.11)), et par

(1.11.2.1) Teoh: Eeoh — Etcoh/X
le site fibré déduit de = (1.11.1.1]) par changement de base par le foncteur d’injection canonique
(1.11.2.2) Eteon/x — Et/x.

On munit E.., de la topologie co-évanescente définie par meon (2] VI.5.3). D’aprés ([2] VI.10.4), si
X est quisi—séparé, la projection canonique F.,, — F induit par restriction une équivalence entre
le topos E et le topos des faisceaux de U-ensembles sur E.q. De plus, sous la méme hypothése, la
topologie co-évanescente de E.o, est induite par celle de F.

1.11.3. On désigne par P+ le site co-évanescent du foncteur f7: Et /X = Et /v de change-

Al
ment de base par f, et par Xg X x,, Yet le topos co-évanescent du morphisme fg: Yze — Xgp (cf.
1.9.1). Tout objet de E est naturellement un objet de Z+. On définit ainsi un foncteur pleinement
fidéle et exact a gauche

(1.11.3.1) pTi E— Dy

Celui-ci est exact & gauche et continu d’aprés ([2] VI.10.15). II définit donc un morphisme de topos
(1.11.3.2) p: Xeo % x,, Yo — E.

—
Pour tout faisceau F' = {U — Fy} de X¢ Xx,, Yot (1.9.2.9), on a un isomorphisme canonique

(1.11.3.3) pu(F) = {U = puy o (Fu)}.

D’autre part, pour tout faisceau G = {U — Gy} de E, p*(QG) est le faisceau associé au préfaisceau
sur I+ défini par {U — p;, (Gy)} en vertu de ([2] VL.6.5).
Il résulte aussitot des définitions qu’avec les notations de [[.9.1} les carrés du diagramme

P P
(1.11.3.4) Xet <—— Xoy Xy, Yoo — Yer
P, b
o ~ B
Xét FE }/}ét
et le diagramme
o
(1.11.3.5) Yoo — Xy X, Ver
P
>
E

sont commutatifs a isomorphismes canoniques prés.

Proposition 1.11.4. Supposons X et Y cohérents. Alors,
(i) Pour tout objet (V — U) de Econ (LIL.2)), le faisceau associé (V — U)® est un objet
cohérent de~E .
(ii) Le topos E est cohérent; en particulier, il a suffisamment de points.

(iil) Le morphisme p (1.11.3.2) est cohérent.
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Les propositions (i) et (ii) sont mentionnées a titre de rappel ([2] VI.10.5). Montrons la pro-
position (iii). Avec les notations de|l.1.11} le morphisme f induit un foncteur

(1.11.4.1) Fihn Bteon/x — Bteon)y.

C

On note Z;+ le site co-évanescent associé a [+, (C9). Dapres '1.9.3+ le foncteur d’injection

coh o 1
canonique @f+} — D+ (1.11.3) est continu et exact a gauche. Il induit une équivalence entre les
topos associés. Pour tout objet (V — U) de Econ, p*(V — U) est un objet de @f+ . La proposition
coh
(iii) résulte alors de (i), [L.9.5[(ii) et (J4] VI 3.2) appliqué a la famille topologiquement génératrice
Ecoh de E.

Proposition 1.11.5 (2] VI.10.21). Si les schémas X et Y sont cohérents, lorsque (§ ~» T) décrit
la famille des points de Xg ;Xét Yee (1.9.16), la famille des foncteurs fibres de E associés auz
points p(y ~> T) est conservative (1.11.3.2) ([4] IV 6.4.0).

-
On notera que sous les mémes hypothéses, la famille des foncteurs fibres de Xg¢ xx,, Yz
associés aux points ( ~ T) est conservative en vertu de [1.9.6]

-
1.11.6. Soient X un X-schéma,Y =Y xx X, f: ¥ — X la projection canonique, X Xx,,

Y., le topos co-évanescent et E le topos de Faltings associés a f. On vérifie aussitot que le dia-
gramme

< =
(11161) Xét Xgét Xét ét ;Xét Yét
. |
B . E

ol les morphismes = et ® sont définis par fonctorialité (1.9.3.10)) et (2] (VI.10.12.5)), et p et p
sont les morphismes canoniques ([1.11.3.2)), est commutatif a isomorphisme canonique prés. On en
déduit un morphisme de changement de base

(1.11.6.2) c: ®p. — p ="

En restreignant aux faisceaux abéliens, on déduit un morphisme pour tout entier ¢ > 0 (cf. [I]
1.2.2)

(1.11.6.3) ¢?: ®*R7p, — Rip =,

Proposition 1.11.7. Conservons les hypotheses et notations de [[LI1.6, supposons, de plus, que
l'une des deux hypothéses suivantes soit satisfaite :
(a) X est étale au-dessus de X ;
(b) le morphisme f: Y — X est cohérent, et X est le localisé strict de X en un point géomé-
trigue T de X.

Alors,
(i) Pour tout faisceau F de Xg §Xét Yz, le morphisme de changement de base (|1.11.6.2))
(1.11.7.1) (F): D" (p.F) — B*(E*F)

est un isomorphisme.
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-
(ii) Pour tout faisceau abélien F de X¢ X x, Yar et tout entier ¢ > 0, le morphisme de
changement de base (|1.11.6.3))

(1.11.7.2) ¢(F): *(Rip,.F) — ng*(E*F)
est un isomorphisme.

Considérons d’abord le cas (a). Notons (Y — X)? le faisceau de E associé¢ a I'objet (X — Y)
de E. D’aprés ([2] VI.10.14), on a une équivalence canonique

(1.11.7.3) E5 Ejyox)e,

dont le composé avec le morphisme de localisation de E en (Y — X)* est égal a . D’apres m
on a une équivalence canonique

— ~ —
(1.11.7.4) Xoo Xx,, Yoo = (Xeo Xxo Yer) /pr (v X))

dont le composé avec le morphisme de localisation de Xg; ; X, Yar en p*((Y — X)) est égal a =.
De plus, p s’identifie a la restriction de p au-dessus de (Y — X)° ([4] IV (5.10.3)). La proposition
(i) s’ensuit aussitot, et la proposition (ii) est une conséquence de (J4] V 5.1(3)).

Considérons ensuite le cas (b). Choisissons un voisinage ¢tale affine X() de T dans X et notons
V7 la catégorie des X(-schémas étales T-pointés qui sont affines au-dessus de X{ (cf. [4] VIII 3.9
et 4.5). Tout objet X’ de Uz donne lieu & un diagramme A carrés commutatifs & isomorphismes
canoniques prés

«— Exr — Exs
(1.11.7.5) Xew Xx,, Y 4X>Xét xxg, (Y xx X')er — Xa ;Xét Yot
/’\L \Lﬂx' lp
~ 2 ’ ~ D/ ~
E X B X i

- ~
ou X/, x X, (Y xx X')g est le topos co-évanescent et Ex: est le topos de Faltings associés a la
projection canonique f’: Y xx X’ — X', px est le morphisme canonique ([1.11.3.2)) et les fleches
horizontales sont les morphismes de fonctorialité.

Suivant [1.10.1} on désigne par
(1.11.7.6) 3 — Vs

-
le topos fibré obtenu en associant & tout objet X’ de Uz le topos Xy X x7 (Y xx X')et, et a tout
morphisme X" — X’ de Uz le foncteur
li = / 1 = "
Xig xxz, (Y xx Xew = Xgg xxu (Y xx Xt
image inverse par le morphisme de fonctorialité. En vertu de[I.10.3] les morphismes Zy, identifient

le topos X, % X,, Y4 a la limite projective du topos fibré §.
Suivant (J2] VI.11.1), on désigne par

(1.11.7.7) 6 — Uz

le topos fibré obtenu en associant a tout objet X " de Uz le topos EX/, et & tout morphisme
X" — X’ de Uz le foncteur Fx: — Ex~ image inverse par le morphisme de fonctorialité. En vertu
de (J2] VI.11.3), les morphismes @y, identifient le topos E a la limite projective du topos fibré &.
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Les morphismes px/, pour X’ € Ob(Yz), définissent un morphisme de topos fibrés ([4] VI
7.1.6)

(1.11.7.8) 0:§ — 6.
Le morphisme p se déduit de p par passage a la limite projective ([4] VI 8.1.4).

D’aprés ([4] VI 8.5.10), pour tout objet F de Xt §Xét Y%:, on a un isomorphisme canonique
(1.11.7.9) pE(F) S lim lpxnEx(F)).

X'eOb(Uz)

On notera que les conditions requises dans ([4] VI 8.5.10) sont satisfaites en vertu de 1.11.4
et ([4] VI 3.3 et 5.1). Par ailleurs, compte tenu de ([I] 1.2.4(i)), le morphisme ¢(F') (1.11.7.1)
s’identifie & la limite inductive des morphismes

(111.7.10) B3 (@ (0. () = D (px(Ex ()
déduits des morphismes de changement de base relativement au carré de droite de ((1.11.7.5)). Ces

derniers sont des isomorphismes d’aprés le cas (a); d’ou la proposition (i) dans le cas (b).
On démontre de méme la proposition (ii) en utilisant ([4] VI 8.7.5).

1.11.8. Supposons X strictement local. D’apreés (|2] VI.10.23 et VI.10.24), on a un morphisme
canonique de topos

(1.11.8.1) 0: Yiee — E,
qui est une section de 3 7 i.e., on a un isomorphisme canonique
(1.11.8.2) 86 5 idy,,, .
On obtient un morphisme de changement de base (|2] (VI.10.24.4))
(1.11.8.3) By — 0%

En vertu de (J2] VI.10.25), le diagramme

(1.11.8.4) Yo — > X X0, Yar

T

Yie ——F
ou py est le morphisme canonique (1.1.11.1) et v est le morphisme défini dans (|1.9.11.3)), est
commutatif & isomorphisme canonique prés. Il induit donc un morphisme de changement de base
(1.11.8.5) 0*py = pysY*.

En restreignant aux faisceaux abéliens, on déduit un morphisme pour tout entier ¢ > 0 (cf. [1]
1.2.2)

(1.11.8.6) 0*Rip, — Ripy.y*.

Proposition 1.11.9. Conservons les hypothéses et notations de[1.11.8 Alors,
(i) Le morphisme de changement de base B, — 0* (1.11.8.3) est un isomorphisme; en parti-
culier, le foncteur By est exact.

(ii) Pour tout faisceau F de Xgt §Xét Yz, le morphisme de changement de base ((1.11.8.5))
(1.11.9.1) 0" (p<(F)) = py«(v"(F))

est un isomorphisme.
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-
(iil) Pour tout faisceau abélien F de Xg Xx, Yer et tout entier ¢ > 0, le morphisme de
changement de base (|1.11.8.6))

(1.11.9.2) 0" (Rip«(F)) = Ripy.(v*(F))
est un isomorphisme.

La proposition (i) est mentionnée a titre de rappel ([2] V1.10.27). Considérons le diagramme

(1.11.9.3) Yoo — > Xe Xx,, Yoo —> Yt
PYl J{P lpy
0 ~ B
Yret ) Yret

dont les carrés sont commutatifs & isomorphismes canoniques prés ((1.11.3.4]) et (1.11.8.4)).
Le diagramme de morphismes de foncteurs

(1.11.9.4) 0% p —— py ™

T Tb

Bips —L> py«D2s

ou a est induit par (1.11.8.3)), b est induit par (1.9.11.5)), ¢ est le morphisme de changement de base
(1.11.8.5)) et d est 'isomorphisme de commutativité du carré de droite de (1.11.9.3]), est commutatif.

En effet, d’apres (JI] 1.2.4(iii)), coa est le morphisme de changement de base relativement au carré
commutatif

,
(1.11.9.5) Yo — Xy X x, Yar
pyl iﬁp
Yiet =——— Yiet

La proposition (ii) résulte de (1.11.9.4), (i) et [1.9.13

Restreignant aux faisceaux abéliens, pour tout entier ¢ > 0, le diagramme de morphismes de
foncteurs

(1.11.9.6) 0*Rip, —> Ripy.y*

dq
B«Rip, —— RIpy.pax

ou a? est induit par (1.11.8.3)), b? est induit par ((1.9.11.5)), c? est le morphisme de changement de

base (|1.11.8.6)) et d? est 'isomorphisme déduit de la relation Sp = pyp2 (1.11.9.3) et de U'exactitude
des foncteurs B et pa. (cf. (i) et|1.9.13]), est commutatif. En effet, d’apreés ([I] 1.2.4(v)), ¢? o a? est

le morphisme de changement de base relativement au carré commutatif ((1.11.9.5)). La proposition
(iii) résulte de (1.11.9.6), (i) et [1.9.13]
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1.11.10. Soient T un point géométrique de X, X le localisé strict de X enZ, Y =Y xx X,

pal ~
f:Y — X la projection canonique, X, x X, Y., le topos co-évanescent et E le topos de Faltings

associés & f. Les deux carrés du diagramme

¥ — E
(1.11.10.1) Y XKoo Xx,, Yer Xt §Xét Yes
PYL J{P lp
6 ~ [ ~
Yie E E

ou 7y est le morphisme ((1.9.11.3)), 8 est le morphisme (|1.11.8.1)), ® et = sont induits par fonctorialité
par le morphisme canonique X — X, p et p sont les morphismes canoniques (1.11.3.2) et py est

le morphisme canonique ((1.1.11.1)), sont commutatifs a isomorphismes canoniques prés (|1.11.6.1))

et (1.11.8.4)). On pose

(1.11.10.2) by =" 0E*: Xep xxa Yoo — Yoo,
(1.11.10.3) Cr=0"0®:E — Y.
On note

(1.11.10.4) C: PzPs — Py Oz

le morphisme de changement de base relativement au rectangle extérieur du diagramme ((1.11.10.1)).
En restreignant aux faisceaux abéliens, on déduit un morphisme pour tout entier ¢ > 0 (cf. [1]
1.2.2)

(1.11.10.5) ¢?: pzR9p, — Ripy.¢z.

Proposition 1.11.11. Conservons les hypothéses et notations de [I.11.10]; supposons de plus que
le morphisme f:Y — X soit cohérent. Alors,
(i) Le diagramme

(1.11.11.1) Crpup’ —L = pyedmp®

!

Pz ———> PY <Py PT

ot a et b sont induits par les morphismes d’adjonction id — p.p* et id — py.p}y, est

commutatif.
-
(ii) Pour tout faisceau F de X¢ X x,, Yo, le morphisme de changement de base (1.11.10.4))
(111.11.2) S(F): ox(pa(F)) = py(6a(F))

est un isomorphisme.

-
(iil) Pour tout faisceau abélien F' de Xg Xx,, Yer et tout entier ¢ > 0, le morphisme de

changement de base (1.11.10.5))
(1.11.11.3) ¢?: oz(RIp.(F)) = Ripy.(¢z(F))

est un isomorphisme.
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(i) En effet, les triangles du diagramme

(1.11.11.4) Py PEpP<P” == Pzp* pip*
e N
py *a d
Py 7 =——= zp*

ou ¢ est le morphisme adjoint de ¢ * p* et d est induit par le morphisme d’adjonction p*p, — id,
sont commutatifs en vertu de ([4] XVII 2.1.3).
(ii) Notons
(1.11.11.5) s = p EF
(1.11.11.6) ©2:0%p = py.yT,
les morphismes de changement de base relativement au carré de droite et au carré de gauche du
diagramme (1.11.10.1)), respectivement. D’apres ([I] 1.2.4(i)), on a
(1.11.11.7) o(F) = co(E*(F)) 0 0" (c1(F)).
Comme ¢1 (F) est un isomorphisme en vertu de [L.11.7(i), et que c2(E*(F')) est un isomorphisme en

vertu de [1.11.9(ii), ¢(F') est un isomorphisme.
(iii) Il suffit de calquer la preuve de (ii) en utilisant [1.11.7|(ii), [1.11.9(iii) et (JI] 1.2.4(ii)).

Corollaire 1.11.12. Supposons que les schémas X et'Y soient cohérents, et que pour tout point
géométrique T de X, notant Xz le localisé strict de X en T, le schéma Yz =Y xx X ail
un nombre fini de composantes connexes. Alors, le morphisme d’adjonction id — p.p* est un
isomorphisme (1.11.3.2)) ; en particulier, le foncteur

(1.11.12.1) p B Xa %x., Yau
est pleinement fidéle.

En effet, soient T un point géométrique de X, py,. : Y(z) 6 — Y(z) 1 le foncteur canonique

, oz E — Y(z),s¢t le foncteur défini dans . En vertu de (J2] VI1.9.18), le mor-
phisme d’adjonction id — pyﬁ*p;@) est un isomorphisme. On en déduit, d’aprés i)—(ii),
que le morphisme pz — pzp«p* induit par le morphisme d’adjonction id — p.p* est un isomor-
phisme. La proposition s’ensuit puisque la famille des foncteurs @z lorsque T décrit I’ensemble des
points géométriques de X, est conservative d’aprés ([2] VI.10.32).

Corollaire 1.11.13. Soient P un ensemble de nombres premiers, F' un faisceau abélien de P-
torsion de E, q un entier > 1. Supposons que les schémas X et Y soient cohérents, et que pour
tout point géométrique T de X, notant Xz le localisé strict de X enT, le schéma Yz =Y X x X(z)
soit K(m,1) pour les faisceaux abéliens de P-torsion . Alors, on a

(1.11.13.1) Rp.(p*(F)) = 0.

En effet, soient T un point géométrique de X, PYe Y@ e — Yo ret le foncteur canonique

1111,
(1.11.13.2) bz Xet ;xét Yoo — Y@t
(1.11.13.3) o B = Y@ s
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les foncteurs définis dans (1.11.10.2)) et (1.11.10.3]). En vertu de|1.11.11Jiii), on a un isomorphisme
canoniqe

(1.11.13.4) ez (Rp«(p" (F))) = Rpy (60" (F))).

Par ailleurs, on a un isomorphisme canonique ¢z(p*(F)) = Py (pz(F)) (L.11.10.1)). On en déduit
que pz(RIp,(p*(F))) = 0. La proposition s’ensuit compte tenu de ([2] VI.10.32).







CHAPITRE 2
Théorie de Hodge p-adique

2.1. Hypothéses et notations ; schéma logarithmique adéquat
On renvoie a ([2] IL.5) pour un lexique de géométrie logarithmique.

2.1.1. Dans ce chapitre, K désigne un corps de valuation discréte complet de caractéristique
0, & corps résiduel algébriqguement clos k de caractéristique p > 0, Ok 'anneau de valuation de K,
K une cloture algébrique de K, 0% la cloture intégrale de Ok dans K, my I'idéal maximal de 0%
et Gk le groupe de Galois de K sur K. On note O¢ le séparé complété p-adique de U7, mc son
idéal maximal, C' son corps des fractions et v sa valuation, normalisée par v(p) = 1. On désigne
par par Z(1) et Z,(1) les Z|G k]-modules

(2.1.1.1) 20) = I po(O),
(2.1.1.2) Zy(1) = lim py(O),

n>0
ol p,(O) désigne le sous-groupe des racines n-iémes de l'unité dans Oy%. Pour tout Z,[Gx|-
module M et tout entier n, on pose M(n) = M Qg Z,(1)®".

On pose S = Spec(Ok) et S = Spec(0%) et on note s (resp. 1, resp. 7)) le point fermé de S
(resp. générique de S, resp. générique de S). Pour tout entier n > 1, on pose S,, = Spec(Ok /p" Ok ).
Pour tout S-schéma X, on pose
(2.1.1.3) YZXXSF et X, =X xg55,.

On munit S de la structure logarithmique .#s définie par son point fermé, autrement dit,
Ms = u.(0,) N Os, ot u: 7 — S est I'injection canonique.

2.1.2. Comme 0% satisfait les conditions requises dans il est loisible de considérer les
notions introduites dans les sections pour cet anneau. On choisit un systéme compatible
(Bn)n>0 de racines n-iémes de p dans &4. Pour tout nombre rationnel € > 0, on pose p* = (8,)°",
ol n est un entier > 0 tel que en soit entier.

2.1.3. Dans la suite de ce chapitre, f: (X, #x) — (S, #s) désigne un morphisme adéquat
de schémas logarithmiques ([2] II1.4.7). On note d = dim(X/S) la dimension relative de X sur S.
On désigne par X° le sous-schéma ouvert maximal de X ou la structure logarithmique .#x est
triviale; c’est un sous-schéma ouvert de X,. On note j: X° — X linjection canonique. D’aprés
([2] I11.4.2(iv)), j est schématiquement dominant et on a un isomorphisme canonique

(2.1.3.1) Mx = j(0%.) N Ox.

En particulier, '’homomorphisme canonique .#x — Ox est un monomorphisme. Pour tout X-
schéma U, on pose

(2.1.3.2) U°=U xx X°.

91
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On note h: X — X et h: X — X les morphismes canoniques (2.1.1.3), de sorte que 'on a
h = ho j%. Pour alléger les notations, on pose

(2.1.3.3) /s = o) (5,5

que l'on considére comme un faisceau de X,,, ou Xy, selon le contexte (cf.[1.1.12). La dérivation
logarithmique canonique

(2.1.3.4) dlog: Mx — O /s
induit un morphisme Ox-linéaire et surjectif ([36] IV 1.2.10)
(2.1.3.5) ML @y Ox — Q.

2.1.4. Pour tout entier n > 1, onnote a: X5 = X, an: Xs = Xn, tn: Xn — X et T X, —
X les injections canoniques ([2.1.1.3)). Le corps résiduel de O étant algébriquement clos, il existe un
unique S-morphisme s — S. Celui-ci induit des immersions fermées a@: X; — X et Gy : Xs = Xn
qui relévent a et a,, respectivement.

/,J\

Xs— X, —
X, — X,

\T/

(2.1.4.1)

N\

<
>t

><

Comme h est entier et que £, est un homéomorphisme universel, pour tout faisceau .# de X, le
morphisme de changement de base

(2.1.4.2) a* (h(F)) — @ (F)

est un isomorphisme ([4] VIII 5.6). Par ailleurs, @,, étant un homéomorphisme universel, on peut
considérer ﬁfu comme un faisceau de X ,ar ou X ¢, selon le contexte (cf.[1.1.12)).
On pose

(2.1.4.3) an/s QX/S Rox @7?7“
que 'on considére aussi un faisceau de X ,5r ou X ¢, selon le contexte.

2.1.5. On désigne par
(2.1.5.1) T B — Et)x

le U-site fibré de Faltings associé au morphisme h: X — X (cf.|1.11.1)). Pour tout U € Ob(Et/X),
on note

(2.1.5.2) wi: Bty o — E

/T
le foncteur canonique ([1.11.1.3). On munit E de la topologie co-évanescente définie par 7 (|2]
VI1.5.3) et on note F le topos des faisceaux de U-ensembles sur E. On désigne par

(2.1.5.3) o1 E = Xa,
(2.1.5.4) B: E = Xy,
(2.1.5.5) ): Xg — E,
(2.1.5.6) p: Xew X x Xy = B,
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les morphismes canoniques (1.11.1.12)), (1.11.1.13)), (1.11.1.15)) et (1.11.3.2)).

2.1.6.  On note E, le sous-topos fermé de E complémentaire de ouvert o*(X,) (|2] I111.9.3),
(2.1.6.1) §: By~ E
le plongement canonique et
(2.1.6.2) 05t By — Xy
le morphisme de topos induit par o (]2] (II1.9.8.3)). Le diagramme de morphismes de

topos
(2.1.6.3) B, — X, et
|k
E—— X
est cogvlmutatif & isomorphisme prés. Les foncteurs a, et §, étant exacts, pour tout groupe abélien
F de E, et tout entier 7 > 0, on a un isomorphisme canonique
(2.1.6.4) ax(Rioeu(F)) = Rio. (0, F).
Notons Pt(E) et Pt(E,) les catégories des points de E et Ey, respectivement. Le foncteur
(2.1.6.5) Pt(E,) —» Pt(E), q—édoq,
est pleinement fidéle ([4] IV 9.7.2).

Lemme 2.1.7 (J2] 111.9.5). (i) Soit (§ ~ T) un point de Xg ;Xét X, (T.9.16). Pour que p(y ~ T)
appartienne a l’'image essentielle du foncteur , il faut et il suffit que T soit au-dessus de s.

(i) La famille des points de E, définie par la famille des points p(j ~ T) de E tels que T soit
au-dessus de s est conservative.

2.1.8. D’aprés ([2] 1I1.4.2(iii)), X est normal et localement irréductible ([2] 1I1.3.1). Par
ailleurs, 'immersion j: X° — X est quasi-compacte puisque X est noethérien. Pour tout objet

(V.= U) de E, on note T la fermeture intégrale de U dans V. Pour tout morphisme (V' —

/

. . = —=V .. .
U') = (V= U) de E, on a un morphisme canonique U LT qui s’insére dans un diagramme
commutatif

(2.1.8.1) % 7V T U’
1% a8 U U

On désigne par Z le préfaisceau sur E défini pour tout (V — U) € Ob(E), par

(2.1.8.2) BV = U) =TT ,0p).

C’est un faisceau pour la topologie co-évanescente de E en vertu de ([2] II1.8.16). Pour tout
U € Ob(Et,x), on pose

(2.1.8.3) By = Bouy.
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D’apres ([2] II1.8.17), on a un homomorphisme canonique
(2.1.8.4) o*(h(O%)) — B.
Sauf mention explicite du contraire, on considére o (2.1.5.3) comme un morphisme de topos annelés
(2.1.8.5) o: (B, B) = (X, e (O%)).

Notant encore 07 le faisceau constant de Ysét de valeur 07. Sauf mention explicite du
contraire, on considére 3 (2.1.5.4) comme un morphisme de topos annelés

(2.1.8.6) B: (E,B) = (Xia, OF)-

2.1.9. Pour tout entier n > 0 et tout U € Ob(Et/X), on pose

(2.1.9.1) B = B2,
(2.1.9.2) Bun = Bu/p"Bu.

Les correspondances {U + p" %y} et {U — By, } forment naturellement des préfaisceaux sur E
(1.11.1.8)), et les morphismes canoniques

(2.1.9.3) {Uwp"%Bu}* — p"%B,
(2.1.9.4) {Uw Buny* — B,
ou les termes de gauche désignent les faisceaux associés dans E, sont des isomorphismes en vertu

de ([2] VI.8.2 et VL.8.9).
D’aprés ([2] 111.9.7), %,, est un anneau de E,. Si n > 1, on note

(2.1.9.5) on: (Eg, Bp) = (Xoer, O%,)

n

le morphisme de topos annelés induit par o (2.1.8.5) (cf. [2] (II1.9.9.4)). Pour tout entier g > 0, on
désigne par

(2.1.9.6) R0, : Mod(%,,, E;) — Mod (O, X 1)

le g-iéme foncteur dérivé droit de o, (cf. pour les notations).
Notant encore O /p"™ O le faisceau constant de Xy de valeur Oy /D" OF, on désigne par

(2.1.9.7) Br: (Esa@’ﬂ) - (YFém Ox/p" O%).

le morphisme induit par 5 (2.1.8.6]).
Remarque 2.1.10. Sous les hypotheses de on notera que ’homomorphisme canonique

@-1.5.2)
(2.1.10.1) B — B o

n’est pas en général un isomorphisme; c’est pourquoi nous n’utiliserons pas la notation @n,U~
Toutefois, sous certaines hypothéses ([2.3.1)), nous montrerons dans que pour tout schéma
affine U de Et,yx, 'homomorphisme (2.1.10.1) est un a-isomorphisme.
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2.1.11. Soient U un objet de Et/X, Y un point géométrique de U°. Le schéma U étant
localement irréductible d’apres ([2] I11.3.3 et II1.4.2(iii)), il est la somme des schémas induits sur
ses composantes irréductibles. On note U la composante irréductible de U (ou ce qui revient au
méme, sa composante connexe) contenant y. De méme, U° est la somme des schémas induits sur

. . ——%0 =k . . —o
ses composantes irréductibles et U = U x x X° est la composante irréductible de U contenant
—%0
7. On note Bm(U*" ) le topos classifiant du groupe profini 771(U* ,7) et

=F*%0  ~
(2.1.11.1) vy: Uge, = B 0 p)
le foncteur fibre de U;; eny (1.1.13.3). On pose
(2.1.11.2) R = vy (Bu|U™).

Explicitement, soit (V;);cr le revétement universel normalisé de U™ en y (1.1.13]). Pour chaque
. Vi . i34

i €I, (V; = U) est naturellement un objet de E. On note U ' la fermeture intégrale de U dans

V;. Les schémas (ﬁ%)z‘e ; forment alors un systéme projectif filtrant, et on a

Y . Vi
(2.1.11.3) Rl = lim LU, Ozv,).

i€l

Remarque 2.1.12. Sous les hypotheéses de[2.1.11] si, de plus, U est affine, ’anneau E?J est intégre
et normal. En effet, le schéma U est affine, intégre et normal. Pour tout i € I, V; étant connexe,
. . . Vi . . =

il est alors intégre et normal. Par suite, U ' est intégre, normal et entier sur U~ (|24] 6.3.7). Par

ailleurs, pour tous (4, j) € I? avec i > j, le morphisme canonique T 5 T est entier et dominant.
L’assertion recherchée s’ensuit d’aprés ([23] 0.6.1.6(i) et 0.6.5.12(ii)).

2.1.13. Soient T un point géométrique de X, X’ le localisé¢ strict de X en Z. On désigne
par Uz la catégorie des X-schémas étales Z-pointés, ou ce qui revient au méme, la catégorie des
voisinages du point de X associé & = dans le site Et/X (4] IV 6.8.2 et VIII 3.9), et par Wy la
sous-catégorie pleine de Uz formée des objets (U,p: T — U) tels que le schéma U soit affine. Ce
sont des catégories cofiltrantes, et le foncteur d’injection canonique 202 — B2 est cofinal ([4] I
8.1.3(c)). Pour tout objet (U,p: T — U) de Yz, on note encore p: X' — U le morphisme déduit
de p ([4] VIII 7.3) et on pose

(2.1.13.1) PP=pxx X X —U.
On note
(2.1.13.2) or: B — Xy

le foncteur canonique défini dans (1.11.10.3)).

Le foncteur composé @z o 8* est canoniquement isomorphe au foncteur image inverse par le
= =
morphisme canonique X g — Xgot, d’apres (1.11.8.2)) et (J2] (VI.10.12.6)). Pour tout objet F' de
Xst, on a un isomorphisme canonique et fonctoriel

(2.1.13.3) ¢x(0*(F)) 5 Fs,
de but le faisceau constant de Y;ét de valeur Fz, en vertu de ([2] VI.10.24 et (V1.10.12.6)).

Pour tout objet F' = {U — Fy} de E, on note F® le faisceau de E associé & F, et pour tout
U € Ob(Et,x), I} le faisceau de Uy, associé a Fyr. D’apres (J2] V1.10.37), on a un isomorphisme



96 2. THEORIE DE HODGE p-ADIQUE

canonique et fonctoriel

(2.1.13.4) ez(F?) = lim  (p%)ia (F7).

o
(U,p)evZ

En vertu de ([2] VI.10.30), pour tout groupe abélien F de E et tout entier ¢ > 0, on a un
isomorphisme canonique et fonctoriel

(2.1.13.5) R0, (F)z 5 H (X e, ox(F)).

2.1.14. Soient (g ~» T) un point de Xg; ;Xét X (1.9.16), X' le localisé strict de X en Z.
Le X-morphisme u: § — X’ définissant (7 ~» Z) se reléve en un Yo—morphisme vy — X et
induit donc un point géométrique de X que ’on note aussi (abusivement) 3. On désigne par Uz
la catégorie des X-schémas étales T-pointés. Pour tout objet (U,p: T — U) de Uz, on note encore
p: X’ — U le morphisme déduit de p ([4] VIII 7.3) et on pose

o

(2.1.14.1) PP=pxxy X X U
On note aussi (abusivement) 7 le point géométrique p °(v(y)) de U”.

Pour tout obJet F={Uw~ Fy} de E lb on note F2 le faisceau de F associé & F, et
pour tout U € Ob(Et/X) F3 le faisceau de U,y associé a Fy. D’apres (J2] VI.10.36 et (V1.9.3.4)),

on a un isomorphisme canonique et fonctoriel

(21142) (Fa)p(wa) :> hj}l (F[?)%O (?)’

(U,p)e‘ni

ol p est le morphisme (2.1.5.6) et pyro: Ugy — Uvg; est le morphisme canonique (1.1.11.1). Compte
tenu de (2.1.11.2)) et (J2] V1.9.9), on en déduit un isomorphisme canonique de I‘(X , O )-algebres

(2.1.14.3) B — lim R},

o
(U,p)ev

ol RyU est la ['(U, Op)-algébre définie dans

2.1.15. Conservons les hypothéses et notations de [2.1.14]; supposons, de plus, que T soit
—/
au-dessus de s. D’aprés ([2] 111.3.7), X est normal et strictement local (et en particulier intégre).
Pour tout obJet (U p: x — U) de Uz, on désigne par U la composante 1rreduct1ble de U contenant
7 et on pose U~ = U X x X° qui est la composante irréductible de U contenant 7 (cf. [2.1.11)).
Le morphisme p°: XU [21.14.1)) se factorise donc & travers U . On désigne par Bm(Y 7

le topos classifiant du groupe profini m; (Y’O,y) et par

—/0 ~
(2.1.15.1) I/y: Xfc’t — B7T1(Y/O,§)

le foncteur fibre de Y;Zt en g (1.1.13.3). D’aprés ([2] VI.10.31 et VI.9.9), le foncteur composé

(2.1.15.2) E——=Xp —=B, (x°y —Ens,

ou ¢z est le foncteur canonique (2.1.13.2)) et la derniére fléche est le foncteur d’oubli de I'action

de m (Y’O,y), est canoniquement isomorphe au foncteur fibre associé au point p(g ~» T) de E.
On observera ([2] (VI.10.25.6)) que pour tout objet F' de Xg;, I'isomorphisme (2.1.13.3) induit
I’isomorphisme canonique (J2] (VI.10.18.1))
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On définit la F(Y/, U )-algebre RZ, de B x5 par la formule

(2.1.15.4) Ry = lim R,

o
(U,p)evz

ot 'on considére EZ comme une I'(U, O)-algebre de B, @9 (2.1.11.3). On note ﬁz@ son séparé
complété p-adique. L’isomorphisme induit un isomorphisme de I‘(Y/7 O)-algebres de
B.x"9

(21.15.5) vy(p=(7)) = R,

dont Visomorphisme de T'(X ', O/ )-algébres sous-jacent est (2.1.14.3).

Remarques 2.1.16. Soient T un point géométrique de X au-dessus de s, X’ le localisé strict de
X en7, oz E — Y;Zt le foncteur canonique (2.1.13.2)). Alors,

(i) 1l existe un point (g ~» T) de X (;Xét X (T.9.16). En effet, d’apres ([2] I11.3.7), X’
est normal et strictement local (et en particulier intégre). Comme X° est schématiquement
dense dans X (2.1.3), X'° est intégre et non-vide (]26] 11.10.5). Soit v: § — X" un point
géométrique de X °. On note encore Yy le point géométrique de X° et u: 7 — X' le X-
morphisme induits par v. On obtient ainsi un point (7 ~» Z) de X % Xet th.

(ii) Le morphisme d’adjonction id — ,0* induit un isomorphisme de foncteurs

(2.1.16.1) Oz = Pz0.0%.
En effet, d’apreés i), pour tout objet F' de E, le morphisme d’adjonction
(2.1.16.2) Fogoz) = (0:(07(F))) p—m)

est un isomorphisme. Comme X' est integre (|2] I11.3.7), la proposition s’ensuit compte
tenu de la description (2.1.15.2)) du foncteur fibre en p(7 ~~ T).

2.2. Tour de revétements associée a une carte logarithmique adéquate

2.2.1. On suppose dans cette section que le morphisme f: (X, #x) — (S, #s) (2.1.3) admet
une carte adéquate ((P,7), (N,¢),9) (J2] II1.4.4), autrement dit qu’il existe une carte (P,v) pour
(X, #x) (2] 11.5.13), une carte (N, ¢) pour (S,.#s) et un homomorphisme de monoides ¥J: N — P
tels que les conditions suivantes soient remplies :

(i) Le diagramme d’homomorphismes de monoides

(2.2.1.1) P ——>T(X, )
ﬂT be
N ——T(S, 4s)

est commutatif, ou ce qui revient au méme (avec les notations de(1.1.2)), le diagramme associé
de morphismes de schémas logarithmiques

(2.2.1.2) (X, ) L Ap

i lAﬁ

(S, Ms) —— Ay
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est commutatif.
(ii) Le monoide P est torique, i.e., P est fin et saturé et P8P est un Z-module libre (|2] I11.5.1).
(iii) L’homomorphisme ¥ est saturé (|2] 11.5.2).
(iv) L’homomorphisme 9¥8P: Z — P&P est injectif, le sous-groupe de torsion de coker(98P) est
d’ordre premier & p et le morphisme de schémas usuels

(2213) X—->S5 X An AP

déduit de ([2.2.1.2) est étale.
(v) Posons A =¥(1) € P,

(2.2.1.4) L Homy, (PP, Z),
(2.2.1.5) H(P) = Hom(P,N).

On notera que H(P) est un monoide fin, saturé et affité et que ’homomorphisme cano-
nique H(P)&" — Hom((P*)8P, Z) est un isomorphisme ([36] I 2.2.3). On suppose qu’il existe
hi,...,h,. € H(P), qui sont Z-linéairement indépendants dans L, tels que

(2.2.1.6) ker(A\) NH(P) = {i a;hi| (a1,...,a,) € N},
i=1

ot ’on considére A comme un homomorphisme L — Z.

On pose m = (1) qui est une uniformisante de &k . On a alors ((1.1.2))

(2.2.1.7) S xa, Ap = Spec(Ok[P]/(1 — e)).

2.2.2. Pour tout entier n > 1, on pose

(2.2.2.1) Ok, = Okl[C]/ (" =),

qui est un anneau de valuation discréte. On note K, le corps des fractions de Ok, et m, la classe
de ¢ dans O, , qui est une uniformisante de &k, . On pose S™) = Spec(@, ) que 'on munit de la
structure logarithmique .#g.) définie par son point fermé. On désigne par t,: N — T'(S™) | #gm))
’homomorphisme défini par ¢,,(1) = 7, ; c’est une carte pour (S, Zgwm)).

Considérons le systéme inductif de monoides (N("))nzl, indexé par l’ensemble Z>; ordonné
par la relation de divisibilité, défini par N = N pour tout n > 1 et dont I’homomorphisme
de transition N(™ — N(7mn) (pour m,n > 1) est Pendomorphisme de Frobenius d’ordre m de N
(i.e., I'élévation a la puissance m-iéme). On notera N (1) simplement N. Les schémas logarithmiques
(8™, Msn) )n>1 forment naturellement un systéme projectif. Pour tous entiers m,n > 1, avec les
notations de[I.1.2] on a un diagramme cartésien de morphismes de schémas logarithmiques

a

(2.2.2.2) (S| M ) 2> Agyionny

L,

(S, M gny)) —— Ay

a

¢ (vesp. t%,,) est le morphisme associé a ¢, (resp. tmn) ([2] 11.5.13).

ol L
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2.2.3. Considérons le systéme inductif de monoides (P(”))nzl7 indexé par 'ensemble Z>; or-
donné par la relation de divisibilité, défini par P("™) = P pour tout n > 1 et dont ’homomorphisme
de transition iy P — P™) (pour m,n > 1) est 'endomorphisme de Frobenius d’ordre m
de P (i.e., Pélévation & la puissance m-iéme). Pour tout n > 1, on note

(2.2.3.1) PSP g ()
I’isomorphisme canonique. Pour tout ¢t € P et tous m,n > 1, on a donc
(2.2.3.2) i (1)) = (#(M))™

On notera P simplement P.
Pour tout entier n > 1, on pose (avec les notations de[1.1.2))

(2.2.3.3) (XD M) = (X, Mx) Xap Apo.

On notera que la projection canonique (X ). vm) = Apm est stricte.
Comme le diagramme (2.2.2.2)) est cartésien, il existe un unique morphisme

(2.2.3.4) F (XM i) = (ST, M gm),
qui s’insére dans le diagramme commutatif

(2.2.3.5) (X M xey) A pin

X @ . %
n

(X’%X) Ap

Proposition 2.2.4 (|2] 11.6.6). Soient n un entier > 1, h: S — S™ un S-morphisme. Alors,

(i) La face @) du diagramme est une carte adéquate pour f( (|2] IIL4.4) ; en parti-
culier, f(") est lisse et sature.

(i) Le schéma X™ est intégre, normal, Cohen-Macaulay et S™ -plat.

(iii) Le schéma X x gy S est normal et localement irréductible (|2] TI1.3.1) ; il est donc la
somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles.

(iv) Sin est une puissance de p, l’image inverse de toute composante irréductible de X dans
X X g(n) S est intégre.

(v) Le sous-schéma ouvert mazximal de X™ ow la structure logarithmique My est triviale
est égal & X(M° = X () x  X° ,

(vi) Le morphisme X()o _ X° est étale, fini et surjectif; plus précisément, X(™° est un
espace principal homogéne pour la topologie étale au-dessus de X° sous le groupe

Homg, (P®P, pu, (K)).
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2.2.5. Pour tout entier n > 1 et tout S-morphisme 7: S — S on pose ([2.1.3.2)
(2.2.5.1) Vi = XM xg et VMO =y M xy X°

On laissera tomber I'indice 7 lorsqu’il n’y a aucun risque d’ambiguité. On a YV = Xy et Yy Mo =

X°. On note g: X - X5 et gn: Y — Y(") les injections canoniques, et ¢,: Y™ — X5 et
oo Yo 5 X° les morphismes canoniques. Pour tout faisceau .# de th et tout entier ¢ > 0, on
a un morphisme de changement de base

(2.2.5.2) on(R19.7) = Rign. (037 (F)).

Lemme 2.2.6. Il existe un entier r > 0 et un morphisme lisse t: X, — A} vérifiant les propriétés
sutvantes :
(i) La structure logarithmique M x| X, est définie par le diviseur & croisement normaux D sur
Xy, image inverse du diviseur des coordonnées sur Ay. En particulier, X° = t_l(GZ), ou Gy
est l'ouvert de A} ot les coordonnées ne s’annulent pas.

(ii) Pour tout entier n > 1, notons Z™ le schéma défini par le diagramme cartésien

(2.2.6.1) Zn) —= X,

Ll

AT - AT

ot la fleche horizontale inférieure est définie par l’élévation a la puissance n-ieme des coor-
dOﬂnées de Aj. Almjs, pour tout S—morphisme 7: 8 — S™ | qvec les notations de il
existe un Xg-morphisme étale et fini

(n) (n)
(2.2.6.2) Yo = Zg

D’apres (2] 11.6.3(v)), le schéma (usuel) X, est lisse sur 7, X° est I'ouvert complémentaire
dans X,, d'un diviseur & croisements normaux stricts D et .#x|X,, est la structure logarithmique
sur X, définie par D. Rappelons briévement la démonstration de loc. cit. Soit F' la face de P
engendrée par A, c’est-a-dire ’ensemble des éléments x € P tels qu’il existe y € P et m € N tels
que z +y = mA (cf. [36] I 1.4.2). On note F~!P la localisation de P par F ([36] I 1.4.4), Q le
sous-groupe des unités de F~1 P, (F~'P)* le quotient de F~' P par Q (2] I1.5.1) et P/F le conoyau
dans la catégorie des monoides de I'injection canonique F' — P ([36] I 1.1.5). Il résulte aussitot des
propriétés universelles des localisations de monoides et d’anneaux que I’lhomomorphisme canonique
Z[P] — Z[F~'P] induit un isomorphisme

(2.2.6.3) Z[P)y S Z[F~1P],

de sorte qu’on a un diagramme cartésien

(2264) Xy] HAF—lp
X Ap

Par ailleurs, on a un isomorphisme canonique

(2.2.6.5) P/F 5 (F1P)%.
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La preuve de ([2] I1.6.3(v)) montre que P/F est un monoide libre de type fini. On en déduit un
isomorphisme

(2.2.6.6) Qx (P/F)S F'P.
(i) Comme le monoide P/F est libre de type fini, il existe un entier r > 0 et un isomorphisme

Spec(K[P/F]) ~ A}. Les diagrammes (2.2.1.2)) et (2.2.6.4) et I'isomorphisme (2.2.6.6) induisent
donc un morphisme

(2.2.6.7) X,y = Aj %y Spec(K[Q]/(m — e)),

et par suite un morphisme ¢: X, — A}. La structure logarithmique .Z. x| X5 sur X, est 'image
inverse par ¢ de la structure logarithmique sur A7 définie par les axes des coordonnées ([2] I11.5.10).

Compte tenu de iv), le morphisme (2.2.6.7) est étale et le morphisme t est lisse; d’ou la

proposition.
(ii) Notant u ’endomorphisme de Frobenius d’ordre n de P, le diagramme ([2.2.3.5) induit un

diagramme commutatif & carrés cartésiens

(2.2.6.8) X)) ——= S x ) Ap—=Ap
R
X —>SXxa, Ap—> Ap

On en déduit un diagramme cartésien

(2.2.6.9) XM X g, S — Spec(O%[P]/(mn — €*))

| |

X Spec(Og[P]/(m — e*))
et par suite, compte tenu de (2.2.6.3)), un diagramme cartésien

(2.2.6.10) v, ™) — Spec(K[F~'P]/(7, — ¢*))

g |

X —— Spec(K[F~'P]/(m — "))

ou les fleches verticales de droite sont induites par les homomorphismes de Frobenius d’ordre n de
P et F~'P. On notera que le morphisme

(2.2.6.11) Spec(K[Q]/(mn — €)) — Spec(K[Q]/(m — e))

induit par 'homomorphisme de Frobenius d’ordre n de @), est étale et fini. Compte tenu de (2.2.6.6))
) (n)

et des définitions, on en déduit un Xz-morphisme étale et fini YT(n — Zﬁn .

Lemme 2.2.7. Soient n un entier > 1, F' un faisceau de (Z/nZ)-modules localement constant et
constructible de Xz ¢, 71 S — S un S-morphisme, q un entier > 1. Alors, avec les notations de

le morphisme de changement de base (2.2.5.2])
(2.2.7.1) Pn(R19.(9°F)) = Rign. (9,7, (F)))

est nul.

Cela résulte de [2.2.6] et [[.2.14]
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Lemme 2.2.8. Pour tout faisceau abélien de torsion localement constant et constructible F' de
X, il existe un entier n > 1 tel que pour tout S-morphisme 7: S — S avec les notations de
-, w2 (F) se prolonge en un faisceau abélien de torsion localement const(mt et constructible de

Par descente, I est représentable par un schéma en groupes abéliens étale et fini V' au-dessus
de X°. Notons T la fermeture intégrale de X5 dans V. Soit n un entier > 1 et divisible par tous les
indices de ramification du morphisme 7" — X3 en les points de codimension un de 7T'. Reprenons les
notations de et notons T(™ la fermeture intégrale de Z%n) dans V' x X Z%n). On observera que

Z(™) est lisse sur 7. D’aprés le lemme d’Abhyankar ([T9] X 3.6), 7" — Z%n) est étale au-dessus
des points de codimension un de Z%n). Par suite, le morphisme canonique 7" — Z%n) est étale

en vertu du théoréme de pureté de Zariski-Nagata (J20] X 3.4). Par suite, (™) X (n) T™) est la

fermeture intégrale de Z%n) dans (V xx- V) xx, Z%n). On en déduit une structure de schéma

en groupes abéliens sur 7" au-dessus de Z%n)

qui prolonge celle de V' x x- Z%n) au-dessus de
X7 x X5 Z%"). Le faisceau F|(YO X X Z%")) se prolonge donc en un faisceau abélien de torsion

localement constant et constructible de (Z%n))ét. La proposition s’ensuit compte tenu de (ii).

Proposition 2.2.9. Soient F un faisceau abélien de torsion, localement constant et constructible
de Xet, V — X~ un revétement étale, ¢ un entier > 1, £ € HY(V, F), T un point géométrique de X .
Alors, il existe un voisinage étale U de T dans X et un revétement étale surjectif W — V x~o [
tel que image canonique de & dans HY(W, F') soit nulle.

Par la preuve de I'implication (iv)=-(v) de on peut se borner au casou V = X°. En vertu
2.2.8] il existe un entier n > 1 tel que pour tout S-morphisme 7: S — S avec les notations

de(2.2.5, F |YT(n)O se prolonge en un faisceau abélien de torsion localement constant et constructible
de Y, ;. D'apres ), le morphisme f,,: (X, ) = (S, Mgm)) est adéquat, et il vérifie
les conditions de Supposons que pour tout S-morphisme 7: S — S| la proposition soit
démontrée pour 'image de £ dans H? (YT(")O, F) et tout point géométrique de X (™) au-dessus de Z.
Il existe donc un morphisme étale UT(") — X™ tel que le morphisme

(2.2.9.1) UM @x k(Z) = X™ @x k(T)

soit surjectif, et un revétement étale surjectif W, — UI™° x st » S tel que I'image canonique de
¢ dans HY(W,, F') soit nulle. D’aprés il existe un X-schéma étale Z-pointé U et pour tout
S-morphisme 7: S — S, un X -morphisme U xx X™ — UT(n). Considérons le diagramme
commutatif & carrés cartésiens

(2.2.9.2) W, Wr X o (U xx X))

uime Xg(n) r S <~—(U° xx XM) ><5<">,T§L>UO

| |

U™ Uxx X
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Le couple formé de U et du revétement étale surjectif de U° somme disjointe des u, o v, pour tous
les 7, répond alors a la question. On peut donc se borner au cas ou F' se prolonge en un faisceau
abélien de torsion, localement constant et constructible G de X ¢. L'isomorphisme ¢*(G) S F
induit par adjonction un morphisme G — g.(F) qui est en fait un isomorphisme; en
particulier, g.(F) est localement constant et constructible. En effet, la question étant locale pour
la topologie étale de X, on peut supposer G constant, auquel cas 1’assertion recherchée résulte de
(M] 1X 2.14.1).

On désigne par g: X° - X linjection canonique. Considérons la suite spectrale de Cartan-
Leray

(2.2.9.3) EyY = HY( Xy, Rg.(F)) = HP(X°, F),
et notons (E)o<i<q, la filtration aboutissement sur H?(X~, F), de sorte que
(2.2.9.4) E!/BY,, = EL

pour tout 0 < i < ¢. Il existe un entier 0 < ¢ < ¢ tel que £ € Efs \EZH. Soit n un entier > 1
qui annule F. Reprenons de nouveau les notations de 11 résulte de ([4] XII 4.4) qu’on a un

morphisme de suites spectrales de Cartan-Leray

(2.2.9.5) H( X7, Rg.(F)) =——= H"(X", F)

HY(Y () R gns (957 (F))) == HOHP (Y, 00 (1)

oll Ugp est induit par le morphisme de changement de base et u est le morphisme ca-
nonique. Pour tout b > 1, le morphisme u, 5 est nul, en vertu de 2.2.7 1l en est alors de méme
du morphisme induit par u entre les gradués des filtrations aboutissement. Procédant comme plus
haut, on peut donc se réduire par une récurrence finie, au cas o i¢ = ¢. Par suite, £ est I'image
canonique d’un élément ¢ € HY(X4, g.(F')). En vertu de et il existe un voisinage étale
U de T dans X et un revétement étale surjectif W’ — Uy tel que I'image canonique de ¢ dans
HY(W', g.(F)) soit nulle. Par suite, I'image canonique de ¢ dans HY(W'°, F') est nulle.

Corollaire 2.2.10 (3] 9.5). Soient T un point géoméirique de X au-dessus de s, X' le localisé
strict de X en T. Alors, X' est un schéma K(m, 1) (1.2.2)).

En effet, X étant normal et strictement local (et en particulier intégre) d’apres (|2] II1.3.7),

la proposition résulte de et

Remarque 2.2.11. La proposition lorsque le schéma (usuel) X est lisse sur S, est due a
Faltings (JLI0] Lemme 2.3 page 281). Le cas général est dt a Achinger ([3] 9.5). On notera que le
cas oul T est un point géométrique de X, a déja été démontré dans [1.2.16}

2.3. Conséquences du théoréme de pureté de Faltings

2.3.1. On suppose dans cette section que le morphisme f: (X, #x) — (S, .#s) (2.1.3)
remplit les conditions de que X = Spec(R) est affine et connexe et que X, est non-vide. Ces
conditions correspondent & celles fixées dans (|2] I1.6.2). On reprend les notations de § On

pose (2.1.3.3)
(2.3.1.1) ko = x/s(X).
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D’aprés iv) et (J32] 1.8), on a un isomorphisme R-linéaire canonique
(2.3.1.2) Ok = (PE/AL) @7 R.

En particulier, (NZ}% /6, €St un R-module libre de rang fini.
Pour tout entier n > 1, le schéma X (") est affine d’anneau
(2.3.1.3) A, = R @gp) Z[P™).
On désigne par A° Panneau du schéma affine X ("° = X(7) x  x© (2-1.3.2). Les schémas logarith-

miques (X(")7///X<n))n21 forment naturellement un systéme projectif au-dessus de (A pm))n>1,
indexé par I’ensemble Z>; ordonné par la relation de divisibilité. On pose

(2.3.1.4) A = lim A,
S

(2.3.1.5) A = lim A°.
—

n>1

Théoréme 2.3.2 (Faltings, [11] § 2b). Pour toute AS_-algébre étale finie B', la fermeture intégrale
B de Ay dans B’ est une extension a-étale de A (1.7.2)).

Signalons ici que Scholze dispose, dans le cadre de sa théorie des perfectoides, d’une générali-
sation de ce résultat ([41] 1.10 et 7.9).

2.3.3. Soit ¥ un point géométrique de x° que l'on suppose fixé dans la suite de cette section.
Le schéma X étant localement irréductible d’aprés (iii)7 il est la somme des schémas induits
sur ses composantes irréductibles. On note X" la composante irréductible de X contenant 7. De
méme, X° est la somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles et X =X"xxX°
est la composante irréductible de X° contenant 7. On désigne par A le groupe profini 7y (Y*o,y)
et pour alléger les notations, par R la représentation discréte Ei de A définie dans . On
notera que R est intégre et normal .

2.3.4. Pour tous entiers m,n > 1, le morphisme canonique X (") — X (") est fini et surjectif.
D’aprés ([26] 8.3.8(i)), il existe alors un X-morphisme (2.3.3)
(2.3.4.1) 7 — lim X,
—
n>1
la limite inductive étant indexée par I’ensemble Z>; ordonné par la relation de divisibilité. On fixe
un tel morphisme dans toute la suite de cette section. Celui-ci induit un S-morphisme
(2.3.4.2) S — lim S™,
et

Pour tout entier n > 1, on pose

(2.3.4.3) T =X g T et X=X xx X°
On en déduit un X-morphisme
(2.3.4.4) 7 — lim X",

et

Pour tout entier n > 1, le schéma Y(n) étant localement irréductible d’aprés [2.2.4(iii), il est

. . . ., . ——(n)x
la somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles. On note X la composante
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irréductible de Y(n) contenant I'image de y (2.3.4.4)). De méme, Y(n)o est la somme des schémas

induits sur ses composantes irréductibles et X = Y(n)* X x X° est la composante irréductible

de Y(n)o contenant l'image de 7. On notera que Y(n) étant fini sur X (2.2.3.5), Y(n)* est la
fermeture intégrale de X" dans Y(n)*o d’apres (111) On pose

(2.3.4.5) R, =D(X""

(n)xo

O

D’aprés|2.2.4(vi), le morphisme X — X est étale fini. 11 résulte de la preuve de ([2] 11.6.8(iv))

que Y(n ** est en fait un revétement étale fini et galoisien de X de groupe A, canoniquement
isomorphe & un sous-groupe de Homy, (P8P /ZA, u,(K)). Le groupe A,, agit naturellement sur R,,.

Le morphisme (2.3.4.4)) induit un Y*—morphisme
(2.3.4.6) Spec(R) — lim X
—

n>1

(n)*

Si n est une puissance de p, on a A,, ~ Homgz (P8P /ZA, ji,(K)) et X"~ x™ X~ X" en vertu

de iv).

Les anneaux (R,,),>1 forment naturellement un systéme inductif. On pose

3.4. o = lim R,,

2.3.4.7 R lim R
=

(2.3.4.8) Rpoo = hi)n an.

n>0

Ce sont des anneaux normaux et intégres d’aprés (|23] 0.6.1.6(i) et 0.6.5.12(ii)). Le morphisme
(2.3.4.6)) induit des homomorphismes injectifs de R;-algébres

(2.3.4.9) Rpe — Roo — R.
Les groupes (A, )p>1 forment naturellement un systéme projectif. On pose
(2.3.4.10) As = 1<£n Ay,
1
(2.3.4.11) Apo = lim Apn

n>0

On a des homomorphismes canoniques
(2.3.4.12) AocC—— Homy (PP /7, 7(1))
Apee —> Homg, (P8P /Z\,Z,(1))

Le noyau 3¢ de ’homomorphisme canonique Ay — Ape est un groupe profini d’ordre premier a

p. Par ailleurs, le morphisme (2.3.4.1) détermine un homomorphisme surjectif A — A,,. On note
2.3.4.9)

3 son noyau. Les homomorphismes ([2.3.4.9) sont alors A-équivariants.
(2.3.4.13) Ry . 2 Ry 2 R

\A’/
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On note F (resp. Fu, resp. Fy) le corps des fractions de R (resp. Roo, resp. Ry«).
Comme le sous-groupe de torsion de P&P/ZA est d’ordre premier & p, on a un isomorphisme
canonique

(2.3.4.14) (PEP /Z)\) @7 Z,y(—1) 5 Homg, (Apee, Z,).

Compte tenu de (2.3.1.2), on en déduit, pour tout élément non nul a¢ de 0%, un isomorphisme
R;-linéaire

(2.3.4.15) O%/o ®r (R1/aR1)(—1) 5 Homy (A, Ry /aRy).

Proposition 2.3.5 (|2] 11.6.17). L’extension F de Fx, est la réunion d’un systéme inductif filtrant
de sous-extensions galoisiennes finies N de Fy, telles que la cloture intégrale de Ry dans N soit
a-étale sur R (1.7.2]).

Proposition 2.3.6 (|2] 11.8.17). Pour tout élément non nul a de O, il existe un unique homo-
morphisme de Ri-algébres graduées

(2.3.6.1) N Qo @r (Ri/aR)(~1)) = H (A, R/aR)

dont la composante en degré un est induite par (2.3.4.15)). Celui-ci est a-injectif et son conoyau
est annulé par pp%l my.

Proposition 2.3.7 (|2] 11.9.10). L’endomorphisme de Frobenius absolu de R/pR est surjectif.

Lemme 2.3.8. Soient m un entier > 1, M un (R1/p™R1)-module de présentation finie, muni
d’une action linéaire et continue de Ay (resp. Ao ). Alors,
(i) Pour tout entier i > 0, H(Ape, M) (resp. H (Ao, M)) est un Ry-module de présentation
finie, et est nul pour tout i > d+ 1 = dim(X/S) + 1.
(ii) Pour tout v € my, il exviste un entier ng > 1 tel que pour tout entier n > ng, tout
homomorphisme surjectif v: Apee — ppn (OF) et tout entier i > 0, notant Ox(v) le (Og)-
Ape —module topologique O, muni de la topologie p-adique et de l'action de A, définie
par v, H'(Ape, M @ ¢ O%(v)) soit annulé par .

(i) Supposons d’abord que M soit une représentation de A,. Soient n un entier tel que 'action
de Ay, sur M se factorise & travers A,,, p' la plus grande puissance de p divisant n, H,, le noyau
de ’homomorphisme canonique A,, — Ap,. On a donc un homomorphisme canonique surjectif
Yo — H,, (2:3:412)). L’anneau R, /p™R; étant cohérent ([1] 1.10.3), M est un (R;/p™R;)-module
cohérent. On en déduit que le (R;/p™R;)-module M>° = MHn est cohérent. Comme X est un
groupe profini d’ordre premier & p , pour tout ¢ > 0, on a un isomorphisme canonique
HY(Apse, M*0) 5 H (Ao, M). On peut donc se borner au cas oit M est une représentation de A pec.
D’apres ([2] I1.3.23), RI'(Ap, M) est quasi-isomorphe & un complexe borné, en degrés compris
entre 0 et d, de (Ry/p™ R1)-modules cohérents; d’ot la proposition.

(ii) Soit eq,...,eq une Zy-base de Ap. Il existe un entier ¢ > 1 tel que pour tout 1 < j < d,
e?t agisse trivialement sur M. Soient n un entier > t, v: Apee — ppn (O%) un homomorphisme
surjectif. Il existe 1 < j < d tel que que ¢, = v(e;) soit une racine primitive p"”-iéme de l'unité.
Notons G; le sous-groupe de Ap engendré par e;. D’aprés (2] 11.3.23), H (G, M ®¢, O (v))
est la cohomologie du complexe, concentré en degrés 0, 1, suivant

(2.3.8.1) Cnej —idpr: M — M.
La relation
(23.8.2) (Cnej = idar) ((Gnes)” "+ (Gres)? 2 4 - +ida) = (¢F = Did
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montre que le noyau et le conoyau de (,e; —idys sont annulés par (ﬁt’ — 1. Par suite, compte tenu
de la suite spectrale ([2] 11.3.4)

(2.3.8.3) B3 = HY(Ap~ /Gy, HY(G, M) = HOY (Ao, M),

pour tout i > 0, H (Ape, M) est annulé par Cﬁt — 1. Pour tout v € my, il existe ng > t tel que si
n > ng, alors v € (C,’;t — 1)0% ; d’oi la proposition.

Lemme 2.3.9. Soient m,n deux entiers > 1. Alors,

(i) Pour tout (Ry/p™Ry)-module de présentation a-finie M, muni d’une action linéaire de
Apn et tout entier i > 0, le Ri-module H (Apn, M) est de présentation a-finie.

(ii) Pour tout (Ryn /p™ Rpyn)-module de présentation finie M, muni d’une action semi-linéaire
de Apn et tout entier i > 0, le Ri-module Hi(Apm,M(EQan Ry ) est de présentation a-finie,
et est nul pour tout i > d+ 1.

(iil) Pour tout (R,/p™Ry,)-module de présentation finie M, muni d’une action semi-linéaire
de A, et tout entier i > 0, le Ry-module H(As, M ®g, Roo) est de présentation a-finie,
et est nul pour tout i > d + 1.

On notera d’abord que R;/p™R; est un anneau cohérent ([I] 1.10.3).

(i) D’apres le (R1/p™Ry)-module M est a-cohérent et il s’agit de montrer qu’il en est
de méme de Hi(Apn7M) pour tout i > 0. Compte tenu de et de la suite spectrale
de Hochschild-Serre (J2] II.3.4), on peut se borner au cas ou d = 1, de sorte que le groupe A,n
est cyclique d’ordre p". Soient ¢ un générateur de Apn, Tr endomorphisme de M induit par
Yoo Ayn O Alors, RI'(Apn, M) est quasi-isomorphe au complexe de (R1/p™ R1)-modules, placé en
degrés > 0,

(2.3.9.1) Yy VLN Vi LN ) i S
d’oul la proposition .

(ii) En effet, la p-dimension cohomologique de A, est égale a d (2] 11.3.24). 11 suffit donc
de montrer que pour tout i > 0, le (R;/p™Ry)-module H (Apee, M ®R,n Rpe) est de présentation
a-finie. Comme Rp,» /p™ R,n est une (R;/p™ Ry )-algébre cohérente, tout (R,»/p™ Ryn)-module de

présentation a-finie est aussi un (R;/p™ R;)-module de présentation a-finie. D’apreés (i) et la suite
spectrale de Hochschild-Serre (J2] I1.3.4), en tenant compte de i), il est alors loisible de

remplacer f par f®") ([2.2.335)). On peut donc supposer n = 0.
Pour tout entier j > 0, posons

(2.3.9.2) E, = Hom(Ape~,u,i (O%)),
On identifie Z,; & un sous-groupe de Z,~. Pour tout v € Z,~, on note O (v) le (O%)-Ap--
module topologique &%, muni de la topologie p-adique et de ’action de Ay définie par v. D’aprés

([2] 11.8.9), il existe une décomposition canonique de Rpe en somme directe de Rj-modules de
présentation finie, stables sous l'action de Aje,

(2.3.9.4) Rpe = @ RY 00, Ov),

)

I/EEpoo

ot Ay~ agit trivialement sur RI(,Q. De plus, pour tout 5 > 0, on a

o )
(2.3.9.5) R, = P R

VEE
S
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En particulier, pour tout v € Zje, R;Q est un R;-module de présentation finie.
D’aprés ce qui préceéde, pour tout entier ¢ > 0, il existe une décomposition canonique

(2.3.9.6) H(Apoe, M @5, Rpe) = @D H (A, M @p, RX @6, O(v)).

VEE 00
Pour tout v € my, il existe un entier j > 1 tel que pour tout v € Ep — E,;, le Ri-module

Hi (Apeo, M ®p, R;”og ®g. O (v)) soit annulé par v, en vertu de M(u) On en déduit, d’aprés
(i), que le Rj-module H (Ap, M ®@pg, Rp~) est de a-présentation finie.

(iii) Soit n’ le plus grand diviseur premier a p de n. Comme R,/ /p™ R, est une (Ry/p™R1)-
algebre cohérente, tout (R, /p™R,)-module de présentation a-finie est a-cohérent d’apres [1.6.8]
et est aussi un (R /p™ Ry )-module a-cohérent. Le foncteur I'(A,,/, —) est exact, et il transforme les
(R, /p™ Ry, )-modules a-cohérents en (R /p™ R;)-modules a-cohérents (1.5.15). Il est alors loisible
de remplacer f par f(”/) , d’aprés i). On peut donc supposer n une puissance de
p. Comme Y est un groupe profini d’ordre premier a p , pour tout ¢ > 0, on a un

isomorphisme canonique
(2.3.9.7) HY(Apse, (M ®p, Roo)™) 5 H(Aw, M ®g, Roo).

Par ailleurs, considérant une présentation finie de M sur R,, on déduit de (|2] II.6.13) que le
morphisme canonique

(2.3.9.8) M ®p, Ry — (M ®p, Roo)™
est un isomorphisme. La proposition résulte donc de (ii).

Proposition 2.3.10. Soient m un entier > 1, L. un (O /p™ O%)-module libre de type fini, muni
d’une action linéaire continue de A. Alors,
(i) Le (Roo/P™Roc)-module (L®e_R)* est a-projectif de type o-fini (L7.1), et le morphisme
canonique

—05 _ _
(2.3.10.1) (]L ®ﬁ? R) QRo R — L@ﬁ?R
est un a-isomorphisme.

(i) Pour tout v € my, il existe un entier n > 1, un (R, /p"™R,)-module de présentation finie
M,,, muni d’une action semi-linéaire de A,,, et un morphisme R, -linéaire et A -équivariant

(2.3.10.2) M, ®g, Rs — (L®eo,_ R)”,
dont le noyau et le conoyau sont annulés par .

(iii) Pour tout entier i > 0, le Ri-module H' (A, L Qo R) est de présentation a-finie, et est
a-nul pour tout i > d+ 1.

(i) Soient N une extension galoisienne finie de Fi,, contenue dans F (2.3.4.13)), D la cloture
intégrale de Ry dans N, G = Gal(NN/Fx), Trg I'endomorphisme Ro-linéaire de D (ou de D/p™ D)
induit par )., 0. Commeona D = RNN et R, = DNFy, d’aprés iii), les homomorphismes
Re/pP"Row — D/p™D — R/p™R sont injectifs. Supposons que D soit une extension a-étale de
Ro. Alors, D est un a-G-torseur sur Ro, en vertu de[I.7.8] Par suite, le quotient

(D/pm™ D)
Tre(D/p™D)
est a-nul en vertu de Comme Trg(D) C Ro, Phomomorphisme R, /p™ R — (D/p™ D)%
est un a-isomorphisme. Compte tenu de on en déduit, par passage a la limite inductive, que
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I’homomorphisme Ro,/p™ Roo — (R/p™R)* est un a-isomorphisme. On démontre par le méme
argument, en tenant compte de ([2] V.7.8), que ’homomorphisme

(2.3.10.3) D/p"D — (E/me)Gal(F/N)

est un a-isomorphisme.
Choisissons N de sorte que laction de ¥ sur L se factorise & travers G (2.3.5). On en déduit
que le morphisme canonique

(2.3.10.4) (L®e. D) - (L®o. R)®
est un a-isomorphisme. Par ailleurs, il résulte de [I.7.5] que le morphisme canonique
(2.3.10.5) (L®eg. D) @, D—L®g_D

est un a-isomorphisme; il en est donc de méme de . Comme D est a-fidélement plat sur
Roo d’apres ([2] V.6.7), on en déduit que (L ®p_ R)* est un (Ro/p™ Roo)-module a-projectif de
type a-fini en vertu de (|2] V.8.7).

(ii) I1 suffit de montrer que pour tout v € my, il existe une suite de R.o-représentations
continues de A,

(2.3.10.6) (Roo/P™ Roo)® = (Roo /P Roo)’ = (L ®e. R)” — 0,

ol a et b sont deux entiers > 0, telle que la suite des R..-modules sous-jacents soit v-exacte (1.5.2]).
En effet, il existerait alors un entier n > 1 tel que v se déduise par extension des scalaires d’un
morphisme de R,,-représentations de A, w: (R,/p™R,)* — (R, /p™R,)", et on prendrait pour
M, le conoyau de w.

D’apres (i), il existe deux entiers 7, ¢ > 1 et un morphisme R..-linéaire

(2.3.10.7) R, = (L®e,. R)”
dont le conoyau est annulé par v'/12 et tels que les images de la base canonique de R soient
invariants par le noyau de ’homomorphisme Ay, — A,. Notons R,(A,) anneau non-commutatif
de groupe sous-jacent le Rg-module libre de base (e5)sea,, et dont la multiplication est donnée
par (bey)(b'esr) = bo(b')esor . La catégorie des Ry-modules munis d’une action semi-linéaire de A,
est équivalente & la catégorie des Ry(A,)-modules & gauche. Le morphisme induit donc
un morphisme R..-linéaire et A -équivariant

(2.3.10.8) u: Ry(A))" ®R, (Roo/p"Reo) = (L ®o R)”.

D’apres|1.5.12((iii), le noyau de u est type y-fini. Recommengant la méme construction pour ker(u),
on obtient I'assertion recherchée.
(iii) En effet, pour tout ¢ > 0, le morphisme canonique

(2.3.10.9) H (A, (L®e. R)*) - H(A,L®¢._ R)
est un a-isomorphisme d’aprés (2] 11.6.20). La proposition résulte alors de (ii) et iii).

2.3.11. Soit n un entier > 1. D’aprés [2.2.4{(vi), le morphisme X™° & X° est étale fini

(2.3.4.3), de sorte que (Y(n)o — X) est un objet de E (2.1.5.1). On note E(™ — Et/x (resp.

E(")) le site fibré (resp. topos) de Faltings associé au morphisme X" L x (1.11.1)). Tout objet
de E(™ est naturellement un objet de E. On définit ainsi un foncteur

(2.3.11.1) ®,: E™ 5 E.
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On vérifie aussitot que @, se factorise a travers une équivalence de catégories
(2.3.11.2) EM S E
1l résulte alors de (J2] VI.5.38) que la topologie co-évanescente de E(™) est induite par celle de E

au moyen du foncteur ®,,. Par suite, ®,, est continu et cocontinu ([4] III 5.2). Il définit donc une
suite de trois foncteurs adjoints :

(2.3.11.3) (@ ): E™ 5 B, o E—E™, &,:E™ 5 E,

dans le sens que pour deux foncteurs consécutifs de la suite, celui de droite est adjoint & droite de
lautre. D’aprés ([4] III 5.4), le foncteur (®,,); se factorise a travers une équivalence de catégories

P
(2.3.11.4) E™ 3 E, o,y

olt (Y(n)o — X)2 est l'objet de E associé a (Y(n)o — X). Le couple de foncteurs (®, ®,,.) définit
le morphisme de localisation de E en (Y(n)o — X)? que l'on note aussi

(2.3.11.5) ®,: E™ S E.

Le foncteur est un adjoint & gauche du foncteur

(2.3.11.6) OB EM (VU)o (Vxge X° 5 1),

D’apres ([4] IIT 2.5), le morphisme (2.3.11.5)) s’identifie donc au morphisme défini par fonctorialité
([2] VI.10.12) a partir du diagramme

(2.3.11.7) e — > x
X’ X

2.3.12. Soit n un entier > 1. Pour tout objet (V — U) de E, on pose AR

on note U ") la fermeture intégrale de U™ dans V X7 A

=U Xx y(n) et
. Pour tout morphisme (V' — U’) —

(V = U) de E, on a un morphisme canonique U/V (m) — Uv(n) qui s’insére dans un diagramme
commutatif
(2.3.12.1) v xg T s V() 7™ U’

% xﬁU(") UV(n) U(n) U

Comme Dinjection canonique X(™° — X () est schématiquement dominante d’aprés i) et
(2] IL.4.2(iv)), T
Uﬁo(n) =T™ en vertu de iii).

On désigne par @(n) le préfaisceau sur E défini pour tout (V — U) € Ob(E), par

(2.3.12.2) 2"V - U)=1T"", 0sv ).

° est un ouvert schématiquement dominant de AR (J26] 11.10.5). On a donc
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Comme Y(n) est fini sur X, on a

(2.3.12.3) BV 5 U) =BV x5 X 0.

Par suite, @(n) est un faisceau sur E, et on a un isomorphisme canonique d’anneaux sur E
(2.3.12.4) B 5 0,.(0,5),

ol ®,, est le morphisme de localisation . Pour tout U € Ob(Et/X), on pose

. N

(2.3.12.5) 7y
ou vy est le foncteur (2.1.5.2)).

Les (@(n))nzl forment naturellement un systéme inductif d’anneaux de E, indexé par l'en-
semble Zx>; ordonné par la relation de divisibilité. On pose

(2.3.12.6) 2 — lin 7™

1
—
n>1

Pour tout U € Ob(Et/X), on pose

(2.3.12.7) 25 =3 6.

D’aprés|1.11.4f le topos E est cohérent. Supposons U cohérent. Le faisceau associé a tout objet
(V= U) de E est alors cohérent d’aprés loc. cit. Par suite, le morphisme canonique

(2.3.12.8) lim B W) = B (V)

n>1

est un isomorphisme en vertu de (J4] VI 5.2). Comme le schéma U~ est cohérent, on en déduit par
([2] VI.9.12) que le morphisme canonique

. —(n) —(o0)

n>1
. . 50
est un isomorphisme de Ugy,.

Lemme 2.3.13. Soit (V — U) un objet de E. Alors,
(n)

. . . —=V L .
(i) Pour tout entier n > 1, le schéma U est normal et localement irréductible et le mor-

phisme canonique V x¢ U(n) — Uv(n)

nante.
N o . . . =V )
(ii) St U est quasi-compact, le nombre de composantes irréductibles de U (=) lorsque n décrit
les entiers > 1, est borné.

est une immersion ouverte schématiquement domi-

(n) (n)

— — — —V

i) En effet, V' étant entier sur U O, le morphisme canonique V x7 U~ — U xzU est
U U

) V()

un isomorphisme. Le morphisme canonique V' Xz U(n —U est donc une immersion ouverte
schématiquement dominante. Le schéma U(n) est normal et localement irréductible d’aprés (iii)
et ([2] 111.3.3). Soit P un ouvert de U(n) n’ayant qu'un nombre fini de composantes irréductibles.
Alors, P X gm) Uv(n) est la somme finie des fermetures intégrales de P dans les points génériques

de V xg U(n) qui sont au-dessus de P, dont chacune est un schéma intégre et normal en vertu de
(|24] 6.3.7). Le schéma TV est donc normal et localement irréductible.
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(ii) Compte tenu de (i), comme le morphisme canonique V' — U’ est étale et fini, il suffit de

montrer que le nombre de composantes irréductibles de U(n)o (pour n > 1) est borné. Quitte a
remplacer X par des ouverts affines qui couvrent U, on peut se borner au cas ou U = X. D’apres
(2.2.3.5)) et avec les notations de on a un diagramme cartésien de S-morphismes

(2.3.13.1) X (W) —— Spec(Ox, [P™]/(m, — ek(’”))

| |

X Spec(O[P)/(m — e*))

ot les fléches horizontales sont étales. On en déduit un diagramme cartésien de S-morphismes

(2.3.13.2) X(n) . SpeC(ﬁ?[P(”)]/(ﬂn B e)\(">))
X Spec(Og[P]/ (1 — e*))

Compte tenu de [2.2.4(v), on en déduit un diagramme cartésien de K-morphismes

(2.3.13.3) Y(”)O N SpeC(F[(P("))gp]/(ﬂ'n _ e,\(ﬂ)))

| |

X —— Spec(K[P#P]/(m — &)

La fleche verticale de gauche est étale d’apreés|2.2.4|(vi), ainsi que les fleches horizontales. Par suite,
les points génériques de X™° genvoient sur ceux de Spec(K[(P(™)&P]/(m, — e>‘(n))) et sur ceux
de X°, et donc aussi sur ceux de Spec(K[PP]/(m — e)).

Par ailleurs, comme le Z-module PSP est libre de type fini, pour tout entier n > 1, on a un
isomorphisme de K-algébres

(2.3.13.4) KIP]/(1 - &) 53 K[(PM)]/(m, — ™).

Le nombre de composantes irréductibles de Spec(K[(P(™)&P]/(r,, — e/\(n))) (pour n > 1) est donc
constant ; d’ou la proposition.

2.3.14. On désigne par % la sous-catégorie pleine de Et /x formée des schémas affines, que
I’on munit de la topologie induite par celle de Et /x - On voit aussitot que € est une famille U-petite,
topologiquement génératrice du site Et /x et est stable par produits fibrés. On désigne par
(2.3.14.1) g B — €

le site fibré déduit de = par changement de base par le foncteur d’injection canonique
¢ — Et /x- On munit E¢ de la topologie co-évanescente définie par m¢ et on note E¢ le topos des
faisceaux de U-ensembles sur E¢. D’apres ([2] VI.5.21 et VI.5.22), la topologie de E¢ est induite
par celle de E au moyen du foncteur de projection canonique Fy — E, et celui-ci induit par
restriction une équivalence de catégories

(2.3.14.2) ES Ey.
Lemme 2.3.15. Soit (V — U) un objet de Ew. Alors,
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(i) Le schéma Spec(@éoo)(V)) est normal et localement irréductible. Il est la fermeture intégrale
de U dans Spec(@(Uoo)(V)) xx X°.
(ii) Le diagramme de morphismes canoniques

(2.3.15.1) Spec(@éoo)(V)) xx X° 14

| |

Spec(Z5(U) xx X0 —=T°

est cartésien.

(i) Pour tout entier n > 1, comme X () est fini sur X, Uv(n) est la fermeture intégrale de U dans

VxgU 7", D apres ( ), U V(") est normal et localement irréductible. Pour tout entier m >1,

le morphisme canonique X (™° — X()° ¢tant étale, fini et surjectif, le morphisme canonique
UV(mn) = UV(n) —=V (mn)

composante irréductible de U

est entier et surjectif, et toute composante irréductible de U domine une

V) e plus, en vertu de |2 i), il existe un entier n > 1 tel
. —=V . —=V .
que pour toute composante irréductible P de U () et tout entier m > 1, P Xgvn U (mm) soit

irréductible. La proposition résulte alors de ([23] 0.6.1.6 et 0.6.5.12(ii)).

(i) En effet, Spec(@ijoo)(‘/)) est la limite projective des schémas (Uv(n))nzl (|26] 8.2.3). Par
suite, Spec(@(Uoo)(V)) X x X° est la limite projective des schémas (V/ xﬁﬁ(n))nzl (|26] 8.2.5) ; d’ou
la proposition.

Proposition 2.3.16. Soient (V — U) un objet de E¢ tel que V' soit connexe, T un point géomé-
trique de V. Alors, il existe un revétement universel (V;);cr de V en T tel que pour tout i € I, V;
soit un revétement étale galoisien de V et que @éoo)(Vi) soit une extension a-étale de @g’o)(V)

[@T72).

En effet, on peut se borner au cas o U = X. Soient Y un revétement étale fini de X°,
W =V X xo Y. Considérons le diagramme de morphismes canoniques

(2.3.16.1) Spec(%x ( ) xx X° Spec(Ax) Xx Y
\Wﬁy/

o | |

Vv X \

P, )

Spec(@g{m)( ) xx X° Spec(As) xx X°

ol A est I’algebre définie dans (2.3.1.4). Notons Spec(B) la fermeture intégrale de Spec(A) dans

Spec(As) X x Y. En vertu de[2.3.2) B est une extension a-étale de A.. Par suite, B®4__ @ﬁ?")(V)
est une extension a-étale de 35’(00)( V) ([2] V.7.4(3)).
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Le carré (1) du diagramme (2.3.16.1)) étant cartésien en vertu de [2.3.15(ii), il en est de méme
du grand carré extérieur. On en déduit un diagramme cartésien

(2.3.16.2) Spec(Zy" (W) xx X° —=Spec(B@a,, Zx (V)[2])

| |

Spec(@g?o)(V)) xx X° Spec(@g?o)(V)[%])

Comme B[] est une extension finie étale de Aoo[1] ([2] V.7.3), on en déduit en vertu de i)

que Qﬁ?") (W) est la fermeture intégrale de @E?‘”(V) dans B®4__ @&O)(V)[%] Par suite, By (W)
est une extension a-étale de @ﬁ?")(m d’apreés m

Comme X est normal et localement irréductible (|2] II1.4.2(iii)), il en est de méme de W (|2]
I11.3.3). Par suite, W est la réunion des schémas induits sur ses composantes irréductibles. Pour
toute composante irréductible W’ de W, @(Xw) (W) est une extension a-étale de @(Xw) (V) d’apres
([2] V.7.4). On conclut la preuve en observant que 'homomorphisme 7 (V,7) — 71(X°,7) est
injectif puisque U = X.

2.3.17. Soient U un objet de Et/x, n un entier > 1. Avec les notations de m on pose

—(n)xo

(2.3.17.1) T =Uxx X ot U =Uxyxx"

)*o
)

(n)* : U(n)*o

et on note 7y, — U le morphisme canonique. On rappelle que Y(")*O est un revétement

étale fini et galoisien de X" de groupe A,,. On définit le foncteur

(23172) U?ét — U;éot, F F(n)* — (W((}L)*)*(F‘U(n)*o)

Celui-ci est exact puisque le foncteur (ng)*)* admet un adjoint & gauche et est donc exact.

Soit F' un objet de Ugg,. D’apreés ([2] VL9.4), pour tout V € Ob(Etf/U*o), on a

(2.3.17.3) F(”)*(V) = F(V xo y(n)*o).
Cet ensemble est donc naturellement muni d’une action de A,;, et on a un isomorphisme canonique

Les faisceaux (F' (n)*)nZI forment naturellement un systéme inductif de U;;, indexé par ’en-
semble Z>; ordonné par la relation de divisibilité. On pose

(2.3.17.5) FO* = lim >,
—
n>1
On voit aussitét que le morphisme canonique X" - X est cohérent (2.3.3). Supposons U
cohérent, de sorte que U~ est cohérent. D’aprés ([2] VL.9.12) et (4] VI 5.2), pour tout V &
Ob(Et, /ﬁ*o), on a alors un isomorphisme canonique

(2.3.17.6) FOEOXV) S lim FM* (V).
—
n>1

Par suite, 'ensemble discret F(>)*(V) est naturellement muni d’une action continue de A, et on
a un isomorphisme canonique

(2.3.17.7) F(V) S (FO*(V))Aee,
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2.3.18. Soient U un objet de Et/x, m,n deux entiers tels que m > 0 et n > 1. Appliquant le

foncteur (2.3.17.2)) aux anneaux @U R1.83) et By = By /p" By [2.1.9.2) de Uy, on obtient
Z(x  (n)x

deux anneaux %y, et Ay, de U; te;- Ce foncteur étant exact, on a un isomorphisme canonique

(2.3.18.1) By S By B

Compte tenu de , I’injection Canonique Y( n) Y( ") induit un homomorphisme
(2.3.18.2) Mo L 3

On en déduit par passage a la limite 1nduct1ve un homomorphisme

(2.3.18.3) @S”) T = B

Par ailleurs, les isomorphismes (|2 induisent un isomorphisme

(2.3.18.4) %éﬁ* 5B B

2.3.19. On désigne par EZ la sous-catégorie pleine de E¢ ([2.3.14)) formée des objets (V — U)

tels que le morphisme canonique V' — U° se factorise a travers U (2.3.17.1)). Le foncteur (2.3.14.1))
induit un foncteur fibrant

(2.3.19.1) EY — €.

Lemme 2.3.20. Soit (V — U) un objet de EZ,. Alors,

(i) Le morphisme canonique Spec(@g)o)*(V)) — Spec(@éoo)(V)) (2.3.18.2)) est une immersion
ouverte et fermée.
(ii) Le diagramme de morphismes canoniques

(2.3.20.1) Spec(Z5" (V) — Spec(Zy ) (V)

i i

(00) ,==o0

—(0c0)* =0 —
Spec(Zy " (U")) — = Spec(By "(U)))
est cartésien.
(i) Pour tout entier n > 1, Spec(@gL)*(V)) est un ouvert et fermé de Spec(@én) () = AR
D’apres [2:3.13] il existe n > 1 tel que pour tout m > 1, le diagramme canonique

(2.3.20.2) K (mnx —— 5p(mn)
Y(n)* _ Y(")
est cartésien. Il en est donc de méme du diagramme canonique

(2.3.20.3) Spec(Z™* (V) — Spec(Zr™ (V)

| l

Spec(@y (V) —> Spec(#y (V)
La proposition s’ensuit en vertu de ([26] 8.3.12).
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(ii) En effet, pour tout entier n > 1, le diagramme

(2.3.20.4) Spec(Z (V) —= 17"
U(n)* U(n)

est cartésien.

Proposition 2.3.21. Soient (V — U) un objet de E% tel que V' soit connexe, T un point géomé-

trique de V. Alors, il existe un revétement universel (V;);cr de V en T tel que pour tout i € I, V;
soit un revétement étale galoisien de V' et que @5}"’)*(%) soit une extension a-étale de @éoo)*(‘/).

Cela résulte de et ([2] V.7.4(2) et V.7.8).
(00)*|

Corollaire 2.3.22. Soient (V — U) un objet de E%, F un (B,
> 1. Alors, H1(Vig, F) est a-nul.

V)-module de Vi, q un entier

Comme X est normal et localement irréductible (J2] II1.4.2(iii)), il en est de méme de V/
([2] 111.3.3). Par ailleurs, j: X° — X étant quasi-compact, V est quasi-compact. On peut donc
supposer V connexe. Soit ¥ un point géométrique de V. D’aprés il existe un revétement

universel (V;);er de V en T tel que pour tout i € I, V; soit un revétement étale galoisien de V

et que @S")*(Vi) soit une extension a-étale de @(UOO)*

V). Pour tout i € I, notons G; le groupe
des V-automorphismes de V;. Il résulte de [2.3.15] et [2.3.20] que Spec(@,(Joo)*(V)) est normal et

localement irréductible, de fermeture intégrale Spec(@Um)*(Vi)) dans Spec(e%’gjoo)*(‘/})) xx X° et
que le diagramme

(2.3.22.1) Spec(BS" (V) xx X° — Vi

|

Spec(B (V) xx X0 —=V

est cartésien. En vertu de , @EJM)*(%) est donc un a-G;-torseur de @gjoo)*(V). Par suite,
HY(G;, #(V;)) est a-nul d’aprés La proposition s’ensuit par passage a la limite. En effet,
notant

(2.3.22.2) vyt View = Br,(vp), M+ lim M(V;)

—

1€
le foncteur fibre en v ([1.1.13.3)), on a des isomorphismes canoniques
(2.3.22.3) HY(Vige, F) = HY (w1 (V,0), v(F)) = lim HY(G;, 7 (Vi)

i€l

Corollaire 2.3.23. Pour tout objet (V — U) de EZ et tout entier m > 1, ’homomorphisme
canonique

—(00)*

est un a-isomorphisme.
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En effet, d’aprés (2.3.18.4f), comme @5}"’)* est Z,-plat, on a une suite exacte de groupes abéliens
de U;;
—(o0)* (c0)*

(2.3.23.2) 0— B P B B .

La proposition résulte alors du fait que H' (Vigy, %ﬁf")*m = 0 en vertu de [2.3.22

Corollaire 2.3.24. Pour tout morphisme cartésien (V' — U') — (V — U) de E% (2.3.19.1)) et
tout entier m > 1, I’homomorphisme canonique

(2.3.24.1) Bo (V) @oy ) Ox(U') > B (V')
est un a-isomorphisme.

En effet, pour tout entier n > 1, ’homomorphisme canonique

(2.3.24.2) B (V) @0y ) Ox(U') = B (V)
est un isomorphisme en vertu de ([2] II11.8.11(iii)). On en déduit que 'homomorphisme canonique
(2.3.24.3) BV @0 ) Ox(U') = B0 (V)

est un isomorphisme (2.3.17.6)). La proposition est donc une conséquence de [2.3.23
Corollaire 2.3.25. Soient m un entier > 1, . un (O /p™ Og)-module localement libre de type
fini de onét. Pour tout X-schéma étale U, on note Ly limage inverse de I par le morphisme
canonique U - yo, on pose Ly =Ly e, By et on désigne par féoo)* le (@gjoo)*)-module de
Uss, associé o Ly [2.3.17.5). Alors, pour tout morphisme cartésien (V' — U') — (V = U) de EZ,
le morphisme canonique
(2.3.25.1) LEV) @py ) Ox(U') = L (V')
est un a-isomorphisme.

En effet, comme X est normal et localement irréductible (J2] II1.4.2(iii)), il en est de méme
de V (J2] IIL.3.3). Par ailleurs, j: X° — X étant quasi-compact, V est quasi-compact. On peut

donc supposer V' connexe. Pour tout revétement étale galoisien V; de V de groupe G, posant
V] =V’ xy V1, les morphismes canoniques

(2.3.25.2) L) 5 (LEW)E et LW = (L8 (V)

sont des isomorphismes. Compte tenu de ([2] 11.3.15 et II1.2.11), comme Ox(U’) est plat sur
Ox(U), on peut donc se réduire au cas ot Ly |V est constant de valeur un (0% /p™ O )-module
libre de type fini M. On a un isomorphisme canonique (2.3.17.6|)

(2.3.25.3) LWV S M @o_yme,. Bawr (V);

et de méme pour (V' — U’). La proposition résulte alors de [2.3.24

Corollaire 2.3.26. Soient m un entier > 1, L un (0% /p™ O%)-module localement libre de type
fini de Y?ét. Pour tout X-schéma étale U, on note Ly limage inverse de I par le morphisme

canonique U - YO, et on pose Ly =Ly Qe By . Alors, pour tout morphisme cartésien (V' —
U')— (V—=U) de E¢ (2.3.14.1), le morphisme canonique

(2.3.26.1) Lu(V) ®oy ) Ox(U') = Ly (V')

est un a-isomorphisme.
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En effet, on peut se borner au cas ot V est connexe (cf. la preuve de[2.3.25)). Quitte a changer
de point géométrique 7 de xX° (2.3.3), on peut supposer de plus que (V — U) est un objet de EZ.
La proposition résulte alors de[2.3.25|et (2.3.17.7) puisque Ox (U’) est plat sur Ox (U) (|2] 11.3.15).

Corollaire 2.3.27. Pour tout morphisme cartésien (V' — U') — (V. — U) de E% et tout entier
m > 1, ’homomorphisme canonique

(2.3.27.1) Bum(V) @ey ) Ox(U') = Bur (V')
est un a-isomorphisme.
Proposition 2.3.28. Soient (V — U) un objet de E%, F un PBy-module de Upsir FO* e

(@,(Joo)*)—module de Usg, associé & F (2.3.17.5), q un entier > 0. Alors, il existe un morphisme
Canonique

(2.3.28.1) HY (Ao, Z (V) = HY(Viee, Z|V),
qui est un a-isomorphisme.

Soit n un entier > 1. Avec les notations de on désigne par I'®» le foncteur “sous-faisceau
. . . . —=%x0
des sections A, -invariantes” sur la catégorie des Z[A,]-modules de Uy, . Par descente, les foncteurs

(W((Jn )*)* et [4n o (ﬁ[(Jn)*)* établissent des équivalences de catégories quasi-inverse I'une de l'autre

entre la catégorie des groupes abéliens de U;gt et la catégorie des groupes abélien de Uﬁ:t) * sur

lesquels A,, agit d’une fagon compatible avec son action sur U(n)*o. On a donc un isomorphisme
canonique de groupes abéliens de U ;;t

(2.3.28.2) F|U™ 318 (F ),

Le foncteur (ﬂ,(J" )*)* étant exact, appliquant ([45] II § 2 prop. 3.1), on obtient un isomorphisme de
groupes abéliens
(2.3.28.3) F|U 5 RIA(F ),

Le foncteur I'2» transforme les Z[A,]-modules injectifs de Vi¢; en groupes abéliens injectifs de Vg,
et le foncteur T'(Vigt, —) transforme les Z[A,]-modules injectifs de Vi en Z[A,]-modules injectifs
([4] V 0.2). D’autre part, on a

(2.3.28.4) [ (Viey, T2 (<)) = D2 (T (Vies, —))-

Prenant les foncteurs dérivés des deux membres et appliquant de nouveau ([45] II § 2 prop. 3.1),
on en déduit une suite spectrale

(2.3.28.5) M By = HO (A, B (Vier, V) = H (Vies, F|V).

Comme l'immersion j: X° — X est quasi-compacte, le schéma V est cohérent. Par suite, en vertu
de ([4] VI 5.3) et (J2] V1.9.12), pour tout entier b > 0, on a un isomorphisme canonique

(2.3.28.6) lim HY (Veee, 7 *|V) 55 B (Vier, V).

n>1

On en déduit par passage a la limite inductive une suite spectrale

(2.3.28.7) B3 = HY(Avo, HY (Vigs, | V) = H P (Vigy, Z|V).

La proposition s’ensuit puisque H®(Vig;, . (*)*|V) est a-nul pour tout b > 1 en vertu de [2.3.22
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Corollaire 2.3.29. Soient m un entier > 1, . un (O /p™ O%)-module localement libre de type
fini de Xfet Pour tout X-schéma étale U, on note Ly [tmage inverse de L par le morphisme

canonique U X , et on pose Ly =Ly Qe Byr. Alors, pour tout morphisme U' — U de € et
tout entier ¢ > 0, le morphzsme canonique

(2.3.29.1) HY(Ugse, L17) @ vy Ox (U') = B Uy, L17)
est un a-isomorphisme.

En effet, d’aprés [2.3.28] on a un morphisme canonique
(2.3.29.2) HY(Ano, L(U™)) = HI(Urgr, L0 1U),

qui est un a-isomorphisme. Celui-ci est fonctoriel en U € Ob(%) d’aprés la preuve de loc. cit. Par
ailleurs, d’aprés [2.3.25] le morphisme canonique

(2.3.29.3) LT @py @y Ox(U') = LET™)

est un a-isomorphisme. Comme Ox(U’) est plat sur Ox(U), on en déduit que le morphisme
canonique

(2.3.29.4) HY(U'g, Z0|U°) @ 0y Ox(U') = B Ugey, L [U™)
est un a-isomorphisme (2] I1.3.15). La proposition s’ensuit en variant le point géométrique 7 de
X° @33).

Corollaire 2.3.30. Pour tout morphisme U' — U de € et tous entiers m > 1 et ¢ > 0, le
morphisme canonique

(2.3.30.1) HY(Upey, Bm) @y Ox(U') = B Uy, Burm)

—=/%0

est un a-isomorphisme.

Proposition 2.3.31. Soient m un entier > 1, L un (O /p™ O%)-module localement libre de type
fini de Xfet Pour tout X-schéma étale U, on note Ly limage inverse de L par le morphisme
canonique U X , et on pose Ly = Ly Qe PByr. Alors, pour tout entier ¢ > 0, le préfaisceau
de a-(Og)-modules sur € qui & tout objet U de € associe le a-(Og)-module ol (U, L))
(1.4.5)) est un faisceau pour la topologie étale .

Soit (U; — U);es un recouvrement de €. Pour tout (i,5) € I?, posons U;; = U; xy U;. Par
descente fidélement plate, la suite de &5 (U)-modules

(2.3.31.1) 0= HI(Uw, £0) — [[H T L) @0y @) Ox(Us)
el
- H H(Ussy, L0) ®ox vy Ox(Usy),
(i€l

ot la derniére fléche est la différence des morphismes induits par les projections de U;; sur les deux
facteurs, est exacte. On en déduit par 2.3.29 que la suite de &-modules

(2.3.31.2) 0 — HY(Ugs, L) = [[HUT ser, 20,) = [[ HUT;sers L))
icl (i,5)€l?

ot la derniére fléche est la différence des morphismes induits par les projections de U;; sur les deux
facteurs, est a-exacte (1.5.2)). La proposition s’ensuit en vertu de [1.4.28
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Proposition 2.3.32. Soient m,q deux entiers tels que m > 1 et ¢ > 0, L un (O /p™ O%)-module
localement libre de type fini de Xs. On note HI(L) le Ox(X)-module HY(X g, L ®o,. Bx) et
HY(L) le I (Ox)-module associé de Xe (1.1.12.3). Alors, on a un morphisme h.(O)-linéaire
canonique de Xg

(2.3.32.1) HY(L) — R, (8*(L)),

qui est un a-isomorphisme, ot o et B sont les morphismes de topos annelés (2.1.8.5) et (2.1.8.6).

Pour tout X-schéma étale U, on note Ly 'image inverse de L par le morphisme canonique
% p =
U — X . La correspondance . = {U — Ly . Py} définit un préfaisceau abélien sur E

(T1T.1.8). Notons £ le faisceau associé de E. D’aprés ([2] VL.5.34, VI.8.9 et VL.5.17), on a un
isomorphisme canonique

(2.3.32.2) B*(L) 5 22

Suivant ([2] VI.10.39), notons #9(.Z) le faisceau de Xy associé au préfaisceau sur Et /x défini
pour tout U € Ob(Et,x) par le groupe abélien HY(Uy,,, Ly ® ¢, Bu). Dapres ([2] (V1.10.39.10)),
on a un morphisme canonique de Xg;

(2.3.32.3) HU L) = Rio. (B (L)).

Celui-ci est clairement £, (O )-linéaire. Comme la source et le but sont annulés par p™,

est un isomorphisme au-dessus de X,,. Pour tout point géométrique T de X au-dessus de s, notant
X(z) le localisé strict de X en T, le schéma Xz xx X est normal et strictement local (et en
particulier intégre), d’apres (|2] I111.3.7). Par suite, la fibre de en 7 est un isomorphisme
en vertu de (J2] VI1.10.40). On en déduit que est un isomorphisme.

Compte tenu de ([4] II 3.0.4) et de la définition du foncteur “faisceau associ€” ([4] II 3.4),
HU(L) est le faisceau de Xg associé au préfaisceau sur € (2.3.14) défini pour tout U € Ob(¥%)
par le groupe abélien Hq(Uiét,ILU Q064 Zrr). 1l vésulte alors de |1.4.36| et .2'3’31|’ que pour tout
U € Ob(%), le morphisme canonique

(2.3.32.4) HY (U, Ly ®6y. Bu) — H(L)(U)
est un a-isomorphisme. On en déduit d’aprés que le morphisme canonique
(2.3.32.5) HYL) ®r Ox (U) — #1(L)(U)

est un a-isomorphisme ; d’ou la proposition.

Corollaire 2.3.33. Soient m,q deux entiers tels que m > 1 et ¢ > 0, L. un (O /p™ OF)-module
localement libre de type fini de X 5. On note M9(LL) le O%, (X m)-module HY (Y:ét,L®ﬁ? Bx) et
M (L) le (0%, )-module associé de (X )¢ (L1.12.3). Alors, on a un morphisme (O, )-linéaire

canonique de (X )st

(2.3.33.1) M9(L) — R0 (8%, (L))

m

qui est un a-isomorphisme, ot oy, et By, sont les morphismes de topos annelés (2.1.9.5) et (2.1.9.7)).

En effet, on a $*(L) = (L) O (0 /pm O%) B, ol B est le morphisme de topos annelés

(2.1.8.6), qui est donc un objet de E, d’aprés ([2] 111.9.6 et 111.9.7). Le morphisme canonique
0*(B*(L)) — B, (L) est un isomorphisme, ot ¢ est le plongement (2.1.6.1). On en déduit par
adjonction un isomorphisme

(2.3.33.2) BH(IL) = 0.(By, (1))
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Il résulte alors de (2.1.6.4) qu’on a un isomorphisme canonique
(2.3.33.3) R0y (B, (L)) = ™' (R70.(8(L))),

ot ¢~ ! désigne I'image inverse au sens des faisceaux abéliens par I'injection canonique a: X, — X.
Par ailleurs, avec les notations de [2:3:32] on a un isomorphisme canonique

(2.3.33.4) HY(L) 5 a, (M9(L)).

On en déduit par adjonction un isomorphisme o~ (H?(L)) = M?(L). La proposition résulte donc
de [2.3.32)

Remarque 2.3.34. Conservons les hypothéses de 2.3.33} Daprés ([1] 2.6.18(ii)), 0%, est un
faisceau d’anneaux cohérent de (X, )zar- Il résulte alors de|1.6.8et [2.3.10(iii) que le (€% )-module
de (X 1,)4ar associé & M?(L) est a-cohérent (1.5.3)) et est a-nul pour tout i > d+1, ot d = dim(X/S5).

2.3.35. On désigne par E (resp. E%o) la catégorie des préfaisceaux de U-ensembles sur F
(resp. E¢) et par

(2.3.35.1) P2V = Bty

la catégorie fibrée obtenue en associant & tout U € Ob(Et /x) la catégorie (Etf /Uo)A des préfais-
ceaux de U-ensembles sur Etf o> et a tout morphisme f: U" — U de Et /x le foncteur

(2.3.35.2) Freve: Bty o) = (Btg o)

défini par la composition avec le foncteur image inverse Etf Viiades ]:]tf Jgre par le morphisme
foz U - U° déduit de f. On note

(2.3.35.3) P — €°

la catégorie fibrée au-dessus de €° déduite de la catégorie fibrée (2.3.35.1)) par changement de base
par le foncteur d’injection canonique € — Et /x- On a alors une équivalence de catégories (2]
VIL.5.2)

(2.3.35.4) E 5 Homg, .((Et)x)°,2")
F — {U — FOLU!},

ou vrn est le foncteur ([2.1.5.2). On identifiera dans la suite F' & la section {U +— F o (g} qui lui
est associée par cette équivalence. De méme, on a une équivalence de catégories

(2.3.35.5) B¢ S Homgye(¢°, 2)
F — {Uw~ Foun}.
On note
(2.3.35.6) E—E, Fw~ F

le foncteur “faisceau associé” sur E. Comme E¢ est une sous-catégorie topologiquement génératrice
de E, le foncteur “faisceau associé” sur F¢ induit un foncteur que I’on note aussi

(2.3.35.7) Ey — B, Frs F2



122 2. THEORIE DE HODGE p-ADIQUE

Soient F = {W — Gw} (W € Ob(Et,x)) un objet de E, Fy = {U ~ Gy} (U € Ob(¥))
Pobjet de E obtenu en restreignant F a Ee. Il résulte aussitot de (J4] IT 3.0.4) et de la définition
du foncteur “faisceau associé€” ([4] II 3.4) qu’on a un isomorphisme canonique de F

(2.3.35.8) (Fg)* S F2.
On désigne par OZ-E%& la catégorie de a-(Oy)-préfaisceaux sur Eg 7 par a-E¢ la caté-
gorie des a-(0p)-faisceaux sur Ey et par
(2.3.35.9) : Mod(O5, E¢) — a-Eq,
(2.3.35.10) a: Mod(0g, E¢) — a-Bg,
les foncteurs canoniques (1.4.19.1)) et (1.4.35.1)).

Q)

Proposition 2.3.36. Soient m un entier > 1, L. un (O /p™ O%)-module localement libre de type
fini de Xfet Pour tout X-schéma étale U, on note Ly limage inverse de I par le morphisme
canonique U = X et on pose ZU = Ly ®¢y By . Alors, le préfaisceau de - (O )-modules

al{U —» Z}) (U € Ob( ) (2 est un fazsceau

Soient (V — U) un objet de E¢, (U; — U);er un recouvrement de . Pour tout (i,j) € I?,
posons U;; = U; xy U;, Vi =V xy U; et Vij =V xy U;;. Par descente fidélement plate, la suite
de Ox (U)-modules

(2.3.36.1) 0= 2(V) = [[L V) @ow) 6xUi) = [ L (V)@oyw) Ox(Us),
iel (i,5)€r?
ot la derniére fléche est la différence des morphismes induits par les projections de U;; sur les deux
facteurs, est exacte. En en déduit par [2.3.26] m que la suite de O-modules
(2.3.36.2) 0= Z(V) = [[<.v) = JI <., Vi),
iel (i,5)€l?
ot la derniére fléche est la différence des morphismes induits par les projections de U;; sur les deux

facteurs, est a-exacte ([1.5.2)). La proposition s’ensuit en vertu de [1.4.27]

Corollaire 2.3.37. Pour tout entier m > 1 et tout schéma affine U de Et/X, U’homomorphisme
canonique

(2.3.37.1) BUm — Bum o Lo,
0 By = @/pm@ (2.1.9.1) et vy est le foncteur (2.1.5.2), est un a-isomorphisme.

En effet, le préfaisceau de a-(0%)-modules &({U — ZBu.m}) (U € Ob(¥)) [2:3:35.9) est un
faisceau en vertu de [2.3.36, La proposition résulte alors de [1.4.36) compte tenu de (2.1.9.4]) et

(2:3.35.8).

2.4. Le principal théoréme de comparaison de Faltings

2.4.1. Pour tout entier n > 1, on dispose des morphismes canoniques (2.1.9.5) et (|1.1.12.5)
(.

(2.4.1.1) on: (Bo,Bn) — (X, Ox),

(2.4.1.2) un: (Xset, Ox,) —  (Xsgar, Ox,)-

On note le composé u,, o o,

(2.4.1.3) Tn: (Es, Bn) = (Xspar, Ox, )-
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Proposition 2.4.2. Soient n,q deux entiers tels que n > 1 et ¢ > 0, L un (0% /p" O%)-module
localement libre de type fini de X . Alors, le (0%, )-module mz @, R0 (B,(L)) (2.1.9.7) est

n

associ€ a un (O )-module quasi-cohérent et a-cohérent (1.5.3) de (X ) sar (1.1.12.3), et il est nul
pour tout ¢ > d+ 1, ot d = dim(X/S).

En effet, soit (u;: X; — X);es un recouvrement étale tel que J soit fini et que pour tout j € J,
(X, #x|X;) vérifie les hypothéses de Soit j € J. D’apres (2] (VI.10.12.6) et (111.9.11.12)),
on a un diagramme de morphismes de topos annelés

—0 ,Bj,n ~ — Tj,n
(2.4.2.1) (X))ter, O /p" O) <—— (Ej 5, Bjn) —= (Xjs)ar, O%, )

j.n
A
B On

(Xteo» O /0" Or) <——— (E, B (Xsat, Ox.)

ot la ligne supérieure est ’analogue pour X; de la ligne inférieure pour X, les fleches verticales sont
définies par fonctorialité, et dont les carrés sont commutatifs & isomorphismes canoniques preés. Par
ailleurs, le morphisme ®; s’identifie au morphisme de localisation de (Es, #B,) en 0¥(X;.¢) en vertu
de ([2] I11.9.12 et I11.9.13). En fait, 0} ,, s’identifie au morphisme (0,),x, ., de sorte que le carré de

droite de (2.4.2.1)) est 2-cartésien (cf. [4] IV 5.10). Par suite, en vertu de 2333 et [2.3.34] il existe
un (O, )-module quasi-cohérent et a-cohérent .7; de (X jn)zar et un morphisme (O,  )-linéaire
(24.2.2) ti(F5) = Rion (8, (L)1 X; s,

qui est un a-isomorphisme, o ¢;(.%;) est le (ﬁyj _)-module de (Xjn)et associé a Z; (1.1.12.3).
En particulier, le morphisme induit

(2.4.2.3) Mg Qo 1j(F5) = Mg Qo Rlon. (B, (1)) X; s

est un isomorphisme ([1.4.23). Par suite, mz ®g,. R90,,.(53;; (L)) est nul pour tout ¢ > d+1, d’aprés
2.3.10(iii). Compte tenu de (1.1.12.6)), on a un isomorphisme canonique

(2.4.2.4) My Qo Lj(yj) = Lj(mf Qo= y])

Les isomorphismes (2.4.2.3) définissent une donnée de descente sur (1;(myi ®@g,.. F;)); e relative-

ment au recouvrement étale (X, — X,);cs. Comme le foncteur (1.1.12.3)) est pleinement fidéle et
compte tenu de , on en déduit une donnée de descente sur (mz®¢ %) ;e relativement
au méme recouvrement. D’aprés ([19] VIII 1.1), il existe alors un (0%, )-module quasi-cohérent ¢
et pour tout j € J, un isomorphisme

(2.4.2.5) Y Qog, Ox,, = Mg Qor F;

g

tels que si 'on munit (¢ ®g_. O )jes dela donnée de descente définie par ¢, les isomorphismes

Jimn
(2.4.2.5)) soient compatibles aux données de descente. Les isomorphismes ([2.4.2.3)) se descendent
en un isomorphisme

(2.4.2.6) UY) — m @y R0 (85 (L)),

ou 1(¥) est le (O, )-module de (X,)s associé a ¢. Par ailleurs, ¥ est a-cohérent, d’aprés m
et [1.6.9]; d’ou la proposition.

Corollaire 2.4.3. Soient n,q deux entiers tels que n > 1 et ¢ > 0, L un (O /p" OF%)-module
localement libre de type fini de Xie,. Alors, le (Ox )-module RI7,.(3%(L)) est a-quasi-cohérent

n

(1.6.3) et a-cohérent (L1.5.3), et est a-nul pour tout ¢ > d+1, ot d = dim(X/S).
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En effet, pour tout (&%, )-module F de (X,)e et pour tout entier i > 0, les morphismes

canoniques (|2.4.1.2])
(2.4.3.1) My Qo Rjun*(y) — Riun*(mﬁ? Q64 F)— Rjun*(ﬁ)

sont des a-isomorphismes d’apres Par suite, Ry (R70,,. (8 (L))) est a-nul pour tous i > 1

n

et 7 > 0, en vertu de et ([4] VII 4.3). La suite spectrale de Cartan-Leray

(2.4.3.2) By? = Riup. (R0 (B (1)) = R 7,.(B; (L))

n

induit donc un isomorphisme de a-(05 )-modules de (X)) sar (1.4.22)
(2.4.3.3) a(Uun« (Mg @ R0y, (6,(1L)))) 5 a(R7,. (85 (L))).

La proposition s’ensuit compte tenu de et

Corollaire 2.4.4. Supposons X propre sur S, et soient n,q deuz entiers tels quen > 1 et ¢ > 0,
L un (0 /p" O%)-module localement libre de type fini de X0 Alors, le O7-module H1(E,, 5} (L))
est de présentation a-finie et est a-nul pour tout ¢ > 2d + 1.

On notera d’abord que I'anneau 0 /p™ O est universellement cohérent ([1] 1.4.1 et 1.12.15).
Considérons la suite spectrale de Cartan Leray

(2.4.4.1) Ey? = H'(X,,, R 70 (85 (L)) = HV(E;, B5(L)).
En vertu de et [1.6.12] pour tous entiers i, j > 0, le (O%/p" O%)-module E;j est a-cohérent,
et il est a-nul si ¢ > d+ 1 ousi j > d + 1. La proposition s’ensuit compte tenu de [[.5.15]

2.4.5. Considérons 'anneau ([1.3.2.1)

(24.5.1) (0%)" = lim O [pOr,

z—aP

qui est intégre, parfait de caractéristique p, et notons K son corps des fractions, qui est algébri-
quement clos (cf. [41] 3.8). On rappelle que Iapplication

(2.4.5.2) {(@n)n>0 € (ﬁC)N | (@n41)" =z, Yn €N} — (ﬁf)bv (@n)nz0 = (Fn)n>0,

ou T, désigne la classe de x,, dans 0% /pOy, est un isomorphisme de monoides multiplicatifs. Pour
tout = € (0%)’, d’image inverse (,,),>0 par (2.4.5.2)), on pose

(2.4.5.3) ot = x.
L’application
(2.4.5.4) (O) = Q, x> (),

ol v est la valuation normalisée de O (2.1.1), est une valuation non discréte, de hauteur 1 de

(0%)". 1l est alors naturel de noter (0%)” aussi O, et son idéal maximal m_.
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2.4.6. On fixe une suite (p,)n>o d’éléments de Oy telle que po = p et pl_ | = p, pour tout
n > 0 et on note w 1’élément associé de ﬁ?b. Pour tout entier ¢ > 0, ’homomorphisme

(2.4.6.1) Tt O — O /0%, (Tn)n>0+— T;

est surjectif. On vérifie aussitot que ker(mg) = w07». On note ¢ I'endomorphisme de Frobenius
de 0. Comme my = ; o ©', on en déduit que ker(m;) = @ O%». En particulier, 7; induit un
isomorphisme

(2.4.6.2) O |w? O = O /pO%.

Par ailleurs, le diagramme

(2.4.6.3) O |@?"" Oy —> O[O

| |

O o O —= > O%/p0%

ou la fleche verticale de gauche est le morphisme canonique et la fléche verticale de droite est
I’endomorphisme de Frobenius, est commutatif. On en déduit que ﬁ?b est complet et séparé pour la
topologie w-adique, et que cette derniére coincide avec la topologie limite projective des topologies
discrétes de O /pO.

2.4.7. On désigne par Efj" le topos des systémes projectifs de ES, indexés par ’ensemble
ordonné N des entiers naturels ([2] II11.7.7). On rappelle qu’on a un morphisme de topos

(2.4.7.1) X EY S B,

dont le foncteur image inverse A* associe a tout objet F' de E, le systéme projectif constant de
valeur F', et dont le foncteur image directe A, associe a tout systéme projectif sa limite projective
([2] T11.7.4).

Pour tout objet F = (F,)n,>0 de EY et tout entier 4 > 0, on note e<;(F) 'objet (F),>o de
EEIO, défini par
(2.4.7.2) Fl =

n

F, si0<n<i,
F;, sin>i,

le morphisme de transition F! ; — F} étant égal au morphisme de transition F,, .1 — F,, de F si
0 <n <ietalidentité si n > i. La correspondance F' + e<;(F') est clairement fonctorielle, et on
a un morphisme fonctoriel canonique

(2.4.7.3) F — e<i(F).
Si F est un anneau (resp. module), il en est de méme de e<;(F) et le morphisme (2.4.7.3) est un

homomorphisme.

Si A est un anneau, on note encore A anneau constant de valeur A de E, ou de EY". On a
donc un isomorphisme canonique A\*(4) = A de EY". On note (0%)® Panneau (O/pOx)y de EY
dont les morphismes de transition sont les itérés de ’endomorphisme de Frobenius de 0% /pO.
On le considére comme une @-algebre via les homomorphismes ([2.4.6.2).

On désigne par & la catégorie abélienne des Fy,-modules de Ef?o et par PR son quotient par
la sous-catégorie épaisse des F,-modules Artin-Rees-nuls (AR-nuls en abrégé) ([21] V 2.2.1). On
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rappelle que PxRr est canoniquement équivalente & la catégorie des systémes projectifs de &2 a
translation prés ([21I] V 2.4.2 et 2.4.4).

2.4.8. On note ¢ I'endomorphisme de Frobenius de #; (2.1.9.1) et on désigne par 2" 1a
(O)®-algebre (%;)n de EY dont les morphismes de transition sont les itérés de ¢ . On considére
2" comme une ﬁzb—algébre via les homomorphismes (2.4.6.2)). On note encore ¢ ’endomorphisme
de Frobenius de Z°. Cette notation n’induit aucun risque d’ambiguité puisque I’endomorphisme

de Frobenius de #° est induit par celui de %;. Pour tout entier i > 0, on considére sgi(gp)
comme une @p—algébre via ’homomorphisme canonique (2.4.7.3)).

Lemme 2.4.9. (i) Pour tout entier n > 0, notant p,, la classe de p,, dans O /pOg (2.4.6),
la suite
— 2 — [ S
(2.4.9.1) B, B B, 0
est exacte.

(i) L’endomorphisme de Frobenius ¢ de B° induit un isomorphisme de Par [2.4.7).
(iii) Pour tout entier i > 0, la suite de Z° -modules

i

(2.4.9.2) 0 7 ==z cci(@) —=0

ot la deuxiéme fleche est le morphisme canonique (2.4.7.3)), est exacte dans Par. De plus,
privée du zéro de gauche, elle est exacte dans .

(i) En effet, soient (§ ~» Z) un point de Xg ;Xét X, tel que T soit au-dessus
de s, X’ le localisé strict de X en T. On désigne par Uz la catégorie des X-schémas étales -
pointés, et par Wz la sous-catégorie pleine de Yz formeée des objets (U,p: T — U) tels que la
restriction (U, #x|U) — (S, #s) du morphisme f vérifie les hypothéses de Ce sont
des catégories cofiltrantes, et le foncteur d’injection canonique 205 — U2 est cofinal ([4] I 8.1.3(c)).

Avec les notations de [2.1.14] on a donc un isomorphisme canonique (2.1.14.3))
_ o —7

(Upyewd

La proposition s’ensuit en vertu de et ii).

(i) I résulte de (i) et (J2] I11.7.3(i)) que I'endomorphisme ¢ de Z° est surjectif, de noyau
(p,%1)n, ot les morphismes de transition sont induits par ’endomorphisme de Frobenius ¢ de %1,
et sont donc nuls. ‘

(iii) Pour tout entier j < 0, posons p; = p et p; = 0. On notera que w?" correspond a I’élément
(P_i)n>0 via I'égalité (2.4.5.1)). Compte tenu de (i) et ([2] IIL7.3(i)), la suite privée du zéro de
gauche est donc exacte dans Z2. Pour tout entier n, posons ¢, = p/p, € 0. Comme B est
O-plat, le noyau de la multiplication par w?  dans 2 est (Qn—igl)nzoa ou les morphismes de
transition sont induits par ¢ et sont donc nuls en degrés > i puisque v(g,) = 1 — 1/p™; d’ou la
proposition.

Proposition 2.4.10. Supposons X propre sur S et soient L un F,-module de type fini de Y?ét,
q un entier > 0. Posons &£ = §*(B*(LL)), ou B est le morphisme (2.1.5.4) et & est le plongement
(2.1.6.1)), et notons ¢ l’endomorphisme ﬁﬁ, -semi-linéaire de Hq(EEIO,)\*(.f) ®r, @p) induit par
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l’endomorphisme de Frobenius ¢ de 2" Alors, il existe un entier v > 0 et un morphisme ﬁ?b—
linéaire
~N° v —
(2.4.10.1) M Qo HYEY M\ (L) @r, B ) — o,
compatible & ¢ et a I’endomorphisme de Frobenius ¢ de ﬁ?b; et qui est un a-tsomorphisme.

En effet, considérons le systéme projectif de 0.-modules M = (M,),>1 défini pour tout
entier n > 1, par

(2.4.10.2) M, = HY(EY \(Z) @x, (B° " B")),

les morphismes de transition étant induits par les projections canoniques
(2.4.10.3) B | B — B | B

D’aprés iii), pour tout entier ¢ > 0, on a un isomorphisme canonique
(2.4.10.4) B | B 5 eci(BY).

On en déduit, compte tenu de ([2] II1.7.11) et (|30] 1.15), un isomorphisme &%-linéaire
(2.4.10.5) M, 5 HY(E,, £ @p, B1),

otll le but est considéré comme un ﬁ?b—module via m; (2.4.6.1). De plus, le diagramme

(2.4.10.6) Myii —=>HY(E,, & @&, B1)

| |

Mpi —= Hq(Es,f &, @1)

ou la fleche verticale de gauche est le morphisme canonique et la fléche verticale de droite est
induite par ’endomorphisme de Frobenius de %, est commutatif. Les ﬁfb—modules M,y sont
donc de type a-fini en vertu de [2.4.4]

Reprenons les notations de pour R = 04, La multiplication par w dans 2 induit un

morphisme ﬁyb—linéaire

(2.4.10.7) w: M[—1] — M.

Il est clair que le composé M[—1] =% M — M|[—1], ol la seconde fléche est le morphisme canonique,
est induit par la multiplication par . Par ailleurs, il résulte de iii) (pour i = 0) que la suite
(2.4.10.8) 0—> B )o@’ —Z> B | B — B° | B — 0

est exacte dans Zxr. On en déduit que la suite

Qn

(2.4.10.9) M, —— M, 1 M,

ot la seconde fléche est le morphisme canonique, est exacte au centre.
Il résulte de ii) que 'endomorphisme de Frobenius de 2 induit pour tout n > 1, un
isomorphisme de Zxgr

(2.4.10.10) ¢: B | B — B | B
et par suite un isomorphisme ﬁ’?b—semi—linéaire

(2.4.10.11) M =S M@,
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On notera que pour tout ¢ > 0, le digramme

(2.4.10.12) My —— HY(E,, % ®&, %)

|

Myiv1 ——=H4(E,, £ @5, %1)

ot la fleche verticale de gauche est la composante de degré p* de I’isomorphisme et les
fléches horizontales sont les isomorphismes , est commutatif.

En vertu de i), les morphismes de transition du systéme projectif M sont a-surjectifs.
Par ailleurs, d’aprés ([2] II1.7.11), on a une suite exacte

(2.4.10.13) 0 — R'lim H''(E\, % @, %1)
N

— HU(EY X (Z) @, Z") = lim HY(E,, % 5, 1) = 0,

N

ol les morphismes de transition des systémes projectifs sont induits par I'endomorphisme de Fro-
benius ¢ de #;. Compte tenu de (2.4.10.6), (]30] 1.15) et ([39] théo. 1), le terme de gauche
de cette suite est donc a-nul. On en déduit que le morphisme canonique

(2.4.10.14) HY(EY N\ (Z) @p, B”) — lim M,
—
est un a-isomorphisme. La proposition s’ensuit en vertu de [1.8.13((iii).

Corollaire 2.4.11. Sous les hypothéses de (2.4.10), pour tout entier i > 0, il existe un morphisme
canonique ﬁfb -linéaire

(2.4.11.1) HY(E)" (L) @r, B") ®0._, (O /@ Ogs) = HU(E,, £ @5, B)),
ot le but est considéré comme un O, -module via 7; (2.4.6.1), qui est un a-isomorphisme.
Proposition 2.4.12. Pour tout élément b € O3 tel que b° &€ pOy, la suite

_ _ —pP~hid
(2.4.12.1) 0—>F, b& (21) B —> By — %, 0

est exacte.

En effet, la question étant locale, on peut se borner au cas ou X est affine. Soient (g ~» )

— —
un point de Xg; X x,, th 1.9.16) tel que T soit au-dessus de s, X' le localisé strict de X en Z.
On désigne par Uz la catégorie des X-schémas étales T-pointés, et par Wz la sous-catégorie pleine
de Uz formée des objets (U,p: T — U) tels que le schéma U soit affine. Ce sont des catégories
cofiltrantes, et le foncteur d’injection canonique 205 — U2 est cofinal ([4] I 8.1.3(c)). Avec les

notations de|2.1.14] on a un isomorphisme canonique ([2.1.14.3|)

(2.4.12.2) B = lim Ry

o
(Up)ew

p(Y~~T)

Montrons que pour tout z € @p@wg), il existe t € & ) tel que t? —bP~1t = 2. On peut supposer

p(Y~=

que z € ﬁi Comme I'anneau % y est local (2] TI1.10.10(i)), d’idéal maximal contenant p,

p(Y~~T

(2.4.12.3) (pr_l)prfl (1 —p?
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est une unité de ,@ (G T) Il existe alors un objet (U,p: T — U) de Wz tel que I'élément m

soit une unité de Ry;. Il suffit de montrer que Iextension
(2.4.12.4) RY[T)/(TP — bP=T — 2)

est étale au-dessus de Rg[%}, ou encore que pour tout corps L et tout homomorphisme u: ﬁg[%] —
L, les équations TP — bP~1T —u(z) et pT?~1 —bP~1 n’ont aucune solution commune dans L. Si une

telle solution y € L existait, on aurait y?~! = % et u(z) = y? — P~y € L, et par suite,
p _ _
(2.4.12.5) (sz YPu(z)P~t = (1 —p)P~L,

ce qui est absurde puisque (527)P2P~! — (1 — p)P~! est une unité de Y.
Considérons ensuite, pour tout t € f@p@wg), I’équation

(2.4.12.6) tr — vt € p#

p(Y~~T)>
qui est équivalente, puisque @p(wa) est Og-plat, & I'équation
t t P —
(2.4.12.7) (£)P = 5 € b—pe%’p@wf).

Comme I'anneau %,,;...7) est normal et strictement local ([2] I11.10.10(i)), d’idéal maximal conte-
nant p, on en déduit d’abord que % € @p@wg), puis que

p J—
oo Zo-m)-
Il résulte de ce qui précéde et de ii) que la suite (2.4.12.1)) est exacte.

Corollaire 2.4.13. Pour tout élément non-nul b de ﬁ?b, la suite

(2.4.12.8) teb-(Z,+

,:D—li
(2.4.13.1) 0 F, Y >gr 20 M 2 0

est exacte dans PaR.

Soit (bn)n>0 € (Oc)N I'image inverse de b par I'isomorphisme (2.4.5.2). Il existe ng > 0 tel que
pour tout n > ng, b & pOc. En vertu de [2.4.12] la suite

_ p—b2tid
(2.4.13.2) 0——=Fp bn ® (55) %1 P A 0

est exacte. Comme v(by,) < =, ona pv(

) > 1, d’ou la proposition.

Proposition 2.4.14. Supposons X propre sur S, et soient L un F,-module de type fini de Y;’ét,
q un entier > 0, b un élément non-nul de Op». Posons £ = §*(8*(L)), ot B est le morphisme

(2.1.5.4) et § est le plongement (2.1.6.1)), et notons ¢ I’'endomorphisme ﬁ?b -semi-linéaire de
HY(E) N () @5, Z7)
duit par ’endomorphisme de Frobenius ¢ de 2" Alors,
(i) La suite
(2.4.14.1)

~ -b =N —p ffbp_lid NC —p
0 —HY(E,, L) — = HI(E; , \(Z) @r, #) HY(ES A\(£) @, #) —=0

est exacte.
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(ii) Le morphisme canonique

(2.4.14.2)

ker(¢ — bP~d[HY(EL”, A" (2) @, B”)) — ker(¢ — 0~ Hd|[HY(EY A (2) @r, ) ®0, K

)

est un isomorphisme.

En effet, d’aprés ([2] 1I1.7.11) et ([30] 1.15), la suite (2.4.13.1)) induit une suite exacte longue
de cohomologie

_ ¢—bP7tid ~
(2.4.14.3) M~ — HY(E,, £) MY — M HTY(E,, ) ,

ol on a posé MJ = HI(EN" \* (&) ®F, 2" pour j >0 et M~! = 0. En vertu de [2.4.10] il existe
un entier » > 0 et un morphisme ﬁ?b—linéaire

(2.4.14.4) u: My ®g_, MY — ﬁ%b

compatible & ¢ et & 'endomorphisme de Frobenius ¢ de 07, et qui est un a-isomorphisme. Comme

b . . . ..
K est algébriquement clos, pour tout ¢ € ﬁ?b, I’endomorphisme ¢ — cP~'id de ﬁ?b est surjectif.
Pour tous y € M? et ¢; € my, il existe z € ﬁ%b tel que

(2.4.14.5) u(t? @y) = p(2) — P12,

ol on a encore noté ¢ ’endomorphisme de ﬁ%b induit par 'endomorphisme ¢ de ﬁ?b. Pour tout
ty € M, il existe z € MY et t € my tels que u(t ® ) = t2z. On en déduit que

(2.4.14.6) u((titz)? @ y) = u(t’ @ ¢(z) — (ct2)’ 't @ )

Pour tout t3 € Moz, ON & donc

(2.4.14.7) (titats)Py = ¢(ttsx) — (ctats)P ™' (ttsz).

Par ailleurs, pour tout élément non nul b’ de ﬁ?b on a un diagramme commutatif

¢—bP~lid

(2.4.14.8) ker(¢ — bP~1id|M9) M? — M¢? coker(¢ — b~ id|M?)
.b/l .blt l.blp i.blp
¢—(bb" )P~ 1id
ker(¢ — (bb")P~Lid|M9) M7 — M4 coker(¢ — (bb")P~Lid|M9)

On déduit de ce qui précéde (en prenant ¢ = bty et b’ = t1tat3) que pour tout b’ € m—, le dernier

morphisme vertical du diagramme (2.4.14.8]) est nul.
D’aprés [2.4.13] pour tout b’ € m_, on a un diagramme commutatif a lignes exactes

¢—bP~tid

(2.4.14.9) 0 F, —> 7"

B
by p—(b)P A Y
0 F, bb o ¢ (00 Z

V<
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Il induit un diagramme commutatif & lignes exactes
(2.4.14.10)

0 — coker(¢/ — B~ 1d|M?Y) — > F9(E,, ) —> ker(¢ — b~ id|M7) ——>

bl i""

0 — coker (¢ — (bb')P~1id|M™!) —— HY(E,, ) — ker(¢ — (bb')P1id|M9) ——0

otll on a noté Q’ I’endomorphisme de M?~! induit par ¢. Comme le morphisme vertical de gauche
est nul, on en déduit que 'endomorphisme Q’ — P~ lid de M1 est surjectif, et il en est donc de

méme de 'endomorphisme ¢ — bP~1lid de MY ; d’ou I'exactitude de la suite ([2.4.14.1)). On en déduit
aussi que la fleche verticale de droite est un isomorphisme :

(2.4.14.11) -b': ker(¢ — b7 1id|M?) 5 ker(¢ — (b0')P'id|M).

Il s’ensuit que 'application ([2.4.14.2f) est injective.
Soit x € M? @, K tel que ¢(x) = bP~ta. 1l existe z € M9 et b € me tels que z = bz €

Mq®ﬁ?b K. Par suite, ¢(z)— (bb")P~12 est de torsion. Quitte & remplacer b’ par un multiple, on peut
supposer que ¢(z) = (bb')P~1z. D’apreés I'isomorphisme (2.4.14.11)), il existe 2’ € ker(é—b”_lid\Mq)
tel que z = V'z’. On a alors x = x’ dans MY ®o_, Fb ; d’ot la surjectivité de I'application (2.4.14.2]).

Corollaire 2.4.15. Supposons X propre sur S, et soient I un F,-module de type fini de Y?ét,

£ =6*(B*(L)). Alors, pour tout entier ¢ > 0, Hq(ES, Z) est un Fy-espace vectoriel de dimension
finie, et le morphisme canonique

(2.4.15.1) HY(E,, %) ®x, O — H(EY  \(L) @5, 2
est un a-isomorphisme.

En effet, en vertu de et avec les notations de sa preuve, on a des isomorphismes cano-
niques

(2.4.15.2) HY(E,,.2) 5 ker(¢ — id[M?) 5 ker(¢ — M @, K).

—b —b . . . . . .
D’apreés|2.4.10, M4 ®o_, K est un K -espace vectoriel de dimension finie, et ¢ est un isomorphisme

O—»-semi-linéaire de M?. Il résulte alors de ([33] 4.1.1) que H? (Es, ) est un Fy-espace vectoriel
de dimension finie, et que le morphisme Fb—linéaire

~ —b —b
(2.4.15.3) HY(E,, ) @p, K =M@ K

est bijectif. Par suite, le morphisme (2.4.15.1}) est injectif. Montrons qu’il est a-surjectif. Considé-
rons le morphisme w: My Qo M? — ﬁ%b (2.4.14.4) et notons eq,...,e, la base canonique de

07 ,. Comme u est a-injectif, il suffit de montrer que pour tout 1 < i < r et tout v € Moz, il existe

z € M7 tel que ¢(z) = = et u(y ® ) = ye;. Pour tout ¢ € m, il existe y € M? et 8 € m— tels
que u(8®y) = te;. On a u(fP @ ¢(y)) = tPe; et donc u(BP @ ¢(y) — P~ ®@y) = 0. Par suite, pour
tout ¢’ € m, on a

(2.4.15.4) o(t'By) = (1P~ By.
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Compte tenu de I'isomorphisme (2.4.14.11)) (pour b = 1 et ' = tt'), il existe x € M? tel que ¢(z) = x
et t'By = tt'z. Par suite, pour tout t” € m, on a t't"f@y = tt't" ® r dans m ®o_, M? et donc
u(tt't" @ x) = tt't"e;, d’ot assertion recherchée.

Corollaire 2.4.16. Supposons X propre sur S, et soient n un entier > 1, L. un (Z/p"7Z)-module

localement libre de type fini de Y?ét, L =6*(B*(L)). Alors, pour tout entier ¢ > 0, le morphisme
canonique

(2.4.16.1) HY(E,, %) ®z, O — HI(Ey, & ®z, B,)
est un a-isomorphisme.

En effet, par dévissage, on peut se réduire au cas ot n = 1. La proposition résulte alors de
[2.4.15] [2.4.11] et (2.4.6.2])

2.5. Acyclicité locale
2.5.1. On rappelle que 'on dispose des morphismes canoniques
(2.5.1.1) ¢~ X — E,
(2.5.1.2) P Xe ><X Xet — E,
(TIT.1.15) et (T.11.3.2), et du plongement canonique 8: E, — E (2.1.6.1)).

Proposition 2.5.2. Pour tout faisceau abélien de torsion, localement constant et constructible F
de Xg, et tout entier ¢ > 1, on a R9y,(F) = 0.

En effet, d’aprés ([4] V 5.1), R%t),(F) est le faisceau de E associé au préfaiscean sur E défini
par

(2.5.2.1) (V — U) = HY(V, F).

Soient (V' — U) un objet de E, £ € HY(V, F), T un point géométrique de U. D’aprés il existe
un voisinage étale Uy de T dans X et un objet (V3 — U;) de E au-dessus de (V — U) tels que le
morphisme canonique Vi — V' Xz U; soit surjectif et que 'image canonique de ¢ dans H?(V, F)
soit nulle. Par suite, il existe un recouvrement ((Vo, — Uy) — (V' = U))aes de E pour la topologie
co-évanescente tel que pour tout o € ¥, 'image canonique de ¢ dans HY(V,,, F) soit nulle;
d’oul la proposition.

* induit un isomorphisme 5, —

Proposition 2.5.3. (i) Le morphisme d’adjonction id — p.p
PP 04 ; en particulier, le foncteur composé
~ < —
(2.5.3.1) P 0s: By = Xey Xxo Xat
est pleinement fidéle. N
(ii) Pour tout faisceau abélien F de Es et tout entier ¢ > 1, on a Rip.(p*(d.(F))) = 0.

Sment T un pomt geometrlque de X au-dessus de s, X’ le localisé strict de X en Z. Notons
pro Xet — Xfet et pz: B — Xfet les foncteurs canoniques (1.1.11.1) et (2.1.13.2). D’aprés (|2]
I11.3.7), X' est normal et strictement local (et en particulier intégre). La preuve de|l.11.12{ montre
alors que le morphisme d’adjonction id — p,p* induit un isomorphisme ¢z — pzp,p*. En vertu
de X' est un schéma K (m,1). La preuve de établit alors que pour tout faisceau
abélien G de E et tout entier ¢ > 1, on a pz(Rp, (p*(G))) = 0.

*
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Par ailleurs, pour tout faisceau F de Ej, p,(p* (04(F)))|o*(X,,) est l'objet final de E/U*(Xn).

Pour tout faisceau abélien G de E, et tout entier ¢ > 0, on a Rip,(p* (0+(G)))|o*(X,) = 0. La
proposition s’ensuit puisque la famille des foncteurs ¢z o . lorsque T décrit ’ensemble des points
géométriques de X au-dessus de s, est conservative en vertu de ii) et ([2] VI.10.31).

2.6. Le torseur des déformations

2.6.1. On pose S = Spec(0¢), que Pon munit de la structure logarithmique //% image
inverse de s (2.1.1]). Pour tout S-schéma Y, on pose

(2.6.1.1) Y=Y xg5.

On fixe une suite (py)n>0 d’éléments de O telle que py = p et pr_l = p, pour tout n > 0, et
on note w I'élément associé de O (2.4.5). On pose

(2.6.1.2) §=[w]—peW(0r),
oul [ ] est le représentant multiplicatif. D’aprés [1.3.4] (avec les notations de[1.3.2)), la suite

(2.6.1.3) 0 — W(Op) 5 W(0) 2 6o — 0
est exacte. Elle induit une suite exacte (1.3.2.5))
(2.6.1.4) 0— O -5 ah(0) 5 6o — 0,

ol on a encore noté -£ le morphisme induit par la multiplication par £ dans 2% (0% ). L’idéal ker(0)
de o (0%) est de carré nul. C’est un Oc-module libre de base £. Il sera noté £0¢. On observera
que contrairement & &, ce module ne dépend pas du choix de la suite (py)n>0. On note E10c le
Oc-module dual de £0¢. Pour tout Oc-module M, on désigne les Oc-modules M ®g, (£0¢) et
M ®¢, (£710c) simplement par EM et €1 M, respectivement.

2.6.2. Considérons le systéme projectif de monoides multiplicatifs (0% )nen, ol les mor-
phismes de transition sont tous égaux a ’élévation a la puissance p-iéme. On note Qg le produit
fibré du diagramme d’homomorphismes de monoides

(2.6.2.1) Ok —{0}

m Ox o,

x—xP
ou la fleche verticale est I’lhomomorphisme canonique et la fléche horizontale est la projection sur
la premiére composante (i.e., d’indice 0). On désigne par qx I’homomorphisme composé

(2.6.2.2) Q — lim O — O L wW(o) - ah(og),

z—azP

ou [ ] est le représentant multiplicatif et les autres fléches sont les morphismes canoniques. Il résulte
aussitot des définitions que le diagramme

(2.6.2.3) Qx —— Ok — {0}

“ ]

o (OF) 4 Oc
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ot les fleches non libellées sont les morphismes canoniques, est commutatif.
On pose

(2.6.2.4) () = Spec(o(0%))

que 'on munit de la structure logarithmique .# 5 (5) associée a la structure pré-logarithmique
définie par ’homomorphisme qx. D’aprés le schéma logarithmique (<% (S), # oty (g)) est fin
et saturé, et 6 induit une immersion fermée exacte

(2.6.2.5) i (S, M) — ((8), My 5)-

Le groupe de Galois Gk agit naturellement sur W(ﬁ?b) par des automorphismes d’anneaux,
et ’homomorphisme 0 est G g-équivariant. On en déduit une action de G sur @%(0%) par des
automorphismes d’anneaux tel que 'homomorphisme 6 soit G g-équivariant. Par ailleurs,
Gk agit naturellement sur le monoide Qg , et 'homomorphisme ¢ est Gi-équivariant. On en

déduit une action & gauche de G sur le schéma logarithmique (4 (S), .#Z, (g)). Le morphisme
ix est Gi-équivariant.

2.6.3. On suppose dans la suite de cette section que le schéma X = Spec(R) est affine et
connexe (2.1.3), que X est non-vide, que le morphisme f: (X, #x) — (S, #s) admet une carte
adéquate (2.2.1]) et qu’il existe une carte fine et saturée M — I'(X, #x) pour (X, #x) induisant
un isomorphisme

(2.6.3.1) M S T(X,.#x)/T(X, 0%).
Cette derniére est a priori indépendante de la carte adéquate. On pose (2.1.3.3))
(2.6.3.2) ko = Vx/s(X).

Soit 7 un point géométrique de X°. Le schéma X étant localement irréductible d’aprés iii)7
il est la somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles. On note X" la composante
irréductible de X contenant 7. De méme, X" est la somme des schémas induits sur ses composantes
irréductibles et X = X xx X° est la composante irréductible de X contenant 7. On pose

(2.6.3.3) R =T(X",0%).

On désigne par A le groupe profini 7 (Y*O,y) et pour alléger les notations, par R la représentation

discréte E_?;( de A définie dans (2.1.11.2)) et par R son séparé complété p-adique. On notera que R
est intégre et normal (2.1.12)). On pose

(2.6.3.4) Y =Spec(R) et Y = Spec(R)
que 'on munit des structures logarithmiques images inverses de .#x, notées respectivement .4y
et .4y . Les actions de A sur R et R induisent des actions & gauche sur les schémas logarithmiques
(Y, My ) et (Y, .4y ), respectivement.

Munissant (X, //lf) de laction triviale de A (2.6.4.1)), on a un morphisme canonique A-
équivariant

(2.6.3.5) (V, M) — (X, ).
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2.6.4. On munit X = X x s S de la structure logarithmique ///; image inverse de .#Zx. On
a alors un isomorphisme canonique
(2641) (Y, %i) :> (X, %X) X(S,J/{s) (g, .//g),
le produit étant indifféeremment pris dans la catégorie des schémas logarithmiques ou dans celle
des schémas logarithmiques fins. Une (4(S), .4, (3))-déformation lisse de (X, M=) est la donnée
d’un morphisme lisse de schémas logarithmiques fins (X, .# %) = (4(S), A, @) et d'un (S, M)-
isomorphisme

(2.6.4.2) (X, M) S (X, Mz) (s (3) o, 57) (5 H5)-

Comme (f, M) — (?, M) est lisse et que X est affine, une telle déformation existe et est unique
a isomorphisme preés en vertu de ([32] 3.14). Son groupe d’automorphismes est isomorphe a

(2.6.4.3) Homﬁ?(Qﬁ(/S Ry ﬁi’ fﬁi)
On se donne une telle déformation ()~(, M) que l'on suppose fizée dans cette section.

2.6.5. D’apreés et (avec les notations de|1.3.2), la suite

(2.6.5.1) 0= WER)-SWER) SR —o0,
ou & est I’élément (2.6.1.2)), est exacte. Elle induit une suite exacte ([1.3.2.5))
(2.6.5.2) 0—R-5 #@®) SR —0,

olt on a encore noté -¢ le morphisme induit par la multiplication par ¢ dans 2% (R). L’idéal ker(6)

de %(R) est de carré nul. C’est un R-module libre de base &, canoniquement isomorphe a ¢R
(12.6.1]).
—b
On désigne par Q le monoide et par ¢: Q@ — W(R") homomorphisme définis dans en
prenant pour schéma logarithmique affine (Y, .#y) et pour u: I'(X, #x) — (Y, .#y ) 'homomor-
phisme canonique, de sorte qu’on a un diagramme cartésien

(2.6.5.3) Q—T(X, #x)

On note encore q: Q — <% (R) ’homomorphisme induit par ¢. On a un homomorphisme canonique
QRr — Q (2.6.2) qui s'insére dans un diagramme commutatif

(2.6.5.4) Rk Q

#(0g) — h(R)

Le groupe A agit naturellement sur W(R') par des automorphismes d’anneaux, et I’homomor-
phisme 6 est A-équivariant. On en déduit une action de A sur .2%(R) par des automor-
phismes d’anneaux telle que I’homomorphisme 6 soit A-équivariant. Par ailleurs, A agit
naturellement sur le monoide @, et 'homomorphisme ¢ est A-équivariant.
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2.6.6. On pose
(2.6.6.1) #5(Y) = Spec((R))

que 'on munit de la structure logarithmique .#,(y) associée a la structure pré-logarithmique

définie par ’homomorphisme ¢: Q — @4(R) (2.6.5)). D’aprés et les hypothéses de
le schéma logarithmique (#%(Y), # o, (vy) est fin et saturé, et 'homomorphisme 6 induit une
immersion fermée exacte

(2.6.6.2) i (Y, ly) = (h(Y), Mopyr))-

Les actions de A sur @%(R) et @ induisent une action & gauche sur le schéma logarithmique
(o(Y), Moy, (vy)- L'immersion fermée i est A-équivariante.
On a un diagramme commutatif canonique ([2.6.2.5))

(2.6.6.3) (V, M) — (a(Y), Megyy))

L

(?, M) — > (4(5), M o4,(5))

2.6.7. On pose (2.6.3.2))
(2.6.7.1) T = HomA(QR/ﬁK ®Rr R ER)
On identifie le R-module dual & 'S 1(21 R/ OR R (2.6.1) et on note .7 la ﬁ-algébre symétrique
associée (1.1.9)
(2.6.7.2) S = Bz == Wy, Or R).

On désigne par XA/ZM le topos de Zariski de Y = Spec(R) (2.6.3.4), par T le Op-module associé & T
et par T le Y -fibré vectoriel associé & son dual, autrement dit,

(2.6.7.3) T = Spec(.¥).

Soient U un ouvert de Zariski de Y U l'ouvert correspondant de @4 (Y") (cf. - On désigne
par .Z(U) l'ensemble des morphismes représentés par des fleches pomtlllees qui complétent le
diagramme canonique

(2.6.7.4) (U, A5 |U) L (T, ///mmlU)

i \\

) — ((S), M oy, 5))
de fagon & le laisser commutatif (cf. [2.6.4). D’apres (2] 11.5.23), le foncteur U — Z(U) est un T-
torseur de Y. On désigne par .# le R-module des fonctions affines sur . (cf. [2] 11.4.9). Celui-ci

(X

¢
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s’insére dans une suite exacte canonique

(2.6.7.5) O—>§—>§—>§_1§~2}%m}( @r R — 0,
D’aprés ([28] I 4.3.1.7), cette suite induit pour tout entier n > 1, une suite exacte (|1.1.9)
n—1 n ne—101 5

Les R-modules (S%(ff ))nen forment donc un systéme inductif filtrant, dont la limite inductive
_ 1 n(g
(2.6.7.7) ¢ = lim S (7)

n>0

est naturellement munie d’une structure de ﬁ—algébre. D’aprés ([2] 11.4.10), le Y-schéma
(2.6.7.8) L = Spec(¥)

est naturellement un T-fibré principal homogene sur Y qui représente canoniquement .. On
prendra garde que .2, .7, ¢ et L dépendent de (X,.Z).

2.6.8. On munit Y de I’action naturelle a gauche de A ; pour tout g € A, 'automorphisme
de Y défini par g, que l’on note aussi g, est induit par I’automorphisme g~! de R. On considére
T comme un &p-module A-équivariant au moyen de la donnée de descente correspondant au R;-
module Hom (Q}%/ﬁx ®pr R1,§Ry) (cf. [2] 11.4.18). Pour tout g € A, on a donc un isomorphisme
canonique de Op-modules

(2.6.8.1) T S g (T).

Celui-ci induit un isomorphisme de Y -schémas en groupes

(2.6.8.2) T T 5 g%(T),

ou g°* désigne le foncteur de changelnent de base par 'automorphisme ¢ de Y. On obtient ainsi

une structure A-équivariante sur le Y-schéma en groupes T (cf. [2] I1.4.17) et par suite une action

a gauche de A sur T compatible avec son action sur 17; I’automorphisme de T défini par un
élément g de A est le composé de TgT et de la projection canonique ¢g*(T) — T. On en déduit

une action de A sur .# par des automorphismes d’anneaux, compatible avec son action sur R,
que 'on appelle action canonique. Cette derniére est concrétement induite par I’action triviale sur

Sz (67" /6, On R1).

L’action naturelle & gauche de A sur le schéma logarithmique (% (Y'), #,(v)) (2.6.5) induit
sur le T-torseur .% une structure A-équivariante (cf. [2] 11.4.18), autrement dit, elle induit pour
tout g € A, un isomorphisme T;F -équivariant
(2.6.8.3) 2 L5 g (L)
ces isomorphismes étant soumis & des relations de compatibilité (cf. [2] 11.4.16). En effet, pour tout
ouvert de Zariski U de Y, on prend pour

(2.6.8.4) 7 (U): Z(U) S Z(9(U))

I'isomorphisme défini de la fagon suivante. Soient U Touvert de 2 (Y) correspondant a U, u €
Z(U) que l'on considére comme un morphisme

(2.6.8.5) i (U, Mgy |U) — (X, M 3).
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Comme i ([2.6.6.2)) et le morphisme ([2.6.3.5)) sont A-équivariants, le morphisme composé
~ ~ -1 ~ ~ ~
(2.6.8.6) (9(U), Magyy)|g(U) T (U, M gy |U) == (X, M 5;)

prolonge le morphisme canonique (g(U), .#5|g(U)) — (X, M ). 1l correspond a I'image de p par

Tgf (U). On vérifie aussitot que le morphisme Tf ainsi défini est un isomorphisme T!;F -équivariant
et que ces isomorphismes vérifient les relations de compatibilité requises dans (2] 11.4.16).

D’apreés (2] 11.4.21), les structures A-équivariantes sur T et .£ induisent une structure A-équi-

variante sur le Op-module associé a .%, ou, ce qui revient au méme, une action R-semi-linéaire de
A sur #, telle que les morphismes de la suite (2.6.7.5)) soient A-équivariants. On en déduit sur L

une structure de T-fibré principal homogéne A-équivariant sur Y (cf. |2] I1.4.20). Pour tout g € A,

on a donc un isomorphisme T;r -équivariant

(2.6.8.7) 7 L5 gt (L).

Cette structure détermine une action & gauche de A sur L compatible avec son action sur )A’; I'au-
tomorphisme de L défini par un élément g de A est le composé de 7';“ et de la projection canonique
¢°*(L) — L. On obtient ainsi une action de A sur € par des automorphismes d’anneaux, compatible

avec son action sur R, que I'on appelle action canonique. Cette derniére est concrétement induite
par l'action de A sur .%.
Pour tout g € A, on désigne par

-~ ~

(2.6.8.8) LY)SLY), p—9u

le composé des isomorphismes

(2.6.8.9) L LY) S L)),

(2.6.8.10) e M)Y) 3 L), p—propog

ot g1 agit sur Y et pr: g*(L) — L est la projection canonique, de sorte que le diagramme

(2.6.8.11) L—>L
HT Tgu
~ g ~
Y —Y
est commutatif. En particulier, pour tout 8 € .%, on a

(2.6.8.12) (g1 (8) () = g7 (B(w)).

Par ailleurs, 9 est défini par le morphisme composé
1 ~
(2.6.8.13) (oY), Mogyir) S (oY), Magyiry) 2 (X, ).

Définition 2.6.9 (J2] 11.10.5). La R-algébre ¢ (2.6.7.7)), munie de I’action canonique de A (2.6.8)),
est appelée l’algébre de Higgs- Tate associée a ()2, Mz). La R-représentation .# (2.6.7.5) de A est
appelée I'extension de Higgs-Tate associée a (X, .#5).

D’apres (2] I1.12.4), les actions canoniques de A sur # et € sont continues pour les topologies
p-adiques.
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2.6.10. On a un homomorphisme canonique ([2.1.1.1))
(2.6.10.1) Zy(1) = (R)*.

Pour tout ¢ € Z,(1), on note encore ¢ son image dans (Eb)x. Comme 6([¢] — 1) = 0, on obtient
un homomorphisme de groupes

(2.6.10.2) Zp(1) = (R), ¢ log([C]) = [¢] - 1,

dont I'image est contenue dans ker(6) = Eﬁ. Celui-ci est clairement Z,-linéaire. D’aprés (|2] I1.9.18),
son image engendre 1'idéal pﬁgﬁ de <% (R), et le morphisme R-linéaire induit

(2.6.10.3) R(1) = p™i¢R

est un isomorphisme.

L’homomorphisme de monoides Z,(1) — (Rb, x) déduit de (2.6.10.1) et 'homomorphisme
2.6.5.3)

trivial Z,(1) — I'(X, #x) (de valeur 1) induisent un homomorphisme (2.6.5.

(2.6.10.4) Zp(1) = Q.
2.6.11. On désigne par @ le produit fibré du diagramme d’homomorphismes de monoides

(2.6.11.1) D(X, . #5)

|

Q — DX, Mx) —> (X, M)

L’action naturelle de A sur @ et son action triviale sur F()? , /%) induise une action sur @

L’homomorphisme canonique Z,(1) — @ (2.6.10.4) et ’homomorphisme trivial Z, (1) — X, M)
(de valeur 1) induisent un homomorphisme

(2.6.11.2) Z,(1) = Q.

Soit 7" un élément de Q, d’images canoniques T € Q, t € T'(X, #x) et t' € I‘()?,///;(). Tout
élément p € & (}A/') détermine un morphisme de schémas logarithmiques que 1’on note encore
(2.6.11.3) i (B(Y), Mgy vy) — (X, M 5),
et en particulier un homomorphisme de monoides p’: p~ (M) — Mup(y). D'apres (36] IV
2.1.2), il existe un et un unique élément b, € R tel que

(2.6.11.4) W () = (L4 0T € D(h(Y), M.

L’application u +— b, est une fonction affine sur .2 & valeurs dans ¢R de terme lindaire dlog(t) €

Q5 6 OR R (cf. |2] 11.4.7). Elle définit donc naturellement un élément de £.%, que l'on note
dlog(T") € £, au-dessus de dlog(t) (2.6.7.5). On voit aussitot que Papplication

(2.6.11.5) dlog: Q — £F
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ainsi définie est un homomorphisme de monoides. Il est A-équivariant d’aprés (2.6.8.12)). Le dia-
gramme

(2.6.11.6) Z,(1) 0 T'(X,.#x)
—log([ ])l idlog \Ldlog
0 R ¢F QL Or R—0

est clairement commutatif.

2.7. Théorie de Kummer

2.7.1. Pour toute extension finie L de K, on note &, la fermeture intégrale de Ok dans L
et on pose St = Spec(€r) que 'on munit de la structure logarithmique .#g, définie par son point
fermé. On a un morphisme canonique (S, #s, ) — (S, .#s). On pose

(2.7.1.1) (XL7%XL) = (X,(%X) X(Sy///s) (SL,.///SL),

le produit étant pris dans la catégorie des schémas logarithmiques, de sorte que 'on a X; =
X xg Si. On note fr: (Xp, #x,) — (S, #s,) la projection canonique. On voit aussitot que
X7 = X1 xx X° est le sous-schéma ouvert maximal de X, ou la structure logarithmique .#x,
est triviale. Le morphisme f, est adéquat d’aprés ([2] II1.4.8). En vertu de (|2] IIL.4.2(iv)), on a
donc

(2712) Q%XL = (]XL)*(ﬁ;é ) N ﬁXL.

L
En particulier, ’homomorphisme canonique .#x, — Ox, est un monomorphisme. On a un iso-
morphisme canonique ([2.1.3.3])

1 ~ Ol
(2713) Q(XLa-//[XL)/(SLy-//(SL) _>QX/S ®ﬁx ﬁXL.
Par suite, la dérivation logarithmique universelle induit un homomorphisme

(2.7.1.4) dlog: Mx, — Qs ®oy Ox, .

Pour tout K-homomorphisme L — L’ entre extensions finies de K, on a un diagramme carté-
sien canonique dans la catégorie des schémas logarithmiques

(2.7.1.5) Xy, Mx,,) — (Xp, Mx,)

| |

(Spr, Ms,,) — (Sp, Ms,)

Pour toute sous-K-extension finie L de K, on note iy, : X — X le morphisme canonique. On pose

(2.7.1.6) M = lim b (),

LCK

la limite étant prise sur la catégorie filtrante des sous-K-extensions finies de K C’est un monoide
intégre de X¢; (J36] I 1.3.6). On notera que ’homomorphisme canonique de X ,,r

(2.7.1.7) lim h ' (Ox,) — Ox

LCK
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est un isomorphisme ([26] 8.2.12). Il résulte de ([23] 0.6.1.6) et ([38] I § 3 prop. 1) que I'homomor-
phisme analogue de (2.7.1.7)) dans X ¢; est aussi un isomorphisme. On en déduit un monomorphisme
de Yét

C’est une structure logarithmique sur X.
On pose
(2.7.1.9) Q% 5 = /s ©ox Ox,

que l’on considére comme un faisceau de X, ou X, selon le contexte (cf.]1.1.12)). Compte tenu
de (1.1.12.6)), les homomorphismes (2.7.1.4]) induisent un homomorphisme que ’on note encore

(2.7.1.10) dlog: M+ — Qly/g.
Celui-ci induit un morphisme O+-linéaire et surjectif
(2.7.1.11) ML @7 Ox — Qly/g.

Pour tout entier n > 1, on pose
(2.7.1.12) Qlyn/gn = Q%5 ®ox Ox,,,

que l'on considére aussi un faisceau de X ,ar 0u X ¢, selon le contexte (cf. [2.1.4). Compte tenu

de (1.1.12.6)), le morphisme (2.7.1.11) induit un morphisme 05 -linéaire et surjectif de X ¢

(2.7.1.13) a* (///%p) ®z Ox — Ql?n/ﬁn'

2.7.2. Pour tout U-topos T et tout groupe abélien G, on note G¢ (ou simplement G lorsqu’il
n’y a aucun risque d’ambiguité) le groupe constant de T de valeur G. D’aprés ([2] VI.5.17), G 5 est
canoniquement isomorphe au faisceau associé au préfaisceau {U — GU?ét} sur B (cf. . Pour
tout entier n > 1, on désigne par y,, = (ou simplement p, lorsqu’il n’y a aucun risque d’ambiguité)
le groupe constant de T de valeur le groupe p,(0%) des racines n-iémes de 1'unité dans 0. Pour
tout (Z/nZ)-module F de ¥ et tout entier m, on pose

F Qg u, sim >0,
Homz(,ufgm, F), sim<0.

(2.7.2.1) F(m) = {

Cet usage n’étant pas classique pour le topos X, on prendra garde de ne pas confondre le faisceau
I, X, ainsi défini avec le faisceau des racines n-iémes de I'unité de Xy, c’est-a-dire le noyau de la
puissance n-iéme sur G, x (qui ne sera pas utilisé dans cet article).

Lemme 2.7.3. Soient A un anneau intégre, M un monoide intégre, u un homomorphisme injectif
de M dans le monoide multiplicatif A, n un entier > 1, ¢: A — A Uapplication d’élévation a la
puissance n-ieme. Supposons que pour toutt € M, I’équation ™ = u(t) admette n racines distinctes
dans A. Alors, ¢~1(M) est un monoide integre et I’homomorphisme ¢~ (M) — M déduit de ¢
identifie M au quotient de ¢~(M) par le sous-monoide pi,(A) des racines n-iémes de l'unité dans

A @D,

En effet, pour tout ¢ € M, on a u(t) # 0 car w est injectif et M est intégre. Comme A est
intégre, ¢~ (M) est donc intégre. Par ailleurs, 'application canonique ¢~1(M) — M est surjective
et fait de ¢~1(M) un torseur sur M sous le groupe i, (A). Par suite, M est le quotient de ¢—1(M)
par le sous-monoide p,(A) ([36] T 1.1.6).
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2.7.4. Considérant anneau 2 de E (2.1.8) muni de sa structure multiplicative et le monoide

M5 de X¢ défini dans (2.7.1.6)), on note
(2.7.4.1) A: o (hu(M5)) > B

le composé des homomorphismes canoniques (2.7.1.8)) et (2.1.8.4)

0" (hu(Mx)) = 0" (h(O%)) — B.

Pour tout entier n > 0, on désigne par 2, le monoide de E défini par le diagramme cartésien de
la catégorie des monoides de E (1.1.7)

(2.7.4.2) 2, — 0" (h(M5))
Lk
7 . %

ot v est 'endomorphisme d’élévation & la puissance p-iéme de %. Les monoides (2,,)nen forment
naturellement un systéme projectif. Compte tenu de (2.1.4.2)) et (2.1.6.3), le diagramme
induit par image inverse par le plongement § (2.1.6.1) un diagramme cartésien de la catégorie des
monoides de ES

(2.7.4.3) 0(2y) — o (@ (Mx))

-
s
*
—~
=
N

0" (%)

Proposition 2.7.5. Soit n un entier > 0.
(i) Le monoide 6*(2,,) est intégre.
(ii) L’homomorphisme canonique o B, = 6*(2n) (2 est un monomorphisme.
(iil) La projection canonique §*(2,) — of(a*( ) ldentzﬁe ox(a*(M~)) au quotient de
0*(2,,) par le sous-monoide fpn 75, (L1.7).

Soient (y ~ E) un point de Xg; ><X Xet m tel que T soit au-dessus de s, p(y ~ T)

son image dans E par le morphisme p (2.1.5.6). On note encore T le point géométrique a(z) de X
(2.1.4.1). Compte tenu de ([2] (VI1.10.18.1)) et (2.1.4.2)), la fibre de 2 en p(y ~» T) s’identifie a un

homomorphisme

(2.7.5.1) Wpgoz): Mx 5 = Bogem):-

Montrons que celui-ci remplit les conditions de D’aprés (J2] 111.10.10), 2 (5.7 est un anneau
normal et strictement local (et en particulier intégre) et 'homomorphisme

(2.7.5.2) Os = = Boger)

fibre de ’homomorphisme canonique o* (h.(0%)) — 2 en p(y ~ T), est injectif et local.

Comme «: M~ — O (2.7.1.8) est un monomorphisme, 2,..z) est injectif. D’autre part, avec
les notations de 2.1.14} on a un isomorphisme canonique 1 .1.14.3))

o
(U,p)ewz
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On a clairement ([2.1.4.2))

o
(U,p)ewy

De plus, I'homomorphisme 2l ..z s’identifie & la limite inductive des homomorphismes composés
LU, #x) 2% T(U, 65) — Ry,

ou la seconde fleche est 'homomorphisme canonique. Pour tout (U,p) € Ob(Wz) et tout ¢t €
v, M), comme op7(t) est inversible sur U’ [2.7.1.8), le U-schéma

(2.7.5.5) Spec(ﬁ’ﬁ[T]/(Tpn — ag(t))

est fini et étale au-dessus de U . L’anneau Elyj étant intégre et normal ([2.1.12]), il résulte aussitot de
sa, déﬁrljtion @-111.3) que l'équation TP" = ag(t) admet une racine et donc p™ racines distinctes

dans Ry,. On en déduit que pour tout m € M 5, Véquation " = 2, 7)(m) admet p™ racines

distinctes dans @p@wf). La proposition s’ensuit en vertu de et

Corollaire 2.7.6. Pour tout entier n > 0, la suite d’homomorphismes canoniques
(2.7.6.1) 0= pyn ., = 07 (25P) = oy (@ (AF)) — 0
est exacte.

En effet, le foncteur d’injection canonique de la catégorie des groupes abéliens de ES dans
celle des monoides de E,; admet pour adjoint a gauche, le foncteur “groupe associé” A" +— 48P,
Ce dernier commute donc aux limites inductives. L’exactitude de la suite au centre et
& droite résulte alors de 2.7.5[iii) et ([2] (I1.5.7.1)). L'exactitude de cette suite & gauche est une

conséquence de i)-(ii).

Corollaire 2.7.7. Soient T un point géométrique de X au-dessus de s, X' le localisé strict de X
enz, pz: EF— Y;Zt le foncteur canonique (2.1.13.2)), n un entier > 0. On désigne encore par T le
point géométrique a(T) de X (2.1.4.1). Alors, l’image du diagramme (2.7.4.2)) par le foncteur @z

- s , o Lo . ~7°
s’identifie & un diagramme cartésien de la catégorie des monoides de X

(2.7.7.1) ¢3(2n) —= Mx 5

i ltpw(ﬂ)
¢z (B) — pz(B)
ot on a encore noté v l’endomorphisme d’élévation a la puissance p-ieme de oz(%). De plus,
le monoide pz(2,) est intégre, et la projection canonique z(2,) — M~ 5 identifie M~ - au
quotient de pz(2,) par le sous-monoide M 12 (1.1.7).
’ ét

En effet, on a un isomorphisme canonique ¢z(c*(h.(A5))) = Mz 5 dapres (2.1.13.3) et
(2.1.4.2)) ; d’ott la premiére assertion. Comme X' est intégre et non-vide ([2.1.16f), considérant un

— —
point (7 ~ Z) de Xg x x,, X zt, la seconde assertion résulte de la preuve de
la description (2.1.15.2)) du foncteur fibre de E associé au point p(g ~ ).

.5l compte tenu de
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2.7.8. Pour tout entier n > 1, on note
L= 1
(2.7.8.1) Op: @ (ML) = Rios(pyn 5.)

I'homomorphisme composé du morphisme d’adjonction @*(A5") — 0. (0 (@ (A4%))) et du co-
bord de la suite exacte (2.7.6.1]). Celui-ci induit deux morphismes ﬁyn—linéaires

(2.7.8.2) a(MP) 07 Ox, — Rlon.(Zn(1)),
(2.7.8.3) T (ML) 07 O, — R'on.(EBn),

le second étant défini au moyen du composé des morphismes canoniques ([2.6.10.3))
(2.7.8.4) Oc(1) 3 priebo — €0c.

Théoréme 2.7.9. Soit n un entier > 1.

(i) Le morphisme (2.7.8.3) se factorise a travers le morphisme surjectif (2.7.1.13)) et induit un

morphisme ﬁ?n-linéaire de Xs ¢t

(2.7.9.1) 0L

X. /S — R0 (%n).

(ii) 1l existe un et un unique homomorphisme de ﬁ’yn—algébres graduées de X ¢

(2.7.9.2) A(ETIOL

Xn/gn) — @iZORign* (gn)

dont la composante en degré un est le morphisme (2.7.9.1). De plus, son noyau est annulé
2
par p%m? et son conoyau est annulé par p o1 myz, ot d = dim(X/S) (2.1.3).

La preuve de cet énoncé sera donnée dans aprés quelques résultats préliminaires.

2.7.10. Soient (j ~ ) un point de Xg X Xoo Xt tel que T soit au-dessus de
s, X' le localisé strict de X en Z. On note encore T le point géométrique a(Z) de X (2.1.4.1)).
D’apres (J2] II1.3.7), X' est normal et strictement local (et en particulier intégre); on peut donc
l'identifier au localisé strict de X en T. Le X-morphisme u: 7 — X’ définissant (7 ~ Z) se reléve
en un Yo—morphisme vy — X'° et induit donc un point géométrique de X que ’on note aussi
(abusivement) §. On désigne par

(2.7.10.1) oz B — Xpg,
le foncteur canonique (2.1.13.2)) et par
—/0 ~
(27102) Uy: Xfét — Bﬂ_l(y/o’y)

le foncteur fibre de Y;Zt en gy (1.1.13.3]). Compte tenu de (2.1.13.3)), (2.1.4.2)) et (2.1.15.5)), I’homo-
morphisme vg(pz(2A)) (2.7.4.1)) s’identifie & 'homomorphisme composé

(2.7.10.3) Mz 5 —2> Ox 5 R, .

ou la premiére fléche est la fibre de o (2.7.1.8]) en T, RZ, est l'algébre définie dans (2.1.15.4)) et
la seconde fléche est 'homomorphisme canonique ([2.1.15.4). Pour tout entier n > 0, 'image du
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diagramme ([2.7.4.2)) par le foncteur 50z s’identifie donc & un diagramme cartésien de la catégorie

des monoides de Bm(Y“’,y)

(2.7.10.4) vy(ez(2n)) — M3z

l \L’/ﬁ(tpm(m))

=7 v =7
R R%.

ol on a encore noté v ’homomorphisme d’élévation & la puissance p-iéme de Ry .
. . . ~ ~
Pour tout ¢t € .#+ ., la section az(t) est inversible sur X °. Le X -schéma

n

(2.7.10.5) Tn(t) = Spec(Ox [T/ (TP — az(t))

est donc fini et étale sur X . En particulier, T2 (t) = Tn(t) x x X° induit un pyn (O )-torseur de
Y/fzt On désigne par 7, (t)y la fibre de .7, (t) au-dessus de § et par 2,(t) la fibre de la projection
canonique vy(pz(2n)) — Mx 5 au-dessus de t. On a un isomorphisme canonique de
(O )-torseurs de B X 7)

(2.7.10.6) Tn(t)g = 2 ().

Lemme 2.7.11. Sous les hypothéses de pour tout entier n > 0, l'application
~/o °

(2.7.11.1) Tt Mz — B (X e 52 ), -t [T (1)),

est un homomorphisme de monoides (2.7.2)), et le diagramme

Tn —/0
(2.7.112) Mg T BN (Kot )~ B (X 026 (1 5.)))

| T

On.z
gp n,xT 1
///ij R0 (,L’l’p'rt7~E'S )z R 0* * f

ot Op z est la fibre en T de ’homomorphisme O, (2.7.8.1)), u est l'isomorphisme (2.1.13.5)), v est
induit par lisomorphisme canonique oz — 70,0 (2.1.16.1)), w est induit par ’isomorphisme
(12.1.6.4) et la fleche non libellée est I’homomorphisme canonique, est commutatif.

Considérons la suite exacte de groupes abéliens de E
(2.7.11.3) 0— 5*(“;)”,55) — 0,(67(28P)) — 5*(02‘(6*(///%’))) -0

déduite de la suite exacte (2.7.6.1)) par image directe par le plongement ¢. D’aprés (J2] VI.10.30(iii)),
le diagramme

(2.7.11.4) 0 (.02 @ M) HO (X iy, (0. (03 (@A)

i |

R0y (84 (ttyn 5, )7 —— H X eq 02(0. (11,0 5.)))
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ot les fléches horizontales sont les isomorphismes ([2.1.13.5)) et les fléches verticales sont les bords
des suites exactes longues de cohomologie, est commutatif. Par ailleurs, le diagramme

(2.7.11.5) M s 0 (03 (@ ML)y s 0,(0. (0@ MD)))z

o la

ngs*(ﬂ‘pmﬁs )j —INU> RIO'* (6* (NP"AES >)E

ol 4 est induit par le morphisme d’adjonction id — 04,0}, ¢ est le bord de la suite exacte longue

de cohomologie déduite de la suite (2.7.6.1) et w et w’ sont induits par I'isomorphisme ([2.1.6.4)),

est commutatif.
D’aprés (2.1.16.1)), (2.1.13.3) et (2.1.6.3), 'image de ([2.7.11.3)) par le foncteur ¢z s’identifie &
une suite exacte de groupes abéliens de Ygt

(2.7.11.6) 0= pyn 0, = 92 25F) — ///%?E — 0.

Celle-ci induit un homomorphisme
—/0
(2.7.11.7) T ///g’f — H'(Xa, Lo 5125

qui s’identifie donc a b

’

(2.7.11.8) My ——— HO (Ko, 05 (0. (03 (@A)
TT’L\L \Lb

—/0
Hl (Xfét7 SDT((S* (:u’pn7ES )))

—=/0
Hl(Xféta H

" Y;Zt)
On vérifie que v/~ ou’ o w’ o i est 'identiteé.
Il résulte de et ([36] 1.1.1.6) que le diagramme canonique

(2.7.11.9) ¢7(2n) —— MAx 5

.y

pr(280) —= M

est cartésien. Compte tenu de (2.7.10.6)), on en déduit que 7, est le composé de 7/, et de ’homo-
morphisme canonique .45 - — ///%pf; d’oul la proposition.

2.7.12. Conservons les hypothéses et notations de [2.7.10]; supposons, de plus, les conditions
suivantes remplies :
(i) Le schéma X est affine et connexe et le morphisme f: (X, #x) — (S,.#s) admet une
carte adéquate (2.2.1)).
(ii) Il existe une carte fine et saturée M — I'(X,.#x) pour (X, #x) induisant un isomor-
phisme
(2.7.12.1) M S T(X, #x)|T(X, 0%).
Ces conditions correspondent a celles fixées dans Notons R ’anneau de X et posons ﬁ}{ Jorx =
Q}( / 5(X) (2.1.3.3). Le schéma X étant localement irréductible, il est la somme des schémas induits
sur ses composantes irréductibles. On désigne par X la composante irréductible de X contenant
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— N ~-° . . . . 4 . <7*©
7. De méme, X est la somme des schémas induits sur ses composantes irréductibles, et X =

X" X x X° est la composante irréductible de X° contenant 7. On munit X = X xg S (2.6.1.1)
de la structure logarithmique .#% image inverse de .#x et on se donne une (et (S), A 12 (3))

~ ~_ =Y
déformation lisse (X, .#5) de (X, #%) (cf.[2.6.4). On note Rx le complété p-adique de I'anneau
R @1.11.3) et

=0 ~ =y
(2.7.12.2) 0= Ry = F = ¢'Q0. @r Ry =0

S )
I'extension de Higgs-Tate associée a (X, .#5) (2.6.9); c’est une extension de R y-représentations

continues de 71 (X *O,y). Pour tout entier n > 0, on désigne par

(2.7.12.3) 0 &Ry /p"Ry) = £(F /0" F) = O 0, Or (R /0" RY) = 0
la suite exacte déduite de (2.7.12.2)), par
(2.7.12.4) A T(X5 0% o) = B (m(X,9),6(R% /p"RY))

le morphisme I‘(Y*7 O )-linéaire induit, et par @, le produit fibré du diagramme d’homomor-
phismes de monoides de Bm(Y*O 7)

(2.7.12.5) I'(X, #x)

|

v —7
Ry

Y
Rx

N , . 212 . N . N Y
ol on a encore noté v I’homomorphisme d’élévation a la puissance p-iéme de Ry . On observera que

A,, ne dépend pas du choix de (X, M) (]12] 11.10.10). L’homomorphisme canonique I'( X, .#x ) —

RY vérifie les hypothéses de En effet, I'homomorphisme I'(X, .#x) — R est injectif (2.1.3.1)

et comme X est connexe, ’homomorphisme R — Ri est injectif. Par suite, le monoide Q,, est
intégre et la projection canonique @, — I'(X, #x) identifie I'(X, #x) au quotient de Q,, par le
sous-monoide ji,n (OF) d’aprés On a donc une suite exacte de groupes abéliens de B, x5

(2.7.12.6) 0 = ppn (O) = Q5P = T'(X, A#x)®P — 0.
Elle induit un homomorphisme
(2.7.12.7) B,,: T(X, Mx) — H (11 (X", 9), ppm (O)).
On observera que le diagramme canonique
(2.7.12.8) Qn — (X, Ax)

Q% — > T'(X, M x)eP
est cartésien ([36] I 1.1.6). On note encore
(2.7.12.9) —10g( ]): 1y (05) — (B /0" F)
Ihomomorphisme induit par ’homomorphisme — log([ ]) (2.6.10.2)).
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Lemme 2.7.13. Sous les hypotheses de[2.7.12] pour tout entier n > 0, le diagramme

Bn * O

(2.7.13.1) DX, dlx) ————=H'(m (X ,7), i (OF))

dlogi l—log([ D

<+ 31 Ap —vo _ o nif
P 0% 5,) — =B (m(X ™, 9),£[Rx /p"RY))
ol on a encore noté dlog ’homomorphisme induit par ’homomorphisme dlog (2.1.3.4), est com-

mutatif.

On notera d’abord que le morphisme X — X étant un homéomorphisme universel, on peut
identifier les topos étales de X et X. D’aprés (J31] 3.6 ou [36] IV 2.1.2), M+ est le quotient

de .#; par le sous-monoide 1+ (0% (cf. [36] I 1.1.5). Comme X est affine, on en déduit que
I’homomorphisme canonique

(2.7.13.2) T(X,.#z) = T(X,.4s)

est surjectif. Soit ¢t € T'(X, #x). Notons @, (t) 'image inverse de ¢t par la projection canonique
Qn — T(X, Ax) et £7,(t) la fibre au-dessus de dlog(t) ® 1 dans P’extension (2.7.12.3]). Compte
tenu de (2.7.12.8), B, (t) est la classe du iy (O)-torseur Qn(t) de B, 5+ o). D’autre part,

Ay (dlog(t)®1) est la classe du & (EZ / p"ﬁi)—torseur {Fn(t) de B, (x+° 5. Choisissant un élément
t' e I‘()N(,///X) ayant ménf*image que t dans F(i, M=) (2.7.13.2), 'homomorphisme (2.6.11.5)
induit une application 71 (X ,g)-équivariante

(2.7.13.3) Qn(t) = EF,(1).

Cette application est aussi équivariante relativement a ’homomorphisme —log([ ]) (2.7.12.9) ; d’ou
la proposition.

Proposition 2.7.14. Sous les hypothéses de [2.7.10, pour tout entier n > 1, il existe un unique

morphisme ﬁzi—lme’aire

(2.7.14.1) on: Ok 5 = H(m(X",9), &Ry /p"Rx))

ny

qui s’insére dans le diagramme commutatif

(2.7.14.2) Mx 5 ——=H (m1(X 7).ty (O))

dlogJ/ l—log([ )

o1 n —/0 __ —y —
Qyn/§n7§ Hl(ﬂ-l (X 7y)’£(RyX//ang(/))

ol on a encore noté dlog I’homomorphisme induit par I’homomorphisme dlog (2.7.1.10)).

En effet, 'unicité dg ¢, est claire (2.7.1.11)). Montrons son existence. Pour toute extension finie
L de K contenue dans K, on rappelle que 'on a X, = X xg St (2.7.1.1). On note encore T 'image
du point géométrique T par la projection canonique X — Xp. D’aprés (2.7.1.6) et (2.7.1.7)), on a
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des isomorphismes canoniques
(2.7.14.3) Mz = lim .#x, =,
LCK
(2.7.14.4) % 5. — lm Ok, /5.5 ®@0xs Oxpm

LCK

Comme chaque morphisme f est adéquat ([2] I11.4.8), on est réduit & montrer que la restriction
de —log([]) o 7, & M x z se factorise & travers I’homomorphisme

(2.7.14.5) Mxz = O, s,

induit par dlog (2.1.3.4). En vertu de ([2] I1.5.17), on peut supposer les hypothéses de [2.7.12
remplies. 11 suffit de montrer que la restriction de ’homomorphisme —log([]) o7, & T'(X, #x) se
factorise & travers ’homomorphisme

(2.7.14.6) D(X, . #x) = T(X, 0% /s,)

induit par dlog (2.1.3.4)), ce qui résulte de[2.7.13
Corollaire 2.7.15. Sous les hypotheses de[2.7.12] pour tout entier n > 1, le diagramme

Y~ Ol An —*0 __ —7 —7
(2715.1) P 0% 5,) = B (m (X, 3). (R /p" FY)

| |

Al d’n —/0 __ —y nfi
O sz H(m(X",9),6(RY /" Rx.))

ot A, est le morphisme (2.7.12.4) et ¢,, est le morphisme (2.7.14.1)), est commutatif.
Cela résulte aussitot de la preuve de [2.7.14]

Corollaire 2.7.16. Sous les hypothéses de pour tout entier n > 1, il existe un et un unique
homomorphisme de O -algebres graduées

. —/0 _. —Y —y
) = ®i>oH (m1 (X 71‘/)7Rg(’/an?)J(')

(2.7.16.1) ANET% 5 o

dont la composante en degré un est le morphisme £~ 1, ([2.7.14.1)). De plus, notant d = dim(X/S)
la dimension relative de X sur S, le noyau de (2.7.16.1)) est annulé par p%mf et son conoyau

. 2d+1
est annulé par p =T mz.

On désigne par Uz la catégorie des X-schémas étales T-pointés, par Wz (resp. W) la sous-
catégorie pleine de Uz formée des objets (U, p: T — U) tels que le schéma U soit affine (resp. vérifie
les conditions (i) et (ii) de[2.7.12)). Ce sont des catégories cofiltrantes, et les foncteurs d’injection
canonique WX — WS — V2 sont cofinaux d’aprés (J2] 11.5.17) et ([4] I 8.1.3(c)). Reprenons les
notations de Pour tout objet (U, p) de 2L, on note

(2.7.16.2) Awpyn: DT, 0% 15,) — Hi(m (T, 9),€(RY,/p"RY))



150 2. THEORIE DE HODGE p-ADIQUE

le morphisme canonique ([2.7.12.4)) ; on rappelle que celui-ci ne dépend pas de la déformation choisie
dans [2.7.12] pour le définir (|2] I1.10.10). D’apreés [2.7.15] le diagramme

AW,p).n

(2.7.16.3) T 0%, s,) H (2 (07 7)., €CRE /" )

| |

0Ol Pn —/o __ —7 Y

O 5e—  H(mEX.9).6Rx /r"Ry)
est commutatif. D’apres ([2] VI.11.10) et (2.1.15.4)), pour tout entier ¢ > 0, on a un isomorphisme
canonique
(2.7.16.4) H (r(X°,7), R% /p"R%) 5 lim Hi(m (T, 5), RS /p"RY).

(U,p)ew’le

Par ailleurs, X' étant strictement local d’apreés (J2] 111.3.7), il s’identifie au localisé strict de X en
7. On a donc un isomorphisme canonique

;% lim r(ﬁ,(zlyn/g ).

ol
(2.7.16.5) Q% 5.7 n

/o
(U,p)ewy

Les homomorphismes Ay p)n, pour (U,p) € Ob(W), forment un homomorphisme de systémes
inductifs d’apres ([2] II1.10.16). Leur limite inductive s’identifie donc & ¢, ([2.7.16.3). Il suffit
alors de montrer que pour tout objet (U, p) de 2L, il existe un et un unique homomorphisme de
0%, (U")-algebres graduées

(2.7.16.6) AD(T" €710k =) = @l (m (U™, 7), Ry/p" Ry)

: - ) _2d_
dont la composante en degré un est le morphisme & lA(pr))n7 que son noyau est annulé par pr-Imy
2d+1
et que son conoyau est annulé par p =T my.

D’aprés ([2] I1.10.16), on a un diagramme commutatif

E AW )

(2.7.16.7) MU 60, 5, H (m, (T, 7). Ry, /v RY)

—%0 __ e ne—19pY -b —%0 __ 1 =y n+—1_75Y
H'(m (U, 9).6 'Ry (1)/p"¢ ' Ry (1) == B (m (U™, 9).p7 Ry /p" 7 RY))
ou a est induit par le morphisme défini dans (2.3.4.15)), b est induit par 'isomorphisme canonique
=Yy ~ =Y 7 T
R, (1) = pp%lfRU (2.6.10.3)) et c est induit par l’injectioifanonique pﬁ RyU — ﬁ?] En vertu de
il existe un et un unique homomorphisme de ﬁgn(U )-algebres graduées
(2.7.16.8) ANET% 5 (T) = @izo (MU, 7). € "Ry () /"¢ "R (7))

dont la composante en degré un est le morphisme a. Son noyau est a-nul et son conoyau est annulé
par pr—Img. On en déduit qu’il existe un et un unique homomorphisme de ﬁgn(U )-algeébres
graduées

(27169 MEY 5, T) = isoll (m (T, 9). Ty /5" Ty
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dont la composante en degré 1 est {’1A(U7p),n. Une chasse au diagramme (2.7.16.7)) montre que le

noyau de (2.7.16.9) est annulé par p% mz. Comme H(7; (U*O,ﬁ)ﬁg/p"ﬁé) est a-nul pour tout
2d+1

i>d+ 1 en vertu de |2.3.10|1 iii), le conoyau de (2.7.16.9) est annulé par p »=1 myp.

2.7.17. Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme [2.7.9] La proposition étant locale
pour la topoloiie étale de X, soient T un point géométrique de X,, X’ le localisé strict de X en

T. D’aprés [2.1.16(1), il existe un point (g ~» T) de X ;Xét X, (1.9.16). En vertu de (2.1.13.5) et
(2.1.15.5)), pour tout entier ¢ > 0, on a un isomorphisme canonique

(2.7.17.1) Rion (EBn)s = H (X1, E(R% /9" Ror)).
La proposition résulte alors de 2.7.11], 2.7.14] et 2.7.16]
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